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Uvod

U ovom radu se bavimo analizom greske QR faktorizacije te analizom greske problema
najmanjih kvadrata. QR faktorizacija je svestran raCunski alat koji se moZe koristiti u npr.
rjeSavanju sustava linearnih jednadzbi, svojstvenim problemima te sluZi i za rjeSavanje pro-
blema najmanjih kvadrata. Takoder, iz QR faktorizacije je nastao QR algoritam koji je pro-
glasen jednim od 10 najvaznijih algoritama 20. stoljea. MoZe se izraCunati na 3 razlicita
nacina. Gram-Schmidtov proces, koji redom ortogonalizira stupce matrice, je najstarija
metoda. Givensove transformacije su preferirane kad matrica ima specijalne strukture s
puno O, npr. tridijagonalnu, Hessenbergovu strukturu. Householderova transformacija
daje najopcCenitiji nacin za izraCunati QR faktorizaciju. Problem najmanjih kvadrata se
bavi aproksimativnim rjeSavanjem sustava u kojem je viSe jednadZbi nego nepoznanica.
Najcesce sluzi da bi skup mjerenih podataka aproksimirali funkcijom. Pojavljuje se jako
puno u statistici no moze se pojaviti u svim znanostima koje mjere podatke. Takoder, po-
javljuje se i pri npr. numerickom rjeSavanju integralnih jednadzbi. Medu najpoznatijim
nacinima za naci rjeSenje problema najmanjih kvadarata su normalna jednadzba, koja je
ujedno i najstariji nacin za rijeSiti problem najmanjih kvadrata, SVD dekompozicija te QR
faktorizacija za koju ¢emo napraviti analizu greske.



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi i metode

1.1 QR faktorizacija

QR faktorizacija matrice A € R™", m > n je faktorizacija:

A=QR=[0 0 [’f)‘] = OiR,

gdje je Q € R™" ortogonalna, a R; € R™" je gornje trokutasta. Matricu R zovemo gornje
trapezastom, jer je matrica R € R™", a termin trokutasta se primjenjuje samo na kva-
dratne matrice. Ovisno o kontekstu, punu faktorizaciju A = QR ili "ekonomicniju” verziju
A = QiR, se moze zvati QR faktorizacijom. Egzistencija QR faktorizacije za matrice
punog stupcanog ranga se moze dokazati pomocu Cholesky faktorizacije (faktorizacija si-
metri¢ne, pozitivno definitne matrice A = RTR, gdje je R gornje trokutasta matrica). Kako
A ima puni rang, tada tvrdimo da je matrica AT A simetri¢na i pozitivno definitna. Vrijedi
daje (ATA)T = AT(AT)T = ATA, tj. ATA je simetri¢na. Za pozitivnu definitnost trebamo
pokazati da je xT (ATA)x > 0, Vx # 0. Kako je za x # 0:

xT(ATA)x = (Ax)T(Ax) = (Ax, Ax) = ||Ax|, = 0

S obzirom da je matrica A punog ranga slijedi po teoremu o rangu i defektu (d(A)+r(A) = n,
gdje je d(A) = dim(Ker(A)), a r(A) = dim(Im(A))) da je skup Ker(A) = {0}. Kako je x # 0,
onda x ¢ Ker(A) pa je Ax # 0, odnosno:

xT(ATA)x = ||Ax]||, > 0.

Tada postoji gornje trokutasta matrica R s pozitivnim dijagonalnim elementima tako da je
ATA = RTR. Zbog pozitivnih dijagonalnih elemenata je matrica R invertibilna pa A =
AR - R. Vrijedi:

(ARDHTAR™) = (R")'ATAR™ = (R")'R'RR ™' =1

2



POGLAVLIJE 1. OSNOVNI POJMOVI I METODE 3

gdje smo u 2. jednakosti koristili Cholesky faktorizaciju ATA = R’R, pa imamo fakto-
rizaciju matrice A na produkt ortogonalne matrice AR™! i gornje trokutaste matrice R.
Opcenito, QR faktorizacija je jedinstvena ako A ima puni stupCani rang i zahtijevamo da R
ima pozitivne dijagonalne elemente, jer inace ako je A = QR, ondajei A = OD - DR QR
faktorizacija, za D = diag(+1). Jer je D> = I, onda je i (QD)" QD = I, dok je DR gornje
trokutasta matrica kojoj i-ti redak odgovara i-tom retku matrice R, ako je d; = 1, a ako je
d; = —1 onda i-tom retku matrice —R.

Householderova transformacija

Householderova matrica (Householderova transformacija, Householderov reflektor) je ma-
trica koja ima oblik:
2
P=I1-—w', v#0eR"
vy

Householderova matrica ima svojstvo simetri¢nosti (jer je I7 = I i (w)T = wT), ortogo-

nalnosti te involutivnosti. Vrijedi:

4 4
PlpP=pP=]-—w+—wl =1
vy vy

Primjenom matrice P na vektor dobivamo:

2T
Px:x—( Y x)v

vTy

Iz ove formule moZemo vidjeti zaSto se matrica P zove Householderov reflektor: ona re-
flektira vektor x spram hiperravnine span(v)*. Zanima nas, ako imamo dane vektore x i
vy, moZemo li na¢i Householderovu matricu P tako da je Px = y. Kako je P ortogonalna
matrica, vrijedi ||Px||, = [|x]l2, tj. |[x]l> = [Iyll2, zna&i ||x|], = |[yll. je nuZan uvjet. Vrijedi:

(ZVTx)

Px=y & x—-|\—F—|v=)

vy

tj. imamo jednadZbu oblika av = x —y. Kako je Householderova matrica za vektor av, a #
0 jednaka Householderovoj matrici za vektor v (I — Wz(m)(av)(av)T =1-+w' =P),
moZemo uzeti @ = 1. Dobili smo v = x — y. Zelimo dobiti Px =y pa ratunamo:

viv= (o =y =y = a x =y = yTx+yTy = 2+ yly - 2aTy,

gdje smo u zadnjoj jednakosti koristili simetri¢nost skalarnog produkta u R ((x,y) = x7y).
Takoder nam treba:

17

1
—yDx=x"x-y'x= EXTX + EyTy —x'y = SV

T

vix =@t
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gdje smo u 3. jednakosti koristili ¢injenicu da je ||x||, = ||[y|l>. Tada imamo:

T x vy
Px=x—|——|v=x-——Fv=x-v=y
viy %

ZakljuCujemo da, uz uvjet ||x|l, = ||yll» te x # y, moZemo nac¢i Householderovu matricu P
tako da vrijedi Px = y.

Ideja kako Householderovim transformacijama izracunati QR faktorizaciju je sljedeca:
primjenjivat ¢emo Householderove transformacije na matricu A te matricu A tako pretvoriti
u gornje trokutastu matricu R. Prva Householderova transformacija ¢e u prvom stupcu
postaviti sve elemente ispod dijagonalnog na 0, druga u drugom stupcu itd. Kako bi takvu
ideju realizirali, trebamo znati konstruirati takav P. Za to nam koristi zadnja rasprava, jer
imamo stupac matrice A i stupac koji Zelimo dobiti (0 ispod dijagonalnog elementa).

Neka je x proizvoljan vektor, x # O te neka je y vektor koji ¢e imati sve 0, osim na 1.
komponenti, tj. y = oe;. Da bismo nasli Householderovu matricu P, zahtijevali smo da je
|lx|l> = [Iyll.. Tako je onda o = %||x||,. Tadaje v = x—y = x—0e;. Da bi izbjegli moguénost
katastrofalnog kracenja, u praksi se najcesce koristi formula:

o = —sign(x))|lxll,, v=x-0e

jer je tada vi = x; + sign(x;)||x]|; pa imamo zbrajanje dva broja istog predznaka te tako
izbjegavamo mogucénost katastrofalno kracenje. Ovakav pristup je doveo do misljenja da
je drugi izbor predznaka neprikladan. Pri odabiru drugog predznaka, moze doc¢i do katas-
trofalnog kracenja, ali formulu moZemo zapisati malo drugacije da imamo samo zbrajanje
brojeva istih predznaka pa moZemo izbje¢i moguénost katastrofalnog kra¢enja. Formula
e glasiti:

o = sign(x;)||x]l2,

xito =l -G+ +x)

vi=xi—o=(x —0) =
X1 +0 X1 +0 X1 +0

Tako 1 u brojniku i1 u nazivniku imamo zbrajanje brojeva istog predznaka. Iz ovih formula
mozemo izracunati da je 8 = v%v = -1 Napravit ¢emo to za slucaj oo = —sign(x;)||x]|»,

ovy”
dok je racun za drugi predznak vrlo sli¢an. Imamo:

VIv=vl 4+ +vn = (g sign(o)llx)? g+ =

= x7 + 2x;sign(xp)||xlla + [IXI[3 + X3 + ...+ x2 = 2||x][3 + 2x;sign(x;)||x]l
tj. vIv = 2||xl> (IIxll> + x1sign(x,)). Kako je sign(x;)* = 1, vrijedi:

vy = 2sign(e)llxdl(sign(x)llxdl + x1) = =20 (x; = o) = =20,
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Tada je:
2 2 1
B=— = - _

viv 20 ov;
Nakon $to smo objasnili proces nalazenja Householderove matrice P za dane vektore,
mozemo sad tocno opisati kako pomocu Householderovih matrica izracunati QR faktori-

zaciju. Proces koji smo ranije spominjali kako iz matrice A dobivamo gornje trokutastu
matricu R ¢emo ilustrirati na 5 X 3 matrici.

[ % % % * | % %
* %k k 0% =
A:***iO**z
* k% 0% =
BE 0 * =
EEERE: * k%
0**1)0**

0 0[+|—=|0 0 «

0 0= 0 0O
0 0= 0 0O

Opisat ¢emo k-ti korak procesa redukcije matrice A € R™" na gornje trokutastu matricu.
S A; = A, na pocetku k-tog koraka, imamo:

Ry B
Ak:[ kl‘zk k

. Ry € REDXG=D o kil
0 ‘ X Cy ] k-1 k

gdje je Ry_; gornje trokutasta matrica. Cilj nam je vektor x; pretvoriti u vektor koji ima sve
osim prve komponente 0. Pa nalazimo Householderovu matricu Py tako da je Pix; = oe; i
proSirujemo tu matricu na matricu:

Ii.i O
po=| &t
0 Py
Matrica P, € R™ je takoder Householderova matrica, jer ako je ¥; vektor s kojim se
konstruira matrica Pj, onda matricu P, mozemo konstruirati vektorom:

0

0

Vi = ~
Vi1

[ Vim—k+1)]
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tj. Pr=1- ﬁvkvlf. Tada definiramo Ay, = PyA;. IzvrSavanjem n koraka, dobivamo R =
P,P,_... P1f4 (usluCajum =nje P, =I)te Q = P, P,...P,. Kako su Householderove
matrice P, ortogonalne, slijedi da je matrica Q ortogonalna. Dobili smo A = QOR, gdje
je Q ortogonalna, a R gornje trokutasta. U praksi se Householderove matrice P, nikad ne
formiraju, pohranjuju i koriste se samo Householderovi vektori v,. Npr., za izraCunati A;
trebamo izratunati produkt P;C;. To moZemo raspisati:

PCy = (I-pw") Cr = C = B (v Cy)

iz ¢ega vidimo da nam je dovoljan vektor v za izraCunati produkt. Ovaj pristup je takoder
puno efikasniji nego formiranje matrice P, i mnoZenje matrica, jer ovdje imamo mnoZenje
matrice i vektora te vanjski produkt vektora nakon toga. Sveukupno, Householderova re-
dukcija na gornje trokutastu matricu zahtjeva 2n*(m — 3) flopsa. Eksplicitna formacija
matrice Q = PP, ... P, se vrsi s desna na lijevo (efikasnije nego s lijeva na desno) zbog
samih struktura matrica Py (efektivna dimenzija problema raste s m—n na m, dok s lijeva na
desno, je ona cijelo vrijeme m). Racunanje s desna na lijevo zahtjeva 4(m’n — mn* + n*/3)
flopsa, odnosno 2n?(m— 3) flopsa, ako se ra¢una samo prvih n stupaca matrice Q. Za vecinu
primjena (poput rjeSavanja problema najmanjih kvadrata) Q ¢e se ostaviti u faktoriziranoj
formi.

Givensova transformacija

Drugi nacin za izracunati QR faktorizaciju je Givensovim rotacijama. Givensova rotacija
(ili rotacija ravnine) G = G(i, j, 6) € R™" je jednaka identiteti osim dijela matrice:

s C

C ot c s
G, j1, [i, jD = [ _ ]
uz oznake, ¢ = cos # i s = sin 6. Koristimo Matlab notaciju te ona oznaCava:

Gli. j1. i j) = [ e ]
Jt JJ

Produkt y = G(i, j, 6)x rotira x za 6 radijana u smjeru kazaljke na sat u (7, j) ravnini. Alge-
barski imamo:
Xk, k ¢ i’ j’

Ve = 5CX; + SXj,

k=i,
—sx; +cxj, k=]
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Sli¢no kao i1 s Householderovim transformacijama, ideja je naci kut Givensove rotacije tako
daje y; = 0. Kako su Givensove rotacije ortogonalne matrice, problem nam se svodi na:

Xi
c s || x
— ; J
RjeSavanjem ovog sustava se dobije:
Xj Xi

S = —_—, C = —
[2 . 2 [2 . 2
X+ X X+ X

Dobili smo nacin kako staviti y; = O te 1 nacin kako izracunati tu Givensovu rotaciju bez
nalaZenja tocnog kuta, raCunat ¢emo sin @ i cos § pomocu formule (1.1). U praksi, moze

2

(1.1)

do¢i do nepreciznog izratuna radijusa r = /x? + x? radi “overflowa” pa da bi to izbjegli,
mozemo skalirati problem.

Da bi izraCunali QR faktorizaciju, Givensove rotacije koristimo da bi eliminirali ele-
mente ispod dijagonale. Redoslijed eliminacije elemenata ¢emo ilustrirati na matrici 5 X 3:

*  x  k * % % * %k * %k
A= % % =x ﬂ> * ok %k &) * % %k ﬂ) 0 x = &)

* % % * % % 0 x = 0 x =
. | 0 % x| | 0 % x 0 = =
0% = 0% = 0% = 0 *|=x*
0= = ﬁ>O>x<>|< ﬂ 0] = = 2> OOT%
0= = 0% = 0[]0 = 0 Of=
| O] % = | [ 0|0 = | | 0|0 = 0 O] =

0 *| = 0 * =

002500 % |=R

0 0= 0 0O

0 00 | | 0 0 O |

Iz ilustracije, intuitivno je da je potrebno viSe operacija za Givens QR faktorizaciju nego
za Householder QR faktorizaciju. Za generalnu m X n matricu (m > n) potrebno je 3n(m —
5) flopsa Sto je za 50% vise nego za Householder QR faktorizaciju. Takoder vidimo iz
ove ilustracije da kad bi imali matricu punu 0, broj rotacija bi se smanjivao pa je tako
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Givens QR faktorizacija najkorisnija za matrice s puno 0, poput tridijagonalne matrice ili
Hessenbergove matrice.

Za analizu greSke ¢e nam trebati pojam disjunktnih Givensovih rotacija. Rotacije
Gi, j»--->Gi. j su disjunktne ako vrijedi {is, j} N {is, j;} = 0 za s # t. Disjunktne ro-
tacije komutiraju jer djeluju na razliCite dijelove vektora, matematicki ni numericki nije
bitno kojim se redom disjunktne rotacije primjenjuju. Nas pristup e biti uzeti dani niz ro-
tacija i rasporediti ih u grupe disjunktnih rotacija. Rasporedeni algoritam e biti numericki
ekvivalentan originalnom, ali ¢e nam olaksat analizu greske.

Kao primjer niza rotacija koji je poredan u disjunktne grupe, dajemo ilustraciju matrice
6 x 3:

EEERE
1 = =
2 3 %
345
4 5 6
| 5 6 7 ]

Cijeli broj k na poziciji (7, j) oznacava da ¢e element (i, j) biti eliminiran u k-tom koraku
rotacijom u (j, i) ravnini (G;; ¢e ponistiti (i, j)-ti element). Sve rotacije u k-tom koraku
su disjunktne (u 5. koraku imamo rotacije Gi¢, G5, G34, te po definiciji vidimo da su one
disjunktne). Za matricu m X n s m > n imamo r = m + n — 2 koraka, 1 Givensova QR
faktorizacija se moze zapisati kao W, W,_; ... WA = R, gdje su W; produkti od najvise n
disjunktnih rotacija.

Gram-Schmidtova ortogonalizacija

Trec€a 1 najstarija metoda za raCunanje QR faktorizacije je Gram-Schmidtova metoda orto-
gonalizacije. MoZe se direktno izvesti iz formule A = QR, gdje je A € R™", Q € R™"
ortogonalna i R € R™" gornje trokutasta. Primijetit ¢emo da se ovdje formula razlikuje
od definicije te da se zapravo ne racuna puna QR faktorizacija (jer se raCuna samo Q).
Oznacimo s a;, q;, r; j-ti stupac od matrica A, Q, R respektivno. Zbog toga $to je R gornje
trokutasta imamo:

T

ra;

Fi=1Tii

0
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Iz formule onda imamo:

J
aj=Qr;= ) ryg (1.2)

k=1

Kako je Q ortonormalna matrica, mnoZenjem s ¢ dobivamo:
T . Lo
Qiaj:rija l:1']_1’

Dok iz (1.2) imamo:
9 :
q;=—"> Tjj= ||Qj||2,
JJ
gdje je:
Jj-1
CI} =daj— Z Tkjqk-
k=1
Ovakvim postupkom moZemo racunati Q i R stupac po stupac. Da bi osigurali r;; > 0,
zahtijevamo da A ima puni rang.

Algoritam 1. (klasi¢ni Gram-Schmidt (CGS)) Dana nam je matrica A € R™" ranga n,
ovaj algoritam racuna QR faktorizaciju A = QOR, gdje je Q € R™" i R € R™, s Gram-
Schmidtovom metodom.
forj=1:ndo
fori=1:j-1do
rij =q; a;
end for .
q;=a;— 3, i
rjj = ||(];-||2
_ 9
4i = 7,
end for
CGS metoda zahtjeva 2mn* flopsa (% flopsa viSe nego Householder QR faktorizacija u
faktoriziranoj formi).
U metodi CGS se a; pojavljuje samo u j—tom koraku. Metoda se mozZe preurediti tako
da ¢im izraCunamo g;, sve preostale vektore ¢emo ortogonalizirati spram ¢;. To nam daje
modificiranu Gram-Schmidt metodu (MGS).

Algoritam 2. (Modificirana Gram-Schimdt metoda(MGS)) Dana nam je matrica A € R™"
ranga n, ovaj algoritam racuna QR faktorizaciju A = QOR, gdje je Q € R™" iR € R™", s
MGS metodom.

a,(cl):ak,kzlzn
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fork=1:ndo

k
rie = llall
_
gk — a

forj=k+1:ndo
_ T,k
Tj = 4,4,
k+D) _ (B
a}. - aj - rijIk
end for

end for

MGS metoda takoder zahtjeva 2mn* flopsa. U MGS metodi moZemo primijetiti da
se preostali vektori matrice A azuriraju jednom po koraku da bi bili ortogonalni s novo
izraCunati vektorom matrice . Takvim postupkom su preostali vektori ortogonalni sa
svim vektorima do tad izraCunatim. Takoder, moZemo primijetiti da u MGS metodi je

ryj = q,{ask), gdje smo koristili parcijalno ortogonalan vektor ai.k).
(9] (k)]

MGS metoda se moZe izraziti i matri¢no. Definirajmo A; = [ql, B T D
MGS transformira A; = A u A,;; = Q nizom transformacija A; = A, 1Ry, gdje je:

1

Rk: 0o o0 ... ek Yik+1 --- Tikn
1

1]

odnosno R; je jednaka identiteti osim u k-tom retku, gdje se poklapa s matricom R (iz
MGS metode). Ako preciznije pogledamo A, = A 1Ry, vidjet ¢emo da u j-tom stupcu,
gdje je j < k, imamo q; = q;. Za j = k imamo a,((k) = ruqis . qx = a,((k)/rkk. Zaj >k
imamo a(l.k) = a"" + rqn 4. a;k“) = a(l.k) — rejqr- 1z ovoga vidimo kako je matri¢ni zapis
ekvivalentan MGS metodi.

Kako bi pojednostavili analizu greske MGS metode, pokazat ¢emo da postoji veza
izmedu MGS metode 1 Householder QR faktorizacije. Tako ¢emo u analizi greSke MGS
metode mo¢i koristiti rezultate koje ¢emo dokazati za Householder QR faktorizaciju. Za

n

matricu A € R™", definiramo proSirenu matricu € RU™mxn - Promotrimo njenu Ho-

useholder QR faktorizaciju. Postoji matrica P € R+ { matrica R € R™", takve da

vrijedi:
Pr [2{’] = [g], P =P,...P,P,.
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Pokazat ¢emo da istovremeno mozemo izracunati rezultat MGS metode za matricu A i

n

Householder QR faktorizacije za proSirenu matricu| , |. Kao u MGS metodi, za prvi stupac

A
matrice A, definiramo g, = a,/||a,||, te definiramo:
Py =1-vpy, vl=[_el], vivi =2,
q1
. . . 0, ..
1z mnozenja A, = P, A dobijamo:
>I"11 rp ... rlnﬁ
O 0 ... O
AZ_ .'. ’
O 0 ... O
0 o ... )

gdje smo mnoZenjem dobili vektore a,(f) koji su identi¢ni vektorima iz MGS metode te
prvi red matrice R. Tada moZemo definirati ¢, = a(22) / IIaf)llz. Ponavljamo postupak za
k=2,...,n, te svaki put definiramo:

—e
Pk:I—vkv,{, Vp = k , ,v,{vk:2,
9k
(k+1 (k+1)

te iz rezultata mnoZenja Ay, = P A, moZzemo definirati vektor i1 = a,,, ) /Ma.; ll. Na
kraju ¢emo dobiti sve vektore MGS metode ¢, ..., g,, matricu R tako da je A = OR te

matricu P tako da je
0 R
T nl| _
gl

1.2 Problem najmanjih kvadrata

Neka je m > n. Promotrimo problem pronalaska vektora x € R” takvog da je Ax = b,
gdje su nam dani A € R"™" i b € R™. Kad imamo vise jednadZbi nego nepoznanica, sustav
najceS¢e nema rjeSenje pa nam postaje cilj minimizirati izraz ||[Ax—bl|,. Problem najmanjih
kvadrata je minimizacijski problem

min ||Ax — b||,.
X

Mi ¢emo se baviti problemom najmanjih kvadrata u kojem matrica A ima puni stupcani
rang, r(A) = n. Takoder zanimat Ce nas 2- norma jer je unitarno invarijantna. U slucaju
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m = n, matrica A je regularna pa je rjeSenje problema najmanjih kvadrata jednostavno i
ono je rjeSenje sustava Ax = b, x = A™'b. Neka je x,z € R", b € R™, @ € R te matrica
A e R™",

Neka je r = r(A) < n. Promotrimo sljedecu jednakost:

A(x + az) = bl5 = ||Ax — bl[; + 2az" AT (Ax - b) + &*||Azll5. (1.3)

Ako je x rjeSenje problema najmanjih kvadrata min, ||Ax — b||, slijedit ¢e da je AT(Ax —
b) = 0. Inace, ako bi uzeli z = —AT(Ax — b) te dovoljno mali a, dobili bi kontradikciju
A(x + az) — bll, < ||Ax — b||,. Jednadzbe AT(Ax — b) = 0 mozemo zapisati i na sljedeéi
na¢in ATAx = ATb. Takve jednadzbe zovemo normalne jednadZbe.

Pomocu normalnih jednadzbi moZemo pokazati egzistenciju rjeSenja problema najma-
njih kvadrata. Prvo ¢emo pokazati da normalne jednadZbe uvijek imaju rjeSenje. Do-
voljno nam je pokazati da je A”h € Im(ATA) jer onda slijedi da postoji x € R" takav da
je ATAx = ATh. Tvrdimo da je Im(ATA) = Im(AT) pa kako je ATh € Im(AT) slijedi da je
ATb € Im(ATA). Vrijedi da je Im(ATA) € Im(A”) jer za x € Im(AT A) postoji y € R" tako
daje x = ATAy = AT(Ay) = ATz paje x € Im(AT). Jo§ ostaje pokazati Im(AT) C Im(ATA).
Neka je x € Im(AT), tj. postoji y € R™ tako da je x = ATy. Kako je R" = Ker(AT) & Im(A),
slijedi da je y = y; + y2, gdje je y» € Im(A), tj. postoji w € R" tako da je Aw = y,. Tada je

x=ATy=ATy, + ATy, = ATAw,
gdje smo u 3. nejednakosti iskoristili ¢injenicu da je y; € Ker(AT) iy, = Aw. Tada je

x € Im(ATA). Sad tvrdimo da ako je x € R” rjeSenje normalne jednadzbe da je x € R”
rjeSenje problema najmanjih kvadrata. Neka je y € R" proizvoljan vektor. Vrijedi:

IA(x + ) = bli5 = llAx = bl3 + 2y" AT(Ax = b) + ||Ayll3
= [lAx = bli; + 1Ay
> [|Ax - bli5,
gdje smo koristili u 2. jednakosti ¢injenicu da je x rjeSenje normalne jednadZzbe. S ovime
smo pokazali egzistenciju rjeSenja problema najmanjih kvadrata.

Takoder, iz jednakosti (1.3) mozemo zakljuciti da ako su x i x + az rjeSenja problema
najmanjih kvadrata da ¢e vrijediti da je z € Ker(A). U naSim slucajevima kako je r(A) = n
po teoremu o rangu i defektu e vrijediti da je d(A) = 0, odnosno Ker(A) = 0 pa slijedi da
imamo jedinstveno rjeSenje problema najmanjih kvadrata.

RjeSenje QR faktorizacijom
Neka je A € R™" i neka je r(A) = n. Neka je

ol
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QR faktorizacija matrice A. Tada je

A~ b = 107 Ax - Q"I = H[R’j . C]
2

= IRx — cli5 + lIdlf5.- (1.4)

Kako je r(A) = n, matrica R je regularna pa je jedinstveno rjeSenje problema najmanjih
kvadrata x = R™'c te je |||l = ||d|l,. Stoga se problem najmanjih kvadrata moZe rjesiti s
relativno malo posla osim racunanja QR faktorizacije. Matrica Q nije potrebna eksplicitno,
trebamo samo znati primijeniti Q7 na vektor. Ako se koristi QR faktorizacija pomocu
Householderovih reflektora potrebno je 2n*(m — 3) flopsa.

RjeSenje MGS metodom

MGS metoda se moZe koristiti za rjeSavanje problema najmanjih kvadrata. Naime, ako je
A = QR QR faktorizacija matrice A te imamo problem najmanjih kvadrata min, ||[b—Ax]|, =
min, ||b — QRXx]|, ne smijemo x ra¢unati kao x = R~!(Q7b) zbog nedostatka ortogonalnosti
izralunate matrice Q. To bi utjecalo na stabilnost pa moramo x izradunati na drugi nacin.
Primijenit ¢emo MGS metodu na proSirenu matricu [A b]. Dobijamo:

4 o] =lor anllg 2.

gdje je z € R", a p € R. Tada imamo:

Ax—b=A b][_xl]:[Ql q”“][R:Z]

= Q1(Rx — 2) — pgn+1.

Vrijedi da je ||b — Ax|l; = ||[Rx — zlI5 + p* jer je Q; ortogonalna matrica, ||g,1ll> = 1 te jer je
gn+1 Ortogonalan sa stupcima matrice Q,. Tada je rjeSenje x = R™'z.

1.3 Uvod u analizu greske

Racunajuc¢i QR faktorizaciju u racunalu, s obzirom na realnu aritmetiku racunala, u svakoj
operaciji dolazi do zaokruzivanja, tj. dolazi do greSke. Realna aritmetika racunala nije
egzaktna te radi toga trebamo analizirati greSku da vidimo koliko se izracunata faktoriza-
cija razlikuje od teoretske. Takoder, u analizi greSke algoritma je bitan pojam stabilnosti
algoritma. Stabilni algoritmi priguSavaju greSku, dok je nestabilni pojacavaju. Prvo ¢emo
definirati potrebne pojmove te opisati realnu aritmetiku racunala pa preci na analizu greske
raCunanja QR faktorizacije.
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Greske i mjere za greske
Oznacimo s X izraCunatu ili pribliznu vrijednost od x. Zapravo X je aproksimacija od x.
Najkorisnije mjere tocnosti za X su apsolutna greska:

Eabs(fc) = |-5e - X|,

te relativna greska za x # O:

o =
Eq(X) =

|x]

Cesto se koristi i oznaka Ax = £—x paje E.s(X) = |Ax|. Relativna greSka ima i alternativnu
definiciju. Ako zapiSemo x = x(1+p), onda je E.(X) = |p|. U tom slucaju, relativna greska
mjeri koliko se 1 + p razlikuje od 1. U praksi, zanimljivija nam je relativna greska, jer je
invarijantna na skaliranje: ako x — ax te X — ax, E(X) ostaje nepromijenjen.

Model aritmetike

Da bi mogli provesti analizu greske metode, moramo uvesti pretpostavke o tocnosti osnov-
nih aritmetickih operacija. Definiramo skup F C R ¢iji elementi imaju sljedecu formu:

V= tmp, (1.5)

gdje je B baza, t preciznost, e eksponent za koji vrijedi epi, < e < enax te cijeli broj
m zovemo signifikand za kojeg vrijedi 0 < m < g’ — 1. Da bi se osigurala jedinstvena
reprezentacija y € F koji je razli¢it od 0 pretpostavljamo da vrijedi da je m > g'~!. Takav
sustav je normaliziran. Broj 0 nema normaliziranu reprezentaciju. Raspon skupa F je
Bemn=! < |y| < gemx(1 — B71). Alternativni zapis y € F je sljedeéi:

d d d
y=4 e(—1+—2+...+ﬁt):i *x.d\d,...d,,

gdje svaka znamenka d; zadovoljava 0 < d; < f—11d, # 0 za normalizirane brojeve.

Neka G C R oznacava skup Ciji elementi imaju formu (1.5), ali bez ogranicenja na eks-
ponent e. Ako je x € R onda fI(x) oznaCava element iz G koji je najbliZi x. Transformacija
x — fl(x) se naaziva zaokruZivanje. Sljedeci rezultat pokazuje da se svaki realan broj x
koji leZi u rasponu skupa F' moze aproksimirati elementom iz F s relativnom gre$kom koja
nije veCaod u = %,81" . Veli¢inu u zovemo jedinicnom greSkom zaokruZivanja.

Teorem 1.3.1. (Higham [4, p. 38]) Ako x € R leZi u rasponu skupa F tada

fl(x) = x(1 +06), 0] < u.
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Tipi¢no se koristi IEEE standardna aritmetika u kojoj je 8 = 2 i podupire dvije pre-
ciznosti. U jednostrukoj preciznosti je t = 24, emin = —125, epax = 128 iu = 2724 %
5.96 x 1078, U dvostrukoj preciznosti je t = 53, epin = —1021, epax = 1024 iu = 273 =~
1.11 x 107!, NajceSéa pretpostavka o to¢nosti osnovnih aritmetickih operacija je dana
sljede¢im modelom:

flixopy) =(xopy)(1+6), [ol<u, x,yeF, op=+-—,-/.
Takoder u naSu pretpostavku ¢emo ukljuciti 1 korijen, tj. vrijedit e

fl(Vx) = Vx(1+6), |6|<u, xeF.

Greska unaprijed i greSka unazad

Neka je § izraCunata vrijednost od y = f(x) u danoj aritmetici, gdje je f realna skalarna
funkcija realne skalarne varijable. Definiramo gresku unaprijed kao E,.() ili E.(9). Za
izraCunatu vrijednost § se mozZemo zapitati, za koje x’ je § egzaktno rjeSenje problema
y = f(x), tj. zakoje Ax je = f(x+ Ax). Ax moZe biti puno, ali nas zanima najmanji. Defi-
niramo greSku unatrag kao vrijednost |Ax| (mislimo na min |Ax]|) ili kao %. Ako oznac¢imo
s X' = x + Ax, onda je greSka unatrag zapravo Ep(x") ili Epe(x).

Metodu za raCunanje y = f(x) zovemo stabilnom unatrag, ako za proizvoljan x, daje
¥ s malom greSkom unatrag, tj. ako je y = f(x + Ax) za dovoljno mali Ax. Opcenito,
problem y = f(x) moze imati viSe metoda za raCunanje rjeSenja, od kojih ¢e neke metode
biti stabilne unatrag, neke ne. Neke metode ne moraju imati relativno mali Ax, ali mogu
zadovoljavati slabiju relaciju. Definiramo mjeSanu greSku unaprijed-unazad rezultata s
relacijom:

Y+ Ay = flx+Ax), |Ayl < elyl, |Ax] < nlxl. (1.6)

Ono Sto ona zapravo kaZze, je da je § skoro rjeSenje problema za skoro to¢ne podatke.

Opcenito, algoritam zovemo numericki stabilnim ako zadovoljava relaciju (1.6) za do-
voljno male €, . Kako € moZe biti 0, moZemo zakljuciti da su i algoritmi stabilni unatrag,
numericki stabilni.

Vektorske i matri¢éne norme

Vektorska norma je funkcija || - || : C" — R koja zadovoljava sljedece uvjete:
1. [|x]| > 0, gdje jednakost vrijedi ako 1 samo ako je x = 0.
2. |lax]|| = |a|l|x|| za svaki a € C, x € C".

3. |lx+yll < llx|l + |lyl| za svaki x,y € C".
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Nama ¢e najkorisnija biti Euklidska norma ili 2-norma, koja je dana formulom
n >
Ixdl, = (Z |xl~|2] = (07,
i=1
a ona je specijalan slucaj Holderove p-norme:
n ,
Ixdl, = (Z |xl-|f’] . opxl
i=1
Koristit ¢emo da je 2-norma ortogonalno invarijantna, tj. za ortogonalnu matricu Q, za koju
vrijedi QT Q = 1, ée vrijediti da je ||OxIl3 = (Qx)"Qx = xQ" Qx = x"x = ||x|[3. Takoder
koristit ¢emo Cauchy-Schwarz nejednakost:

) < Dxdlbllyll,  x,y € R™.

Matri¢na norma je funkcija || - || : C™" — R koja zadovoljava analogne uvjete onima
za vektorsku normu. Nama ¢e najkorisnije matri¢ne norme biti Frobeniusova norma koja
je dana formulom

1
m

Il = [Z > |ai,~|2] = (tr(ATA))?
i=1 j=1
te matricna 2-norma koja je dana formulom

1
All, = (p(A"4))" = Tmax(A),
gdje je
p(A) = max {|4] : det(A — Al) = 0}
te 0max(A) najveca singularna vrijednost matrice A. Matri¢na 2-norma je specijalan slucaj

operatorske norme. Operatorske norme su matricne norme inducirane vektorskim nor-
mama te se za vektorsku normu || - ||, definira:

IA|l, = max M

x#0 ||.X||p

Iz definicije se lako vidi da je ||Ax]|, < [|All,llx]l,. KaZemo da je norma konzistentna ako
vrijedi ||AB|| < ||A]l||B|| kad god je produkt AB definiran. Frobeniusova norma te sve ope-
ratorske norme su konzistentne. Frobeniusova norma i matri¢na 2-norma su ortogonalno
invarijatne norme, tj. ||[UAV/|| = ||A||, za sve U, V ortogonalne. Korisna ¢e nam biti relacija
ekvivalencije izmedu Frobeniusove i matri¢ne 2-norme. Vrijedi:

Al < llAllF < Vr(AIIA]L,
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gdje smo s r(A) oznacili rang matrice A. Sad kad smo uveli matricne norme, moZzemo
definirati pojam uvjetovanosti matrice k(A) = ||A||||A™!|| koji ¢emo dosta koristiti u analizi
greSke QR faktorizacije. Oznac¢imo j-ti stupac matrice A s a; te definirajmo vektor e =
(1,1,...,1)T. Navodimo jo$ tehni¢ku lemu koja ée biti jako korisna u analizi.

Lema 1.3.2. (Higham [4, p. 111-112]) Neka su A, B € R™",

a) Ako jellajll, < lIbjll2, j=1,...,n, tada je:
IAllF <11Bllr,  1lAll < Vr(B)IBll2, Al < ee”|B.

b) Ako |A| < B tada ||Allx < ||Bll>.
c) Ako |A| < |B| tada ||Ally < Vr(B)||B|.
d) 1Al < 11Alll: < Vr(AlIA]L.

Osnove analize greske

Nakon $to smo definirali model aritmetike, navest éemo neke od osnovnih rezultata koji su
nam potrebni za provesti analizu greSke QR faktorizacije. Sljede¢a lema uvodi vy, notaciju
koja Ce biti fundamentalna za analizu greske.

Lema 1.3.3. (Higham [4, p. 63]) Ako je |6)| <uip;=+lzai=1,...,ninu <1, tada
[ Ja+sy =a+ae,
i=1

gdje
nu

6, < = Y,.
16, T 7

Kao posljedica leme, za vektore x,y € R”, vrijedi:
fITy) = (x+ ATy = X"+ Ay),  AxI < yalxl,  [AY] < yalyl, (1.7)

gdje za vektore a,b € R" kazemo da je |a| < |b], ako je |a;| < |bi|, i = 1,...,n. Ovo Ce
vrijediti za proizvoljan odabir redoslijeda evaluacije skalarnog produkta x”y. Navodimo
lemu koja nam daje osnove aritmetike s 6, iy, notacijom.
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Lema 1.3.4. (Higham [4, p. 67]) Za bilo koji prirodan broj k, oznacimo s 6y velicinu koja
Jje ogranicena prema |0;| < yi. Sljedece relacije vrijede:

(L +6)(1 +6;) = (1 + 6 )),

1+ 6, 1+9k+j» ]Sk,
1+ 6/ L+ 9k+2j7 j> k’

. 1

YY) < Ymink,j)» 24 max(j, bu < >
Yk < Yiks

Yt U S Yits

Ye Vi FYYi S Vi)

Takoder, u nekim analizama nece biti bitno tocno pratiti konstante uz ¢lanove vy, pa je
korisna sljedeca notacija:

_ Cku
e ek
gdje je ¢ neki mali prirodan broj. Ona sama po sebi stvara malu aritmetiku, npr. 3y, = ¥,,
Ny, = My, = Y. Za matricu A € R™" te vektor x € R”, neka je y = Ax. Tada se iz (1.7)
lako moZe izvesti:
y=A+AA)x, [|AA]<Ly,lAl

Sljedece leme e biti korisna u analizi greSke Householderove QR faktorizacije te MGS
QR faktorizacije.

Lema 1.3.5. (Higham [4, p. 73]) Ako X; + AX; € R™" zadovoljava ||AX|| < §;1IX;ll, za
svaki j =0,...,mi gdje je norma konzistentna, tada

ﬁ(xj +AX)) - ﬁ X, < [ﬁ(l +6)) — 1) ]_[ D
Jj=0 j=0 i=0 Jj=0

Lema 1.3.6. (Higham [4, p. 74]) Neka su a,b,x € R" i neka je y = (I — ab")x. Za
$ = fl(x — a(b" x)) ée vrijediti da je $ = y + Ay, gdje

IAY] < Yas (I + lallb" D,

te iz toga
AVl < Yues(1 + llall2 Dl xll.

Sljedece navodimo rezultate koji ¢e nam biti potrebni za analizu greSke MGS QR fak-
torizacije.
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Teorem 1.3.7. (Bjorck i Paige, [1]) Za bilo koje matrice koje zadovoljavaju:

il

Py
A+ AA, =[ ]R, P Py + Py Py =1,

Py

gdje obje matrice Py, P imaju barem redaka koliko i stupaca, tada postoji ortogonalna
matrica Q takva da A + AA = QR, gdje:

AA = FAA + AA,, ||F|l, < 1.

Definiramo polarnu dekompoziciju matrice A € R™" kao faktorizaciju matrice oblika
A = UH, gdje U € R™" ima ortonormalne stupce, a H € R™" je simetricna pozitivno
semidefinitna matrica. Polarna dekompozicija uvijek postoji te je P uvijek jedinstvena.

Neka je A € R™" te neka je r rang matrice A. Definiramo kompaktnu dekompozi-
ciju singularnih vrijednosti (SVD) matrice A kao faktorizaciju oblika A = UZVT gdje su
matrica £ € R™ dijagonalna matrica, Cije su vrijednosti singularne vrijednosti matrice
A koje su razli¢ite od 0, matrica U € R matrica koja ima ortonormalne stupce te ma-
trica V € R™" koja ima ortonormalne stupce takve da vrijedi UTU = VTV = I,. Postoji
veza izmedu polarne dekompozicije te SVD dekompozicije. Neka je A = U, ZVT SVD
dekompozicija te A = U, H polarna dekompozicija. Tada je:

H=VIV',
U, =U V", (1.8)
Pomocu ovih dekompozicija dobijamo sljedece rezultate.

Lema 1.3.8. (Higham [3]) Neka matrica A € R™" (m > n) ima polarnu dekompoziciju
A = UH. Tada vrijedi:

IATA 1|l IATA ~ 1|l
—— 0 <IA-Uh < —/—F5
1+ [IAll> 1+ omin(A)

Teorem 1.3.9. (Higham [2, p. 7]) Neka matrica A € R™", m > n, ima polarnu dekompo-
ziciju A = UH. Tada ako Q € R™" ima ortonormalne stupce vrijedi:

A =Ul, < 1lA - Qll.

Za matricu A € R™" definiramo pseudo-inverz X € R™ koji se definira kao jedins-
tvena matrica koja zadovoljava Cetiri Moore-Penrose uvjeta:

1. AXA=A, 2. XAX=X,
3. AX = (AX)T, 4. XA = (XA).
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Cesto éemo pseudo-inverz matrice A oznacavati s A*. U slucaju daje m = nida A ima
puni rang, pseudo-inverz je jednak inverzu matrice A. U sluaju m > nida A ima puni
stupfani rang, moZe se pokazati da je pseudo-inverz A* = (ATA)"'AT pa slijedi da je
ATA = (ATA)7'ATA = I,. U slu¢aju pravokutne matrice A € R™" definiramo uvjetovanost

matrice kao k(A) = ||A|||[A*]|. Sljedeca lema je rezultat koji se Cesto koristi u analizi
matrica.
Teorem 1.3.10. Neka je A € R™™. Ako je ||A]| < 1 te || - || konzistentna norma onda je

1, — A regularna matrica te vrijedi:
(I, — Ay = ZA".
k=0
Dokaz. Zbog konzistentnosti norme vrijedi ||A*|| < |A|I, za k € N te vrijedi:

- 1
DAl = =
k=0

jer je ||A]] < 1, dobili smo da je 32, A* apsolutno konvergentan red. Kako je R™ ™ Banac-
hov prostor slijedi da je ;- , A* konvergentan red. Iz:

Ly —AU,+A+...+AY =, - A"

PusStanjem limesa n — oo dobijamo:
Uy =4) ) A =1,
k=0

jer je lim,_,., A"*! = O radi ||A|| < 1. Analogno se dobije:

(Z Ak) (In = A) = I,
=0
pa zakljucujemo da je:

(I, — A" = Z AX,
k=0
O

Glavni rezultat analize greSke problema najmanjih kvadrata je Wedinov perturbacijski
teorem. Wedinov perturbacijski teorem mjeri osjetljivost problema najmanjih kvadrata na
perturbacije. Da bi mogli dokazati Wedinov perturbacijski teorem, potrebne su nam dvije
leme. Prvo navodimo Weylov teorem koji ¢e nam biti potreban za dokazati prvu od dvije
leme.
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Teorem 1.3.11. (Weyl, [8], [6, p. 3]) Neka su A, B € R™", m > n. Tada vrijedi:
low(A) —ow(B)| < [[A=Bl,, k=1,...,n.

Lema 1.3.12. Neka su A, B € R™". Ako je r(A) = r(B) in = [|A*|hllA — Bll, < 1, onda
vrijedi:
1
1B7]l, < 1—||A+||2-
-n
Dokaz. Neka je r = r(A). Po Teoremu 1.3.11 vrijedi |o7,(A) — 0.(B)| < ||A — B||,, odnosno:

TH(B) 2 7+(A) - [|A = Bll>.

Kako su matrice A i B ranga r, znamo da je ||A*|, = m i||B*|l, = #(B). Tada je:
1 1 1-
— > ——— —A=Blh= —1 >0
IB*l, — [IA*]2 1A+l

Iz toga slijedi:
1
1Bl < 1—||A+||2-
-1

O

Radi potrebe sljedeée leme te samog dokaza Wedinovog teorema definiramo P, = AA™,
ortogonalan projektor na Im(A).

Lema 1.3.13. Neka su A, B € R™". Ako je r(A) = r(B) tada je
IPA(I = Pp)ll2 = IPs(I = Po)ll2 < IIA = Blly min{||A* |12, [|B*||2}.
Dokaz. Vrijedi:

1P5( = Pa)ll2 = ||(Pad = PA) |, = IIZ = Pa)Psll,
= || - AA")BB||, = || - AA*)(A - (B - A)B*|,
= ||(A + (B—A)B" — (AA*A + AA*B- AA"A)B'|,
= ||(B-A) - AA*B+ A)B'||, = ||(I(B - A) — AA*(B - A))B*|,
= |7 - AaH)(B - A)B*||, < |A - BlL,IIB* I,
gdje smo 6. jednakosti iskoristili svojstvo pseudo-inverza AA*A = A te u zadnjoj nejedna-
kosti Cinjenicu ||/ —AA*||, < 1, Sto se i dokaze tijekom dokaza 2.4.1. Na isti nacin se dobije

[IP4(I — Pp)ll» < ||A — BJ|2llA*|l,. Rezultat slijedi iz netrivijalne jednakosti ||PA(I — Pp)||, =
||[Pg(I — Pa)|l, koja je dokazana u [5, Thm 2.3]. O
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Sljedeci rezultat je rezultat iz analize greske trokutastih sustava koji ¢e nam pomoci u
analizi greSke problema najmanjih kvadrata rijeSenih pomoc¢u QR faktorizacije.

Teorem 1.3.14. [4, p. 142] Neka je Tx = b trokutasti sustav, gdje je T € R™" regularna
matrica. Neka je sustav rijeSen substitucijom s bilo kojim redoslijedom. Tada izracunato
rjesenje X zadovoljava

(T +AT)X=b, |AT|<y,TI.



Poglavlje 2

Analiza greske

2.1 Analiza greske Householderove transformacije

U ovoj sekciji, bavit ¢emo se stupcanom analizom greske Householderove transformacije.
Stup€ane granice daju dodatne informacije koje su nam bitne u odredenim primjenama.

Lema 2.1.1. Neka je x € R". Razmotrimo dvije konstrukcije B € R i v € R" takve da je
Px = oey, gdje P = I — Bw! je Householderova transformacija s B = 2/(vI v):

sign(o) = —sign(x;) sign(o) = sign(x;)
V=X V=X
s = sign(x))||x]l» s = sign(xy)||x]l2
Vi +..v
Vi=vi+s§ Vi=——"
Vi t+ S
1 1

p=t p=

SV SV1

U realnoj aritmetici racunala, izracunati B i ¥ iz obje konstrukcije zadovoljavaju $(2 : n) =
v(2:n)i:
ﬁ:ﬁ(l'i_én), ﬁ1:v1(1+én)»

gdje je 10,] < ¥,

Dokaz. Svako pojavljivanje ¢ oznacava razliCiti broj ograniCen s |0| < u. 1z (1.7) moZemo
zapisati: fI(x" x) = (1+6,)x" x. Ra¢unamo: fI(||x|l,) = fI( VxTx) = (1+8)(1+6,)'*(xT x)!/2.
Po Lagrangeovom teoremu srednje vrijednosti vrijedi:

Vi+6,=1+c¢c0,=1+6, c<

23

| —
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Vrijedi da je 8, < 16, < . paje fIIl) = (1 + Bplixdl, gdje vrijedi:

nu + u — nu® + nu® _(n+ Du

|én+1| = |én+6+én5| SVYntutyu= < Y+l

1—nu o 1l-nu

Stogaje § = (1 + B,11)s.
Radi jednostavnosti zapisa, definirajmo w = v; + s. Tada je:

W= +8)A+0) =vi+5+ 0 + )5+ 0151 +6) = w(l +6,.0),

gdje smo definirali Opin = 6+ =—0,.1(1 +5). Vrijedi:

Vi+s
N u—m+ D +m+ Du+ (n+ Du? (n+2)u
Opnl <u+ vy, (1+u)= = < Vnt2s
162l < w0+ Yner (1 + ) =+ Du T Du = T
gdje smo koristili ¢injenicu da je Vlis < 1jersuv;1 sistog predznaka. Stoga je:
N 1 (1+06y)
ﬁ = fl(ﬁ) = — =
sw (1 + 62)(1 + 0n+l)s(1 + 0n+2)w
1+6, ~
= = 1 + 9 n
(1 n 92n+3)SW ( 4 +8)ﬁ
Drugi algoritam ide sli¢cnim raCunom. O

Radi jednostavnosti ¢emo preformulirati Householderove matrice. Householderova
matrica ¢e biti matrica forme I — w!, §to zahtjeva |[v||, = V2. To se lako moze postici
ako za matricu P = [ — Bvv’, definiramo v; = jBv pa imamo da je P = [ — v;v]. Tada
rezultat leme moZemo zapisati malo drugacije:

D=v+Av, AV < T (VER™, ML = V2). (2.1)

Sljedeci rezultat se bavi analizom greske primjene Householderove matrice na vektor.
Zanimat ¢e nas P kakav je definiran u Lemi 2.1.1, ali ¢emo dopustiti da je P proizvoljan.
Tada je 1 v proizvoljan, ali ¢emo pretpostavljati da izracunati ¥ zadovoljava (2.1).

Lema 2.1.2. Neka je b € R". Tada jey = Pb = (I — 9")b = b — 9(?'b), gdje ¥ € R"
zadovoljava (2.1). Izracunati y zadovoljava:

y=@®+AP), |lAPllF < ¥m
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Dokaz. Zaa € Rix e R" vrijedi:

axi(1+0p)
fl(ax) = : =ax+alA, |6 <u,i=1,...,m, (2.2)
ax,(1 +6,,)
gdje smo definirali
51)(1
A=
6mxm
Tada je |A;| < ulxil, i =1,...,m, iz ega slijedi |A| < u|x|. Definiramo w := P(d* b). Tada je

W= fIOOTh) = (0 + AV (b + Ab)),  |AN < uldl, |Ab| < yulbl,
gdje smo koristili (2.2) 1 (1.7). UvrStavanjem ¥ = v + Av, dobivamo:
W=+ Av+ AD)(v + Av) (b + Ab).

MnoZenjem dobijamo w = v(v!'b) + Aw, gdje je Aw = W Ab + v(AV)T (b + Ab) + (Av +
AD)(v + Av)T (b + Ab) . Kako je

|AD| < ulp| = ulv + Av| < u(v| + |Av]) < ulv| + uy,|v,
vrijedi:
|Aw| < IV IAB] + WIICA) [(1B] + [AD]) + (JAV] + [AD)(VT| + (Av)')(Ib] + |AB])

< YulIVT 1B + VIV (D] + ¥nlBD) + Grnlv] + ulv] + uu VDAV |+ 7l D(BI + ,nlb])
< YulIVT11B]

gdje smo koristili aritmetiku notacije ¥,,. Racunamo:

b-=w)(l+06y)
$ = flb— W) = : — b=+ Ay = b—v(Th) — Aw + Ayy,
b =W)u(1 +96,)

gdje smo definirali

(b —Ww)6;
Ay, = : , ol <u,i=1,...,m.
(b - W)mém
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Vrijedi |Ay,| < ulb — Ww|. Definiramo Ay := Ay; — Aw te je tada = Pb + Ay. Vrijedi:

|Ay] < [Aw] + |Ay,]
< PulVIVT11B] + ulb] + ulw]
< PulVIVT11B] + ulb] + (Vv [1b] + 1Aw])
< VIV 1161 + ulbl + u(VIV 1161 + VIV 161)
< (B + u+ uF) VIV [1B] + ulb]
< PulvIV 11B] + ulbl

Koristeéi to dobivamo:

1Al < Tl IBL [ D P + T | D B3P
i=1 i=1

< Pl 1211B1121VI12 + Tl 15112
< 29ullbllz + YullBll2
= ¥mllDll2

gdje smo u prvoj nejednakosti koristili nejednakost trokuta, a u drugoj nejednakosti isko-

ristili Cauchy-Schwarz nejednakost. Ako defiramo AP = %, tadajey = (P + AP)b, te
vrijedi:

18P = e [i

i=1 j

1
m

’ 1A1]>
i i = A s
3 (Ayib)) ] B {Z( Ay Z( ,)] ”bHZII sl =

Sto je onda po zakljucku koji smo ranije dobili ||[AP|| < ¥,,. O

Kako smo objasnili, u metodi Householder QR faktorizacije primjenjujemo niz House-
holderovih matrica na pocCetnu matricu A. SljedecCa lema je upravo analiza greSke primje-
njivanja niza Householderovih matrica na proizvoljnu matricu A € R™. Kako mnoZimo
Householderovim matricama s lijeva matricu A, primjenjujemo Householderove matrice na
stupce matrice A. Tu ¢emo iskoristiti rezultat Leme 2.1.2 te ¢emo dobiti stupCane ocjene.

Pretpostavit ¢emo da vrijedi:
1

E,
gdje je r broj Householderovih matrica koje primjenjujemo na matricu A.

Ym <

Lema 2.1.3. Promotrimo niz transformacija:

Ak+l:PkAk9 kzl’--"r’



POGLAVLIJE 2. ANALIZA GRESKE 27

gdjeje Ay = A e R™" te P, = I — vkv,f € R™™ Householderova matrica. Pretposta-
vimo da transformacije izvodimo koristeci izracunate Householderove vektore v, =~ vy koji
zadovoljavaju (2.1). Izracunata matrica A, zadovoljava:

Ar+1 = QT(A + AA),
gdjeje QT = PrPr—l ...Pl l
lAajll, < rymllajll,  j=1,...,n,

gdje su a; stupci od A i Aa; stupci od AA.
U specijalnom sluc¢aju n = 1, gdje je A = a, imamo

a"" =(Q+AQ) a,
gdje vrijedi |AQ|lr < rym.

Dokaz. 1z niza transformacija koje radimo vidimo da ¢e j-ti stupac od A poprimiti sljedeci
oblik:

CISH—I) = Pr .. .P]Clj.

Po Lemi 2.1.2 imamo da je:
aj’*” = (P, +AP,))...(P, + AP))a;,
gdje svaki APy ovisi o jizadovoljava ||AP||r < ¥,. To se mozZe zapisati i na sljedeci nacin:
&§r+l) — QT(aj + Aa})

gdje smo Aa; definirali kao umnozak matrice Q i [];_,(Px + APy) — O te vektora a j-
Vrijedi:

T A(r+1 T
1Aajll, = 10" Aajll, = 147" = Q" ayll, =

(ﬁ(Pk +APy) - ﬂ Pk) a,
k=1 k=1

llajll < (1 +¥m)" = Dllajll2
2

2

r

ﬁ(Pk + APy | Pe
k=1

k=1

IA

r 7}11

1-ry,

IA

lajllz < ry,llajll.

gdje smo u 2. nejednakosti koristili Lemu 1.3.5, a u 3. nejednakosti Lemu 1.3.3 te pret-
postavku ry,, < % Lemu 1.3.5 smo mogli koristiti zbog ¢injenice da je matricna 2-norma
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konzistentna te jer vrijedi ||AP|l> < [|APlr < ¥ullPill2 jer je Py ortogonalna matrica, tj.
1Pl = 1.

Na kraju, ako je n = 1, onda imamo da je matrica A zapravo vektor stupac te je a" ! =
Q7 (a + Aa). Kao u dokazu Leme 2.1.2, to moZemo preoblikovati u a"*" = (Q + AQ)a,
adie je AQT = (OT Aa)a” /(a” a). Vrijedi:

1 1 1 .
IAQllF = IAQ"|IF = —= 110" (Aaa")llr = —l|Aaa" || = ——IlAdlly < i,
llall; llall; llall>
gdje smo u zadnjoj nejednakosti koristili rezultat dobiven u 1. dijelu. O

Pomoc¢u Leme 2.1.3 dobijamo glavni rezultat za Householder QR faktorizaciju.

Teorem 2.1.4. Neka je R € R™" izracunata gornje trapezasta matrica, koja je QR fak-
tor od A € R™"(m > n), dobivena iz Householder QR algoritma (s bilo kojim izborom
predznaka u algoritmu). Tada postoji ortogonalna matrica Q € R™™ takva da vrijedi:

A+ AA = OR,

gdje vrijedi:
”Aaj”Z < 7mn||aj”29 J = 1,...,1’1.

Matrica Q je dana eksplicitno formulom Q = (P,P,_; ...P))", gdje su matrice P; House-
holderove matrice koje odgovaraju egzaktnoj primijeni k-tog koraka algoritma na matricu
A;.

Dokaz. Radimo direktnu primjenu Leme 2.1.3. Radi se r = n transformacijate ée R = A,
i vrijedit ée R = Q"(A + AA), tj. A + AA = QR. Ono §to preostaje je definirati Py tran-
sformacije koje su u Lemi 2.1.3 bile proizvoljne. P, Ce biti definirane kao Householderove
matrice koje u produktu u k-tom koraku s matricom A; daju 0 u k-tom stupcu ispod dijago-
nale. Jedna suptilnost je da se ne raduna eksplicitno donji trokut od R, nego ga postavljamo
na 0. Vazno je za primijetiti u Lemama 2.1.2 1 2.1.3 sve joS uvijek vrijedi. Glavni razlog
tome lezi u Lemi 2.1.2. Ako gledamo § = (P + AP)b, mi u y postavljamo nakon nekog
elementa, recimo ispod k-tog elementa vektora, sve 0 (govorimo o Lemi 2.1.2 u smislu
procesa QR faktorizacije), teoretski Pb nakon tog k-tog elementa ima sve 0, pa onda pri-
silno nakon k-tog elementa vektora ¢e i APb morati imati sve 0. To znaci da ¢e u AP svi
redci ispod k-tog morati biti 0. To naime nece utjecati na ocjenu [[AP||r < ¥, jer smo na
ovaj nacin zapravo smanjili [|AP||r jer je Frobeniusova norma korijen zbroja kvadriranih
elemenata matrice. O

Faktor ¥,,, u ocjeni se moZe za svaki stupac smanjiti na ¥,,; za j-ti stupac. Naime,
kako je & = (P, + AP,)(Py-1 + AP, 1) ... (Py + APy)a;, vrijedit Ce da su AP, = 0 za
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k > j. Nakon j-te transformacije, na j-ti stupac ¢e se djelovati s jedini¢cnom matricom (kao
Sto je u algoritmu opisano) pa ne nastaju numericke greske, tj. AP, = 0 za k > j. Tada
raCunom istim kao u Lemi 2.1.3 dolazimo do faktora ¥,,;. Druga stvar koja se iz teorema
da primijetiti je da iz stupCanih ocjena [[Aajll, < ¥ymllall, preko Leme 1.3.2 dolazimo do
slabije ocjene [|AA|lr < ¥ullAllr. Teorem 2.1.4 se moZze izraziti i pomocu te ocjene. Mana
te ocjene je to Sto je puno slabija za matrice Ciji stupci jako variraju u normi.

Primijetimo da je u Teoremu 2.1.4 matrica Q bila teoretski egzaktna, tj. nismo je
racunali. Upravo ta Cinjenica da je Q bila egzaktno ortogonalna ¢ini ovaj rezultat toliko
korisnim. Matrica je zadana formulom Q = (P,P,_; ... P;)". Zanimat ¢e nas moze li se
u Teoremu 2.1.4 teoretska matrica Q zamijeniti s izraCcunatom matricom O te kako ¢e to
utjecati na ocjenu.

Pretpostavimo da je Q = PP, ... P,. RaCunat ¢emo je s desna na lijevo. Po Lemi 2.1.3
dobivamo (uz A; = I,,,):

0= 0, + A, |IAIC, DI < Vol Dll2 = Yo j=1,2,...,m,

gdje AI(:, j) 1 1,,(:, j) oznalavaju j-te stupce matrica Al, I,, (Matlab notacija). Tada je:

10 — Qllr = IIQAIllr = ATl = 4 Z IALG, DG < Foun Z = MYy
=1 =1

Ovom ocjenom zapravo pokazujemo da je matrica Q vrlo blizu ortogonalnoj matrici. Treba
jos vidjeti kako ¢e zamjena matrice Q s Q utjecati na stupce greske:

IAAL G, Pl = 1A = OR)G, o,
gdje éemo s AA, oznaditi matricu greske kad zamijenimo Q s Q, odnosno A + AA, = OR.
Vrijedi:
IA = OR)C:, pll2 = A = QR + OR — OR)(:, 2
<A = QR)C:, Il + I(Q = DR, Pl
< Fllajla + VmFulRC, Pl (2.3)

Ostaje nam ocijeniti IRC:, Pllz. Vrijedi:

IRC, Dz = 1QT (A + AANC, Dl = A + AAC, Pl < llajlla + 1Aajllz < (1 + Fm)llall,
gdje smo koristili unitarnu invarijatnost Euklidske norme te Teorem 2.1.4. Vrijedi da je
72, < ¥umn pa nastavljajuéi (2.3) dobijamo:

1A = OR)C:. D2 < Fnllajlla + V(1 + Tl
< Nmypllalla, (2.4)
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gdje smo u zadnjoj nejednakosti zamijenili konstantu ¢ s 3¢ u ¥,,,. Pokazali smo da A +
AA, = OR, gdje je O priblizno ortogonalna te da imamo ocjenu za gresku unatrag po
stupcima koja se razlikuje za samo konstantni faktor od onih u Teoremu 2.1.4.

2.2 Analiza greske Givensovih rotacija

Analiza greSke Givensovih rotacija je slicna analizi Householderovih transformacija, ali
ipak malo lakSa. Kao i u slucaju analize greske Householderovih transformacija, prvo
promatramo samo racunanje Givensovih rotacija.

Lema 2.2.1. Neka je G(i, j, 0) Givensova rotacija koju konstruiramo s (1.1). Izracunati ¢ i
§ zadovoljavaju:

c=c(1+6y, §=s1+6), (2.5)
gdje |04,10,] < ya.
Dokaz. Vrijedi:
i i 1 o)
6= f1| —= Xl + 00 2.6)

X+ x? ) (1+05) \/(x?(l +6y) + x?(l +03))(1 + 64)

uz |6 <u,i=1,2,3,4,5. Definiramo:

Xl-252 + X?ég

2, 42
X, + X
te vrijedi:
xl.262 + x§63 xl.zu + x?u
6] = 2. 2 2, 2 ®
X, + X X, + X

Tada je x76, + x§63 = (7 + x?)é, tj. tada (2.6) postaje
X,’(l + 51)
(1+ 65) VT +03) \/(x,.z +2)(1 +6)

c =

Zelimo pokazatidaje VI+d=1+61 VI +64=1+0", gdje su|6],|6”| < u. Koristeci
Taylorov teorem srednje vrijednosti za funkciju f(x) = V1 + x u tocki 0, dobijamo:

V1+x:1+%x+0(x2).
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Tadaje VI+6 =1+ 16+ 0% =1+, gdje je & = 16 + O(3?). Vrijedi:
1
6] < Su +O0W?) < u,
jer je u dovoljno mali broj. Analogno se pokaze da je V1 +d4 = 1 + 6", gdje je 6" =
164 + O(53) te da vrijedi 6] < u. Konagno:
xi(l + 61)

¢ = =c(1 +6y)
(1+8)(1+ )1+ 65) \Jx? + 22

Xj

9
/2 +x2
i

isti izraz kao i ¢, vrijedit Ce isti raCun, odnosno:

po Lemi 1.3.3, gdje je 6, < y4. Kako je s =

Sto je u smislu numerickog racunanja,

§=s(1+8),
gdje je 0] < ya. O

Kao i u analizi greSke Householderovih reflektora, slijedi nam primjena Givensovih
rotacija na vektor.

Lema 2.2.2. Neka je x € R™. Promotrimo racunanje y = G; X, gdje je G; j izracunata Gi-
vensova rotacija u (i, j) ravnini za koju ¢ i § zadovoljavaju (2.5). Izracunati y zadovoljava:

Yy =(Gij + AG;)x, ||AGjllF < V2ys,

gdje je G;; egzaktna Givensova rotacija bazirana na c i s iz (2.5). Svi redci od AG;; osim
i-tog i j-tog su 0.

Dokaz. Kao $to smo i u uvodu napisali, y se razlikuje od x samo na i-tom i j-tom elementu.
Pa imamo:

j\)i = fl(@x[+§xj) = (C(l +0)x;(1+06,) + S.Xj(l + 9:‘)(1 + 52)) (1+063) = C)C,'(1+96)+S.Xj(1+gé),

gdje 6,16;] < vs. Kako imamo istu situaciju u y;, analogno zakljucujemo da je y; =

ex(1+67)—sxi(1+6¢"), 1671, 16| < ys. Kako je (Gjx)x = xx zak # i, jte (Gjx); = cx;+sx;,
(Gijx); = cxj — sx; onda moZemo definirati matricu AG;; kojoj su svi elementi 0 osim:

.. .oy C96 S@é

AGij([l’ .]]7 [l’ .]]) - |:_S9g/ Cegi| .

Tada je:
57 - Gijx = AG,'J'.X,
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tj. = (Gjj + AG;j)x te vrijedi:

IAG;llF = \/0292 + 8260 + 520 + ¢20,* < \/262’)/2 + 2572 = Y6 Y2 + 52) = V2.
O

Nastavljamo sa rezultatom primjene niza Givensovih rotacija na matricu. Razlika u
odnosu na analizu Householderovih transformacija je to Sto ¢emo ovdje radi lakse analize,
ipak primjenjivati grupe disjunktnih Givensovih rotacija. Kao $to smo u uvodu naveli,
algoritam sa disjunktnim Givensovim rotacijama je numericki ekvivalentan algoritmu sa
standardnim izborom i rasporedom rotacija.

Lema 2.2.3. Promatrajmo niz transformacija:
Ak+1:WkAka kzl,'-'ar’

gdjeje A| = A € R™" i svaki W, je produkt disjunktnih Givensovih rotacija. Pretpostavimo
da Givensove rotacije koje definiraju matrice Wy koriste izracunate vrijednosti sinusa i
kosinusa kao u (2.5). Tada izracunata matrica A, zadovoljava:

A= 0T(A+AA),
gdjeje QT = W.W,_, ... Wi
lAajll, < yillall,  j=1,....n
U specijalnom slucajun = 1, td. je A = a, imamo a"*" = (Q + AQ) a s |AQ||r < ¥,

Dokaz. Promatrajmo j-ti stupac od A, a;, koji prolazi kroz r transformacija. Stupac nakon

r transformacija izgleda ai.r”) = W,...Wa;. Kako je W; = G, j, ...Gj;, uzastopnom
primjenom Leme 2.2.2 dobijamo da je § = fI(W,x) = (G;,;, + AG;,;,) ... (Gyj, + AGjj)x =
(W1 + AW))x. Analogno sada dobijamo da je &5’”) = (W, + AW,) ... (W, + AW})a;, gdje
po Lemi 2.2.2 svaki AW, ovisi o j. Tvrdimo da vrijedi [[AW,], < \5)/6. Neka je Wy =

Gi,j, ---Gij. gdje je t < n. Kako su te rotacije disjunktne, vrijedit Ce:

X[, l¢i17'~~’itajla-'~ajta
(Wix) = qexi, + sxj,, =1y, I €{l,...,t},
cxj, —sx;,, L=jr,'ef{l,... 1}

Takoder, zbog toga Sto su rotacije disjunktne, znamo kako ¢e y izgledati jer ¢e svaka matrica
G j, + AG;; djelovati na razliCite x;, 1 xj,. Po Lemi 2.2.2 vrijedi:

X5 l;til""ait’jla-"’jt,
$1=ex, (1+66) +sx;, (1 +6), [=ip, I (l,....1),
cxj,(1+66) — sx;, (1 +6), 1= jo. I €{1,....1}



POGLAVLIJE 2. ANALIZA GRESKE 33

Sad moZemo izraCunati:

' !
Iy — Wixll> = G- W7, + > (9 — Wix)?,
\ 1 Ji

=1 =1

t

=\ DG - Wil + 6 - W2, ) = J DUAG . @)
=1

I'=1

gdje je AG;,;, definiran u Lemi 2.2.2 i gdje smo u zadnjoj jednakosti iskoristili Cinjenicu
da je

1AGs i1l = (o, + 6403, + (e, — 563, 2 = G = Wen)2, + G = Wew?

Jr’

Vrijedi:
c ! X, cO X
6 ' 5 »
lcOsxi, + sO6x),| = [ 9,] "/] < 9,] [ 1 ] = \/czeé + 526} \/xlzl + xi/
S Xjy $Usq 2 Xjw 2 ’
SYs VN + 82X + X5 = Y[ + X7,

gdje smo u 1. nejednakosti koristili Cauchy-Schwarz nejednakost. Na isti nacin se dobije
lcOsxj, — $O6xi,| < V6 ,/xl.z], + x?l,. Koristeéi to dobijamo:

IAG,, ;, xIl» = \/(096)@',, +50,x;,)* + (cOsx), — 56,x;,)* < V26 | /xlz] + xi/.

Nastavljajuéi (2.7) dobijamo:

t

I = Wexdla < V2y64| D (32 + 22, ) < V2ysla.

I'=1

Kako je:

AW y—W, 2
AWy _ 9= Wixle - V2yelldh _

IAW 2 = max 2.

[lxll x#0 |l =0 [l
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MoZemo air”) zapisati kao a(”]) = 0"(a; + Aa)), gdje je QT = W,...W, a Aaq; =
O[T (Wi + AW) — T, W)a‘, Tada vrijedi:

1A, = (ﬂ(w +AW) - ]—[ ]a,
i=1 2
= [ﬁ(Wz +AW) - lLl Wi] a;
i=1 i=1 2
< ﬁ(Wi +AW;) - ﬁ Wil llajll2. (2.8)
i=1 i=1 2

Po Lemi 1.3.5 kako je [AWi|l, < V24l Will> (IWill» = 1), nastavljanjem (2.8) vrijedi:
1Aall> < {ﬂ(l + V2y6) - 1) lajll < (1 + V2y6)" = Dllalz.
i=1
Kako vrijedi:

(1 + \/E)/b)r _ 1 S er\/i’)’() _ 1 — Z (r\/rlz‘Y6)n _ 1 _ Z (r\/_76)

+ 1!

I/\

< r\/zy(,z(r\/_%) - r\/_)/(,

r‘fys rr
n=0 -

gdje smo u 2. nejednakosti koristili ¢injenicu da je (n + 1)! > 2" te na kraju pretpostavku
da je r V2ys < 2 §to je razumna pretpostavka s obzirom da je e jako mali broj. Tada
dobivamo:

1Aajllz < rllajll>.

Dokaz zan = 1 je isti dokazu u Lemi 2.1.3 zan = 1. O
Nakon uvodnih lema, spremni smo dati rezultat za Givens QR faktorizaciju.

Teorem 2.2.4. Neka je R € R™" izracunat gornji trapezasti QR faktor od A € R"™"(m >
n) dobiven preko Givens QR algoritma, s bilo kojim standardnim izabirom i rasporedom
rotacija. Tada postoji ortogonalna matrica Q € R™" takva da

A+AA=QR, |Aajll € Yminallafl, j=1,...,n

(Matrica Q je produkt Givensovih rotacija, gdje k-ta rotacija odgovara egzaktnoj rotaciji
koja se primjenjuje na A, u k-tom koraku algoritma.)
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Dokaz. Kao $to smo i u uvodu napravili, s bilo kojim odabirom i rasporedom rotacija, pre-
uredit ¢emo algoritam da bi imali grupe disjunktnih rotacija. Takav algoritam je numericki
ekvivalentan algoritam pa ¢emo tvrdnju dokazati za preureden algoritam. Za matricu mXxn,
gdje je m > n, Givens QR faktorizacija se moze napisati kao W,... W;A = R, gdje su W;
produkti najviSe n rotacija, te je r = m + n — 2 (broj antidijagonala u donjem trokutu ma-
trice). U sluCajum =n, r =m+n—3,10 ¥in-3 < Ymn—2 pa je ocjena koju ¢emo dobiti za
m > n. Primjenom Leme 2.2.3 u kojoj je r = m + n — 2, dobijamo A + AA = QR i ocjene:

lAajlly < Ymen-ollajll, j=1,...,n.

Kao §to je to bio i slucaj u Teoremu 2.1.4 i ovdje ¢emo umjesto eksplicitnog raCunanja
donjeg trokuta R staviti 0. Slitnom argumentacijom kao i u Teoremu 2.1.4, to nece utjecati
na ocjenu u Lemi 2.2.2 jer Ce postavljanje y; = 0 te teorijska vrijednost (G;;x); = 0 natjerati
da je i (AG;;x); = 0 pa to ne utjeCe na ocjenu [|AG;jl|r < \/§y6. O

2.3 Analiza greske Gram-Schmidtove ortogonalizacije

Gram-Schmidtove metode racunaju Q eksplicitno, za razliku od Householderove i Given-
sove metode. Ovo je i prednost jer nema dodatnog posla za formiranje matrice Q, ali je i
mana jer izraCunati Q ne mora biti ortogonalan. Ortonormalnost matrice Q je posljedica
ortogonalizacije vektora u metodama, no te metode ortogonalizacije vektora se mogu isk-
variti greSkama zaokruZivanja. U analizi greSke metoda ¢emo vidjeti da izraCunate matrice
Q ne moraju nuZno ispast ortogonalne.

Za uvod u analizu greske, pogledat ¢emo analizu CGS metode za slucaj n = 2. Metode
CGS 1 MGS su identi¢ne za n = 2. Ve¢ tu ¢emo vidjeti kako ¢e gubitak ortogonalnosti
biti ogranicen s uvjetovanoScu matrice. Neka su nam dani a;,a, € R™. Pretpostavimo da
se g1 = —1— raCuna egzaktno te s time formiramo nenormirani vektor g, = a, — (qlTaz)ql.

llaill2
Izracunati vektor ¢e zadovoljavati:

ar — (%Taz)f]u
¢ = flay = (g a)q) = f1
Aom — (q{QZ)CIlm

(a21 = (g (@2 + Aa2))gn (1 +611)) (1 + 621)

(a2n = (g} (@2 + Aa2))qun(1 + 61)) (1 + 621)
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gdje je |Aay| < ymlas| te 1614l 102:] < u,i=1,...,m. Definiramo:

a0y — qlT(Clz + Aaz)q11(611 + 621 + 611021)

Agy = :
a2m62m - QT(CQ + AaZ)qlm(élm + 62m + 51m52m)

Iz toga je:
g2 = ax — q1 (a2 + Aax)q1 + Ao

Ako gledamo Lemu 1.3.3, moZemo zakljuciti da iz (1 + 6,) = (1 + d;)(1 + 9,) vrijedi da je
6, =81 + 0, + 010,. Tadaje:

|AZ2| < ulas] + y2lq] (az + Aar)q|
Stoga:
G =@+ Mgy, Agy = AGy — (¢ Aar)gy,s
pa je:
1AGa| < Yulgt llazllg:| + ulas] + yalgi lazllgi| + y2ymlgi llazllg|
= Yulqy llazllgi| + ulazl + y2(1 + ya)lgi llazllql. (2.9)

Sad kada smo nasli granicu za greSku izracunatoga vektora, preostaje pogledati ortogonal-
nost medu izraCunatim vektorima. Vrijedi:

1 1
= — |CI{A(]2| < ——|lAgalls,
12112 1g21>

q' g+ ql Ao
@212

r_q
1A
12112

gdje smo u 2. jednakosti koristili da su g, 1 ¢, ortogonalni te Cauchy - Schwarzovu nejed-
nakost u 1. nejednakosti te ¢injenicu da je g; normiran. Preostaje jos ograniciti ||Ag||,:

1Agalls = 4| D (A2
i=1

< Yulgillaal lqll + ullaslla +y2(1 + yu)lgi llaal ligilla
< Yullaallz + ullazlly + y2(1 + yu)llazlls = (Yim + v2 + v2ymllajllz + ullall>
< ez + Wllajllz < yimasllall,

gdje smo u 1. nejednakosti koristili (2.9), u 2. nejednakosti Cauchy- Schwarzovu nejedna-
kost te ¢injenicu da je ¢, normiran, a u 3. i 4. nejednakosti Lemu 1.3.4. MoZemo priblizno
reci da vrijedi:

llazll>
g2l

7
e

- S (m+3)u
1g211>

(2.10)
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Da bi to dalje ocijenili, pomaZe nam sljedeca jednakost:

2

] Cl{az
sin Z(ay,ay) = \/1 —cos? L(ay,ap) = |l = | ————

lla1ll2llall2
T 2
q, 42 1
=14/l —( 1 ) = \/||612||2 - (g1 @),
llazll2 llazll2
gdje smo u 3. jednakosti iskoristili ¢injenicu da je g; = ﬁ Kako je g2 = a — (¢} ax)q1,

vrijedi:

lgalls = \Jaig: = \Jaia - 2gTa)alqn) + (gl aalqr = sl - (g a2,
gdje smo u zadnjoj jednakosti iskoristili da vrijedi a; ¢ = g| a, te da je [lg1]l, = 1. Tada je:

llg2ll>
llazll>

sin Z(Cl] , ag) =

Nastavljajuéi 2.10 vrijedi:

r_
q1 74
122112

(m+3)u  (m+3uctg /(a,a) < (m + 3uxr(A)
~ sin (ay, ay) cos Z(ay, a) ~ ccos Z(ay, an)’

gdje smo koristili ¢injenicu da je «,(A) > cctg Z(ay, a»), gdje je

_ max(llal2, [laz[l2)

A = [ay as], - :
min(|la; I, llazll>

[4, p. 379,564]

Poznavajuci vezu izmedu MGS metode 1 Householder QR faktorizacije, moZzemo do-
kazati teorem koji nam daje granice za greSku MGS metode te granicu za ortogonalnost
matrice Q, ali u ovom slu¢aju za proizvoljan n.

Teorem 2.3.1. Pretpostavimo da se MGS metoda primjenjuje na matricu A € R™" koja je
ranga n te tako daje matrice Q € R™" i R € R™". Tada postoje konstante ¢; = c;(m, n)
takve da vrijedi:

A+AA = 0OR,  [IAAl < crullAll, (2.11)
1070 — Il < caurr(A) + O(urs(A))?) (2.12)

i postoji ortogonalna matrica Q takva da vrijedi:

A+AAy = OR,  ||AAG, P < cullajll,, j=1,...,n. (2.13)
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Dokaz. Da bi pokazali (2.11) koristimo matri¢nu formu MGS metode (A; = A1 Ry). Vri-
jedi:

1
1
Ak+1Rk:[q1 q> ... (qk a,(;l) (l£,+)] 0o 0 ... ek Tkk+1 -+ Tin
1
1]
A A A A A A(k+1 A N A(k+1 AA
= [% 92 -+ Gk-1 Tk a,(m '+ Tkk+19k lez '+ rank]-
Iz algoritma znamo da vrijedi, za j > k:
atV = — i (2.14)

To moZemo zapisati u terminima matricne forme MGS metode na sljedeci nacin:

(Ags1)j = (Ak)j = FrjGi.
Tada racunamo:
(A0 = Pl + 61) (1 + 612)

(Aer); = FUAY,; — Pdi) = :
((Amj = i1+ 61)) (1 + 62)

Tada za svaki i € {1,...,m} vrijedi:
(A0i; = (1 +62) " (Ar1)ij + Pl + ).

Prema Lemi 1.3.3 (1 +6)~' = (1 +6y), gdje je 6] < y1 ~ u, zasvakii € {1,...,m}. Tada
je:
(Apij = (A + 0p)(Ars1)ij + PijGu(l + 61) = (A1 Ro)ij + (A)ij,

gdje smo definirali (Ay)ij = 0p(Ags1)ij + FrjGudin, za j > k, i € {1,...,m}. Vrijedi:
\Aklij < 1012lAri1lij + 17111161

< u(lAgsilij + 711G
= u(|A\k+1”ﬁk|)ija .] > ka l € {1’ oo 7m}'
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Za j < k se stupci matrica Ay i Ay, Ry poklapaju pa moZemo definirati (Ay); i =0, za
a® .
i €{l,...,m}. Iz algoritma znamo da je g; = r’j Tada je:

A A Ak (1+5 )
ézk:fz[“ik)):fz(“‘k)k): R

Prk

Tk

() (1 + 6,

Tada je Avu = +0;) "Pugic = (1+6;) i za svakii € {1, ..., m}. U drugoj jednakosti
smo iskoristili Lemu 1.3.3 te vrijedi |6;;| < y; * u zasvakii € {1,...,m}. Tada je A u =
(A\k+ljék)ik + (Ak)ika gdje smo definirali (Ak)ik = Hil?kaik- Zasvakii € {1, ey m} Vrijedi:

[Axlic < ulFcllGiel = u(|Agi lIRE]) ik

Sve skupa smo pokazali da vrijedi:

Ap = AR+ A 1A < ulAi IRy (2.15)

Koristeéi (2.15) dobivamo:
A=0R+AMR,_1...Ri + A iRys.. Ry + ...+ MR, + A (2.16)

1z (2.15) 1 (2.16) dobijamo:
A = ORI < u(lAuaIRNR, AL IR+ .+ ASIRNRY + IANIRY). (2.17)

Lako se provjeri da zbog strukture |R;| proizvoljan ¢lan desne strane ima sljede¢i oblik:
AR R =11 - 1l 181124 S

gdje je prvih k — 1 redaka matrice S, jednako prvih k — 1 redaka matrice |R|, a preostalih
n—k+1 redaka odgovara identiteti. Radi jednostavnosti pretpostavimo da vrijedi [|g]|, = 1,
i =1,...,n. Tapretpostavka nee utjecati na krajnji rezultat. Iz algoritma znamo da vrijedi
a*h = (k) — g ((f]]f a®y = (1 - c}kAT)&(k) Tada mozemo primjeniti Lemu 1.3.6 pa iz nje

a;
A*+D Z kD)

dobijamo daJe a a; "+ Aa Ek”) 1 vrijedi:

1AG V1l < Yonea (1 + 13l DA N = 2ymeallad . (2.18)
Kako vrijedi da je a(k“) (k) - (gl a (k)) iz toga slijedi:
la “*”nz = & - gu(g; a <">)||2

= (@ = (@ @) @ = Qi &)

Ak Ak A (k

= 11815 = 24qe> &Y + IGel 3w @
A (k A Ak\2 (k)12
= 11215 - (@w- @y < 11aP13
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Koristeci (2.18) i [la*"|l, < [|a}”|l, dobijamo:
A(k+1 k+1 k+1 Ak Ak Ak
185l < a1 + 1AVl < 1891k + 2ymealld®h = A+ 2ymealldPll, (2.19)

Sto implicira:

Menillr = [ D125 IR < (14 2ym03) 4| D IEPIE = (1 + 2y lMAdllr
j=1 j=1

Rekurzivno se dobije:
A ellr < (1 + 2y A1 llF = (1 + 2yme3) 1Al (2.20)

Iz #yj = fUG] &) vrijedi 7y = (] + AG])AY, gdie je 1Ag] | < yalg] |- Tada je:

IRILe = 4| D D P < (L ym)y[ D D (alliaf1?
k=1 j=1 k=1 j=1
<A +ym) 4| DL D IaPIE = (1 + v D AR
k=1 j=1 k=1

< Vi(l +yu) (1 + 2y,53)" Il (2.21)

gdje smo u 2. nejednakosti koristili Cauchy-Schwarzovu nejednakost te ¢injenicu da je

||51;{||2 = 1, a u 3. nejednakosti koristili (2.20), tj. da je AWl < (1 + 2Yme3)" Allg, k =
1,...,n. Zelimo izralunati ogradu za [|A — QAIAQH r. Koristeéi (2.17) dobijamo:

IA = ORIl < u||ApitllRalIR,1. .. IR + ... + A5 IIRIR ] + AR, ]|,

< u(IQUFIRNE + JAR -l R, + - .. + [IAlR]] ) - (222)

Znamo da je [|Qllr = v (zbog pretpostavke da je Il = 1) te daje [IRllr < V(1 +y,)(1+
2ym3)" ' IIAllF pa je

IOUFIRIF < n(1 + ¥u)(1 + 2ym:)" IAllp. (2.23)

Jo§ ostaje ocijeniti ¢lanove oblika |[|AilIR-1l ... IRl = |[lAIS i1l - Ako k-ti redak ma-
trice R 0zna¢imo s:
f’k:[O O ?kk ?‘kk+1 ?‘k":l’
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te s ¢; vektore standardne ortonormirane baze za R” imamo:

171 ]
AllS _Tia ~ A (k) (k) |71l
IARIS k=1l = {1q1l -+ |Gal la, | ... lay | el
k
[ e) |
A N k=1 1A~ N A~k k=1 1A A A~k k-1 A A
=[Fullgl .. S Eacllg) @R+ S a1+ S 1maa]

(2.24)

Kako je ||[AllF = /25, lla;|?, gdje je a; i-ti stupac matrice A, za i > k ratunamo:

A (k
@] + Z |r,,||q,

gdje smo u zadnjoj jednakosti koristili naSu pretpostavku da je [|g,ll, = 1. Kako smo u
(2.21) koristili da je |?j;| < (1 + ¥,)(1 + 2y,43) laill, onda je:

< llg;

04xts 1) |, =

k-1
=Pl + > Il (2.25)
j=1

k-1 k-1
DIl < D0+ 7+ 2703 il = (= D+ 7)1+ 2ym3) llaill
= j=1

< (n = D)1+ y,) (A + 27,3) laillo-

Tada nastavljajuéi (2.25) dobijamo:
04kt 1) ||, < (14 29 aille + 2 = DA+ 5,001 + 2703l
= (14 27,27 (14 (= D( + 70 il (2.26)

gdje smo u 1. nejednakosti rekurzivno primijenili (2.19). Da bi izraunali NALIS k- lll 7
nedostaju nam ocjene stupaca i < k. Za i < k iz (2.24) vidimo da vrijedi:

i k-1
J0Aaisical) |, < D watllall, < D17l < (14 29 (1 G = DA + 30 D,
=1 =1

(2.27)
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gdje smo u zadnjoj nejednakosti iskoristili raCun napravljen za (2.26). Relacije (2.26) i
(2.27) nam daju:

|||Ak||Sk—1|||F = JZ": ”(lA"”S"‘”)i”i
i=1

< (14 2Y,3) 7 (L (1= DA+ ¥)) A Z llaill3
i=1

< (14 2y,3)"™ (14 (1 = D(1 + 7)) 1Al (2.28)

Pretpostavit éemo da vrijedi (1 + v,,)(1 + 2y,..3)"! < 2. Takoder onda vrijedi (1 +
2Yme3) 1 <21 (1 +,) < 2. Uz tu pretpostavku (2.23) postaje

IOllFlIRIF < 2nllAllF < 4nllAllp (2.29)

te (2.28) postaje
IAIS k] < 21 +2(n = D) 1AllF < 4nllAllr. (2.30)

Konac¢no nastavljajuci (2.22) iz (2.29) i (2.28) dobijamo:
IA = ORIlr < u(dn +4n + ...+ 4n)|Allr = 4n*ullAllr = c1llAllr,
gdje je ¢; = 4n®. Da bi dokazali zadnja dvije tvrdnje teorema, iskoristit éemo vezu MGS

metode 1 QR faktorizacije pomocu Householderovih reflektora. Imamo matricu [g”] €

R™*m*n te njenu Householder QR faktorizaciju:

7Ll

gdjeje PT = P, ... P,P,. Po Teoremu 2.1.4 tada postoji ortogonalna matrica P € R +x(m+n)

takva da ) .
AAs | S|R| [P
2 |- ff]- 2] o
gdje je Py} € R™" i Py, € R™" te vrijedi
A“?)(:aj) ~ .
M= Vallagllz, =1,...,n 2.32
H[AA;;(,])] , Y ||aj||2 J n ( )

Imamo A + AA, = PR, ali nam to naZalost ne daje (2.13) jer P,; nije nuZno ortogonalna
matrica. No primjenom Leme 1.3.7 na (2.31) postoji ortogonalna matrica Q € R™" (koja je
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ujedno i najbliZa ortogonalna matrica matrici P,; u 2-normi i Frobeniusovoj normi) takva
da vrijedi A + AA, = OR, gdje je AAy = FAA3; + AAy, ||F|l; < 1. Tada vrijedi:

IAAL G, DIF < ICFAA)C, Pl + 1AALC, DI < IFILIAA3C, Dl + [[AALC, Hl
< Flb¥Ymllajllz + Ymallajlly < 2¥mallajll, = cullajll,,

gdje smo u 3. nejednakosti koristili (2.32) te na kraju definirali

2cmn
3= —.
1 —-—cmnu

Ovime smo pokazali (2.13). Ocjene u (2.13) moZzemo pomocu Leme 1.3.2 zapisati na
sljedec¢i nacin:

1AAll2 < VncsullAll,. (2.33)
Iz A + AA; = QR slijedi da je R = QT(A + AA,) = QT(,, + AA,AY)A, jer A ima puni
stup&ani rang pa je A*A = I, pa onda uz pretpostavku regularnosti matrice R vrijedi R~' =
A*(I,, + AA,AT)7'Q. Tada je:

IRl < AT LIl + AA AT M RNIQNL = AT LI, + AAAT) 2. (2.34)

Iz 2.33 slijedi:
1AAA™ I, < VncsullAlLIIAT L = Vicsukay(A). (2.35)

Za sve osim matrica kojima je uvjetovanost jako velika vrijedit ¢e vncsuky(A) < 1, .
IAA,A*|l, < 1. Onda moZemo iskoristiti teorem 1.3.10 pa vrijedi:

(I, + A, AY) ! = Z(AA2A+)k.
k=0

Tada iz (2.34) moZemo dobiti sljedecu ocjenu:

(o)

N 0 k A" 2
R, < ||A* AAATIE < 1AY ncsuky(A)) = )
IR, < | IIz;II A5 < nz;(f st (A)) = — Vicsuko(A)

(2.36)

gdje smo u 2. nejednakosti iskoristili (2.35). Ako uvedemo polarnu dekompoziciju matrice
O = UH, tada po Lemi 1.3.8:

10" 0 — Il < (1 +1IQIIIQ = Ulla.

Jer je QO ortogonalna matrica primjenom Teorema 1.3.9 dobijamo:

10 = Ulla < 11Q = Qlla,
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odnosno o . X
1070 — Il < (1 + IQIIIQ - Olbo. (2.37)

Uz pretpostavku regularnosti matrice R,izA + AA, = OR slijedi O=A+AADR " teiz
A + AA, = OR slijedi O = (A + AA)R™! pa vrijedi:

0-0=(AA - AR, (2.38)
Konacno:

1070 — 1l < (1 +IQIIQ = Ol < (1 + 1QIL)I(AA; = Ad)ILIR™ IIx

< (1 +110lb)(er + Vnes)ullAlLlIR™ I
Ccouky(A)

1 = ncsuky(A)

gdje smo definirali ¢, = (1 +||Q||2)(c] + 4/nc3) te redom koristili (2.37), (2.38), (2.11), (2.33)
1 (2.36) te na kraju Taylorov razvoj geometrijskog reda. Konstanta ¢, se moZe zapisati kao
¢ = (2+0))(c; + vnc3) jer vrijedi:

101 = Jp(OT0) = \/p (0-0+0) (0-0+0)
=\l or(0-0)+(0-0) e+ (0-0) (0-0)
= y1+0W) =1+ 0®u).

= cukz(A)(1 + O(uky(A))),

O

Teorem 2.3.1 nam govori 3 stvari. Prva je da greska unatrag mala pa metodu moZemo
smatrati stabilnom unatrag. Druga je da je udaljenost matrice O od njoj najblize orto-
gonalne matrice Q ogranicena s visekratnikom od «,(A)u, Sto nam onda garantira da je
matrica Q skoro ortogonalna kad je matrica A dobro uvjetovana. Treéa je da je R dobar
kao 1 R faktor izracunat Householder QR faktorizacijom (u smislu stupCane ocjene). MGS
metoda je slabija od Householder QR faktorizacije jedino zbog toga §to O nije garantirano
blizu ortogonalna matrica.

2.4 Teorija perturbacije problema najmanjih kvadrata

Glavni rezultat za problem najmanjih kvadrata kojim se bavimo je perturbacijski teorem
po normi koji je dokazao Wedin.
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Teorem 2.4.1. (Wedin [7, Teorem 5.1]) Neka A € R™" (m > n)i A + AA imaju puni
stupcani rang (n = r(A)). Neka je:

b — Axll> = min, r=b-Ax,
(b + Ab) — (A + AA)y||; = min, s=b+Ab—(A+ AA)y,
IAAlz < €llAll2 lADl> < €llbll>. (2.39)

Tada, uz pretpostavku da je k,(A)e < 1,

l=ylh  a(A)e T
2 A H——]1, 2.40
e S 1—K2(A)E( *la(d) + )||A||2||x||2) (240
= sl _ (4 4 2k(aye. 2.41)
16l

Ove granice su aproksimativno dostiZne.

Dokaz. Neka je B := A + AA. Kako je y rjeSenje ||(b + Ab) — Byl||, = min, slijedi da je y
rjeSenje normalne jednadzbe B By = BT (b+Ab). Kako je po pretpostavci teorema B punog
ranga slijedi da je B” B regularna matrica pa je y = (BT B)™'BT(b + Ab) = B*(b + Ab). Na
analogan nacin se moze dobiti da je x = A*b jer A ima puni rang. Imamo:
y—x=B"(b+Ab)—x=B'(r+Ax+Ab)—x

= B*(r+ Bx— AAx+ Ab) — x

=B'(r—- AAx+ Ab) + B"Bx — x

= B*(r — AAx + Ab), (2.42)

gdje smo u 2. jednakosti iskoristili » = r + Ax, a u zadnjoj da je B*B = I,. Vrijedi:
B'r = B*(BB")r = B"Pgr = B"Pg(I — Py)r, (2.43)
gdje smo u zadnjoj jednakosti koristili ¢injenicu da je
Pur=AA"r = AAT(b— Ax) = AA*b — Ax = Ax — Ax = 0.
Sad moZemo ocijeniti:

1B7rll> < IB*|12 [I1Pp(I = Pl lIrl2
<1IB"(IB = AlLIIA™[12)IIFl2
+
< A"l
1 = |A*]L[I1B = All

1Al
= IAAILIA* a1l (2.44)
1 — [JA*|lIAAl, 2 R

(1B = AlLNAT )AL
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gdje smo u 2. nejednakosti iskoristili Lemu 1.3.13, a u 3. Lemu 1.3.12. 1z [|AA||, < €||All
slijedi da je [|A*]|L||AA|l, < k2(A)e iz Cega slijedi da je

1 1

< (2.45)
1 = IA*|LIIAAlL — 1 - k2(A)e
zbog pretpostavke da je k,(A)e < 1. Tada nastavljajuci (2.44) vrijedi:
I1B¥rll> < &Eﬂf\llzﬂfmbllr”z
1 —ky(A)e
A 2
k(A€ |lrll2 (2.46)

T 1= k(A)elAllL’

gdje smo u 1. nejednakosti iskoristili ||AA||, < €]|A], te (2.45). Ostaje joS ocijeniti ostatak
u (2.42). Vrijedi:

I1B"(=AAx + Ab)ll> < [IB" |2 (1AAlL]Ixll2 + [1ABII)
< 1Bl € (1AL llxll> + 1151]2)
A"l

< € (IAlLNIxll + N1B11)
1= JA*[llAA], - e T R

A*L]|A b
A* lIALL b+ b1 %Mb

c _ 1ol
1 —k(A)e IA[]21x]]

< 1“& (2 + &) [l (2.47)
— K2(A)e Al [[xl>

gdje smo u 2. nejednakosti iskoristili pretpostavku (2.39), u 3. nejednakosti Lemu 1.3.12,

u 4. (2.45) te u 5. nejednakosti ¢injenicu da je b = r + Ax, tj. da je [|bll, < |Irll> + [|All2]x]]2.

Imamo:

e =l _ IB*rll2 + ||B*(—AAx + AD)||»
lIxll, [R35
K(AYe  |Irll, N Ky (A)e (2 N lIrll2 )
- I =r@elAlllxll, 1 - k(A€ Al [x[]2
Ky (A)€e Il
zl—ka@+“N@+DMMMJ’
gdje smo u 1. nejednakosti iskoristili (2.42), u 2. nejednakosti (2.46) i (2.47). Time smo
dokazali (2.40). Da bi dokazali (2.41) prelazimo na reziduale. Vrijedi:
s—r=((b+Ab)-By—-b+ Ax
=Ab—-AAx+ B(x — )
= Ab — AAx — BB (r — AAx + Ab)
= (I, — BB")(Ab — AAx) — BB'r, (2.48)
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gdje smo u 3. jednakosti iskoristili (2.42). Kako je BB* projektor ((BB*)*> = BB*BB* =
BB* jer B ima puni stupCani rang) onda je i I,, — BB* projektor. U slucaju m = n, zbog
punog stuplanog ranga, vrijedi B* = B~ pa je I, — BB* = 0,,. U slu¢aju m > n je
I, — BB netrivijalan projektor. Kako je spektar projektora sadrzan u skupu {0, 1} te imamo
netrivijalan projektor slijedi da je ||, — BB*||, = 1. Zaklju¢ujemo da za m > n vrijedi

I, — BB*|l, < 1. (2.49)
Tada je iz (2.48):

lr = sl < [1,, — BB"|l2 (1Al + [|AAx]l2) + IBB rll> < [|ADl + [|AAX]l> + |BB™ 7l
< e(llbllz + IAlLlIxlL) + [IBBrll2, (2.50)

gdje smo u 3. nejednakosti iskoristili (2.39). Kako je BB* netrivijalan projektor vrijedi
IBB*||, = 1. Vrijedi:

IBB*rll, = [IBB*Pp(I — Pa)rll, < IBB*|LIIPs(I — Po)llalIrll2
< 1B = AlLlIA™[LlIFl2 = IAAILIA™ Ll < k2(A)ellrl2,

gdje smo u 1. jednakosti iskoristili (2.43), u 2. nejednakosti Lemu 1.3.13 1 u 3. nejednakosti
(2.39). 1z toga te iz (2.50) slijedi:
llr = sl ( llAll21x[l2 ||V||2)
<ell+ ———— +x(A)——].
161> bl bl

Izx = A*bslijedidajer =b—-Ax = b—-AA"D = (I, — AA")b. Kako matrica A ima
puni stupCani rang, vrijedi da je AA™ projektor ((AA*)2 = AATAAT = AA*) pajeil,—AA"
projektor pa kao Sto smo pokazali u (2.49) vrijedi da je ||I,, — AA*||, < 1. Tada je:

(2.51)

7l < 1 = AATILIBIL < 11Dl (2.52)
Nastavljajuéi (2.51) dobijamo:

llr = sll>
1212

gdje smo iskoristili ¢injenicu da je x = A*b pa je ||x]l, < [|A*|]|b]l; te Cinjenicu (2.52). O

< e(1 + 2x,2(A))

Izvest cemo jo§ perturbacijske ograde po komponentama. One ¢e nam biti potrebne za
naci ogradu za rezidual problema najmanjih kvadrata rijeSenim QR faktorizacijom. Kako
je r = b — Ax te rjeSenje problema najmanjih kvadrata zadovoljava normalnu jednadZbu
ATAx = ATb, tj. ATr = 0, uvodimo proSireni sustav:

[AIT é] ch] - [g] ' (2.53)
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Matrica sustava je regularna jer

det([ AIT g]) = det(I)det(0 — ATT"'A) = det(-ATA) # 0,

jer A ima puni stupéani rang pa je matrica AT’ A pozitivno definitna. Takoder perturbirani
problem moZemo zapisati kao proSireni sustav:

1 A+ AAlls b+ Ab
(A +AA)T 0 [y] B 0 |’ (2.54)
gdje smo pretpostavili
|AA| < €E, |Ab| < €f. (2.55)
Oduzimanjem sustava (2.53) 1 (2.54) dobijamo
I Aflls—r Ab— AA
[AT 0] [y B x] = [ —AATsy] _ (2.56)

Koristeci Cinjenicu [4, Problem 13.8. p. 258] da je

[1 A]_l _ [[—A(ATA)“AT A(ATA)‘I]

I-AA* (A
AT 0 (ATA) AT —(ATA)! ’

At —(ATA)™!
gdje smo iskoristili ¢injenicu da je A* = (ATA)'AT, mnoZimo sustav (2.56) s inverzom te
dobijamo

s—r| _|I-AA* (A" Ab — AAy
[y _ X] - [ At _(ATA)—I] [ —AATS ] . (257)

Koristeci sad (2.55) dobijamo perturbacijske ocjene:
s —rl < e(jl - A*A|(f + EDD + |A*]" ETs1),

=l < e(|as| o + B+ |(a74)| E71s).

2.5 Analiza greske problema najmanjih kvadrata
rijeSenih pomocu QR faktorizacije

Sljedeci rezultat nam daje stupCane ograde za greSku unatrag problema najmanjih kvadrata
rijeSenih QR faktorizacijom pomoc¢u Householderovih reflektora (skoro isti rezultat ¢e vri-
jediti 1 za QR faktorizaciju pomoc¢u Givensovih rotacija). Kako ¢e te ograde biti male,
zbog Leme 1.3.2 zakljucujemo da su QR faktorizacija pomocu Householderovih reflek-
tora te QR faktorizacija pomocu Givensovih rotacija stabilne unatrag po normi metode za
rjeSavanje problema najmanjih kvadrata.
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Teorem 2.5.1. Neka je A € R™", m > n. Neka A ima puni rang i pretpostavimo da
problem najmanjih kvadrata min, ||b — Ax||, rjeSavamo koriste¢i QR faktorizaciju pomocu
Householderovih reflektora. Izracunato rjeSenje X je egzaktno rjesenje problema najmanjih
kvadrata:

min [[(b + Ab) — (A + AA)X,

gdje
IAGjlly < Fallajll,  j=1,....,0, |IADllL < Fllblla.

Dokaz. NekajeA = Q [ 0] QR faktorizacija matrice A. Po Teoremu 2.1.4 izraCunati gornje

A

trokutasti QR faktor R zadovoljava A + AA = Q [lg] s ocjenama |[Aajlly < Yunllajll, j =

1,...,n. Iz (1.4) nas zanima vektor Q'b = [C

d]' Tada je po Lemi 2.1.3 izracunati vektor

¢
d
sustava Rx = ¢. Prema Teoremu 1.3.14 izraCunato rjeSenje x zadovoljava

jednak QT (b + Ab) = [ ] s ocjenom ||Ab|[ < ¥YullDl]2. 1z (1.4) nas takoder zanima rjeSenje

R+ AR =¢, |AR| <v.R,

tj. % je egzaktno rjesenje sustava (R + AR)x = &. Prema (1.4) tada je & egzaktno rjeSenje
problema najmanjih kvadrata:

. (R+ARA)x—c ~ min QR+AR x—(b+Ab)| .
X _d X 0
2 | 2
Ako definiramo N
— AR
A+ AL =A+AA+Q o0l

tada je X egzaktno rjeSenje problema najmanjih kvadrata
min H(A +AA)x— (b + Ab)H2 .
Vrijedi:
1Aajll < l1Aajll + [[(AR);||, < Fmllajllz + 7al7ll
= Ymallajllz + yalla; + Aajlly < yullall2,

gdje smo u 2. nejednakosti iskoristili ¢injenicu da je ||Q|], = 1, u 1. jednakosti ¢injenicu da
je (@7 + AA))|, = |07 (a; + Aay)||, = lla; + Aajllz jer je Q ortogonalna matrica. O
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Teorem 2.5.1 nam ipak ne daje ogradu za rezidual izracunatog rjeSenja, koji mi Zelimo
minimizirati. Pitanje je koliko je ||b — Ax||, blizu min, ||b — Ax||,. Definirajmo 7 = b+ Ab —
(A + AA)x, x == xi5 (rjeSenje problema najmanjih kvadrata min, ||b — Ax|,) ir = b — Ax.
Tada nam (2.57) daje

F—r=(-AA")(Ab— AA%) — (AN AAT?

paje
(b—A%) —r = —AAY (Ab — AAR) — (AT)TAAT 7.

Ocjene iz Teorema 2.5.1 po Lemi 1.3.2 moZemo zamijeniti s
IAAl < Fnee 1AL, |AD] < Finnee” 1b]. (2.58)
Tada vrijedi:

(b — A%) = rll, < IAA*ILIAD — A3, + ||[(AT)T AA" 7
< |[1ADb] + |AANIS 11 + || [(AHT| [aAT| 171

2

2

< o (llee” (b1 + AN + || [(AT)T] |AT | ee” 171],). (2.59)
gdje smo u 2. nejednakosti iskoristili Cinjenicu da je ||JAA*|l, = 1 jer je to projektor,
¢injenicu da je ||lall, = ||lal|l za a € R" te nejednakost trokuta, a u 3. nejednakosti (2.58).

Zelimo zamijeniti X 1 7 u ogradi pa ih ocjenjujemo:

1% < [x] + 12 — x| < |x] + |AT|(AD] + |AAR]) + [(ATA)!||AAT
< |xl + Vol A¥lee” (1] + JAIIR) + Ty [(ATA) | e IR,

7]

gdje smo u 2. nejednakosti iskoristili (2.57), a u 3. nejednakosti (2.58). Tada je
Vnllee” (1] + |AIRDI2 < Fmallee” (1b] + |AllXDl2
+ 7241 (147 lee” @ + 141D + (A7) ee A1)
< Ynllee” (1b] + Al + O?). (2.60)

Na analogan nacin ocjenujemo |7, samo Sto koristimo 7 — r iz (2.57) dok smo za ocjenu %
koristili X — x iz (2.57). Dobijamo da je

|7l < Irl + O(u)

pa je

|(A"Y||A" [ ee" 1

Vo |, < T | |AD[|A | e€" I ||, + OG?). (2.61)
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1z (2.60) 1 (2.61) nastavljuéi (2.59) dobijamo:

(b = A% = rlla < T (llee” (b1 + Al + || [(A7)]|A7] ee"1r ) + OG?)
< Funllee” I (11161 + |Allxd Ly + conda(AT)rl2) + OGu?)
= Mo (11161 + 1AlIx| Il + condy (A7) Irll2) + OGe), (2.62)

gdje smo u 2. nejednakosti iskoristili nejednakost trokuta, &injenicu da je ||lee” ||, < |lee||r
te definirali cond,(A) = |||A*||A]||,. Onda iz (2.62) vrijedi:

I = Aslly < Ilb = A% = Fllo + Irll>
< Py (1161 + AlIx] 1) + (1 + mFucondy (AT))lrll + OG®). (2.63)

Ova ograda se sastoji od 2 dijela. lIzraz my,,, (|||b| + |A||x||l>) je viSekratnik ograde za
gresku u racunanju fI(b — Ax) te je ta greSka jako mala. U 2. dijelu izraza je najzanimljiviji
faktor 1 + my,,,cond, (AT). Taj faktor ¢e biti manji na primjer od 1.1 sve dok cond, (AT)
nije prevelik. Vrijedi:

cond, (AT) < A RINAL 2 < nllATILlIAllL = nka(A),

gdje smo u 2. nejednakosti iskoristili Lemu 1.3.2. Zakljucak je da, osim u slucaju u kojem
je matrica A jako loSe uvjetovana, rezidual b — AX neée preci zbroj reziduala b — Ax 1
konstantnog viSekratnika greske raCunanja fI(r).

MGS metoda

Bjorck i Paige [1] su pokazali da MGS metoda daje stabilan unatrag po normi nacin za
rjeSavanje problema najmanjih kvadrata. Dokazali su rezultat sli¢an Teoremu 2.5.1, razlika
je u tome Sto je rezultat po normi, za razliku od stupCanih ocjena u Teoremu 2.5.1. No
vrijedi i rezultat po stupcima [4, p. 566]. Rezultat koji su dokazali je bitan jer pokazuje
da to $to O nije ortogonalna matrica ne utje¢e na stabilnost MGS metode kao nadin za
rjeSavanje problema najmanjih kvadrata.
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Programski primjeri

Cilj je provjeriti greSke metoda te ograde greSaka koje su dane u teoremima. Primjeri te
same metode su isprogramirane u MATLAB R2021a.

3.1 QR faktorizacija

Za prvi primjer ¢emo uzeti 3 X 3 matricu. Neka je

12 =51 4
A=|6 167 -68|.
-4 24 41

Matrica A ima puni rang te je k»(A) = 13.9152. Sto se ti¢e samih gresaka, provjeravat ée se
[|A — QAIAQIIZ te za QR faktorizaciju pomocu Householderovih reflektora i za QR faktorizaciju
pomocu Givensovih rotacije ¢e se provjeravati ||(A - QAIAQ)(:, j)||2, j = 1,2,3. Takoder,
provjerit cemo ortogonalnost izracunatih matrica. Greske su sljedece:

Householder: IA-ORIL=19-10"", 1070 - L], = 6.8 - 107'°,
Givens: IA - OR|l, = 1.5- 1074, 1070 - Ll = 1.4 - 10719,
CGS: IA = OR|l, =7.1- 1075, 1070 - L|l, = 4.0 - 107',

MGS: A= OR|l, =7.1-107", N10T0 - L]l =2.0- 1071,

Sto se ti¢e samih ograda, ograda za QR faktorizaciju pomoé¢u Householderovih reflektora
je danau (2.4), ograda za QR faktorizaciju pomocu MGS metode je danau (2.11), a ograda
za ortogonalnost izradunate matrice O pomoéu MGS metode je dana u (2.12). U ogradama
¢emo zamijeniti ¥,,, S ¥, jer vrijedi da je v, < Y-

52
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Ograde su sljedece:

Householder: [|[A—-OR|l, <3.3-1075,
MGS: |[A-OR|, <7.8-107"3,
Ortogonalnost MGS:  [|QTQ - L], <2.9-107'2

Ograde su zadovoljene te razlike izmedu greSaka i ograda nisu toliko male. Sto se tie
gresSaka stupaca te ograda za greSke stupaca, za QR faktorizaciju pomoc¢u Householderovih
reflektora su sljedece:

j=1  JJA=-0RC. D||,=37-10",  ||A-0RC ||, <24-107",
j=2  |la-90R¢.2), =0, A - OR):,2)||, <3.1-1077,
j=3 |A-0R.3)|,=19-10"  |[A-0R.3)|, <14 107"

Za drugi primjer definirajmo vektor x = (x;), gdje su x; = m#_l, i=0,...,m—1. Za vektor

x ¢emo definirati Vandermondovu matricu

R S

4 B O L N |
n—1 -2 1

XX e x, 1

Kako je matrica A € R™", fiksirat ¢emo n = 20 te ¢emo varirati m. Za m ¢emo krenuti od
m = 20 te zavrsiti s m = 250. Vandermondove matrice su loSe uvjetovane matrice pa ¢emo
dobiti nesto drugacije rezultate nego u prvom primjeru. Prikazani grafovi ¢e imati y-os u
logaritamskoj skali. Uvjetovanost matrica dana je na Slici 3.1. GreSka unatrag QR fak-
torizacije dobivene razli¢itim metodama je dana na Slici 3.2. Ortogonalnosti izraCunatih
matrica dane su na Slici 3.3. Ono §to moZemo primijetiti je da je izratunata matrica Q iz
QR faktorizacije pomoc¢u Gram - Schmidtove metode nije niti blizu ortogonalna. Takoder,
za izrafunatu matricu O znamo da ¢ée njena ortogonalnost ovisiti 0 k»(A) pa se iz slike
moZe primijetiti da je ||Q7 O — I,/l» ne§to manji na dijelu gdje je x»(A) nesto manji. Kao
1 ocekivano, u QR faktorizaciji pomocu Householderovih reflektora te u QR faktorizaciji
pomocu Givensovih rotacija izraCunate matrice su blizu ortogonalne. Na Slici 3.4 vidimo
usporedbu izmedu ||A — ORl,, max j ||(A - OR)(, j)||2 te njihovih ograda. U oba slucaja
je ograda dosta veca nego sama greska. Zbog loSe uvjetovanosti matrice A, ogradu orto-
gonalnosti izradunate matrice Q iz QR faktorizacije pomoéu MGS metode nema smisla
provjeravati. Jedan od razloga je to $to neée biti zadovoljen uvjet vncsuky(A) < 1 pa dalje
racun koji se napravio da se dode do ograde nece biti zadovoljen.
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Slika 3.1: Uvjetovanost matrice A
1072 . . ; ;
Householder QR
Givens QR
Gram-Schmidt QR
MGS QR

Slika 3.2: GreSka unatrag QR faktorizacije

54



POGLAVLIJE 3. PROGRAMSKI PRIMJERI

108 . ' ' '
I Householder QR
Givens QR ]
[ 5 <~ Gram-Schmidt QR |
10° | MGS QR =
= WWWWWM
| i |
< 1071 ]
& L
=
10710 L 7
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Slika 3.4: Usporedba greske QR faktorizacije pomo¢u Householderovih reflektora i ograde

za greSku
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3.2 Problem najmanjih kvadrata
Primjer Ce biti linearan sustav, odnosno problem najmanjih kvadrata u kojemu je
min ||b — Ax|, = 0.

Definiramo matricu i vektor

A=

1 3 =2 5
35 6f, b=]|7{.
2 4 3 8

Egzaktno rjeSenje sustava, odnosno problema najmanjih kvadrata je

4

S obzirom da imamo egzaktno rjeSenje, provjerit ¢emo izraz ||b— Ax||, za sve QR faktoriza-
cije te njegovu ogradu koja je dana u (2.63) za QR faktorizaciju pomo¢u Householderovih
reflektora. Takoder u ogradi ¢emo opet zamijeniti ¥,,, S Y.,. Ograda je sljedeca:

b — Axll, < 4.1-107".

Greske su sljedece:

Householder: ||b — AXll, = 1.2- 10714,
Givens: ||b— A%l =6.2-107%,
CGS: ||b—AzR|, =2.8-10714,

MGS: ||b— ARl =2.0-1075.

Kod rjeSavanja problema najmanjih kvadrata MGS metodom, koristili smo postupak opi-
san u 1.2 na stranici 13. Greske su oCekivano male, s obzirom da smo za sve osim QR
faktorizacije pomocu Gram - Schmidtove ortogonalizacije pokazali da su stabilne unatrag.
S obzirom da imamo egzaktno rjesenje, mozemo pogledati i greSku unaprijed:

Householder: ||£ — x|l = 2.4 - 10714,
Givens: || — x|, =8.9- 1076,
CGS: || —x|l, =2.5-1071,

MGS: ||[x—x],=1.2-10""1.
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Sazetak

U ovom radu smo prvo uveli osnovne pojmove vezane uz QR faktorizaciju, problem naj-
manjih kvadrata te analizu greske. Uveli smo naCine za raCunanje QR faktorizacije te za
rjeSavanje problema najmanjih kvadrata. Glavni cilj rada je bio napraviti analizu greske
svakog od tih nacina. Za QR faktorizaciju pomoc¢u Householderovih reflektora te Given-
sovih rotacija smo prvo krenuli od stabilnosti ratunanja Householderovim reflektorima,
odnosno Givensovim rotacija, te stabilnosti operacija s njima. Pomocu toga smo dokazali
glavne rezultate, stabilnost unatrag QR faktorizacije pomocu Householderovih reflektora
odnosno Givensovih rotacija. Za metode CGS 1 MGS smo pokazali da izraCunati ortogo-
nalni faktor nije nuzno ortogonalan te smo dokazali stabilnost unatrag MGS metode. Za
problem najmanjih kvadrata smo prvo dokazali Wedinov perturbacijski teorem te izveli
perturbacijske ograde po komponentama. Dokazali smo da su QR faktorizacija pomocu
Householderovih reflektora te QR faktorizacija pomocu Givensovih rotacija stabilne una-
trag metode za rjeSavanje problema najmanjih kvadrata. Takoder smo naveli rezultat da je i
MGS metoda stabilan unatrag nacin za rjeSavanje unato¢ problemima s ortogonalnosc¢u. Za
kraj smo neke od ograda, iz rezultata koje smo dokazali, testirali programskim primjerima
u MATLAB-u.



Summary

This thesis firstly introduces basic terms related to QR factorization, least square problem
and error analysis. We introduced methods to compute QR factorization and to compute the
solution of the least square problem. The main goal of this thesis was to do an error analysis
for each of these methods. For Householder and Givens QR factorization, we first proved
the stability of the construction and operations with Householder reflectors and Givens
rotations. With that we proved our main results, backward stability of Householder and
Givens QR factorization. For the CGS and MGS methods we showed that the computed
orthogonal factor isn’t necessarily orthogonal and then we proved backward stability for the
MGS method. For the least square problem, we first proved Wedin’s perturbation theorem
and we derived componentwise perturbation bounds. We proved that Householder and
Givens QR factorization provide a backward stable way to solve the least square problem.
We also stated that the MGS method provides a backward stable way to solve the least
square problem even though its computed orthogonal factor isn’t orthogonal. In the end,
we tested some of the bounds we obtained with programmed examples in MATLAB.
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