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Uvod

Teorija upravljanja je grana matematike koja se bavi upravljanjem dinamickih sustava.
Klasic¢an problem optimalnog upravljanja sastoji se od pronalaska funkcije upravljanja koja
zadani sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi dovodi iz jednog stanja u drugo, uz mini-
mizaciju ili maksimizaciju funkcionale cilja. U takvim problemima kona¢no vrijeme moze
biti fiksno ili varijabilno. Jedne od znac€ajnijih primjena teorije upravljanja pronalazimo
u svemirskoj industriji gdje je vazna sposobnost pouzdanog upravljanja uz minimizaciju
potro$nje goriva. Primjere optimalnog upravljanja mozemo pronadi i u drugim podruc¢jima
primijenjenih znanosti kao Sto su pronalazak optimalne terapije u medicini ili razvoj opti-
malnih strategija u ekonomiji.

Radovima akademika L.S.Pontryagina 1950-tih godina dolazi do znacajnog razvoja
teorije upravljanja. Pontryaginov princip maksimuma jedan je od osnovnih rezultata opti-
malnog upravljanja, a odnosi se na nuzne uvjete optimalnosti. U sklopu diplomskog rada
iskazat ¢emo i dokazati nuZne uvjete optimalnosti.

Varijacijski raCun svoju primjenu pronalazi u optimalnom upravljanju, stoga se teorija
varijacijskog racuna koristi za zapis matemati¢kih problema u teoriji upravljanja. Pos-
toje dva pristupa u rjeSavanju problema optimalnog upravljanja. Prvi pristup, discretize-
then-optimize ili direktni pristup uzima problem optimalnog upravljanja te ga aproksimira
diskretnim modelom u kona¢nodimenzionalnim prostorima. Optimizacija se tada radi na
diskretnom modelu, odnosno trazi se optimalno rjeSenje za diskretni model. Drugi pristup,
optimize-then-discretize problem optimalnog upravljanja svodi na traZzenje uvjeta optimal-
nosti, te traZzenje optimalnih rjeSenja koja zadovoljavaju iste. Oba pristupa ¢emo demonstri-
rati na jednostavnom modelu slijetanja na Mjesec. Metode ¢emo implementirati koristeci
matematicki software MATLAB, a dobivene rezultate usporediti. Iskazat ¢emo i nuZan
uvjet optimalnosti za probleme s varijabilnim vremenom, tj. pronai konano vrijeme
1 pripadnu funkciju upravljanja koje minimizira funkcional u usporedbi sa svim ostalim
kona¢nim vremenima.






Poglavlje 1

Slijetanje letjelice na Mjesec

U ovom poglavlju uvodimo jednostavni model slijetanja na Mjesec kao primjer problema
optimalnog upravljanja. Gibanje sustava iz tog primjera zapisujemo kao sustav diferenci-
jalnih jednadZzbi 1. reda. Model je preuzet iz [6].

Zelimo sigurno sletjeti na Mjesec uz minimalnu potro$nju goriva. Sigurno slijetanje
znaci da je brzina letjelice O u trenutku 7 kada je i x(7') = O prvi puta.

=

Mjesec

Slika 1.1: Jednostavni model slijetanja na Mjesec.
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Kako bismo rijesili problem uvodimo sljedeée varijable:

x(t) ... visina letjelice u trenutku ¢,

v(t) = X(¢) ... brzina letjelice u trenutku ¢,

m(t) ... masa letjelice u trenutku 7,

u(t) ... potisak u trenutku ¢.
Pretpostavimo da je 0 < u(f) < umax- Ako je letjelica u slobodnom padu, tada je u(¢) = 0, a
u(t) = umax U slucaju kada se koristi maksimalan potiﬁak protiv gravitacije. .

Na letjelicu djeljuje MjeseCeva gravitacijska sila G i potisna sila letjelice F, koja pomice

letjelicu kroz zrak i u svemir. Gibanje letjelice odredeno je drugim Newtonovim zakonom:

md =G+ F,, (1.1)
gdje uz dogovor da je ster prema gore pozitivan, pripadne sile moZzemo modelirati kao
F, = uk i G = —mgk ZakljuCujemo da je gibanje jednodimenzionalno ¢ime iz (1.1)
imamo:

mx = —-mg + u,
iz Cega slijedi
u
i=—g+—.
£ m

Sada gibanje iz (1.1) moZemo zapisati kao sustav diferencijalnih jednadzbi 1. reda s
pocetnim uvjetima:

u
v=—-g+—, v(0)=
g+ 0) (12)
X =v, x(0)=H>0
Uz oznake
X:[V] i f= —g+;]
X %

sustav iz (1.2) moZemo zapisati u obliku

x(1) = £(x(1), u(t)). (1.3)

Kako Zelimo minimizirati potro$nju goriva, cilj nam je pronaéi funkciju upravljanja
u: [0,T] — R, tako darjesenje od (1.3) zadovoljava x(7') = 0, uz minimizaciju funkcionala

T
f u*(f) dt — min, (1.4)
0

gdje je T > 0O prvi trenutak u kojem je x(7') = v(T)) = 0. Dodatno, prirodni uvjet koji se
pojavljuje je:
x()>0 za te[0,T) i u()>0.
Sada smo spremni za rjeSavanje problema sigurnog slijetanja uz minimalnu potros$nju
goriva.



Poglavlje 2

Discretize-then-optimize

U ovom poglavlju rijeSit ¢emo problem sigurnog slijetanja na Mjesec uz minimalnu po-
troSnju goriva pomocu pristupa discretize-then-optimize. U tom pristupu ideja je prvo
konstruirani problem aproksimirati diskretnim te onda traZiti rjeSenje dobivenog diskretnog
modela. Prethodni problem optimalnog upravljanja svesti ¢emo na problem kvadrati¢nog
programiranja i rijeSiti ga koriste¢i matematicki software MATLAB.

2.1 Trapezna formula za numericku integraciju

Na pocetku poglavlja uvodimo trapeznu formulu kao najjednostavniju formulu za nu-
mericko integriranje, a nju ¢emo koristiti u 3. koraku pristupa. Formula je izvedena po
uzoru na [4].

Zelimo izratunati integral funkcije f na intervalu [a,b]. Slika 2.1 nas upucuje na
sljedece: ako kroz (a, f(a)), (b, f(b)) povuCemo linearni interpolacijski polinom, a zatim
ga egzaktno integriramo od a do b, dobit ¢emo trapeznu formulu.

Interpolacijski polinom stupnja 1 koji prolazi kroz tocke (a, f(a)) i (b, f(b)) je

p1(x) = f(a) + fla,bl(x — a).
Njegov integral na [a, b] je

b xzb
f munu=(ﬂ@x—¢ﬂmmx+ﬂmm§)

Y
IS (C)

= (b-a)f(a)+

Dakle, )
1) = —=(f@+ f®) @.1)

5
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f(b)

~N

a b X

Slika 2.1: Trapezna formula.

Kako bismo smanjili pogresku prilikom aproksimacije, cijeli interval [a, b] podijelimo
na n podintervala oblika [x;_1, x;],zak = 1,...,n, s tim da je

a=xg<x; <:-<Xx,_1<x,=b,

1 na svakom od njih primijenimo trapeznu formulu (2.1).

Najjednostavniji je slucaj kad su toc¢ke x; ekvidistantne, tj. kad je svaki podinterval
[xx—1, x¢] iste duljine A (Slika 2.2). To znaci da je

xx=a+kh, k=0,...,n, h=

Uz dodatnu pretpostavku da je f € C([a, b]), imamo
b n X h
I= f f(x)dx = Zf Fydx ~ S(fo+ 2fi + + 2 0 + fo). (2.2)
a k=1 * Xk-1 2

gdjesu f; = f(x),i=0,...,n.
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MIJESEC 7

Y

a=Xg X1 Xn-1 Xy=b X

Slika 2.2: Produljena trapezna formula.

Sada smo spremni provesti pristup discretize-then-optimize.

2.2 Discretize-then-optimize na problemu slijetanja
letjelice na Mjesec

Radi jednostavnosti definiramo konacno vrijeme 7', te mi¢emo restrikciju na gornju ogradu
funkcije upravljanja u.
Pristup provodimo u 3 koraka:
1. korak: definiramo uniformnu mreZu intervala.
Neka je n ukupan broj intervala na koje ¢emo podijeliti segment [0, T'].
T
O=f<n<---<t,=T, tiy—t;=At=—
n
Trazimo nepoznate funkcije v, x,u: [0,7] — R, odnosno vrijednosti funkcija u

tockamat, i =0,...,n:

vi=v(t), xi=x(t), w=u(), i=0,...,n
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2. korak: implicitna diskretizacija sustava diferencijalnih jednadzbi (1.2).

uz rubne uvjete

Vivel — Vi
At
Xiv1l — X

At

3. korak: trapezna formula.
Prema (2.2)

T
At :
f u(f) dt ~ ?(ué +2uf + e+ 22U+ ui) — min
0

gy dinl
, 1=0,...,n (2.3)
= Viy1
vo=0 v,=
xo=H x,=0.
u; >0, i=0,...,n. 2.4)
(2.5

Napomena 2.2.1. Istaknimo da u implicitnoj shemi, uy ne ulazi u linearni sustav (2.3),
odnosno uz jedini uvjet uy > 01 (2.5) vidimo da je uy = 0.

2.3 Kvadrati¢no programiranje

Problem kvadrati¢nog programiranja je optimizacijski problem u kojem se minimizira kva-
dratna funkcija cilja, a ogranienja su zadana afinim funkcijama.
Oznacimo s

r=[vi,va,.

R VN

1o X1 X2y o ooy X1, Uiy Uy ooy Uy

Tada (2.3) definira jednakost A,,r = b,, pri Cemu su matrice A, 1 b, sljedeCeg oblika:

eq —

m Q... 0
-m_ m

0 0
- . m
0----.. 0 -m
_A? 0 ...... 0
0
s 0
0---... 0 —-At

(.). .....
0.....
1 0.
-1 1
0.
0.....

0 =Ar 0 0 —gmAt
§ 0
...0 Q--.... 0 —-At ’
1 beq: —gmAt
() () ........ 0 H
0 =1 0-vvvvvnrnn. 0 0
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Prirodni uvjeti (2.4) kazu da je x; > 0, u; > 0 Sto zapisujemo kao nejednakost Ar < b.
Stoga se problem slijetanja letjelice na Mjesec moZe interpretirati kao kvadrati¢no pro-
gramiranje, tj.
.1 { Ar<b
min —r' Kr tako da (2.6)
ro 2 Ayt = by
Rjesenje cemo pronaci uz pomoc¢ programskog jezika MATLAB [1].
MATLAB nudi moguénost rjeSavanja kvadratnog programiranja pomocu funkcije quadprog
koja pronalazi minimum problema zadanog s

1 T Ar<b
min —=r" Kr+ f'r tako da 2.7
ro 2 Aeqr = beq’

gdjesu K, A1A,, matrice, a f, b, b., 1 r vektori. Poziv funkcije za rjeSavanje naseg problema

je r = quadprog(K, f,A,b, Ay, bey).
Na pocetku je potrebno definirati prikladne konstante:

T=5.48; %vremenski interval [0,T] kojeg promatramo
m=1; %masa

n=100; %broj podintervala na koji dijelimo [0,T]
dt=T/n;

g=10; %gravitacija

H=50; %pocetna visina

UvrStavanjem i = 0,1,2,...,n — 1 u (2.3), matrice i vektore iz (2.7) definiramo s

Aeq=zeros(2*n,3*n-2);

for i =1 : n-1
Aeq(i,i)= m;
Aeq(i+1,i) = -m;
Aeq(i, 2*n -1 + i -1) = -dt;
end
for i= n+l1 : 2*n -1
Aeq(i,i-n) = -dt;
Aeq(i, i-1) = 1;
Aeq(i+1,i-1) = -1;
end
Aeq(n, 2*n -1 + n -1) = -dt;

A=zeros(2*n-1,3*n-2);
A(1:(2*n-1) ,n:3*n-2)=eye(2*n-1);
A=-A;
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K=zeros(3*n-2,3*n-2);
K(2*n-1:(3*n-2) ,2*n-1:(3*n-2))=dt*eye(n);

f=zeros(3*n-2,1);
beg=zeros(2*n,1);

for i=1 : n
beq(i, 1)

-g*m*dt;

end

beq(n+1, 1) = H;
b=zeros(2*n-1,1);
r=quadprog(K,f,A,b,Aeq,beq);

Pritom su v, x, u spremljeni u vektoru r:
v=r(l:n-1);

x=r(n:2*n-2);
u=r(2*n-1:3*n-2);

Njihovi grafovi prikazani su na slikama ispod.

Vrijednost funkcije cilja

Slika 2.3: Brzina letjelice v.
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Vrijednost funkcije cilja

50 [eeecse,,

Slika 2.4: Visina letjelice x.

Vrijednost funkcije cilja

Slika 2.5: Funkcija upravljanja u.

Prethodni postupak je dao dosta dobre rezultate, s obzirom na to da smo interval po-
dijelili na samo 100 dijelova. Istaknimo kako dobiveni sustav numericki diskretnih dife-
rencijanih jednadzbi (2.3) ne mora biti linearan. Tada je prikladno koristiti druge metode,
poput metode unutrasnje to¢ke kroz automatizirani software (vidi [3] ).






Poglavlje 3

Optimize-then-discretize

Na samom pocetku uvodimo pojmove i rezultate preuzete iz [7] koje ¢emo koristiti u nas-
tavku poglavlja.

Definicija 3.0.1. Funkcional J je takvo preslikavanje koje svakoj funkciji iz klase funkcija
Q pridruZuje realan broj, odnosno

J: Q—->R
y— J©).

Navodimo primjere normi 1 pripadnih normiranih prostora:

Cla, b] je prostor svih neprekidnih funkcija y = y(x) definiranih na segmentu [a, b].
Na njemu definiramo normu

lIyllo = max |y(x)].
a<x<b
Okolinu funkcije y* definiramo izrazom
ly=»llo <6, gdieje ¢>0, (3.1

koji oznacuje skup svih funkcija y €iji graf lezi unutar trake Sirine 26 oko grafa funk-
cije y*.
C![a, b] je prostor svih funkcija y = y(x) definiranih na segmentu [a, b] koje su ne-

prekidne i imaju neprekidne prve derivacije na segmentu [a, b]. Na njemu definiramo
normu

[lyll; := max |y(x)| + max [y’ (x)|.
a<x<b a<x<b

13
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3.1 Varijacija funkcionala

Neka je J funkcional definiran na normiranom prostoru X. Promatramo prirast AJ(y, h)
funkcionala J koja odgovara promjeni 4 € X neovisne varijable y € X, odnosno

AJ(y,h) = J(y + h) = J(y).
Fiksiramo y. Tada je AJ funkcional od £, koji je u osnovi nelinearan.

Definicija 3.1.1. Linearan funkcional ¢ : X — R je ogranicen ako postoji konstanta C
takva da za svaki h € X vrijedi |¢p(h)| < C|h|.

Definicija 3.1.2. Ako je
AJ(y,h) = 8J(y, h) + o(h),
gdje je h — 6J(y; h) linearan i ogranicen funkcional i

-0 ||kl

onda kaZemo da je J diferencijabilan u tocki y. Funkcional 6J zovemo prva varijacija
Sfunkcionala J u tocki y.

Sljedecu lemu koristiti ¢emo u dokazu jedinstvenosti prve varijacije 6J.

Lema 3.1.3. Ako je ¢ linearan funkcional i ako vrijedi

(]|>|(T}|l|) — 0 kada |h|| — 0, (3.2)

tada je ¢(h) = 0 za svaki h.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. neka vrijedi (3.2) i neka je ¢(hy) # 0 za neki
hy # 0. Neka je
hy . ¢(ho)
=— 1 A:= * 0.
n lloll

Primijetimo da ||A,|| — 0 kada n — co. Medutim,

] = =
e Wl il

h, :

A#0

Sto je u kontradikciji s (3.2). m|

Teorem 3.1.4. Prva varijacija diferencijabilnog funkcionala je jedinstvena.
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Dokaz. Neka je funkcional J : X — R diferencijabilan u toc¢ki y € X i pretpostavimo da
vrijedi

AJ(y, h) = @i(h) + 01(h)

AJ(y, h) = pa(h) + 02(h),
gdje su ¢ 1 ¢, linearni funkcionali u 4 1

i o1(h) _ lim 02(h) _ 0
Ihi—0 ||kl Whi—0 ||A]]

Iz toga slijedi da je
¢1(h) — @a(h) = 01(h) — 02(h).

Dijeljenjem s ||/|| 1 puStanjem ||A|| — O

poe =) ooy _ o) o) _

1 1 =11 1m
[I2ll—0 [|A]] lInll—0 [|A]] Iikl—0 ||Al| -0 ||A]|

Primjenom Leme 3.1.3 zaklju€ujemo da vrijedi ¢;(h) —¢,(h) = 0 za svaki i Cime je tvrdnja
dokazana. O

Primjer 3.1.5. Neka je J : Cla,b] — Rdan s J(y) = Lb y*(t) dt. Odredimo prvu varijaciju
funkcionala J u tocki 'y € Cla, b].
Promotrimo prirast AJ(y, h) funkcionala J

b b
Ay, h) = J(y +h) = J(y) = f (6 + W) - Y1) dt = f (2y@h() + () dr =

b b
= f 2y(t)h(1) dt + f W (1) dt.

Znamo |h(t)| < ||hllo, t € [a, b), odakle slijedi da je h*(f) < ||h||§, t € a, b]. Time dobivamo

da je
b b

f hA(t) dt Sf Ikl dt = (b — a)llAll3,

odnosno ,
\Lh%ﬂm!<l. (b—alil _

m —— < lim ———— =0,

l1Al1—0 [|A]| [14l|—0 l12lo
cime je

b
f (1) dt = o(h).

a

Stoga je s h — fa ’ 2y(t)h(t) dt dana prva varijacija funkcionala J u tocki y.
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Primjer 3.1.6. Neka je F: R — R klase C' i J : y — fab F(y(t))dt. Odredimo prvu
varijaciju funkcionala J u tocki y.

b
Jy+h) —J@) = f (F(+h)®) = FO(t))dt,  a kako je
FQy(@) + h(t)) = F(y(1)) = h(OF'(c)), ¢ € (1), (@) + h(1)),  imamo

b
Jy+h) - J@y) = f h(OF'(c,) dt.

Vrijedi

b b
J(y+h) = JG) - f HOF (y(0) di| = f [W(OF (c)) = h(O)F' (y(1))| dt

b
< IIhllf

Kako je K, = [~|yllo — L, llyllo + 1] kompaktan skup, a F’ je neprekidna na K,, onda je i
uniformno neprekidna, odnosno BSOMP

F'(c) = F'(y(0) .

Ve>0,30€(0,1) td |lhll<d (specijalno |c, —y(t)| <o, t € [a, b])
= |[F'(e) - FO0)| <e

Sada imamo ,
Joy+h)—Jy) - f hOF' (y(®)) dt = o(h)
pa je traZena prva varijacija funkcionala 6J(y, h) = fu ’ h(HF'(y(t)) dt.
Promotrimo sada funkcije na kona¢nodimenzionalnom prostoru.

Definicija 3.1.7. Neka je F: R" — R. Ako postoji okolina Q tocke (x7, x5, . .., x,) takva da

je
AF = F(x1,x2, ..., %) — F(x], %5, ..., %) >0, (x1,x2,...,%,) €Q
kaZemo da u tocki (x, X5, . .., x;) funkcija F ima lokalni minimum. Ukoliko je
AF = F(x1,x2,...,%,) — F(x],%5,...,x,) <0, (x1,x2,...,%,) €Q
kaZemo da u tocki (xi, x5, ..., x,) funkcija F ima lokalni maksimum.

U ovisnosti o prostoru (C[a, b] ili C'[a, b]) nad kojim smo, definiramo dvije vrste eks-
trema.
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Definicija 3.1.8. KaZemo da funkcional J ima slabi ekstrem y* ako postoji 6 > 0 takav da
ako je |ly — y*|l < 6, onda razlika J(y) — J(y*) ima isti predznak.

KaZemo da funkcional J ima jaki ekstrem y* ako postoji 6 > 0 takav da ako je ||y — y*|lo < 9,
onda razlika J(y) — J(y*) ima isti predznak.

Napomena 3.1.9. Primijetimo, |[y—y*|l <6 = |[y—y*llo < . Stoga je svaki jaki ekstrem
ujedno i slabi. Obrat ne vrijedi.

Teorem 3.1.10. (NuZan uvjet za lokalni ekstrem). Neka J : X — R ima lokalni ekstrem
y* € X i neka je diferencijabilan u y*. Tada je

oJ(y*,h)=0 (3.3)
za svaki h € X.

Dokaz. Bez smanjenja opCenitosti pretpostavimo da J ima minimum y*, j. daje AJ(y*,h) > 0
za dovoljno male 4. Imamo

AJ(y", ) = 6J(y", h) + ol|hll

gdje % — 0 kada ||4|| — 0. Primijetimo da za dovoljno male ||/|| vrijedi
sign(AJ(y*, h)) = sign(6J(y*, h)).
Pretpostavimo da je 6J(y*, hy) # 0 za neki hy. Tada za svaki @ > 0
0J(Y*, —ahy) = —adJ(y*, hy)

zbog linearnosti od ¢J. Dakle za dovoljno mali @ (odnosno dovoljno mali [|A]| = ||ahll),
AJ moze biti bilo kojeg predznaka Sto je u kontradikciji s AJ > 0. |

Napomena 3.1.11. Primijetimo da je Teorem 3.1.10 poopcenje sljedeceg rezultata pozna-
tog pod nazivom Fermatova lema: ako funkcija F: R" — R ima ekstrem u tocki (xi, x5, ..., x}),
onda je VF(x},x5,...,x,) = 0.

3.2 Euler-Lagrangeove jednadzbe

Promatramo problem minimizacije funkcionala

b
J(y):f F(x,y,y)dx (3.4)
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uz rubne uvjete
@) = ya,
y(b) = yp,
gdje su y,, y, € R, dok za domenu uzimamo skup

Y= {y € C'([a, b1 RY) : y(@) = yq» y(b) = yb}. (3.5)

Napomena 3.2.1. Primijetimo: za ekstremy € M i &vrsti h € {h € C'([a,bl;RY) : h(a) =

h(b) = 0} realna funkcija realne varijable € — J(y + €h) postiZe lokalni ekstrem u 0. To
nas navodi na sljedecu definiciju.

Definicija 3.2.2. KaZemo da je y € M ekstremala ili stacionarna toc¢ka funkcionala J ako
za svaki h € {h € C'([a,b]:RY) : h(a) = h(b) = 0} vrijedi

d
0+ e, =0.

Napomena 3.2.3. (Povezanost definicije s Teoremom 3.1.10). d%] v+ eh)‘ Y Jje derivacija
u smjeru h i moZe postojati cak i ako 6J(y, h) ne postoji. S druge strane 8J(y, h) = 0 povlaci
da je y ekstremala.

Sljedeci rezultat preuzet je iz [5].

Teorem 3.2.4. (Euler-Lagrangeove jednadzbe). Neka je F € C 1([(1, b] xRN x RN ) Defini-
ramo funkcional J: Y — R s (3.4), gdje je domena M dana s (3.5).

Funkcijay € Y je ekstremala funkcionala J ako i samo ako je zadovoljena sljedeca Euler-
Lagrangeova jednadzba

=0 i=0,...,n (3.6)

3.3 Funkcionali koji ukljucuju varijabilne rubne uvjete

Funkcionali sljedeceg oblika Cesto se pronalaze u problemima optimalnog upravljanja.
Promatramo funkcional

b
J) = ¢(y(@), y(b)) + f F(x,y, ) dx

gdje su rubni uvjeti y(a), y(b) varijabilni, a ¢ je neprekidno diferencijabilna u svojim argu-
mentima. Zelimo pronaéiy € C'[a, b] za koji J ima ekstrem.
Na pocetku navodimo lemu koju ¢emo koristiti u daljnjim rezultatima.
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Lema 3.3.1. (Osnovna lema varijacijskog racuna). Neka je F € C([a,b];RY). Ako za
svaki h € {h € C'([a, bI:RY) : h(a) = h(b) = O} vrijedi

b
f F®h(t)dr =0,

onda je F = 0 na |a, b].

Promatramo prirast & € C'[a, b] funkcije y € C'[a, b] pri ¢emu vrijednosti h(a) i h(b)
nisu poznate.

AJ(y,h) =J(y+h) —J(y)

b
= o(¥(@) + h(@), y(b) + h(b)) - ¢(y(@), y(b)) + f F(x,30) + h(x), 5(x) + h(x)) dx

b
- f F(x,y(x), 3()) dx

Po uzoru na Primjer 3.1.6 moZemo dokazati da vrijedi

h
AJ(y,h) = 6J(y,h) + o(h), gdje % -0, za |Kl—=0
1

0 0
i 610, = SE(@. )@ + 2= (3@, y(B)acb)

b (OF OF |
+ j; (a—y(X, y(x),Y(X))h(X) + a—y(x, y(x),y(x))h(x)) dx

Parcijalnom integracijom dobivamo

0y op
6J0.h) = 55 (V(@), y(®))h(a) + a—yb(y(axy(b))h(b)
b (OF d OF
+ f (8—y(x,y<x),y'(x))—Ea—y.(x,y(xxy'(x)))h(x)dx

- ?9_5(“’ (@), 3(a))h(a) + %(”’ Y(b), 3(B) (D).

Ako je y ekstremala, onda je 6J(y,h) = 0. Uz odabir & € C'[a,b] t.d. h(a) = h(b) = 0
po Lemi 3.3.1 slijedi Euler-Lagrangeova jednadzba. Sada za proizvoljni & dobivamo nove
rubne uvjete
Oy
9ya

0 oF
2 (y(@), y(b)) + (b, y(b), 3(b)) = 0.
oyp ay

oF
(@), (b)) = 5= (@, ¥(@), 3(@) = 0
> (3.7)
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3.4 Bezuvjetna optimizacija

Promotrimo problem optimalnog upravljanja

{.I)lir(l') J(x,u) = ff Jo(x(2), u(t), 1) dt (3.8)
X() = f(x(D), u(r), 1), Yt € [t,1/], (3.9)

gdje su:

x(t) = (x1(8), x2(2), . . ., x,(2)) .. . vektor stanja,

x; € C'([to, t¢];R) ... varijable stanja,

u(t) = (u(t), us (1), . . ., uy(1)) . .. vektor upravljanja,
u; € C'([to, tr];R) ... varijable upravljanja,

a fo 1 f imaju neprekidne prve derivacije na svojim argumentima. Primijetimo da funkci-
onal iz (3.8) i1 funkcional iz (3.4) imaju isti oblik, gdje x,y 1 F iz (3.4) odgovaraju redom
t,(x,u)i fou(3.8) uzty = ait, = b. Temeljna razlika izmedu dva navedena problema je
obi¢na diferencijalna jednadzba (3.9) kojom je ogranicena (3.8), a koju moZzemo zapisati i
kao

f&@),u(®),t) — x(t) =0, Ve t,ts].

Definicija 3.4.1. Problem optimalnog upravljanja (3.8) — (3.9) nazivamo bezuvjetnim pro-
blemom optimalnog upravljanja.

Napomena 3.4.2. lako je ogranicenje prisutno, Definicija 3.4.1 je smislena jer osim (3.9)
nemamo druga ogranicenja na varijable stanja niti upravljanja.

Cesto Zelimo uvjetnu optimizaciju svesti na bezuvjetnu kako bismo mogli primijeniti
standardne tehnike bezuvjetne optimizacije. Svodenje provodimo uvodenjem Lagrange-
ovog multiplikatora, tj.

~ tf tf
J(x, y,u) = f Jo(x(0), u(?), 1) dt + f y(@) - Lf (x(0), u(2), 1) — x(1)] dt
1 I
2 ‘ (3.10)
= f {fox(@). (). 1) + y(0) - [F(x(0), u(t). 1) = (0]} i,
fo
gdje y(t) = (y1(2), ..., ya(t)) € R" zovemo adjungirani vektor, a y;: [y, t;] — R adjungirane
varijable Cije su prve derivacije neprekidne.
Sada s funkcionalom iz (3.10) moZemo postupati na jednak nacin kao i s funkcionalom
iz (3.4). Takoder, slucaj (3.6) mozemo svesti na oblik (3.10) gdje se trazi ekstrem z =
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(x,y,u). Primijetimo da je uz zamjenu y iz (3.4) s (x,y, u) potrebno zamijeniti neovisnu
varijabu x s neovisnom varijablom ¢. Tada rjeSenje Euler-Lagrangeove jednadZzbe (3.6)
daje uvjete za odredivanje ekstrema neogranic¢enog problema optimalnog upravljanja (3.8)
—(3.9).

3.5 Nuzni uvjeti optimalnosti

Funkcional J iz (3.10) mozemo zapisati kao

J(x,y,u) = f ' F(x(0), 1(6), y(0), u(t), 1) dt,

fo

gdje je _
F(x, %, y,u,t) = folx,u,t) +y - [f(x,u,t) — x]. (3.11)
Definiramo Hamiltonov funkcional:
H(x,y,u,t) := fo(x,u,t) +y- f(x,u,1). (3.12)

Sada (3.11) postaje _
F(x, %, y,u,t) = H(x, y,u, 1) =y - X.
Neka je z := (x,y,u), odnosno Z = (x,y,i) i neka je F(z,2,t) = f(x, X,y,u,t). Euler-
Lagrangeova jednadzZba (3.6) uz navedene z i F' poprima oblik

d oF OF
——-—=0, i=12,...,2n+ 3.13
dt0z; 0z l rrm ©G-15)
odnosno po komponentama

d OF OF .

Ea_xi_a_xi_ , 1=1,2,....n VXH+_)7—O,

ddF oF

—8—,—6—:0, i=1,2,....n & VH-x=0,

dtayi 5)’1

d OF OF

_——— — = ':12... VMH:

dio aw D T hBeem = 0

od kojih prve dvije jednadZbe nazivamo adjungiranim jednadZzbama. Ovime smo dobili

nuzne uvjete optimalnosti za problem optimalnog upravljanja (3.8) — (3.9) koji su zadani
sljede¢im algebarskim diferencijanim jednadzbama:

y=V.H, (3.14)

x=V,H, (3.15)

V.H = 0. (3.16)
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Rubne uvjete za ove jednadzbe dobivamo iz rubnih uvjeta za funkcionale koji ukljucuju
varijabilne rubne uvjete, odnosno iz (3.7):

oF oF
25| =YW =0 == =) =0. (3.17)

=lo =ty
Rubni uvjeti mogu se pojaviti u sljede¢im oblicima:
(1) x(to) = xo1 x(tf) = x;  (xo1x; su zadane)
(i1) x(f9) = xo1y(ty) =0 (zadana je samo xo)
(ii1) y(to) = 01 x(tf) = xy (zadana je samo xy)
(iv) ¥(to) =01iy(ty) =0 (nisu zadane ni xo, ni xy)

Kada kaZemo da su rubne tocke zadane, mislimo na to da su fiksirane, a kada nisu zadane
to znaci da su varijabilne, odnosno slobodne.
NuzZne uvjete (3.14) — (3.16) moZemo zapisati i kao

%= flxu o), (3.18)
-y=Vifo+y V.f, (3.19)
0=V.fo+y:Vf. (3.20)

Navedene jednadZzbe zajedno s jednim od Cetiri navedena rubna uvjeta predstavljaju rubni
problem. Rubni problemi su Cesto vrlo teski za rijesiti. U mnogim slucajevima se (3.20)
moze rijesiti za # u treminima varijable stanja x i pridruZene varijable y tako da je u =
o(x,, t). Supstitucijom u sa ¢(x,y, t) u jednadzbama (3.18) i (3.19) dobivamo rubni pro-
blem koji je zadan samo s diferencijalnim jednadZzbama (3.18) 1 (3.19).

Nuzni uvjeti optimalnosti za primjer slijetanja letjelice na Mjesec

Prisjetimo se problema: Zelimo sigurno sletjeti na Mjesec uz minimalnu potroS$nju goriva.
Gibanje sustava je opisano diferencijalnim jednadZbama 1. reda s pocetnim uvjetima:

V= — Z = =
{v— g+m, v(0) =0, vT)=0 (321)

x=v, xX0O)=H>0, x(T)=0

dok nam je cilj pronaci funkciju upravljanja u: [0,7] — R koja zadovoljava navedene
jednadzbe i rubne uvjete uz minimizaciju funkcionala

T
f u*(f)dt — min.
0
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Pritom mi¢emo uvjete u > 0, x > 0.
ZapiSimo Hamiltonov funkcional (3.12):

u
HW,x,y1,y2,u) := u’ + yl( -g+ E) + yov. (3.22)

NuZne uvjete optimalnosti dobivamo iz (3.14) — (3.16):

VVH+y1 =0 - )51 = -
VXH+y'2:O Sl y'2:0

VH=0 = u=-21
2m
Uvrstimo li u = —3- u pocetne jednadzbe (3.21) dobivamo da je v = —g — 5. Zbog

sigurnog slijetanja imamo da je v(T') = 0 kada x(7) = 0 prvi puta. Stoga nas rubni problem
poprima sljedeci oblik:

V=—-g-— 2)’_”112’ v(0) =0, v(T)=0

x=v, x(0)=H, x(T)=0 (3.23)
yi=—»n
» =0

RjesSenje cemo pronaci koriste¢i numericku metodu gadanja i njenu implementaciju u
MATLAB-u.

3.6 Metoda gadanja

U ovom odjeljku opisujemo jednostavnu metodu gadanja kao numericku metodu za rjeSavanje
rubnog problema u kojoj rubni problem svodimo na inicijani. Metodu ¢emo objasniti na
primjeru rubnog problema slijetanja letjelice na Mjesec.

Na pocetku definiramo funkciju Y takvu da je

Y=@,xy,y), Y=f(Y)

1 proglasimo

v1(0) =a, y,(0)=0>.
Takoder, neka je t — Y(t;0, H, a, b) rjeSenje sustava (3.23) uz pocetni uvjet (0, H, a, b).
Variranjem a i b traZzimo da je

Yi(T;a,b) = Y,(T;a,b) =0.
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Definiramo ’
F(a,b) = (Yi(T:a,b), Y,(T:a,b))

odakle slijedi da moramo naci rjeSenje s = [s1 , sz]T jednadzbe
F(s)=0.
RjeSenje jednadzbe moZe se izracunati Newtonovom metodom
s = ¢ _ pE(sOy T F(sD)

preuzetom iz [2].
U svakoj iteraciji Newtonove metode moramo

e nadi rjesenje Y(z; s?) inicijalnog problema Y = f(Y), Y;(0) = 0, Y»(0) = H, Y3(0) =
(i) _ @
Sl ) Y4(O) = S2 )

e izratunati F(s®),
e izracunati DF(s”) ili neku njegovu aproksimaciju,
e rijesiti sustav linearnih jednadzbi
DF(s")d" = —F(s"),
e napraviti korak s@D = §© 4 40,
DF(5'7) aproksimiramo pomo¢u konacnih razlika

AF(s) = [AF(s), A F(s)],  gdje su

F +A ’ -F s . F s + A -F .
A F(s) = (51 51, 52) (51, 52) i AF(s) = (s1, 52 $2) (51 52)'
As, As;
Pogledajmo sada kako navedena metoda izgleda implementirana u MATLABU-u. Kao
i u metodi discretize-then-optimize, najprije je potrebno definirati prikladne konstante:

g=10; %gravitacija

m=1; %masa

H=50; %pocetna visina

T=5.48; %vremenski interval [0,T] kojeg promatramo

EPS=1e-2; %mala vrijednost potrebna kod diskretne
aproksimacije DF

yO=[0 H ® 0]; % pocetni uvjet uz a=0, b=0

s=[0,0]; %inicijalni pocetni uvjet(a=0, b=0)

tspan=[0 T];
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Zatim, pocevsi od startnih tocaka iterativno gradimo neki niz aproksimacija (u naSem
primjeru broj iteracija ogranicili smo s 1000).
U svakoj iteraciji radimo sljedece:

yO0=[0 H s];
[t,y]l]=ode45(@(t,y)RHS1(t,y,g,m),tspan,y0);

Postavili smo pocetni uvjet y, kojeg ¢emo mijenjati kroz iteracije, a pomocu ode45
rjeSavamo sustav diferencijalnih jednadzbi 1. reda tako da poSaljemo desnu stranu sustava
oznacenu s RHS 1:

function dydt=RHS1(t,y,g,m)
dydt=zeros(4,1);

dydt (1)=-g-y(3)/(2*m"2);
dydt (2)=y(1);

dydt (3)=-y(4);

dydt (4)=0;

end

Sada Newtonovom metodom traZimo nultocku F(s”) vektorske funkcije F: R? — R,
Ako je F(s?) blizu nul-vektora dobili smo rjeSenje i pripadni broj iteracija:
F=[y(end,1); y(end,2)];
if (norm(F)<le-2)

display(iter);
break;
end

Racunamo DF(s?):

y0=[0 H s];

y0 (3)=y0(3)+EPS;

[t,yaEPS]=o0de45(@(t,y)RHS1(t,y,g,m),tspan,y0);

y0=[0 H s];

y0 (4)=y0 (4) +EPS;

[t,ybEPS]=0de45(@(t,y)RHS1(t,y,g,m),tspan,y0);

DF=[ yaEPS(end,1)-y(end, 1), ybEPS(end,1)-y(end,1);
yaEPS(end,2)-y(end, 1), ybEPS(end,1)-y(end,1)];

Radimo Newtonov korak, tj.
s = 5O _ DF(sDYTF(sD)
DF=DF/EPS;

d=-DF\F;
s=s+d.";
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Nakon 5 iteracije dobivamo sljedece vrijednosti funkcije cilja:

Brzina

Slika 3.1: Brzina letjelice v.

Polozaj
50

Slika 3.2: Polozaj letjelice x.
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Upravljanje

Slika 3.3: Funkcija upravljanja u.

3.7 Usporedba pristupa discretize-then-optimize i
optimize-then-discretize

U 2. poglavlju rijesili smo problem slijetanja letjelice na Mjesec koristeci pristup discretize-
then-optimize i1 kvadrati¢no programiranje, dok smo u 3. poglavlju do rjesenja istog pro-
blema dosli pristupom optimize-then-discretize i metodom gadanja.

Graficki usporedimo rezultate:

Brzina

-101

-121- ——discretize-then-optimize

—optimize-then-discretize

14 I L oesessssseect®™” I |
0 1 2 3 4 5 6

Slika 3.4: Brzina letjelice v.
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Polozaj
50 #e0e00eq,

—e—discretize-then-optimize
40+ —optimize-then-discretize
30

X 20
10+
O L=
-10 !
0 1 2 3 4 5 6
t
Slika 3.5: Polozaj letjelice x.
Upravljanje
20~ pravijanj
15+
——discretize-then-optimize
—optimize-then-discretize
3510
5 I
O 1 L 1 L L ]
0 1 2 3 4 5 6
t

Slika 3.6: Funkcija upravljanja u.

Mozemo zakljuciti da smo koriStenjem oba pristupa dosli do jednakih rjesenja.

3.8 Uyjet optimalnosti za vremenski ovisne probleme
optimalnog upravljanja
Izracunajmo Hamiltonov funkcional (3.22) kroz vrijeme ¢t +— H(X(t), y(1), u(t)) gdje je u

optimalno upravljanje, a X, y rjeSenja od (3.4), (3.5), respektivno. Za primjer slijetanja
letjelice na Mjesec izraCunajmo
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u=-y(«(,3)/02*m);

sizeT=max(size(t));

for i=1:sizeT

Hamilton (i) = u(i) "2+y(i,3)*(-g+u(i)/m)+y(i,4)*(y(i,1));
end

Njegov graf mozemo vidjeti na sljedecoj slici.

Hamilton
2 —

o

8,

‘G 1.5F

X~

[=

>

y—

©

S 1

(o]

(=

[e]

=

IS 0.5

©

o

O L L L L 1 I
0 1 2 3 4 5 6
Vrijeme t

Slika 3.7: Hamiltonov funkcional H.

Primjecujemo da je Hamiltonov funkcional konstantan.

Napomena 3.8.1. Ako F ne ovisi o vremenu t, tj. ako je Hamiltonov funkcional H neovisan
o vremenu t, tada je

t — H(x(1), y(1), u(t))

konstantna funkcija za ekstremalu (x,y,u) € C'[t, trl.

Dokaz. Kako je (x,y,u) ekstremala vrijede nuZni uvjeti optimalnosti (3.14) — (3.16) gdje
suV.H=-y, V,H =%, V,H = 0. Stoga imamo

d . . .

d—tH(x(t),y(t), u®)=VyH-x+V,H-y+V,H-i

=—=y-X+x-y+0-u
=0
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Sto ako je t¢ sastavni dio problema? Pogledajmo problem gdje je konaCno vrijeme
nepoznato:

f ' fo(x(), u(r)) df — min

x(1) = f(x(0), u(?))
x(t)) = xo, x(ty) = x5, gdje je t7 prvi trenutak kada je x(t) = x;

Definiramo J(u, ty) = ft ;f Jo(x(1), u()) dt, gdje je x rjeSenje rubnog problema

{x(t)=f(X(t),u(t)) na (to,t)
x(to) = xo,  x(ty) = xy,

u: [ty,ts] = R™ dana funkcija, t; > fy konacno vrijeme i x; = x(#y) zadani cilj. Oznacimo
s i optimalno upravljanje za vrijeme #; i cilj x;. Definiramo S (¢7) = J(u, ty).

Teorem 3.8.2. Neka su fy i fi klase C' i neka je t — S(t) dobro definirana na segmentu
la, b], gdje je a > ty. Tada vrijedi

S

— =H,
ot

gdje je H Hamiltonov funkcional.
Za vise detalja pogledajte [8].

Napomena 3.8.3. Ako funkcija t — S(t) ima u T ekstrem, tada je nuzno S'(T) = 0 Sto
znaci da je prema Teoremu 3.8.2 dovoljno traZiti konacna vremena za koje H postiZe 0.

Pogledajmo vrijednosti Hamiltonovog funkcionala za razli¢ita konac¢na vremena za
problem slijetanja na Mjesec.
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Hamilton

Hamiltonova funkcija H
o
(4]

=) L | 1 L 1 Il I}
5.47 5.475 5.48 5.485 5.49 5.495 55 5.505
Vrijeme t

Slika 3.8: Hamiltonov funkcional H.

Vidimo da je H = 0 za ¢ty = 5.478 §to znacCi da je prema Teoremu 3.8.2 kandidat za
optimalno rjesenje.
S ¢emo dobiti pomocu ¢ i1 u koji su dobiveni metodom gadanja

d=cumtrapz(t,u.” 2);
S(br)=d(end);

730.524 -
730.522
730.52 -
730.518 -
730.516 -
(2]
730.514 -

730.512 -

730.51

730.508 -

730.506 | 1 | | I | |
5.47 5.475 5.48 5.485 5.49 5.495 55 5.505

Vrijeme t

Slika 3.9: Funkcija S kod metode gadanja.

Prema Slici 3.9, § u t; = 5.478 ima lokalni minimum. Iako ovo nije dokaz da se radi o
globalnom minimumu, iz dobivenog numerickog testiranja sve upucuje na to da se radi o
optimalnom vremenu za dani problem.
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Sazetak

U ovom radu opisani su uvjeti optimalnosti u teoriji upravljanja. Naglasak je stavljen na
njihovu primjenu uvodenjem primjera slijetanja letjelice na Mjesec. U uvodnom poglavlju
predstavljen je jednostavni model slijetanja na Mjesec kao primjer optimalnog upravljanja.
Cilj ovog rada je rijesiti zadani problem u matemati¢kom software-u MATLAB koristeci
dva razlicita pristupa 1 usporediti dobivena rjesenja.

U drugom poglavlju opisuje se pristup discretize-then-optimize koji se implementira
u MATLAB-u, a koriStenjem kvadraticnog programiranja dobiva se rjeSenje uvodnog pro-
blema slijetanja letjelice na Mjesec.

U treCem poglavlju izvode se temeljni rezultati varijacijskog raCuna, odnosno nuzni
uvjeti optimalnosti u teoriji upravljanja. Pocetni problem slijetanja letjelice na Mjesec in-
terpretira se kao rubni problem, a do njegovog rjeSenja dolazi se implementacijom metode
gadanja u MATLAB-u. Potom se usporeduju rjeSenja dobivena pristupima discretize-then-
optimize i optimize-then-discretize. Poglavlje zavrSava uvjetima optimalnosti za vremen-
ski ovisne probleme optimalnog upravljanja.






Summary

In this paper, the optimality conditions in control theory are described. The emphasis is
placed on their application by introducing the example of the Moon lander. In the first
chapter, a simple model of lunar landing is presented as an example of optimal control.
The goal of this master thesis is to solve the given problem in the mathematical software
MATLAB using two different approaches and compare the obtained results.

The second chapter describes the discretize-then-optimize approach implemented in
MATLAB, and using the quadratic programming the result to the Moon lander problem is
obtained.

In the third chapter, the fundamental results of variational calculus, i.e., the necessary
optimality conditions in control theory, are derived. The initial Moon lander problem is
interpreted as a boundary problem and its solution is obtained through the shooting method
implemented in MATLAB. Then, the solutions obtained using the discretize-then-optimize
and optimize-then-discretize approaches are compared. The chapter concludes with the
optimality conditions for time-dependent optimal control problems.
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