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FIZIČKI ODSJEK

INTEGRIRANI PREDDIPLOMSKI I DIPLOMSKI SVEUČILIŠNI STUDIJ
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Sažetak

Razumjevanje kvazičestičnih svojstva elektrona u 2D poluvodičkih materijalima u

raznim okruženjima (poput drugih 2D materijali ili dielektričnih površina) važna je

za njihovu moguću primjenu u izradi elektronskih sklopova kao što su foto-diode, la-

seri, tranzistori i drugi logički sklopovi. U ovom radu proučavamo kako prisutnost do-

piranog grafena utječe na kvazičestična svojstva 2D kristala WS2, MoS2 i heksagonal-

nog borovog-nitrida (hBN) koji se intenzivno istražuju u zadnjih par godina. Koristeći

DFT valne funkcije materijala kao podlogu za G0∆W teoriju, dolazimo do modifika-

cije spektralne funkcije elektrona u spomenutim 2D kristalima zbog prisustva grafena

koji se nalazi na 3 angstrema od njih. Proučavanjem spektralne funkcije elektrona u

raznim točkama Brilliounove zone dolazimo do pomaka poluvodičkog procjepa koji

usporedujemo s drugim rezultatima iz literature te pokazujemo da energetski pomak

vrpci u svim točkama Brilliunove zone nije rigidan. Na temelju razmatranja vlastite

energije točkastog naboja u ovisi o njegovom položaju u 2D poluvodičima (MoS2,

WS2 i hBN) pokazujemo da elektroski odziv u TMD-ovima (zarazliku od hBN-a) vrlo

efikasno zasjenjuje utjecaj substrata i time štiti svoju vrpčastu strukturu od utjecaja

substrata.

Ključne riječi: G0∆W teorija, spektralna funkcija, kvazičestična svojstva elektrona,

DFT račun



Diploma thesis title

Abstract

Understanding the quasiparticle properties of electrons in 2D semiconductor ma-

terials in various environments (such as other 2D materials or dielectric surfaces) is

important for their possible application in the production of electronic circuits such as

photo-diodes, lasers, transistors and other logic circuits. In this paper, we study how

the presence of doped graphene affects the quasiparticle properties of 2D crystals

WS2, MoS2 and hexagonal boron nitride (hBN), materials that have been intensively

researched in the last few years. Using the DFT wave function of the material as a

basis for the G0∆W theory, we arrive at a modification of the electron spectral func-

tion in the mentioned 2D crystals due to the presence of graphene which is located 3

angstroms away from them. By studying the spectral function of electrons in various

points of the Brilliou zone, we arrive at the shift of the semiconductor gap, which we

compare with other results from the literature and show that the energy shift of the

bands in all points of the Brilliou zone is not rigid. Based on the consideration of the

self-energy of a point charge in depends on its position in 2D semiconductors (MoS2,

WS2 and hBN), we show that the electrical response in TMDs (a strain of hBN) very

effectively overshadows the influence of the substrate and thus protects its ribbon

structure from the impact of the substrate.

Keywords: G0∆W theory, spektral function, quasi-particle properties of electrons,

DFT calculation
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1 Uvod

Početkom dvadeset i prvog stoljeća, odnosno otkrićem lakog dobivanja grafena 2004.

godine [1] [2], otvoreno je novo područje čvrstog stanja u istraživanjima 2D ma-

terijala. Jedinstvena fizikalna svojstva grafena, koji je s kemijskog stajalǐsta krajnje

jednostavan, pokazala su se izuzetno zanimljiva kako s fundamentalne, tako i s primi-

jenjene strane. No, općenito, 2D materijali kao sustavi reducirane dimenzionalnosti

pokazuju vrlo različita i uzbudljiva svojstva, kao što su visoka mobilnost nosioca na-

boja [3], pojava supravodljivosti [4], mehanička fleksibilnost [5], dobra termalna

vodljivost [6] te jaka optička i UV apsorpcija [7]. 2D poluvodiči se pojavljuju u pro-

izvodnji tranzistora, svjetlećih dioda (LED), solarnih panela, fotodetektora i kvantnih

izvora [8].

U ovom radu smo se posvetili elektronskim svojstvima 2D poluvodiča. Posebice

su nas zanimali sustavi u kojima se poluvodički energetski procjep može promije-

niti. U tu svrhu, postoji vǐse različitih načina. Primjerice, istraživanom poluvodiču

može se promijeniti procijep ako se on postavi izmedu slojeva drugih 2D materi-

jala, pri čemu ti slojevi mogu biti s obje strane poluvodiča isti ili različiti. Najčešće

ovaj postupak ne podrazumijeva promjenu kemijskih svojstava jer se na granicama

slojeva pojavljuju samo van der Waalsove veza [9–13]. Poluvodički procjep se isto

može kontrolirati djelovanjem sile na jednu od površina, interkalacijom organskih

molekula izmedu dvaju slojeva 2D materijala [14], ili jednostavno postavljanjem 2D

materijala u različito dielektrično okruženje [13,15–17,19–22].

Osim manipulacije energetskoga procijepa, moguća je i manipulacija cijele elek-

tronske vrpčaste strukture, ali i općenito elektronskih kvazičestičnih svojstava (spek-

tralne funkcije elektrona). Dielektrična okolina mijenja i eksitonska svojstva 2D po-

luvodiča. Eksitonska pobudenja, naime, opisana su parom elektrona-̌supljina, koji

nastaje kada se elektron iz valentne vrpce ponudi u vodljivu, ostavljajući za so-

bom šupljinu s kojom onda bude koreliran. Ovi učinci se u zadnjih desetak go-

dina intenzivno istražuju u raznim 2D materijalima. U tom sklopu razvijene su i

mnoge moderne numeričke metode. Tako mnoge eksperimentalne i teoretske grupe

istražuju utjecaj različitih podloga, kao što je grafen (Gr), dvoslojni grafen (Gr-

BL, BiLayer), troslojni grafen (Gr-TL, TriLayer), grafit, hBN, SiO2, Au(111) i mnogi

druge, na različite jednoslojne poluvodiče, od kojih su posebnu pažnju privukli MoS2
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i WS2 [15,20,22,23,25–28].

Iako se teorijski obično prvo računa energetski procjep 2D poluvodiča pod pret-

postavkom da je on izoliran u vakuumu, eksperimentalno je to nemoguće ostvariti.

Naime, 2D poluvodič uvijek se mora položiti na nekakvu podlogu. Zato se radi us-

poredbe eksperimenta s teorijskim predvidanjima pokušava raditi sa što inertnijim

podlogama, kao što su to u najčešćim situacijama SiO2 ili hBN. Primjerice, ARPES

mjerenja pokazuju da se za poluvodič WS2 energetski procjep smanji za 140 meV, ako

je mjerenje napravljeno na grafitu umjesto na hBN-u. Pri tomu se sam oblik disper-

zije vodljivih i valentnih vrpci ne mijenja. Za ovakav pomak cijelih vrpci se obično

kaže da je on rigidan [20].

Neposredni cilj ovog diplomskog rada je bio teorijsko proučavanje utjecaja gra-

fena kao podloge za tri različita poluvodiča: hBN-a (kao primjer atomski jednosloj-

nog 2D poluvodiča), MoS2-a i WS2-a. Zadnja dva su trenutno posebno zanimljivi

znanstvenoj zajednici. Naš teorijski pristup sastojao se od vǐse koraka. U prvom ko-

raku smo pomoću DFT računa numerički izračunali elektronsku vrpčastu strukturu i

elektronske valne funkcije u samostojećem 2D kristalu (bez grafenske podloge). U

drugom koraku smo, pomoću G0W0 + ∆W metode (gdje je W0 zasjenjena kulonska

interakcija u samostojećem poluvodiču, a ∆W je korekcija iste zbog prisustva gra-

fena) razmatrali utjecaj grafena na korelacijsku vlastitu-energiju u 2D poluvodiču.

U zadnjem koraku, posebno smo promatrali kako se spektralna funkcija poluvodiča

te, posebice, energetski procjep mijenja u ovisnosti o grafenskom dopingu. Uz to,

dodatno smo istražili ovisnost energijskog procijepa 2D poluvodiča o broju slojeva

grafena, odnosno razmatrali smo utjecaj jednoslojne, dvoslojne i troslojne grafenske

podloge.

Ovaj diplomski rad organiziran je u nekoliko cjelina. U prvoj se uvode osnovni poj-

movi mnogočestičnog računa, s posebnim naglaskom na DFT račune i G0W0 aproksi-

maciju. U nastavku su diskutirane posebnosti 2D problema. Takoder, podrobnije je

raspravljena mnogočestična G ∆W teorija, koja je razvijena kako bi se odredilo na

koji način dielektrična svojstva podloge utječu na zasjenjenu kulonsku interakciju,

kao i na kvazičestična svojstva elektrona ili šupljina u promatranom 2D poluvodiču.

Zadnja cjelina donosi pregled i analizu numeričkih rezultata dobivenih G ∆W teori-

jom za različite sustave poluvodiča i podloga te njihovu usporedbu s drugim rezulta-

tima iz literature.
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2 Mnogočestični kvantni sustavi

Već u samim početcima Newtonove fizike je vrlo brzo bilo jasno da su egzaktna

rješenja fizikalnih problema ograničena samo na posebne slučajeve. Primjerice, u

kvantnoj fizici, kao i u klasičnoj fizici, analiza sustava dvaju tijela se svodi na problem

jednog tijela kada se uvede koordinata centra mase. Zbog toga je obično moguće

riješiti problem medudjelovanja dvaju tijela analitički bez ikakvih aproksimacija. To

je posebice korisno i pri analizi ponašanja mnogočestičnih sustava, budući da su gola

medudjelovanja medu česticama u prirodi u pravilu dvočestična.

Medutim, vrlo brzo s porastom gustoće čestica utjecaji drugih čestica se na me-

dudjelovanje pojedinih parova ne mogu zanemariti i tada se moramo osloniti u pra-

vilu na aproksimativne pristupe. Srećom, do danas su razvijene vrlo moćne metode

za opis mnogočestičnih sustava koje, ovisno o problemima i režimima parametara,

mogu dati začudujuće točna predvidanja za sustave s makroskopski velikim brojem

stupnjeva slobode. Unutar ovih metoda obično je kritično važno prepoznati one mi-

kroskopske procese koji su zaista važni za ukupno ponašanje sustava.

2.1 Elektronski propagator

U ovom poglavlju ćemo uvesti osnovne pojmove koji će nam trebati za raspravu elek-

tronskih svojstava u slučaju mnogočestičnih sustava s medudjelovanjem, odnosno

koje ćemo koristiti u daljnjem tekstu, poput Greenovih funkcija, spektralnih funkcija

i vlastite energije. Greenova funkcija može se uvesti preko tzv. resolvent operatora,

koji je definiran kao

Ĝ (z) =
1

z − Ĥ
, (2.1)

gdje je Ĥ hamiltonijan sustava, a z općenito kompleksna frekvencija. Vidimo da

nazivnik u izrazu (2.1) odgovara problemu svojstvenih vrijednosti, odnosno da će

nazivnik ǐsčezavati na frekvencijama koje odgovaraju svojstvenim energijama hamil-

tonijana Ĥ.

Greenovu funkciju elektrona, odnosno jednoelektronski propagator može se sada

dobiti tako da se izračuna očekivana vrijednost operatora u izrazu (2.1), kada se
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sustavu doda jedan elektron (elektronski dio) ili oduzme jedan elektron (šupljinski

dio), G(z) = ⟨Ψ|Ĝ(z)|Ψ⟩. Na temperaturi T = 0, to u elektronskom slučaju znači da

|Ψ⟩ predstavlja osnovno stanje sustava kojemu je dodan jedan elektron c†|ϕ0⟩, dok u

šupljinskom slučaju |Ψ⟩ predstavlja osnovno stanje sustava kojemu je oduzet jedan

elektron c|ϕ0⟩, gdje su c† i c operatori stvaranja i ponǐstenja elektrona.

Obično zbog medudjelovanja, stanja c†|ϕ0⟩ i c|ϕ0⟩ nisu svojstvena stanja punog

hamiltonijana,

Ĥ = Ĥ0 + V̂ , (2.2)

gdje Ĥ0 označava jednočestični dio, a V̂ opisuje medudjelovanje medu česticama

(elektronima). Odnosno, unutar T = 0 dijagramatskog razvoja medudjelovanje V̂

se tretira kao smetnja, a cijeli perturbativni postupak izvodi se preko propagatora

koji odgovaraju jednočestičnom dijelu hamiltonijana Ĥ0. Greenovu funkciju koja

odgovara Ĥ0 označavat ćemo s G0. Upravo ove funkcije, odnosno goli propagatori,

pojavljuje se unutar dijagramatskog perturbativnog računa kao jedan od osnovnih

elemenata koji gradi Feynmanove dijagrame. Odnosno, Feynmanovi dijagrami preko

golih propagatora opisuju mikroskopske procese u mnogočestičnim sustavima koji su

posljedica medudjelovanja izmedu pojedinih čestica.

G(z) i G0(z) su općenito skalarne kompleksne funkcije. Za realne frekvencije,

z = ω, Greenove funkcije mogu se uvijek napisati kao sume elektronskog i šupljinskog

dijela. Za sustav bez medudjelovanja, dobiva se posebno jednostavan izraz. Od-

nosno, ako pretpostavimo translacijski invarijantan sustav, pri čemu je onda moment

elektrona/šupljina k konstanta gibanja, i ako pomaknemo ishodǐste energija čestica

točno na Fermijev nivo εF ,

Ĥ = Ĥ0 =
∑
k

(εk − εF )c
†
kck =

∑
k

ξkc
†
kck , (2.3)

za (kauzalni) propagator koji opisuje propagaciju elektrona/šupljine valnog vektora

k dobivamo
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G(k, ω) = ⟨ϕ0|ck
1

ω − Ĥ0 + iγ
c†k|ϕ0⟩+ ⟨ϕ0|c†k

1

ω − Ĥ0 − iγ
ck|ϕ0⟩ (2.4)

=
1

ω − ξk − sign(ξk)iγ
, (2.5)

gdje smo prepoznali da su stanja s jednim dodatnim elektronom c†k|ϕ0⟩, odnosno

šupljinom ck|ϕ0⟩, svojstvena stanja hamiltonijana Ĥ0 koji ne uključuje medudjelova-

nje. U izrazu (2.5) funkcija sign(ξk) odgovara predznaku energije pobude ξk. Za

dodatni elektron u sustavu k > kF propagator (2.5) ima polove u donjoj komplek-

snoj poluravnini, a za šupljinu u gornjoj. Odnosno, ako imamo samo jednu vrpcu,

za dani valni vektor k postoji samo jedan pol. Za k < kF on odgovara šupljini u

Femijevom moru stanja koja su popunjena do kF , i nalazi se infinitezimalno blizu

negativne frekventne poluosi ω < 0. Za dodatni elektron u sustavu k > kF situ-

acija je samo obrnuta, elektronske ponude se nalaze infinitezimalno blizu pozitivne

frekventne poluosi ω > 0.

Unutar T = 0 dijagramatskog razvoja, elektronskom propagatoru dodaje se u

nazivniku infinitezimalno mali imaginarni dio iγ, dok se šupljinskom propagatoru

dodaje −iγ. Na taj način duž realne frekventne osi vrijednosti propagatora ostaju

konačne, a Feynmanovi dijagrami računaju se preko moćnog alata koji daje kom-

pleksna analiza i teorija residiuma. Fizikalno, može se pokazati kako ovi imaginarni

pomaci ±iγ u frekvenciji odgovaraju adijabatskom uključenju medudjelovanja medu

česticama [58], zbog čega elektroni/šupljine ipak imaju konačno vrijeme života 1/γ.

Uz uvodenje indeksa N za broj čestica, u slučaju kada postoji medudjelovanje,

egzaktnu Greenovu funkciju (propagator) možemo prikazati u obliku koji je analogan

izrazu (2.4),

G(k, ω) = ⟨ϕN
0 |ck

1

ω − Ĥ + iγ

∑
α

|ϕN+1
α ⟩⟨ϕN+1

α |c†k|ψN
0 ⟩

+ ⟨ϕN
0 |c†k

1

ω − Ĥ − iγ

∑
α

|ϕN−1
α ⟩⟨ϕN−1

α |ck|ψN
0 ⟩ (2.6)

=
∑
α

|⟨ϕN+1
α |c†k|ϕN

0 ⟩|2
(ω − µ)− EN+1

α + iγ
+
∑
α

|⟨ϕN−1
α |ck|ϕN

0 ⟩|2
(ω − µ) + EN−1

α − iγ
(2.7)
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gdje su sada energije EN
α energije mnogočestičnog sustava, a ne jednočestične ener-

gije ξk kao u izrazu (2.5) kada nema medudjelovanja. Suma po α u gornjim izra-

zima podrazumijeva sumu po potpunom skupu stanja. No, matrični elementi koji su

različiti od nule su samo oni koji zadovoljavaju zakon sačuvanja momenta.

Kemijski potencijal µ u izrazi (2.7) ima istu ulogu kao i Fermijev nivo u izrazu

(2.5). U sustavima s medudjelovanjem pomak u frekvenciji µ dan je razlikom ener-

gija osnovnih stanja, µ = EN+1−EN = EN−EN−1+O(1/N), gdjeO(1/N) predstavlja

zanemarivu razliku kada je broj čestica N makroskopski. Izraz (2.7) odgovara Leh-

manovoj prezentaciji elektronske Greenove funkcije. Kada bismo znali mnogočestič-

ne valne funkcije i energije on bi nam dao egzaktnu Greenovu funkciju s uključenim

medudjelovanjem. Lako je vidjeti kako se (2.7) svodi na (2.5) kada medudjelovanja

nema.

Iako je elektronski (ili šupljinski) propagator na prvi pogled apstraktan objekt, on

sadrži i niz fizikalnih informacija. To vrijedi jednako kada ima ili nema medudjelo-

vanja. Konkretno, elektronska spektralna funkcija odredena je imaginarnim dijelom

izraza (2.7),

A(k, ω) =
1

π
|ℑG(k, ω)| =

∑
α

|⟨ϕN
0 |ck|ϕN+1

α ⟩|2δ(ω − µ− EN+1
α )

+
∑
α

|⟨ϕN
0 |c†k|ϕN−1

α ⟩|2δ(ω − µ− EN−1
α ). (2.8)

A(k, ω) je izuzetno važna fizikalna veličina koja nam daje informaciju o kvazičestičnim

svojstvima elektrona i šupljina, odnosno daje nam informaciju o samom medudjelo-

vanju koje postoji u materijalima. U granici kada nema medudjelovanja, kao što se

vidi iz izraza (2.5), spektralna funkcija ima oštre rezonance (vrhove). Šupljinski dio

spektralne funkcije (2.8) mjeri se kutno-razlučivom foto-elektronskom spektroskopi-

jom (Angle-resolved photoemission spectroscopy (ARPES)), dok elektronski inverz-

nim ARPES-om. Takoder, šupljinski i elektronski dio spektralne funkcije simultano se

mogu mjeriti pomoću skenirajuće tunelske spektroskopije (Scanning tunneling spec-

troscopy (STS)).
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14 Interactions in quantum fluids

A(k ω)
τ

A(k,ω)

1/1/τ

N e k o h e r t n a  
p o z a d i n a

t e ž i
n e  

ωω E ωω = Ek

Fig. 1.5 A cartoon of the spectral function for interacting particle. One can recognize several

features. There is a continuous background of excitations of total weight 1 − Zk. This part

of the spectrum cannot be identified with excitations that resemble quasi-free particles. In

addition to this continuous background there can be a quasiparticle peak. The total weight

of the peak is Zk determined by the real part of the self energy. The center of the peak is

at an energy E(k) which is renormalized by the interactions compared to the independent

electron dispersion ξ(k). This change of dispersion defines an effective mass m∗ determined

also by the real part of the self energy. The quasiparticle peak has a lorentzian lineshape that

traduces the finite lifetime of the quasiparticles. The lifetime is inversely proportional to the

imaginary part of the self energy.

weight with a lorentzian peak, well centered around a certain energy E(k). This part
of the spectrum can thus be identified with a “particle”, called Landau quasiparticle,
with a well defined relation between its momentum k and energy ω = E(k). This
quasiparticle has a only a finite lifetime, determined by the inverse width and height
of the peak. The dispersion relation and the total weight of the quasiparticle peak are
controlled by the real part of the self energy, while the lifetime is inversely proportional
to the imaginary part. Depending on the self energy, and thus the interactions, we can
still have objects that we could identify with “free” particles, solving our problem of
why the free electron picture works qualitatively so well with just a renormalization
of the parameters such as the mass into an effective mass.

However it is not clear that in the presence of interactions one can have sharp
quasiparticles. In fact one would naively expect exactly the opposite. Indeed we would
like to identify the peak in the spectral function with the existence of a quasiparticle.
The energy of this excitation is E(k) which of course tends towards zero at the Fermi

Nekoherentna pozadina težine (1-Zk)

Kvazičestični 
vrh težine Zk

Slika 2.1: Shematski prikaz kako spektralna funkcija elektrona gubi oblik savršene
rezonance (delta-funkcije) kada se uključe medudjelovanja. S medudjelovanjem re-
zonanca poprima oblik Lorentziana s kvazičestičnom težinom Zk i širinom τ . Dio
spektralne težine može prijeći u nekoherentnu pozadinu.

2.2 Landauov argument

Iako gotovo u pravilu nisu poznata egzaktna rješenja za mnogočestične valne funk-

cije, tj. za svojstvene vektore i svojstvene vrijednosti hamiltonijana Ĥ, Landau je već

1957. formulirao teoriju fermionskih tekućina koja nudi kvalitativno rješenje. Na-

ime, Landau je primijetio jedno vrlo važno svojstvo fermionskih sustava, a to je da,

i kada uključimo medudjelovanje, blizu Fermijevog nivoa dozvoljeni fazni prostor za

mikroskopska raspršenja nestaje. Posljedica toga je da kvazičestice blizu Fermijevog

nivoa ostaju dugo živuće i u sustavima s medudjelovanjem. Drugim riječima, poznata

elektronska rješenja Ĥ0 sačuvat će svoje kvantne brojeve kao dobro definirane i kada

postoji medudjelovanje medu česticama.

U matematičkom formalizmu, blizu Fermijevog nivoa pobudena stanja Ĥ0 vǐse

neće biti rješenja problema Ĥ, ali će im biti bliska. Odnosno, ako napravimo projek-

ciju Greenovog operatora na neko svojstveno stanje sustava s dodatnom pobudom

koja je svojstveno stanje operatora Ĥ0, odnosno s dodatnim elektronom/šupljinom,

ova pobuda neće vǐse odgovarati čistom polu u ξk, ali će i dalje doprinos oko (renor-

maliziranog) ξk biti spektralno najjači doprinos. Pri tome, spektralna funkcija vǐse
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These ordered defect dipoles break the local inversion symmetry,
allow the Raman measurement of first-order phonons26 and
suggest a phase with ferroelectric-like polarization at the reduced
surface of SrTiO3 (ref. 27).

Observation of Fröhlich polaron spectra by ARPES. It is natural
to ask what kind of electronic structure does this ferroelectric-like
layer correspond to. Figure 3a shows the symmetrized Fermi
surfaces (FSs) from the SrTiO3 surface annealed at 700 �C.
Thanks to the matrix element effect, we can selectively excite
electrons with different orbital symmetry (see Fig. 1c for
measurement geometry). No ARPES spectral intensity can be
detected at the first Brillouin zone centre (G and G00 specifically).
FSs at G10 and G01 are elliptical, with dxz (Fig. 3f) and dyz orbital
character, respectively. The circular FS at G11 are from dxy orbital
(Fig. 3b). Fitted dispersions (black dashed lines in Fig. 3b,c,f)
show an effective mass of B0.6me (me the free electron mass) for
dxy band, and B6me for dxz band (see Supplementary Fig. 2 for
fitting details). These lighter effective masses will contribute to
the high carrier mobility12,28.

An extraordinary distinction is that there exist replica bands
for each orbital (Fig. 3b,f), lying B90meV higher than the
original, which can be clearly distinguished from the energy-
second-derivative spectra in Fig. 3c. The replica forms one more
higher-lying electron pocket, as shown by the constant-energy
contours in Fig. 3e. These replicas are attributed to the
many-body effect, specifically, the electron–phonon coupling

(EPC)6,29. The characteristic energy, B90meV, corresponds to
one surface polar LO phonon mode30. These dispersions hence
describe electrons weakly coupled to a lattice vibrational mode by
the Coulomb interaction, which together can move coherently
through the solid and composite a new type of quasi-particle, that
is, large polaron. We use the weak-coupling field-theoretical
Fröhlich Hamiltonian8 as the first approximation to describe EPC
in both 3D and 2D cases:

H ¼ p2

2mb
þ

X

kj

‘oLO;ja
y
kjakj þ

X

kj

Vk;je
ik~rakj þ h:c:

� �
ð1Þ

Where r is the position coordinate operator of the electron with
band mass mb, p is its canonically conjugate momentum
operator; akjw (akj) is the creation (annihilation) operator for
the j-th LO phonons of wave vector k and energy ‘oLO,j. The Vkj

is the Fourier component of the EP interaction. Considering one
branch of dispersion-less LO-phonon (Einstein model)31–33, this
interaction system becomes one of the exactly solvable models in
many-body physics34. The spectra can be well-described by a
Franck–Condon model with Poisson distribution:

Il
I0

¼ gl

l !
ð2Þ

Here I0 is the quasi-particle peak intensity and Il the l-th replica
intensity with l phonon(s) dressed. g is a constant, related with
the EP interaction in 3D.
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Figure 3 | Observation of Fröhlich polaron spectra by ARPES at SrTiO3 surface prepared at 700 �C. (a) Symmetrized Fermi surface of SrTiO3 in kx� ky
space. G10¼ 2p/a(1, 0)B(1.61, 0)Å� 1. (b) Dispersion from G11 along [11] direction with dxy orbital character. Dispersion from G10 along [01] direction with

dxz orbital character is shown in f. The momentum cuts are shown in dashed while lines. (c) Energy-second-derivative image of spectra in b. (d) Simulated

large polaron dispersions with dxy/dyz and dxz orbital characters. (e) Constant-energy contours of large polaron electronic structure, characterized by

two (or more) similar electron pockets, indicated by dashed lines. (g) EDC stacks of spectra in b. Black empty circles indicate the EDC shown in h.

(h) Franck–Condon line shape fitting. The fitted EDC (red line) is composed of three Gaussian peaks (blue line), separated in energy by 90meV, and a

hump-like background (red dashed line). Black dashed lines in b,c and f are fitted dispersions for the zero-order bands. See Supplementary Fig. 2 for details.
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Slika 2.2: Eksperimentalni rezultati ARPES mjerenja, preuzeti iz rada [29], koji daju
šupljinski dio spektralne funkcija za sustav SrTiO3, karakteriziran elektron-fonon
medudjelovanjem. Uočava se jasno glavna rezonanca blizu Fermijevog nivoa kao
i transfer dijela spektralne težine prema nižim frekvencijama zbog medudjelovanja s
rešetkom. Glavna rezonanca slijedi (renormaliziranu) disperziju šupljine u ovisnosti
o valnom vektoru k. Rezonanca je spektralno dobro definirana, odnosno može se
reći kako šupljine imaju dobro definirana kvazičestična svojstva, energiju i impuls.

neće imati oblik delta funkcije u točki ξk, nego Lorentziana, kao što je prikazano

zelenom bojom na slici 2.1.

Zbog medudjelovanja postoji dio egzaktnog rješenja punog hamiltonijana Ĥ koji

je dodatak stanju c†k|ϕ0⟩ i, jednako tako, postoji dio stanja c†k|ϕ0⟩ koji čini popravku

drugim egzaktnim rješenjima punog hamiltonijana Ĥ. Zato sam Lorentzian neće

imati u sebi punu težinu 1, kao što je to bio slučaj za sustav bez medudjelovanja i delta

funkciju, nego neku manju vrijednost Zk. Ostatak spektralne težine 1 − Zk preselit

će se na druge energije, primjerice kao na slici 2.1, dat će doprinos nekoherentnom

kontinuumu. Medutim, kako se približavamo Fermijevom nivou, Landau je pokazao

da vrijeme života τ postaje sve dužim, a rezonanca u spektru (spektralnoj funkciji)

sve oštrija. Ovo ponašanje daje važno fizikalno opravdanje za uporabu kvazičestičnog

pristupa u sustavima s medudjelovanjem.

Dokazi za ovu teoriju se najbolje vide u ARPES mjerenjima, pri čemu foton ener-

gije Ω iz kristalne rešetke izbacuje elektron iz uzorka. U ARPES eksperimentu, elek-

tron je početno u stanju hamiltonijana Ĥ, a u detektoru se mjeri u stanju hamil-

tonijana Ĥ0. Pri tome se mjeri njegova energija i impuls. Dakle, stanja elektrona

u kristalu se projiciraju na stanja slobodnih elektrona, pa iako je Ĥ vrlo složen,

kvazičestična stanja i dalje je moguće dobro opisati pomoću pobuda opisanih s Ĥ0.

Ovo ponašanje možemo jasno vidjeti na primjeru koji ilustriraju ARPES rezultati na
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slici 2.2, a koja je preuzeta iz rada [29].

2.3 Perturbativni razvoj

Hamiltonijan mnogočestičnog problema koji uključuje (dvočestičnu) interakciju izmedu

elektrona općenito se može napisati u obliku

Ĥ =
∑
i

Eic
†
ici +

1

2

∑
ijkl

Vijklc
†
ic

†
jckcl , (2.9)

gdje su c†i i ci operatori stvaranja i ponǐstenja elektrona u stanju |i⟩ energije Ei. U

izrazu (2.9), Vijkl su matrični element dvočestične interakcije, s dva ulazna i dva

izlazna stanja k, l, i i j.

Iako, kao što smo već spomenuli, obično nije moguće točno odrediti rješenja za

ovu vrstu problema s interakcijom, moguće je barem formalno napisati točan izraz za

elektronski propagator. Tako se propagator elektrona u kvantnom stanju λ izmedu

vremena t i t′ može zapisati pomoću perturbativnog razvoja operatora vremenske

evolucije u slici interakcije na sljedeći način:

iGλ (t, t
′) =

1

S

∑
n

(−i)n+1

n!

∫ ∞

−∞
dt1...

∫ ∞

−∞
dtn e

−γ(|t1|+...+|tn|)

× ⟨ϕ0| T̂
[
cλ (t) c

†
λ (t

′) V̂I (t1) ...V̂I (tn)
]
|ϕ0⟩ , (2.10)

gdje je ϕ0 osnovno stanje sustava bez interakcije, a S = ⟨ψ0|ψ0⟩, gdje je ψ0 osnovno

stanje sustava s interakcijom. Operator T̂ je operator vremenskog uredenja [58].

U izrazu (2.10) smetnja (interakcija) je uključena adijabatski. Naime, primijetimo

da svakom članu interakcije V̂I (tn) odgovara faktor e−γ|tn|, gdje je γ infinitezimalno

malo. Zbog toga interakcija potpuno nestaje za t = −∞ i t = ∞. Takvo adijabatsko

uključivanje i isključivanje smetnje omogućava nam prelaza iz početnog u konačnog

neintereagirajuće osnovno stanje |ϕ0⟩, bez tranzijenata, što uvelike olakšava pertur-

bativni račun.

U izrazima (2.9) i (2.10) svaki operator interakcije dan je sa četiri operatora (dva

operatora stvaranja i dva operatora ponǐstenja). Zato se izraz (2.10) općenito sastoji
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od sljedećeg prosjeka operatora,

⟨ϕ0| T̂
[
cλ(t)c

†
λ(t

′)c†i (t1)c
†
j(t1)ck(t1)cl(t1)...

]
|ϕ0⟩ . (2.11)

Koristeći Wickov poučak možemo kontrahirati parove operatora stvaranja i ponǐsta-

vanja te tako doći do izraza u kojem je egzaktan elektronski propagator u potpunosti

zapisan kao umnožak golih (bez interakcije) elektronskih propagatora unutar be-

skonačne serije dane s izrazom (2.10).

Wickov poučak temelji se na jednostavnoj činjenici da sve kombinacije umnoška

operatora, koje nisu uključene u kontrahirane parove, ǐsčezavaju budući da se njiho-

vim djelovanjem na desno (ili lijevo) ne dobiva početno nesmetano osnovno stanje.

Kombinacije operatora koje ne ǐsčezavaju mogu se zorno prikazati preko Feynmano-

vih dijagrama. Svakim vǐsim redom računa smetnje broj ovih dijagrama brzo raste.

Medutim, slično kao i s množenjem i svojstvima prostih brojeva, svi reducibilni di-

jagrami se mogu napisati kao umnošci ireducibilnih dijagrama. Posebice, koristeći

dijagramatski pristup, može se pokazati da se izraz (2.10) može napisati u sljedećem

integralnom obliku,

Gλ (t, t
′) = G0

λ (t, t
′) +

∫ ∞

−∞
dt1

∫ ∞

−∞
dt2G

0
λ (t, t1) Σλ (t1, t2)Gλ (t1, t

′) , (2.12)

gdje je Σλ (t1, t2) vlastita energija elektrona u stanju λ. Ova veličina ima svoj dijagra-

matski zapis i predstavljena sumu svih ireducibilnih dijagrama.

Uz pretpostavku da je energija u sustavu očuvana (vremenska translacijska inva-

rijantnost) svi propagatori u (2.12) postaju funkcije razlike vremena (t, t′ → t − t′).

Zato integralna jednadžba (2.12) nakon Fourierove transformacije u ω prostor (t −
t′ → ω) postaje algebarska jednadžba u kojoj se pojavljuju umnošci vlastite energije i

golih elektronskih propagatora u frekventnoj slici. Odnosno, kao dobro poznato svoj-

stvo Fourierovih transformata, konvolucija veličina u izrazu (2.12) prelazi u umnožak

Fourierovih transformata

Gλ (ω) = G0
λ (ω) +G0

λ (ω) Σλ (ω)Gλ (ω) . (2.13)
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Radi preglednosti notacije, različite doprinose vlastitoj energiji Σλ nećemo vǐse

označavati indeksom kvantnog broja λ, već ćemo indeks iskoristiti za označavanje

različitih fizikalnih doprinosa. Za vlastitu energiju najjednostavnija i najčešća je

Hartree-Fockova aproksimacija. Tako se unutar nje vlastita energija računa samo

pomoću prva dva (vodeća) ireducibilna doprinosa, Hartreejevim i Fockovim,

ΣH =
∑
i

niVλiiλ , ΣF =
∑
i

niVλiλi . (2.14)

Ova dva doprinosa vlastitoj energiji prikazana su u dijagramatskom obliku na slici 2.3.

Slika 2.3: Dijagramatski prikaz Hartreejevog (lijevo) i Fockovog (desno) doprinosa
vlastitoj energiji.

2.4 Doprinosi medudjelovanja jednočestičnom dijelu problema

Pri modeliranju svojstava elektrona u kristalu, posebice elektronskih vrpci, obično se

razlučuju dva bitno različita doprinosa, koji se metodološki drugačije moraju tretirati.

Prvi uključuje potencijal rešetke i srednji potencijal svih ostalih elektrona, dok drugi

uključuje korelacije medu elektronima.

Rješavanje jednadžbi gibanja sa samo prvim doprinosom se svodi na jednočestični

problem. On nam daje temelje za perturbativni račun koji se izvodi u sljedećem ko-

raku, kako bi se uključili doprinosi elektron-elektron korelacija koje ne mogu tretirati

u obliku jednočestičnog problema. Što su prvobitna stanja bliža točnom rješenju to

će perturbativni račun brže konvergirati. Odnosno, ako uspijemo u jednočestični dio

problema ubaciti bar ”dio” elektron-elektron interakcije rezultat će brže konvergirati.

Pri tome se mora paziti da taj ”ubačeni dio” elektron-elektron interakcije ne brojimo

dva puta.

Jedna od najuspješnijih metoda za dobivanje početnog skupa stanja s kojima se
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onda mogu računati i elektronske korelacije vǐseg reda je teorija funkcionala gustoće

(Density functional theory (DFT)). DFT počiva na Kohn-Shamovim teoremima [30]

i metodama [31] razvijenima 1965. godine. Ovaj teorijski pristup pretpostavlja da

elektroni medusobno medudjeluju kulonskom interakcijom Vee, imaju odredenu ki-

netičku energiju Te, i da na njih djeluje proizvoljni vanjski lokalni potencijal Vext(r)

(npr. potencijal kristalne rešetke) koji ne ovisi o elektronima. U ovakvom slučaju,

energija osnovnog stanja sustava se može zapisati kao funkcional gustoće E [n (r)],

pri čemu nije potrebno poznavati mnogočestične valne funkcije za odredivanje sa-

mog funkcionala. Štovǐse, drugi Kohn-Shamov teorem kaže da je gustoća n (r) za os-

novno stanje sustava upravo ona koja minimizira energiju E [n (r)]. No, to ne rješava

problem u potpunosti budući da izraz za funkcional E [n (r)] nije moguće egzaktno

napisati.

U praksi, DFT počiva na odredenim aproksimacijama, pri čemu se složeni član

elektron-elektron interakcije zamjenjuje funkcionalom izmjene i korelacije Vxc [n (r)].

Vxc je unutar ovog pristupa takoder lokalni potencijal, odnosno ovisi samo o položa-

ju r,

Vext(r) + Tkin − Vee

[∑
i<j

e2

|ri − rj|

]
→ Vext(r) + Tkin + Vxc [n, r] . (2.15)

Cijelo umijeće DFT-a sastoji se u pronalaženju što bolje aproksimacije za član Vxc.

Neke od njih su Hartree-Fockova aproksimacija, aproksimacija lokalne gustoće (Local

density approximation (LDA)) [32], aproksimacija generaliziranog gradijenta (Gene-

ralized gradient approximation (GGA)) [33,34], itd.

Ključni element Kohn-Shamovog pristupa je da se valne funkcije elektronskih sta-

nja dobivaju preko jednadžbe koja ima u potpunosti oblih jednočestične Schrördin-

gerove jednadžbe,

{
− ℏ2

2m
∆+ Veff [n, r]

}
ϕn(r) = Enϕn(r) . (2.16)

U izrazu (2.16) Veff je efektivni potencijal u kojem se nalazi elektron, kojemu do-

prinosi u skladu s izrazom (2.15) vanjski lokalni potencijal Vext(r), kao i svi ostali

elektroni kroz odgovarajući funkcional elektronske gustoće.

Zbog toga što funkcional ovisi zapravo o valnim funkcijama elektrona, rješavanje
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KS jednadžbe (2.16) počiva na iterativnom samosuglasnom postupku. U prvom ko-

raku pretpostavlja se probna elektronska gustoća n (r) te se pomoću nje računa lo-

kalni efektivni potencijal,

Veff [n, r] = Vext (r) + VH [n, r] + Vxc [n, r] , (2.17)

gdje je Hartreejev potencijal trivijalni funkcional elektronske gustoće

VH [n, r] =

∫
d⃗r′

n (r′)

|r− r′| . (2.18)

Koristeći ovako izračunati efektivni potencijal, ponovno se rješava KS jednadžba

(2.16) te se preko svojstvenih stanja sustava računa nova gustoća

n(r) =
∑
n

n̂n |ϕn(r)|2 . (2.19)

Nova gustoća se onda ponovo koristi u idućoj iteraciji te se postupak ponavlja sve dok

rezultati nisu konvergirali. Na kraju, nakon što su numeričkim putem dobivene ener-

gije, odnosno elektronske vrpce, one se obično izravno usporeduju s eksperimentom.

2.5 Gutzwillerova aproksimacija

Ovisno o režimima pojedinih modela, Hartreejev i Fockov član mogu biti vǐse ili ma-

nje važni u ukupnom doprinosu koji je dan medudjelovanjem. Obično je u kristalima

njihov doprinos reda veličine 70 % ukupnog doprinosa ukupne energije kulonske in-

terakcije. Gutzwillerova (GW) aproksimacija upravo počiva na ”boljem” računanju

Fockovog člana tako da čistu kulonsku interakciju V (na slici 2.3) zamjenjuje s vre-

menski uredenom zasjenjenom kulonskom interakcijom W T , pri čemu dvije čestice

zapravo medudjeluju uz odgovor drugih koje su isto dio mnogočestičnog sustava.

Zamjena gole interakcije V s dinamički zasjenjenom kulonskom interakcijomW T (ω)

u izrazu (2.14) daje GW vlastitu energiju,

ΣGW (ω) =
∑
i

∫ ∞

−∞

dν

2π
iG

(0)
i (ω − ν)W T

λiλi (ν) . (2.20)

Zasjenjena kulonska interakcija W T opisuje mikroskopske procese u kojima dva elek-
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trona mogu intereagirati ne samo izravno jedan s drugim preko V , nego i preko po-

bude jednog, dvaju ili vǐse elektron šupljina parova u sustavu. Primjerice, zasjenjenu

kulonsku interakciju možemo zapisati u obliku sljedećeg razvoja u red,

W T (ν) = V +∆W (1) (ν) + ∆W (2) (ν) + ... . (2.21)

U prvom članu dva elektrona medudjeluju izravno preko gole interakcije V , a u dru-

gom članu elektron prvo pobuduje elektron-̌supljina par te nakon toga medudjeluju

s drugim elektronom. Tako drugi član u razvoju (2.21) možemo zapisati kao

∆W
(1)
αβγδ =

∑
i,j

VαjiδχijViβγj , (2.22)

gdje je χij elektron šupljina propagator.

Vodeći doprinos funkciji χij se može prikazati preko propagatora za elektron i

šupljinu,

iχ0
ij (ω) =

∫ ∞

−∞

dν

2π
G0

i (ω + ν)G0
j (ν) . (2.23)

Analogno, treći se član u izrazu (2.21) sastojati od dva elektron-̌supljina propaga-

tora. Uz takvu shemu zbrajanja doprinosa, ukupna se vremenski uredena zasjenjena

kulonska interakcija može zapisati u obliku Dysonove jednadžbe,

W T
αβγδ (ν) = Vαβγδ +

∑
ij

Vαjiδχij (ν)W
T
iβγj (ν) . (2.24)

Na ovaj način dobili smo izraz za zasjenjenu kulonsku interakciju u beskonačnom

redu. Pri tome moramo biti svjesni da smo zadržavajući samo vodeći član (2.23)

u elektron-̌supljina propagatoru ipak uključili samo jednu klasu dijagrama, one s

golim elektron-̌supljina parovima. Ovakva aproksimacija obično je vrlo dobra kada

je gustoća čestica velika i kada su korelacije vǐsih redova izmedu čestica zanemarive.

Upotrebom Kramers-Kronig relacija može se pokazati da matrica zasjenjene ku-
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lonske interakcije ima sljedeći spektralni prikaz,

W T
αβγδ (ν) = Vαβγδ +

∫ ∞

0

dω′
[
Sαβγδ (ω

′)

ν − ω′ + iγ′
− Sαβγδ (ω

′)

ν + ω′ − iγ′

]
, (2.25)

gdje je spektralna funkcija S definirana kao

Sαβγδ (ν) = −π−1Im
[
W T

αβγδ (ν)
]
. (2.26)

Očito, spektralna funkcija S sadrži sve informacije o zasjenjenoj kulonskoj interakciji.

Ovakav prikaz (2.25) zasjenjene interakcije preko spektralne funkcije i jednostrukih

polova znatno olakšava račune i analizu svojstava. Posebice, znatno olakšava samo-

suglasno rješavanje izraza (2.25).

Koristeći izraz (2.25) možemo sada do kraja izvrijedniti izraz za GW vlastitu ener-

giju (2.20). Njen konačni oblik možemo napisati na nama dva zanimljiva načina. Prvi

ćemo kasnije koristiti u računima te je zanimljiv jer jasno razdvaja standardni Fockov

član od doprinosa kulonske zasjenjene interakcije,

ΣGW = −i
∑
i

niVλiλi

+
∑
i

∫ ∞

0

dω′
[
(1− ni) Sλiλi (ω

′)

ω − Ei − ω′ + iγ
+

ni Sλiλi (ω
′)

ω − Ei + ω′ − iγ

]
. (2.27)

Drugi zapis je vǐse fizikalan te slijedi iz gornjeg tako da kulonskoj interakciji Vλiλi

dodamo inducirani dio ∆W T
λiλi (koji pomoću Kramers-Kronning relacija ekstrahiramo

iz drugog člana). Odnosno, ∆W T je dio koji nedostaje do pune vrijednost zasjenjene

kulonske interakcije,

ΣGW (ω) = −
∑
i

niW
T
λiλi (ω − Ei) +

∑
i

∫ ∞

0

dω′ Sλiλi (ω
′)

ω − Ei − ω′ + iγ
. (2.28)

U gornjem izrazu, prvi doprinos vlastitoj energiji ima istu strukturu kao Fockov član.

Zato se on često zove u literaturi na engleskom screened-Fock ili screened-exchange

(SEX). Drugi doprinos posljedica je polarizacije elektronskog plina oko stanja λ te se

ovaj doprinos zove Coulomb Hole (COH).
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3 Teorijsko modeliranje elektronskih svojstava

2D-poluvodiča

Izračun zasjenjenja u slučaju 2D-poluvodiča (2D-cry) donosi i neke svoje posebnosti

u odnosu na račune za standardne 3D kristalne sustave. To se posebno odnosi na

svojstva periodičnosti problema i kasnije onda na to kako se ta svojstva pojavljuju u

konačnim izrazima za zasjenjenu interakciju i Greenove funkcije koje smo proučavali.

Unutar naših računa pretpostavljalo se da 2D-cry i podloga (kad se rješava pro-

blem s podlogom, S-cry) leže u x-y ravnini. Drugim riječima, u okomitom z smjeru

ovakvi problemi nemaju translacijsku invarijantnost. Medutim, iz tehničkih raz-

loga, odnosno radi uporabe odgovarajućih softverskih paketa prilagodenih 3D pro-

blemima, pretpostavlja se prilikom računanja KS valnih funkcija elektrona i njiho-

vih energija da u okomitom smjeru z na velikim udaljenostima ravnine 2D-cry ili

S-cry ponavljaju u intervalima danima s L. Uz dovoljno veliki L, naime, fizikalno

obrazloženje je da ovakva 3D konstrukcija 2D problema ne može utjecati na izračun

valnih funkcija i energija s kojima onda kasnije računamo ostale efekte, posebice

zasjenjenja.

U nastavku ovog poglavlja prvo ćemo u osnovnim crtama raspraviti teorijski opis

problema zbog specifične geometrije i konačne izraze koju su poslužili za računanje

konkretnih fizikalnih svojstava 2D-poluvodiča. Konkretno, prvo su raspravljeni izrazi

prilagodeni geometriji problema i svojstvima periodičnosti konačnih rješenja. Ove

periodičnosti su važne kako bi se s integralnih Dysonovih jednadžbi pomoću kojih

je računano zasjenjenje prešlo na odgovarajuće algebarske izraze. U sljedećem ko-

raku raspravljeni eksplicitni izrazi za zasjenjenu interakciju i Greenovu funkciju za

elektrone koji medudjeluju unutar 2D-cry. U zadnjem koraku, prikazan je tretman

utjecaja S-cry zasjenjena na elektronska svojstva 2D-cry, odnosno izvedeni su konačni

izrazi za Greenovu funkciju elektrona u KS stanjima koja uključuje i podlogu i 2D-

poluvodič. Odgovarajući detaljni izvodi dani su kroz Dodatak C i Dodatak D na kraju

ovoga rada.
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3.1 Svojstva periodičnosti pri modeliranju 2D-sustava

Blochov teorem nam omogućuje prikaz valne funkciju elektrona u (periodičnom)

2D-kristalu u obliku

ϕnKKK (ρρρ, z) =
1

L× S
eiKKKρρρunKKK (ρρρ, z) , (3.29)

gdje su n iKKK kvantni brojevi koji označavaju elektronsko stanje s energijom EnKKK . Od-

nosno, n označava elektronsku vrpcu, dok je KKK valni vektor unutar 2D Brillouinove

zone. Ovisnost u okomitom smjeru dana je u izrazu (3.29) kroz ovisnost o koordinati

z. Dakle, Blochov teorem valna funkcija (3.29) zadovoljava za koordinate x i y, ali

ne i u smjeru z budući da 2D-cry leži u ravnini. Umnožak L×S odgovara jediničnom

volumenu i normalizira valnu funkciju. S je površina jedinične ćelije 2D-poluvodiča,

dok je L pridružen osi z.

U skladu s Blochovim teoremom, funkcija unKKK (ρρρ, z) periodična je funkcija u x-y

smjerovima s periodom jedinične ćelije fizikalnog 2D-kristala (2D-cry),

unKKK (ρρρ+RRR, z) = unKKK (ρρρ, z) , (3.30)

gdje je RRR cjelobrojni umnožak vektora koji definiraju pomake susjednih jediničnih

ćelija u kristalu. Zbog ove periodičnosti, unKKK (ρρρ, z) se može u potpunosti prikazati

preko Fourierovog transformata koji u sebi sadrži komponente koje odgovaraju is-

ključivo vektorima recipročne 2D rešetke. Vektore recipročne rešetke ćemo u nas-

tavku uvijek označavati s GGG. Valni vektor KKK, definiran unutar prve Brillouinove 2D

zone. On opisuje propagaciju elektrona izmedu raznih jediničnih ćelija.

Kao što je uvodno napomenuto, iz tehničkih razloga 2D problem potrebno je

rješavati uz konstrukciju da u z smjeru postoji periodičnost 2D slojeva, koji se na-

laze na (velikoj) udaljenosti L. Drugim riječima, pretpostavlja se da valne funkcije

zadovoljavaju svojstvo periodičnosti dano s

unKKK (ρρρ, z +m× L) = unKKK (ρρρ, z) . (3.31)
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Ova periodičnost znači da se i u okomitom smjeru mogu definirati vektori recipročne

rešetke koje smo označili s Gz, Gz = 2πm/L gdje je m cijeli broj. Isto tako, to

znači i da je unKKK (ρρρ, z), kao i ukupno rješenje ϕnKKK (ρρρ, z) u izrazu (3.29), periodično u

okomitom smjeru s periodom L. Pri tome se pretpostavlja da valne funkcije zapravo

brzo trnu u odnosu na prostornu udaljenost danu s L.

Radi dobivanja konačnih izraza za fizikalne veličine unutar opisane specifične 3D

geometrije potrebno je povezati Fourierove komponente izmedu realnog i inverznog

prostora rrr → Gz,QQQ, pri čemuQQQ ima samo x i y komponentu. To je posebno korisno za

fizikalne veličine koje se mogu povezati preko teorema o konvoluciji. Svaka funkcija

f (rrr) definirana u realnom prostoru može napisati tako preko vektora recipročnog

prostora u obliku

f (rrr) =
1

L

∑
Gz

eiGzz
1

(2π)2

∫
dQQQ fGz (QQQ) . (3.32)

Integral po QQQ u gornjem izrazu (3.32) pogodno je dodatno rastaviti na sumu po

vektorima 2D inverzne rešetke i na integraciju unutar prve Brillouinove 2D zone,

QQQ → G∥G∥G∥ +QQQ, G∥G∥G∥ = Gxnx̂ + Gymŷ, gdje je osnovni recipročnog vektor Gx = 2π/dx

odreden stopom rešetke dx. Odnosno, može se pisati

∫
dQQQ =

∑
GGG∥

∫
2D.B.Z.

dQQQ . (3.33)

gdje 2D.B.Z. označava integraciju unutar prve Brillouinove 2D zone u ravnini koja

odgovara 2D-cry.

Uz opisane zamjene za 2D problem, može se rastaviti diskretan dio 3D Fouriero-

vog razvoja svake funkcije f (rrr) od integrala po prvoj Brillouinovoj 2D zoni,

f (rrr) =
1

L

∑
GGG

eiGGG·rrr · 1

(2π)2

∫
2D.B.Z.

dQQQ fGGG (QQQ) . (3.34)

Zadnji izraz posebno je prilagoden računanju matričnih elementa kada je potrebno

direktno koristiti vektore Gz, GGG∥ i QQQ.
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Slika 3.4: Prikaz heksagonalnih kristalnih ploha četiri različita 2D kristala koji su
istraživana u ovom radu: grafen (atomi ugljika), hBN (atomi bora u plavoj boji, dok
su atomi dušika u smedoj), MoS2 (atomi molibdena u ružičastoj boji, dok su atomi
sulfida u žutoj) i WS2 (atomi volframa u sivoj boji, dok su atomi sumpora u žutoj).

3.2 2D-cry: heksagonalna Brillouinova zona

Jednom kad smo numerički riješili DFT dio računa, softverski paket Quantum Espre-

sso generira datoteke s valnim funkcijama elektronskih stanja u recipročnom pros-

toru 2D poluvodiča (2D-cry), kao i njihove odgovarajuće energije, odnosno strukturu

vrpci. Time smo dobili ”dobru” bazu za perturbacijski račun korelacijskih efekata te

tek sad problem zaista postaje mnogočestični. Naime, DFT račun daje jednočestična

rješenja i ne može opisati zasjenjenje, kvazičestičnu prirodu elektrona, niti kolektivne

pobude sustava, kao što su to primjerice plazmoni.

U ovom radu DFT računi izvedeni su za stvarne 2D fizikalne materijale, koji su

prikazani na slici 3.4. Kao što je već naglašeno u poglavlju 3.1, u računima se ko-

ristilo svojstvo periodičnost kristala u x i y smjeru. Medutim, budući da DFT računi

na tehničkoj razini koriste Fourierove transformate u svim smjerovima, u našem pris-

tupu za 2D materijale, u z smjeru se efektivno taj tehnički uvjet ostvaruje time da je

udaljenost izmedu dviju ravnina dovoljna da se elektronske gustoće u dvije susjedne

ravnine ne prekrivaju.

Zbog te posebne geometrije i ne preklapanja elektronskih gustoća, elektronske

vrpce vǐse nemaju disperziju u z smjeru pa vrpčasta struktura i Blochove valne funk-
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cije ovise samo o valnom vektoru u x − y ravnini K = (Kx, Ky), gdje su Kx i Ky u

izrazu (3.29) vektori sada unutar 2D heksagonalne Brillouinove zone prikazane na

slici 3.5.
4

FIG. 1: Brillouin zone of the 3D hexagonal primitive lattice Γh; the shaded hexagon containing

the Γ, M and K points is the Brillouin zone of a 2D hexagonal crystal.

II. LATTICE DYNAMICS

In previous work we have studied by analytical methods the phonon dispersion relations

for graphene multilayers (GML) [22] and h-BN multilayers (BNML) [21]. Here we briefly

recall the main concepts. Both graphene and 2D h-BN have the same symmetry D3h with

two atoms per unit cell. Since each atom has three degrees of freedom, the dynamical matrix

D(~q⊥) for the planar problem has dimension 6 × 6. Here ~q⊥ is the wave vector in the 2D

Brillouin zone (Fig. 1). The 3D parent crystals, graphite and bulk h-BN have the same

space group symmetry, P63/mmc (D4
6h). Since in both cases there are 4 atoms per unit

cell, the corresponding dynamical matrices are of dimension 12 × 12. In the case of GML,

electron diffraction experiments [12] have shown that the stacking of atomic planes is the

same as in graphite (. . .ABAB. . .) [23]. In 3D h-BN, each B atom is on top of a N atom

in the adjacent plane and vice versa, with . . .AA′AA′ . . . stacking [24]. We assume that the

same holds for BNML.

We will use a unified description of the dynamical matrix for GML and BNML; the

differences in structure and in interatomic (ionic) forces will be taken into account in the

numerical evaluation of the secular equation. We consider a slab of a finite number of N

layers, the layers are labelled by an index l ∈ {0, 1, . . . ,N − 1}. The distance between

nearest-neighbor planes which are perpendicular to the crystallographic ~c axis is c/2. Since

the slab is indefinitely extended only in two dimensions, we regard it as a 2D crystal which

consists of prismatic unit cells [25] with basis area a2
√
3/2 and height Nc/2. We recall

that a = |~a1| = |~a2| is the length of the lattice translation vectors of the 2D hexagonal

basis crystal [23]. Each unit cell contains N pairs of atoms (C,C) or (B,N) in the case of

Slika 3.5: Prikaz 2D (posjenčano) i 3D (ukupno) heksagonalne Brillouinove zone s
položajima točaka visoke simetrij Γ, M i K.

Osim točaka visoke simetrije Γ i M na slici 3.5, posebno istaknimo važnost K

točke. U slučaju grafena u njoj se dodiruju valentna i vodljiva vrpca, dok je u slučaju

WS2, MoS2 i hBN energetska razlika izmedu tih vrpci minimalna upravo u K točki,

definirajući poluvodički energetski procjep Eg.

3.3 Zasjenjenje unutar 2D-cry

Kako bismo dobili izraze za izračun zasjenjenja unutar 2D-cry potrebno je opće izraze

raspravljene u poglavlju 2.5 prilagoditi geometriji problema. Tu u slučaju zasjenje-

nja, danog Dysonovom jednadžbom (2.24), znači da moramo izvesti izraze za golu

kulonsku interakciju i polarizabilnost.

Gola kulonska interakcija V (r, r′) ovisi samo o razlici koordinata r′ − r. Zbog

specifične geometrije problema, treba nam zapravo izraz za parcijalni 2D Fourierov

transformat kulonske interakcije. On je dan izrazom

V (Q, z, z′) =
2π

|Q|e
−|Q||z−z′| . (3.35)

Medutim, 3D geometrija naših problema zahtjeva da su sve veličine periodične u

okomitom smjeru z s periodom L. Odnosno, u našem slučaju, u okomitom smjeru

interakcija V (r, r′) mora biti izražena u obliku koji je ograničen na interval L,

20



V (r, r′) =
1

L

∑
GzG′

z

eiGzz−iG′
zz

′ ×
∫

dQ

(2π)2
eiQ(ρ−ρ′)VGzG′

z
(Q), (3.36)

gdje je

VGzG′
z
(Q) =

1

L

∫ L/2

−L/2

dzdz′e−iGzzV (Q, z, z′)eiG
′
zz

′
, (3.37)

a V (Q, z, z′) dano izrazom (C.23). V (r, r′) je sada periodična funkcija koordinata z

i z′. U matričnom obliku, operator VGzG′
z
(Q) miješa različite komponente Gz i G′

z.

Puni izraz za VGzG′
z
(Q) dan je u Dodatku C u izrazu (C.29). Za z = z′, što se vidi iz

izraza (3.35), transformat u x− y ravnini odgovara čistoj 2D kulonskoj interakciji.

Na sličan način kao i za golu kulonsku interakciju treba transformirati opći izraz

za polarizabilnost (2.23). Vodeći doprinos polarizabilnosti dan je elektron-̌supljina

pobudama, odnosno izrazom

χ0
(
rrr, r′r′r′, ω

)
=

∑
nm

ϕ∗
n (rrr)ϕm (rrr)ϕ∗

m (rrr′)ϕn (rrr
′)

×
(

(1− fn)fm
ω + Em − En + iγ

− fn(1− fm)

ω + Em − En − iγ

)
(3.38)

gdje temperaturni faklori fn odgovaraju Fermi-Diracovoj raspodjeli. U granici T → 0

za χ0 dobiva se izraz (A.11). Sada samo u izraz (3.38) treba uvrstiti valne funkcije

(3.29) koje se dobivaju DFT računom. Iz svojstva periodičnosti ovih valnih funkcija

onda slijedi i Fourierov transformat za χ0 koji nam treba kako bismo izrazili zasje-

njenu kulonsku interakciju preko odgovarajućih Fourierovih transformata. Detaljniji

izvod dan je u Dodatku C.1, gdje je dan i eksplicitni izraz (C.20) za Fourierov tran-

sformat (matrične elemente) χ0
GG′(Q, ω).

Uz poznate eksplicitne izraze (C.29) i (C.20) za matrične elemente gole interak-

cije VGG′(Q) i polarizabilnosti χ0
GG′(Q, ω) moguće je dobiti u algebarskom obliku i

izraz za zasjenjenu kulonsku interakciju,

W 0
GG′(Q, ω) = VGG′(Q) +

∑
G1G2

VGG1(Q)χ0
G1G2

(Q, ω)W 0
G2G′(Q, ω) . (3.39)
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Koraci za dobivanje izraza (3.39) opisani su detaljnije u Dodatku C.3.

Elektronska svojstva koja uključuju i korelacije izvodimo iz zasjenjene kulonske

interakcije. Računata su dva doprinosa vlastitoj energiji elektrona. Prvi je Fockov do-

prinos ΣX
nK, odnosno član izmjene (exchange). On je općenito dan s izrazom (2.14)

i računa se za golu interakciju. Drugi je korelacijski doprinos ΣC,0
nK, koji odgovara GW

aproksimaciji u izrazu (2.27). Eksplicitni izrazi za oba doprinosa vlastitoj energiji

dani su izrazima (C.37) i (C.49) uz detaljniji izvod.

Uz ove aproksimacije za vlastitu energiju elektrona, Greenovu funkciju elektrona

poprima oblik dan s

GnK(ω) =
1

ω − EnK + EXC
nK − ΣX

nK − ΣC,0
nK(ω)

, (3.40)

Ovdje je EnK energija KS Blochovih stanja (3.29) koja se dobivaju DFT računom.

Fockov doprinos nema frekventnu ovisnost i dobiva se preko gole interakcije, kao što

se odmah vidi iz izraza (2.14) ili izraza (C.36). U izrazu (3.40) jedino je korelacijski

doprinos frekventno ovisan jer ovisi o (retardiranoj) zasjenjenoj interakciji. Dio ko-

relacija koje uključuje DFT račun i račun doprinosa vlastitoj energiji, odnosno koje se

broje dva puta, treba oduzeti, čemu odgovara energija EXC
nK u izrazu (3.40).

3.4 2D van der Waals heterostrukture

U ovom radu proučavali smo posebno kako blizina dielektrične podloge, kao što je

prikazano na slici 3.6, utječe na korelacijsku energiju KS Blochovih elektrona ΣC
nK u

poluvodiču. Strukture kao na slici 3.6 se mogu eksperimentalno realizirati pa ovo

istraživanje ima i svoju izravnu eksperimentalnu relevantnost.

U heterostrukturi prikazanoj na slici 3.6, kristal koji odgovara z = 0 ravnini je

onaj čija nas elektronska svojstva u konačnici zanimaju, i označavat ćemo ga i s

2D-cry. Kristal koji odgovara ravnini z = −∆ odgovara podlozi, odnosno u engleskoj

terminologiji govorimo o ’supporting-crystal’. Zato ćemo kristal koji odgovara podlozi

nazivati i S-cry.

Dva 2D kristala na slici 3.6 se prirodno vežu van der Waalsovim vezama te je

udaljenost medu njima reda veličine ∆ ≈ 3Å. Ova vrijednost je oko dva puta veća

nego li udaljenost medu atomima na heksagonalnoj rešetci spojenima kovalentnim

vezama. Zbog toga pretpostavljamo da se elektroni mogu delokalizirati samo unutar
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2D-cryS-cry

Slika 3.6: Prikaz poluvodičkog 2D kristala (2D-cry) koji je centriran u z = 0 ravnini i
grafena kao podloge (supporting-crystal ili S-cry), koji je centriran u z = −∆ ravnini.

svog 2D kristala te da nema značajnije hibridizacije (prekrivanja) orbitala atoma

izmedu dviju ploha.

To je glavni razlog zbog kojega sustav dviju ploha (S-cry, 2D-cry), možemo proma-

trati kao dva podsustava i onda perturbativno računati kako jedan utječe na drugoga.

U suprotnom, morali bismo ih već na razini DFT računa tretirati kao jedan kristalni

sustav, što bi znatno zakompliciralo izračune, pogotovo uzmemo li u obzir i to da

dvije kristalne ravnine nemaju uopće iste konstante rešetke.

Iako se u našem problemu može zanemariti hibridizacija izmedu 2D-cry i S-cry,

gola kulonska interakcija je dugodosežna pa je jasno kako će polarizacija u S-cry imati

utjecaja i na 2D-cry. Razmotrimo za ilustraciju interakciju izmedu dviju nabijenih

čestica, prve u položaju rrr, a druge u položaju r′r′r′, kao što je prikazano na slici 3.7a.

Zbog toga jer nema drugih polarizacijijskih mehanizama u sustavu te dvije čestice

medudjeluju golom kulonskom interakcijom V (rrr, r′r′r′). Ako se pak pored tih čestica

nalazi dielelektrična ploha (S-cry), kao što je prikazano na slici 3.7b, i koja se zbog

njih polarizira, jasno je kako problem vǐse neće biti tako jednostavan. Sada dvije

čestice medudjeluju dinamički zasjenjenom kulonskom interakcijom VS (rrr, r
′r′r′, ω).

Slično kao i za ovdje opisani slučaj s dvije čestice na slici 3.6, jasno je da S-cry

mijenja interakciju i unutar 2D-cry. Kada bismo znali ovu izmijenjenu interakciju

VS (rrr, r
′r′r′, ω), mogli bismo izračunati elektronska svojstva za 2D-cry na potpuno isti

način kao što je to već opisano u poglavlju 3.3. Jedno što bi trebalo napraviti je

zamijeniti u izrazima golu interakciju V s frekventno ovisnom interakcijom VS(ω),
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S

Slika 3.7: Gola interakcija izmedu dvaju točkasta naboja u točkama r i r′ u (a) va-
kuumu i (b) pored polarizabilne površine S-cry. U prvom slučaju interakcija je gola
i translacijski invarijantna. U drugom slučaju, interakcija je zasjenjena i vǐse nije
translacijski invarijantna zbog induciranog doprinosa ∆VS.

V → VS(ω). Upravo uz ovakav pristup primijenili smo unutar ovog rada za rješavanje

problema kad su zajedno u sustavu 2D-cry i S-cry.

Zbog S-cry u sustavu postoji dodatna inducirana interakcija ∆VS. Drugim riječima,

izmijenjena interakcija VS može se prikazati kao suma gole i inducirane interakcije,

VS
(
rrr, r′r′r′, ω

)
= V

(
rrr, r′r′r′

)
+∆VS

(
rrr, r′r′r′, ω

)
. (3.41)

Frekventna ovisnost u izrazu (3.41) dolazi od činjenice da naboj u r′ može općenito

izvoditi i neko složeno gibanje pa ovdje, jer smo u domeni teorije linearnog odziva i

Kubo formule, razmatramo odziv sustava na samo jednu Fourierovu komponentu (ω)

tog složenog gibanja. Dakle, iako čestice i dalje medudjeluju golom kulonskom inte-

rakcijom V (rrr, r′r′r′), polarizacijom podloge dolazi do pobudivanja elektronskih (eventu-

alno i fonoskih) stupnjeva slobode u podlozi koji su opisani dinamičkom (frekventno

ovisnom) induciranom interakcijom ∆VS (rrr, r
′r′r′, ω).

Želimo konstruirati jednadžbu za interakciju VS koristeći se terminima mnogo-

čestične perturbativne teorije. Pretpostavimo za početak da su jedina elementarna

pobudenja koja se mogu desiti u S-cry pobudenja elektron-̌supljina parova opisana

(vremenski uredenim) propagatorom ili odzivnom funkcijom χS
0 (rrr1, rrr2, ω), a sve ire-

ducibilne procese vǐseg reda zanemarujemo. Drugim riječima, χS
0 za S-cry u svemu

odgovara izrazu (C.18) za χ0 za 2D-cry, odnosno sve efekte računamo na istoj ra-

zini aproksimacije. Konkretno, Dysonova jednadžba za S-cry zasjenjenu kulonsku

interakciju je dana s
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VS
(
rrr, r′r′r′, ω

)
= V

(
rrr, r′r′r′

)
+

∫
drrr1drrr2V (rrr, rrr1)χ

S
0 (rrr1, rrr2, ω)VS

(
rrr2, r

′r′r′, ω
)
. (3.42)

U nultom redu računa, dvije čestice medudjeluju izravno preko V . U sljedećem redu

računa, čestica u rrr′ medudjeluje sa S-cry, pobuduje u točki r2 elektron-̌supljina parove

energije ω koji se potom propagiraju do točke rrr1 te se onda ponǐste te kulonski inte-

ragiraju sa česticom u rrr. Ovakvi se procesi uzastopno ponavljaju i u vǐsim redovima.

Dakle, koristi se ista teorija kojom smo dobili i jednadžbu za zasjenjenu kulonsku

interakciju W0 u izrazu (C.31).

  

Slika 3.8: Prikaz ovisnosti inducirane interakcije ∆VS o koordinatama z i z′. U po-
dručju gdje nema naboja ∆VS trne exponencijalno u z-smjeru jer je inducirana inte-
rakcija dana samo površinskom preraspodjelom naboja.

Sa S-cry u sustavu ne postoji translacijska simetrija u z smjeru. Zato VS (rrr, r
′r′r′, ω)

ovisi obje koordinate z i z′, a ne samo i njihovoj razlici kao što je to slučaj s golom

interakcijom. Posebice, polarizabilnost S-cry ograničena je na ravninu z = −∆,

χS
0 (rrr, rrr

′, ω) ∝ δ(z +∆)δ(z′ +∆) , (3.43)

odnosno, odgovara preraspodjeli površinskog naboja. To za posljedicu ima da u po-

dručju gdje nema naboja inducirana interakcija ∆VS opada u z-smjeru eksponenci-

jalno s odaljenošću od S-cry,

∆VS (QQQ,ω, z, z
′) ∝ χS (QQQ,ω) exp(−2|QQQ|∆) exp(−2|QQQ|(z + z′)) (3.44)
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Ova situacija prikazana je na slici 3.8. Vidimo da inducirana interakcija u ravnini

z = 0 koja odgovara 2D-cry biva reducirana za faktor exp(−2|QQQ|∆). Za male valne

vektore, |QQQ|∆ ≪ 1, ova redukcija je mala i efekti zasjenjenja su najveći.

Eksplicitni izrazi za Fourierove transformate za VS i ∆VS izvedeni su u Dodatku

D.2 i D.3. Inducirana interakcija ∆VS dana je izrazom (D.80), dok izraz (D.81) od-

govara matričnim elementima izmijenjene interakcije V S
GG′(Q, ω). Preko matričnih

elemenata dobiva se u algebarskoj formi i konačni izraz za zasjenjenu interakciju

u 2D-cry kada se uzme u obzir efekti S-cry preko VS. Konkretno, konačni izraz za

W S
GG′(Q, ω) dan je Dysonovom jednadžbom (D.82). S novom zasjenjenom interakci-

jom,

W 0
GG′(Q, ω) → W S

GG′(Q, ω) (3.45)

može se izračunati novi korelacijski doprinos vlastitoj energiji u izrazu (3.40),

ΣC,0
nK(ω) → ΣC,S

nK(ω) (3.46)

čime se dobiva konačni izraz za Greenovu funkciju elektrona u 2D-cry kada u sus-

tavu postoji i S-cry. Fockov doprinos, koji ovisi o goloj interakciji u oba slučaja, sa i

bez S-cry, ostaje dakako nepromijenjen. U nastavku ćemo još jednom ponoviti cijeli

ovaj postupak kako bi ga stavili u kontekst programa koje smo koristili za dobivanje

rezultata.

3.5 Konkretno odvijanje računa

Numerički račun se sastajao od tri nezavisna programa. Prvi program je koristio

samo valne funkcije substrata (S-cry) za računanje pune odzivne funkcije χS (QQQ,ω)

iz jednadžbe (3.44). Ovaj dio postupka je isti za svaki 2D-cry te je zato bio izdvojen

od ostatka.

Drugi program je pomoću spremljene odzivne funkcije grafena računao promi-

jenjeni dio frekventno ovisne interakcije ∆VS(ω) u recipročnom prostoru potrebna

za izvod zasjenjene interakcije sa substratom. Korǐstenjem promijenjene interak-

cije ∆VS(ω), a ne ukupne interakcije VS(ω) (kao što je opisano u jednadžbi (D.82))

računamo:
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∆W S
GG′(Q, ω) = ∆V S

GG′(Q, ω)

+
∑
G1G2

∆V S
GG1

(Q)χ0
G1G2

(Q, ω)∆W S
G2G′(Q, ω) . (3.47)

koji je zahtijevao korǐstenje valnih funkcija 2D-cry pri računanju elektron-̌supljina

propagatora χ0
G1G2

(Q, ω). Time se radi o G0∆WS metodi, koja je analogna G0WS

metodi (opisana u dodatku D), do na matrični element interakcije u jednadžbi (3.47).

To nam omogućuje izračun inducirane korelacijske vlastite energije ∆ΣC,S
nK(ω) koja

je dakle posljedica samo substrata, a ne i utjecaja materijala na samog sebe što je

dana s punom korelacijskom vlastitom energijom ΣC,S
nK(ω). Kako bi se pojednostavio

zapis vlastite energije, program je koristio direktnu vezu sa spektralnom funkcijom

SS (QQQ,ω) (kao što je napisano u jednadžbi (2.26)) te je program rezultate spremao u

obliku korelacijskog propagatora (ista formula u dodatcima (D.86)):

ΓS
GG′(Q, ω) =

∫ ∞

0

dω′S
S
GG′(Q, ω′)

ω − ω′ + iδ
, (3.48)

gdje je spektar elektronskih pobudenja u 2D-cry, a koji uključuje i polarizaciju subs-

trata:

SS
GG′(Q, ω) = − 1

π
ImW S

GG′(Q, ω). (3.49)

Posljednji program je koristio korelacijske propagatore drugog programa kako bi

računao korelacijski doprinos vlastitoj energiji ∆ΣC,S
nK(ω) za zadanu vrpcu n i točku

Brilliounove zone KKK (ista jednadžba kao u D.84):

ΣC,S
nK(ω) =

1

L

∑
m

∫
S.B.Z.

dQ

(2π)2

∑
GG′

ρ∗nK,mK+Q(G)ρnK,mK+Q(G
′)

×
{
(1− fmK+Q) Γ

S
GG′(Q, ω − EmK+Q)

− fmK+Q ΓS
GG′(Q, EmK+Q − ω)

}
, (3.50)

gdje su ρnK,mK+Q nabojni vrhovi dobiveni pomoću KS valnih funkcija. Pomoću dobi-

vene vlastite energije program je isto računao Greenovu funkciju elektronskog stanja

(n , KKK) koja predstavlja njegov kvazičestični spektar. Ono što će nas ovdje posebno

zanimati je substratom inducirana korelacijska vlastita energija ∆ΣC,S
nK(ω) koja se do-
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bije pomoću identičnih formula (3.48–3.50) uz zamjenu

W S
GG′(Q, ω) → ∆W S

GG′(Q, ω) = W S
GG′(Q, ω)−W 0

GG′(Q, ω).

3.6 Sažetak postupka

U okviru ovog poglavlja opisali smo GW aproksimaciju s kojom smo računali vlastitu

energiju elektrona u 2D poluvodiču (2D-cry) na udaljenosti ∆ od podloge (S-cry), u

slučajevima kada je hibridizacija medu dvaju podsustava zanemariva. Objasnili smo

kako će efektivna zasjenjena kulonska interakcija W0 u poluvodiču biti promijenjena

zbog polarizacije S-cry. Odnosno, pokazali smo da je moguće prvo izračunati RPA

aproksimacijom izmijenjenu kulonsku interakciju VS zbog polarizabilnosti S-cry. S

tom izmijenjenom interakcijom, koja ovisi o udaljenosti ∆ izmedu 2D-cry i S-cry,

moguće je onda opet u okviru RPA aproksimacije izračunati zasjenjenje unutar 2D-

cry, ali sada zbog polarizabilnosti kojoj doprinose elektroni u 2D-cry. Elektronska

svojstva 2D-cry onda se mogu izračunati preko Greenove funkcije i vlastite energije

elektrona računane u okviru GW aproksimacije sa zasjenjenom interakcijom WS.

4 Rezultati

U ovom poglavlju ćemo se baviti interpretacijom numeričkih rezultata dobivenih nu-

merički na osnovu teoriju koju smo objasnili u prijašnjem poglavlju i koja je podrobno

dodatno razradena u dodatcima. Konkretno, s numeričke strane, koristili smo Qu-

antum Espresso kako bismo dobili valne funkcije za vrpce u 2D poluvodičima (hBN,

WS2 i MoS2), kao i za vrpce u grafenu za slučaj bez dopinga i za slučaj s tri različita

dopiranja.

Quantum Espresso rezultati su zatim bili ulazni parametri za fortranske programe

kojima smo računali fizikalne veličine od interesa s učincima zasjenjenja, posebice

kvazičestična svojstva i kolektivna pobudenja. Zbog zahtjevnosti na računalne re-

surse i dugotrajnost računa, u Fotranu smo implementirali paralizaciju izvodenja pro-

grama pomoću OpenMP biblioteka. Sami računi izvedeni su na računalnom grozdu

(klasteru) Instituta za fiziku.
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4.1 DFT dio računa

Kao što je uvodno već spomenuto, u svrhu numeričkih izračuna elektronskih valnih

funkcija i vrpčaste strukture korǐsten je programski paket Quantum Espresso [35].

On korisniku omogućava definiranje odredene kristalne strukture, pri čemu se za

svaki atom u jediničnoj ćeliji odreduje koji pseudopotencijal se želi koristiti. Naime,

pseudopotencijali zamjenjuju jaki i singularni kulonski doprinos jezgre, budući da

je taj goli potencijal jezgre uvijek jako zasjenjen tzv. core (dubokim) elektronima.

Ova duboka elektronska stanja vrlo rijetko se računaju eksplicitno već se njihova

uloga preko pseudopotencijala tretira u DFT računima implicitno. Točnije, obično se

za svaki atom napravi tzv. all electron calculation, što podrazumijeva rješavanje KS

jednadžbe za taj atom. Tada se ’zamrznu’ dubokoležeća ’core’ stanja dok se valentna

stanja prvo učine transferabilnima (odračuna se elektron-elektron interakcija medu

njima) i kasnije se puste u interakciju sa okolnim atomima. Valja naglasiti i da su

pseudopotencijali obično nelokalni, odnosno ovise o orbitalnom kvantnom broju l.

Pristup preko pseudopotencijala znatno ubrzava numeričko rješavanje problema.

Naime, za rezultate koji nam trebaju važne su vrijednosti valnih funkcija valentnih

i vodljivih elektrona na većim udaljenostima od jezgre. Blizu jezgre valne funkcije

elektrona prirodno jako osciliraju. No, u ovom području velika točnost nije kritična

tako da se potencijal blizu jezgre i učinak dubokih elektrona u konačnici zaista može

opisati zagladenim pseudopotencijalima.

Postoje mnogi različiti pseudopotencijali koji su dostupni korisniku za isti pro-

blem, pri čemu je osnovna razlika izmedu njih u tome kojom aproksimacijom je

učinjen all electron račun (LDA, GGA...) i koja svojstva zadovoljavaju pripadajuće

valne funkcije (jesu li posebno glatke, sačuvavaju li normu, itd.). U ovom radu

smo odlučili koristiti tzv. norm-conserving pseudopotencijale izvedene u okviru LDA

aproksimacije za hBN [37], WS2 [38], MoS2 [39] i grafen [40]. S takvim pseudo-

potencijalima oscilacije oko jezgre nisu potpuno izgladene, ali zato su valne funkcije

normalizirane.

4.2 Spektar elektronskih pobudenja u grafenu

Unutar rada i sam izbor za S-cry posebno je zanimljiv, budući da se radi o grafenu koji

bitno može promijeniti elektronsku strukturu u 2D-cry. Ta promijena takoder ovisi
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dd

ELF slobodnog elektronskog plina u 3D ELF slobodnog elektronskog plina u 2D

Slika 4.9: Prikaz faznog prostora za elektron-̌supljina pobudenja u 3D (lijevo) i 2D
(desno) slobodnom elektronskom plinu. ωmax i ωmin su maksimalna i minimalna
energija potrebna za pobudu elektron-̌supljina parova za zadani valni vektor. Spektar
ovih pobuda uvjetovan je Paulijevim principom i postojanjem Fermijevog mora, tako
da ove pobude tvore kontinuum elektron-̌supljina pobudenja koji ima svoje dobro
definirane granice u ω − k ravnini. Plavom bojom prikazane su disperzijske relacije
(kolektivnih) plazmonskih modova; 3D plazmon (lijevo) i 2D plazmon (desno).

o dopiranju grafena, koje je u praksi razmjerno lako kontrolirati. No, prije nego što

se iznesu rezultati za heterostukture, odnosno za sustave s 2D-cry i S-cry, zanimljivo

je istražiti elektronska pobudenja u grafenu, pogotovo u ovisnosti o dopiranju. Zato

ćemo sada prvo raspraviti elektronska pobudenja u samostojećem grafenu.

Kao što je izvedeno u brojnim udžbenicima, u slučaju slobodnog elektronskog

plina elektron-̌supljina propagator ili polarizabilnost χ0 se mogu dobiti u analitičkoj

formi. Uz pomoć RPA aproksimacije (V S = V + V χ0V S) onda se mogu izračunati

elektronskih pobudenja u sustavu. Fazni prostor mogućih elektronskih pobudenja

u RPA aproksimaciji prikazan je na slici 4.9, za 3D (lijevo) i 2D (desno) slučaj. U

spektru razlikujemo dva tipa elektronskih pobudenja: elektron-̌supljina pobudenja

i kolektivna (plazmonska) pobudenja. Disperzije plazmonskih pobudenja označene

su plavom bojom. Općenito, plazmon predstavlja koherentno gibanje mnoštva elek-

trona, tj. makroskopske oscilacije elektronske gustoće.

Plazmon prestaje biti koherentnom pobudom čim plava krivulja ude u područja

elektron-̌supljina parova. Zbog disipacije, plazmoni u ovom području bivaju gušeni i

postaju široke rezonance. Na slici 4.9 važno je primijetiti da je plazmonski mod bitno

drugačiji u 3D i 2D slučaju. Ova razlika i eksperimentalno je potvrdena puno puta.
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Slika 4.10: Inteziteti elektronskih pobudenja S ∼ ImVS u nedopiranom grafenu (li-
jevo) i u dopiranom grafenu (desno). Za oba grafa je korǐstena ista skala boja. Lijepo
se vidi da u slučaju dopiranog grafena u niskoenergetskom djelu spektra dominiran
Diracov plazmon, koji je odsutan nedopiranom slučaju. S druge strane, π plazmon
koji se pojavljuje oko ω = 4 eV je jedanko intezivan u oba slučaja.

Dok u 3D slučaju vrijedi Ω3D
p (QQQ = 0) ̸= 0, u 2D slučaju Ω2D

p (QQQ = 0) = 0.

Isti proračuni inteziteta elektronskih pobudenja mogu se napraviti i za slučaj

grafena, koji unutar ovog rada ima ulogu S-cry. U grafenu već na niskim energi-

jama i u dugovalnoj granici postoje elektronski stupnjevi slobode koji mogu odgovo-

riti na vanjsku pobudu. Pogledajmo zato intezitete elektronskih pobudenja grafena

S(Q,ω) ∼ ImVS(Q,ω, z = 0, z′ = 0), prikazane na slici 4.10. Lijevo je spektar nedopi-

ranog grafena, dok je desno spektar dopiranog grafena s razinom dopiranja n = 1.76

1014cm−2. Ova zadnja vrijednost ujedno je i najjače dopiranje koje smo koristiti u

ovom radu. Analogno slučaju slobodnog 2D elektronskog plina, niskoenergetskim

djelom spektra dominira Diracov plazmon. Diracov plazmon za male valne vektore

počinje kao
√

|Q| te na granici meduvrpčanog π ↔ π∗ elektron-̌supljina kontinuuma

mijenja režim te postaje značajno gušen. Granica koja omeduje fazni prostor za unu-

tarvrpčana π∗ ↔ π∗ elektron-̌supljina pobudenja dana je kao ωmax (QQQ) = vFQQQ, za

razliku od |QQQ|2 ponašanja u slučaju 3D elektronskog plina (vidjeti sliku 4.9). Spektri

poput ovoga na slici 4.10 dobivaju se eksperimentalno pomoću ’electron-energy-loss-

spectroscopy’ mjerenja (EELS) (na primjer u [18] na slici 5 vidimo (EELS) za zadani

valni vektor Q na kojem i oni spominju iste plazmone). Materijal se podvrgava snopu

31



elektrona s dobro definiranom kinetičkom energijom. Elektroni kroz neelastične su-

dare mijenjaju energiju i impuls što se onda može izmjeriti. Na osnovu tih eks-

perimentalnih podataka rekonstruira se spektralna funkcija S koja otkriva spektar

elektronskih pobudenja u materijalu. Zato se spektralna funkcija S ponekad zove i

’energy-loss-function’ (ELF).

Medusobna usporedba spektara na slici 4.10 jasno nam pokazuje da su nisko-

energetska pobudenja u dopiranom grafenu puno jača nego u nedopiranom. Medutim,

bez obzira na to, nedopirani grafen će se zbog ’mekih’ meduvrpčanih elektron-̌supljina

pobudenja značajno polarizirati, gotovo kao savršeno vodljiva 2D ploha. To će zna-

čajno utjecati na pomak energije elektrona ili šupljine u 2D poluvodiču kad ga pri-

maknemo grafenu. Npr. ako u 2D poluvodiču stvorimo šupljinu (u valentnoj vrpci)

ili elektron (u vodljivoj vrpci) grafen će se polarizirati negativno oko šupljine ili po-

zitivno oko elektrona što će povisiti energiju šupljine ili sniziti energiju elektrona (u

nekim slučajevima skoro po image potential 1/4z zakonu). Dakle, grafen će efektivno

smanjiti energetski procjep izmedu valentne i vodljive vrpce u poluvodiču. Medutim,

iako doping značajno mijenja niskoenergijski spektar pobudenja u grafenu, unutar-

vrpčana pobudenja neće značajno modificirati statičko zasjenjenje (lavina već pos-

tojećih meduvrpčanih pobudenja dominira) tako da će se efekt dopinga ne energijski

procijep manifestirati tek za ekstremno velike dopinge.

4.3 Kvazičestična svojstva heksagonalnog borovog nitrida (hBN)

Krenimo od hBN-a, jednog od najjednostavnijih primjera dvodimenzionalnog polu-

vodiča heksagonalne rešetke, čija je struktura prikazana na slici 3.4. Budući da bor

ima tri elektrona u valentnim orbitalama, a dušik pet, obično se pri korǐstenju aprok-

simacije čvrste veze pretpostavlja da se tri para elektrona nalaze u orbitalama koje

su zaslužne za koheziju materijala, dok se za ostala dva elektrona pretpostavlja kako

sudjeluju u hibridizaciji pz orbitala. Uz takav model možemo odmah vidjeti kako je

zapravo razlika ’on-site’ energija ∆0 izmedu dviju pz orbitala (pBz i pNz ) ključna za po-

javu energetskog procjepa Eg izmedu valentne i vodljive vrpce, pri čemu su njihove
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Slika 4.11: Crne linije označavaju vrpčastu strukturu hBN-a dobivenu DFT računom,
duž osi visoke simetrije koje spajaju točke Γ, M i K. Fermijeva energija odgovara
ishodǐstu energetske skale, odnosno jednaka je 0 eV. Žutom i crvenom bojom su
označene vrpce dobivene metodom čvrste veze iz jednadžbe (4.51)

disperzije dane kao

E± (KKK) = ±
√

∆2
0 + |∆kkk|2;

|∆kkk|2 = t2

[
4 cos2

(
Kxa

√
3

2

)
+ 4 cos

(
Kxa

√
3

2

)
cos

(
Kya3

2

)
+ 1

]
(4.51)

gdje je tmatrični element preskoka izmedu orbitala koji parametrizira kinetičku ener-

giju elektrona u kristalu, a a je udaljenost izmedu atoma bora i dušika. U K točki

(Kx = 2π/3, Ky = π/3) razlika izmedu gornje vodljive i donje valtentne vrpce je

minimalna i dana je parametrom ∆0. U heksagonalnom grafenu su pak svi atomi isti,

odnosno ∆0 = 0. Zato u točki K nema energetskog procjepa kao u hBN-u. To grafenu

daje posebna svojstva. Medu njima se ističe ono da je grafen lagano eksperimentalno

dopirati primjenom vanjskog potencijala. To je ujedno bio jedan od glavnih motiva

u ovom radu za istraživanja sustava baš s podlogom grafena. Iako je izraz (4.51)

dobiven razmjerno jednostavnim modelom, treba naglasiti kako je K točka općenito

točka u kojoj se nalazi poluvodički procijep u svim materijalima u ovom radu. Ovo

svojstvo proizlazi naime iz simetrija kristalne strukture, zbog čega detalji modela i

nisu toliko bitni što se vidi na slici 4.11 usporedbom DFT računa s rezultatom iz

jednadžbe (4.51).

Prilikom implementacije koda, QuantumEspresso uzima u obzir preskoke izmedu
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svih relevantnih orbitala koje se nalaze na boru i dušiku, dajući energijske disperzije

za sve valne vektore. Vrpčasta struktura hBN-a duž putanje Γ-M -K-Γ prikazana je na

slici 4.11. Možemo jasno razlučiti posljednje tri valentne vrpce od ostalih vodljivih

vrpca, budući da se izmedu njih nalazi Fermijev nivo EF = 0. Možemo isto primijetiti

kako disperzija valentne vrpce u Γ točci nema globalni maksimum kao što sugerira

izraz (4.51), nego, naprotiv, lokalni. Ovdje je važno spomenuti kako općenito DFT

računi podcjenjuju iznos energetskog procjepa (Eg) zbog dva ključna razloga. Prvo,

DFT računi uglavnom ne uzimaju u obzir nelokalnost elektronskih korelacije. Drugo,

budući da DFT daje osnovno stanje sustava, energetski procjep se unutar DFT-a do-

biva usporedivanjem osnovnog stanja s punom valentnom vrpcom i osnovnog stanja

s još jednim elektronom u vodljivoj vrpci. To je uzrok dodatnoj greški.

Iako se svi eksperimentalni rezultati slažu da je energetski procjep u hBN-u veći

od 4.48 eV nije moguće lako ostvariti koncensus oko njegove točne vrijednosti. Neke

procjene daju 5.955 eV [43] ili 6.8±0.2 eV [44]. Teoretski rad koji koristiG0W0 aprok-

simaciju, prikazanu i u ovom radu, energetskom procjepu daje vrijednost od čak 7.3

eV [45]. Eksperimentalno koncensusa takoder nema, jer mjerenje energetskog pro-

cijepa samostajaćeg hBN-a nije moguće. Zato svi eksperimenti koji nastoje izmjeriti

energetski procjep nastoje za podlogu imati neki ’inertni’ substrat. Medutim, ti sub-

strati se u konačnici ne čine toliko inertnima koliko se želi, pa je situacija slična kao

i s teorijskim radovima koji koriste različite aproksimacije ne bi li se ocijenila uloga

substrata, pri čemu ne postoji siguran argument zašto bi jedan pristup bio bolji od

drugoga. Zato je važno naglasiti da su nas u ovom radu prvenstveno zanimao utjecaj

elektronskih stupnjeva slobode (ili elektronskih pobudenja) substrata na elektron-

ska stanja u 2D poluvodiču, dok nam točan opis interakcije tih stanja s intrinsičnim

elektronskih stupnjeva slobode u samostojećem 2D poluvodiču nije bio od primarnog

interesa. Zato metodu koju ćemo ovdje koristiti za izračun vlastite-energije ∆ΣS
nK i

zovemo G0∆WS, a ne kao što je uobičajeno G0W0.

Slika 4.11 je bila naša polazna točka zaG0∆WS račun. Elektronska stanja označena

križevima su beskonačno živuća i odgovaraju Greenovim funkcijama sa samo jednim

realnim polom u ω = En,KKK , pri čemu je n broj vrpce (band number), a KKK je valni

vektor u Brillouinovoj zoni. Primjerice, zelena linija na slici (4.12), koja prikazuje

spektralnu funkciju AnK(ω) ∼ ImGnK(ω) valentne vrpce hBN-a u K točci, je u biti

delta funkcija u ω = E4,K . G0∆WS račun, s druge strane, uključuje procese u ko-
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-3.27

Bez dopinga

Doping  1.76 ×1013 cm-2

Doping  1.76 ×1014 cm-2

Slika 4.12: Spektralne funkcijeAnK(ω) ∼ ImGnK(ω), valentne vrpce u K točki u hBN-
u koji se nalazi na različito dopiranom grafenu. Zelena linija je delta funkcija koja
predstavlja spektralnu funkciju koju daje QuantumEspresso, dok ostale spektralne
funkcije sadrže učinke grafenske podloge; crvena (nedopirani grafen n = 0), crna
(dopirani grafen n = 1.76 × 1013 cm−2) i plava (dopirani grafen n = 1.76 × 1014

cm−2).

jima se elektron raspršuje na elektronskim pobudenjima u substratu pa se time delta

funkcija širi, odnosno pretvara u Lorentzian konačne širine. Osim u obliku širenja

spektralne linije, elementarna pobudenja (elektron-̌supljina pobudenja ωπ ili plaz-

moni ωD) se manifestiraju u spektru i kao sateliti; u valentnoj vrpci EV odprilike na

energiji ℏω ≈ EV − ℏωπ,D, a u vodljivoj vrpci EC otprilike na energiji ℏω ≈ EC + ℏωπ,D.

Na slici (4.12) možemo isto vidjeti kako se sa povećanjem dopinga n sredǐste Lorent-

ziana pomiče u desno, a plazmonski satelit u lijevo. Pomicanje Lorentziana u desno je

fizikalna pojava koju smo već najavili u teorijskom poglavlju. Grafen zasjenjuje naboj

elektrona u vodljivoj i šupljina u valentnoj vrpci hBN-a te im tako smanjuje energiju.

Štovǐse, povećanje dopinga pojačava učinak zasjenjenja pa je tako na slici 4.12 plava

krivulja vǐse pomaknuta u desnu stranu nego li crna. Konačno, porast valentne vrpce

i sniženje vodljive vrpce smanjuje ukupni energetski procjep. Na slici 4.12 pomicanje

plazmonskog satelita u lijevu stranu je jednostavno poslijedica povećanja prosiječne

energije Diracovog plazmona ℏωD sa dopingom n. Ono što je važno naglasiti da

se opaženi pomak plazmona koji je ovdje izračunat G0∆WS aproksimacijom mora

dodatno korigirati, kako bi to bilo konzistentno s pomakom energije kvazičestice.
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Slika 4.13: Spektralni intenziteti AnK(ω) ∼ ImGnK(ω), valentne (n = 4) i vodljive
(n = 5) vrpce hBN-a duž osi visoke simetrije K ∈ Γ-M -K-Γ izračunati G0∆WS aprok-
simacijom. hBN je u interakciji sa (a) nedipiranim i (b) dopiranim (n = 1.76 × 1014

cm−2) grafenom. Zelenim točkastim linijama su označene valentna i vodljiva vrpca
dobivene DFT računom.

Naime, točan položaj plazmonskog satelita, npr. u valentnoj vrpci, je ℏω ≈ ẼV − ℏωD

gdje je ẼV točna, već korigirana energija valentne vrpce, a mi ovdje ipak koristimo

samo DFT vrijednost EV. Kako bi ovo postigli morali bi učiniti G1∆WS aproksimaciju,

ali i vǐse redove.

Sad kad smo raspravili svojstva spektralne funkcije u K točki valentne vrpce,

možemo se usredotočiti i na promjene spektralnih svojstava valentne i vodljive vrpce

duž Brillouin-ove zone. Slika 4.13 prikazuje spektralne inteziteteAnK(ω) ∼ ImGnK(ω),

valentne (n = 4) i vodljive (n = 5) vrpce hBN-a duž osi visoke simetrije K ∈ Γ-M -

K-Γ izračunati G0∆WS aproksimacijom. hBN je u interakciji sa (a) nedipiranim i (b)

dopiranim (n = 1.76×1014 cm−2) grafenom. Zelenim točkastim linijama su označene

valentna i vodljiva vrpca dobivene DFT računom. Kvazičestična svojstva elektrona

koja smo dobili su posebno zanimljiva i mogu se izravno usporedivati sa ARPES mje-

renjima (vidjeti primjerice [46]). Energetske pomake koji odgovaraju pomaku centra

Lorentziana s obzirom na zelene točke možemo vidjeti u svim elektronskim stanjima.

Budući da naš račun u usporedbi sa jednostavnijom ’no-recoil’ aproksimacijom uzima

u obzir i prijelaze izmedu elektronskih stanja, energetski procjep nije potpuno ri-

gidan. Odnosno, kad gledamo glavne točke simetrije u slučaju hBN-a, učinci su

najizraženiji redom u točkama M , Γ te konačno u točki K. Pomaci nisu mali, od-
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𝒑𝒛 orbitala Bora 𝒑𝒛 orbitala Dušika

Slika 4.14: Projekcija elektronskih valnih funkcija hBN-a duž Brillouin-ove zone na
pz orbitale atoma bora (lijevo) i atoma dušika (desno). Intenzitet krivulje razmjeran
je preklopu.

nosno u prosjeku dobivamo da je promijena energijskog procijepa −∆Eg ∼ 570meV

što se dosta dobro slaže s eksperimentalnim mjerenjima na hBN-a na grafitu. Pri-

mjerice, u članku [47] procijena promijene procijepa je −∆Eg ∼ 700meV. Na slici

4.13(a) primjećujemo π-satelite (posljedica pobudenja meduvrpčanih π → π∗ prije-

laza u grafenu) koji skoro pa doslovce repliciraju valentnu i vodljivu vrpcu. Na slici

4.13(b) takoder možemo primijetiti kako plazmonski sateliti D-plazmaroni (poslje-

dica pobudenja Diracovog plazmona u dopiranom grafenu) takoder repliciraju centar

Lorentziana uz pomak od približno ℏωD ∼ 1 eV.

Konačno možemo isto komentirati ponašanje spektra za vodljive vrpce oko Γ

točke, koji se čini kao prekinutim. Taj fenomen možemo objasniti preko projekcija

elektronskih stanja dobivenih DFT računom na čista atomska stanja pz orbitala, koje

su prikazane na slici 4.14. Naime, možemo vidjeti kako u istom području gdje spek-

tar biva prekinut, na slici 4.11 elektronska stanja vodljive vrpce (5. vrpca) skoro da

vǐse nemaju preklopa s pz orbitalama, zbog čega imaju oblik koji vǐse sliči na px i py

orbitale. Tek je gornja 6. vrpca zadržala pz oblik, zbog čega primjećujemo skok inten-

ziteta posebice izražen u slučaju dušika. Budući da elektronska stanja poprimaju px i

py prirodu, pri čemu su one okomite na pz orbitale grafena, grafen ne može utjecati

na njih tako da njihove spektralne funkcije ǐsčezavaju zbog simetrije.
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U ovom poglavlju smo uveli osnovne pojmove važne za analizu rezultata G0∆WS

aproksimacije. Pri tome smo podrobno obradili rezultate za hBN na podlozi grafena.

U nastavku ćemo analizirati drugu vrstu poluvodiča strukture AS2. Vidjet ćemo pri

tome kako je njihov odgovor na grafensku podlogu znatno oslabljen zbog različite

geometrije poluvodiča i podloge.

4.4 MoS2 i WS2: kako ograničiti dielektrični utjecaj grafena

Kao što smo već spomenuli, jedan od glavnih rezultata ovog rada je slabi utjecaj

grafena na vrpčastu strukturu 2D kristala MoS2 i WS2. Pomak valentne i vodljive

vrpce u spomenutim TMD-ovima je oko 75 meV što uzrokuje promijenu procijepa

od oko −∆Eg ∼ 150meV. Ovo je znatno manje u odnosu na jednoslojne 2D polu-

vodiče kao što je hBN gdje je, podsjećamo, pomak procijepa bio reda veličine od oko

−∆Eg ∼ 600meV.

Kao i u prošlom poglavlju, i ovdje ćemo prvo razmotriti spektralne funkcije u

K točki. Slika 4.15 prikazuje spektralne funkcije AnK(ω) ∼ ImGnK(ω) u K točki;

(lijevo) vodljive (n = 10) vrpce u MoS2 i (desno) vodljive (n = 14) vrpce u WS2

na različito dopiranim grafenima. Crna linija prikazuje rezultate G0W
S računa,

dakle uzimajući u obzir i učinke unutar MoS2 i WS2, a ne kao do sada samo učinke

od grafenske podloge. Ovdje prikazujemo spektralne funkcije vodljivih vrpca koje

se pomiču prema nižim energijama što zajedno sa porastom valentne vrpce uzro-

kuje smanjenje procijepa, tj. −∆Eg > 0. U idućem poglavlju ćemo napraviti te-

meljitiju analizu energetskih pomaka te ih usporediti s rezultatima u literaturi. U

slučaju MoS2-a vidimo kako ukupni G0WS račun znatno mijenja poluvodički ener-

getski procjep. Iako QuantumEspresso daje u K točki vrijednost od 1.81 eV, u punoj

G0WS aproksimaciji dobivamo u ovom slučaju preveliki negativni pomak koji pot-

puno ponǐstava energetski procjep. Medutim, ta je pogreška i očekivana jer u G0WS

aproksimaciji nije uključen Fockov član izmjene, a treba i odbiti DFT energiju EXC
nK.

Medutim, možda ne pomak, ali G0WS metoda nam ipak može dati bolji opis samog

oblika spektralne linije. U literaturi se energetski procjep u MoS2 procjenjuje izmedu

1.2 eV, vidjeti primjerice [48], do čak 1.9 eV kao i radu [50]. Drugim riječima, po-

novo ne postoji koncensus u literaturi oko konkretnih vrijednosti. Na svim krivu-

ljama možemo vidjeti plazmonski satelit koji se s porastom dopinga pomiče prema
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Slika 4.15: Spektralne funkcije AnK(ω) ∼ ImGnK(ω) u K točki; (lijevo) vodljive
(n = 10) vrpce u MoS2 i (desno) vodljive (n = 14) vrpce u WS2 na različito dopiranim
grafenima. Crna linija prikazuje rezultate G0WS računa, dakle uzimajući u obzir i
učinke unutar MoS2 i WS2, a ne kao do sada samo učinke od grafenske podloge.

vǐsim energijama. Na krivulji koja odgovara punom G0WS računu učinak intrinsičnog

zasjenjenja TMD-ova je toliko jak da potpuno potisne intezitet plazmonskog satelita.

U slučaju WS2-a G0WS račun mijenja vodljivu vrpcu za otprilike 182 meV. Tako se

ukupni poluvodički procjep DFT-a računa koji iznosi 1.82 eV ukupno mijenja za otpri-

like 0.3 eV, odnosno poluvodički procijep poprima vrijednost od 1.52 eV. To se slučajno

dosta dobro slaže i s eksperimentalnim mjerenjima koja daju približno 1.57 eV [51].

Ovog slaganja s druge strane nema s drugim teoretskim radovima, koji predvidaju

energetski procjep od čak 2.03 eV [52]. Primjenjujemo na grafu WS2 elektronske

sprektralne funkcije na slici 4.15 u slučaju punog G0WS računa (crna krivulja) kako

se dobro vidi plazmonski satelit. Ovaj se pak ne pojavljuje kad gledamo doprinose

računa sa samo grafenom (plava i crvena krivulja), što znači da efekt podloge nije

dovoljno jak za stvaranje plazmonskog moda. Štovǐse, na Sl.4.15(a) možemo primi-

jetiti kako je zelena krivulja (mali doping) praktički leži na crvenoj krivulji (nema

dopinga), što pokazuje koliko malo doping grafena ima utjecaja na ukupni rezultat.

Isto, pošto repovi zelene i crvene krivulje nalazi na lijevoj stani ispred repa plave kri-

vulje (jaki doping), čitatelj se može prevariti misleći kako je pomak vrpce u slučaju

bez dopinga veći nego s dopingom. No, ako pažljivo pogledamo sredǐste Lorentziana

vidimo da se u slučaju jakog dopinga on nalazi na 1.147 eV, dok u slučaju bez dopinga

on se nalazi na 1.211 eV. To jasno ukazuje da je zasjenjenje koje dolazi od dopiranog

grafena ipak nešto veće.

39



Slika 4.16: Spektralni intenziteti AnK(ω) ∼ ImGnK(ω) (lijevo) valentne (n = 9) i
vodljive (n = 10) vrpce u MoS2 i (desno) valentne (n = 13) i vodljive (n = 14) vrpce
u WS2 duž osi visoke simetrije K ∈ Γ-M -K-Γ izračunati G0∆WS aproksimacijom.
MoS2 i WS2 su u interakciji sa nedopiranim grafenom. Zelenim točkastim linijama su
označene valentna i vodljiva vrpca dobivene DFT računom.

Slika 4.16 prikazuje spektralne intezitete AnK(ω) ∼ ImGnK(ω) (lijevo) valentne

(n = 9) i vodljive (n = 10) vrpce u MoS2 i (desno) valentne (n = 13) i vodljive

(n = 14) vrpce u WS2 duž osi visoke simetrije K ∈ Γ-M -K-Γ izračunati G0∆WS

aproksimacijom. MoS2 i WS2 su u interakciji sa nedopiranim grafenom. Zelenim

točkastim linijama su označene valentna i vodljiva vrpca dobivene DFT računom.

U usporedbi sa slikom 4.13 za hBN, vidimo da se π-sateliti i D-plazmaroni dosta

slabije pojavljuju. Usporedujući TMD-ove možemo primijetiti kako oba kristala imaju

vodljive i valentne vrpce koje slijede isto kvalitativno ponašanje. Takoder, možemo

primijetiti kako se u ovom slučaju, jednako kao što je to bio slučaju za hBN (vidi

Sl.4.13) utjecaj grafena manifestira tako da se valentna vrpca pomiče prema gore, a

vodljiva vrpca prema dolje uzrokujući malo ali ipak zamjetno smanjenje procijepa.

4.5 Pitanje rigidnosti energetskoga pomaka

Jedno od pitanja koje je posebno aktualno u istraživanjima ovih sustava je rigidnost

energetskog pomaka vrpci. Preciznije, postavlja se pitanje da li su se na slikama 4.12

i 4.16 svi položaji rezonanci (Lorentziana) jednako pomaknuli uzduž Γ-M -K-Γ osi

simetrije ili ne.

Pošto vlastita energija ∆ΣC,S
nK iz jednadžbe (3.50) ovisi o valnom vektoruKKK bilo bi
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Slika 4.17: Pomak valentnih vrpci ∆EV, vodljivih vrpci ∆EC i meduvrpčani pomak
−∆Eg u Γ, K i M točkama Brilliounove zone u (a) WS2, (b) MoS2 i (c) hBN pod
utjecajem grafena. Pomaci su izračunati za različite elektronske dopinge: (žuta)n =
0, (plava)n = 1013cm−2 i (purpurna)n = 1013cm−2.

za očekivati da to nije slučaj. Valni vektorKKK se pojavljuje nezavisno čak dva puta, jed-

nom pri računanju nabojnih matričnih elemenata ρnK,mK+Q u 2D poluvodiču u izrazu
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(3.50) te se valni vektor Q o kojem takoder ovise nabojni vrhovi (kroz K+Q) nalazi

u dielektričnoj funkciji ϵS2D (QQQ,ω) s kojom se kasnije dobiva korelacijski propagator u

izrazu (3.44). Neovisno o tome, čini se da se i eksperimentalno i teorijski dobiva [20]

da je energetski pomak rigidan. No, unatoč ovih tvrdnji u objavljenim radovima, ipak

se i u radu [20] u eksperimentalnim mjerenjima može vidjeti odstupanja od nekoliko

desetaka meV od rigidnog pomaka. Zato posebno vrijedi usporediti pomake za sva

tri materijala prikazane na slici (4.17). U slučaju hBN-a pomaci su najizraženiji i

možemo sa sigurnošću zaključiti da pomaci koje nam daje naš račun nisu rigidni. Po-

maci u M točci su u prosjeku 20 meV veći nego u K točci, odnosno 15 meV veći nego

li u točci Γ. Iako pomaci nisu rigidni u slučaju standardnnih 2D poluvodiča kao što

je hBN, to dalje ne znači da isto vrijedi za TMD-ove. Naime, oni ionako imaju slabi

apsolutni pomak kao što smo već vidjeli na osnovu naših rezultata. Ipak, u slučaju

MoS2 na slici 4.17 ne možemo zaključiti da pomak nije rigidan, osim naznaka u Γ

točci gdje su pomaci s obzirom na M i K točku nešto niži, do čak 15meV. Takoder,

na slici 4.17 se jasno vidi kako pomaci ovise o grafenskom dopingu n. Kvalitativnim

razmatranjem zaključujemo da su relativni pomaci u K točci proporcionalani jačini

dopinga n, medutim zbog malog broja točaka po n ne možemo odrediti o kojoj se

točno ovisnosti radi. Slučaj WS2 je posebno zanimljiv jer je upravo on raspravljen

u eksperimentalnom radu [20]. Opet vidimo da pomak nije rigidan, tj. promijene

pomaka u Γ točci su barem 10meV, u svim slučajevima. Zbog toga možemo zaključiti

kako teorija iznesena u radu [20] nije u potpunosti točna. Štovǐse, treba primijetiti

kako ona počiva na pretpostavci da pomak ovisi samo o statičkoj dielektričnoj kons-

tanti grafena za koju nije uzeta eksperimentalna vrijednost ϵ0 ≈ 6, nego je umjesto

toga uzeta efektivna vrijednost ϵeff = 9 s kojom je onda moguće reproducirati eks-

perimentalne rezultate. Takvim pristupom je onda moguće prilagoditi rigidni pomak

eksperimentu, ali se zbog grubosti aproksimacije onda gube učinci koji ukazuju na

odstupanja od rigidnog pomaka, a koji su i dalje reda veličine eksperimentalne pre-

ciznosti.

4.6 Kontroliranje poluvodičkog procjepa

U ovom završnom dijelu rasprave rezultata osvrnuti čemo se na pitanje kako se po-

luvodički procijep mijenja u ovisnosti o tipu grafenskog substrata. Pod tipom gra-
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fesnskog substrata podrazumijevamo grafenski doping n i broju grafenskih ploha N

nanizanih ispod 2D poluvodiča, tako da imamo dva parametra n i N . Naime, što

su plohe brojnije, to bi dielektrični odgovor trebao biti jači te pomak veći. Kako bi-

smo se stavili u okvir s poznatom literaturom, dobivene vrijednosti usporedili smo

s teorijskim i eksperimentalnim vrijednostima drugih članaka. Ova usporedba dana

je u tablicama: 4.1 za hBN, 4.2 za MoS2 i 4.3 za WS2. U slučaju hBN-a ne pos-

Substrat Naše vrijednosti Literatura teorija Literatura eksperiment
Gr-SL 705 1000 [47,53], 800 [47] [47] nejasno (700)
Gr-BL 732 1050 [47,53], 930 [47] nema
Gr-TL 732 1060 [47,53] , 980 [47] nema
Gr-∞ 732 1060 [53] 500(1180) [44]

Gr-1013 cm−2 723 nema nema
Gr-1014 cm−2 777 nema nema

Tablica 4.1: Tablica pomaka poluvodičkog procjepa −∆Eg (u meV) hBN-a, na
različitim substratima, relativno na apsolutni procijep hBN-a u vakuumu.

toji jasni eksperimentalni rezultati jer nije jasna vrijednost poluvodičkog energetskog

procjepa u samostojećem hBN-u (hBN u vakuumu). Na primjer, u radu [47] se tvrdi

da je procijep jednoslojnog hBN-a na jednoslojnom grafenu 6.12 eV, dok se u drugom

članku [44] govori da je procijep hBN-a u vakuumu 6.1 eV. Dakle iz ovih podataka je

posebno teško razlučiti koliki je uistinu eksperimentalni pomak s kojim bi se trebalo

usporedivati. Ono što je pak posebno zanimljivo je da naši računi, prikazani na slici

4.13, daju da je −∆Eg ∼ 0.7 eV. Upravo ova vrijednost je izmjerena u radu [47],

ali se taj podatak u tom radu odnosio na energiju vezanja eksitona. Ipak, moramo

naglasiti pri tome da u teorijskim radovima postoji vǐse-manje koncensus da je −∆Eg

u slučaju jedne plohe grafena tek nešto manji od 1 eV. Ovi rezultati dobiveni su preko

pune GW aproksimaciju, odnosno samosuglasnim rješavanjem G0W0 sheme dok se

ne postigne konvergencije. Budući da je za očekivati da će tijekom svake iteracije

pomak dobiti mali dodatni doprinos, možemo zaključiti da su vrijednosti koje su do-

bivene u ovom radu nešto manje nego vrijednosti koje daje puno zahtjevniji GW

račun. U slučaju MoS2-a vrijednosti u literaturi su takoder nešto veće nego one koje

mi dobivamo. Neovisno o tome, treba jednako primijetiti kako u eksperimentalnim

rezultatima takoder ne postoji koncensus, kao primjerice u radovima [54] i [55]).

Ono što nedvosmisleno pokazuju ovdje prikazani rezultati jest da je energetski po-

mak i dalje razmjerno mali s obzirom na slučaj hBN−a. U slučaju WS2 naši rezultati
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Substrat Naše vrijednosti Literatura teorija Literatura eksperiment
Gr-SL 154 350 [27] 180 [54] , 350 [55]
Gr-BL 160 390 [27] nema
Gr-TL 161 400 [27] 420 [25]
Gr-∞ 161 540 [27] 200 [24], 450 [23]

Gr-1.e13 cm−2 156 nema nema
Gr-1.e14 cm−2 199 nema nema

Tablica 4.2: Tablica pomaka poluvodičkog procjepa −∆Eg (u meV) u MoS2, na
različitim substratima, relativno na apsolutni procijep MoS2 u vakuumu.

Substrat Naše vrijednosti Literatura teorija Literatura eksperiment
Gr-SL 153 170 [15] 60 [49] , 140 [15]
Gr-BL 174 195 [15] 135 [15]
Gr-TL 174 205 [15] 150 [15]
Gr-∞ 174 540 [27] 140 [20]

Gr-1.e13 cm−2 154 nema nema
Gr-1.e14 cm−2 193 nema nema

Tablica 4.3: Tablica pomaka poluvodičkog procjepa −∆Eg (u meV) u WS2, na
različitim substratima, relativno na apsolutni procijep WS2 u vakuumu.

se dosta dobro slažu s eksperimentalnom literaturom kao što se to može vidjeti u

tablici4.3, posebno s [20] i [15] dok je neslaganje dosta jako s [49]. I u ovom slučaju

većina teorijskih članaka daje veće vrijednosti nego one koje smo mi dobili. Kao što

ćemo vidjeti u sljedećem pod-poglavlju, naša teorija predvida zanimljivi efekt koji

objašnjava ovako niske vrijednosti te će nam upravo taj efekt objasniti razloge nesla-

ganju s drugim rezultatima, kao što je na primjer onaj iz [27]. Takoder treba naglasiti

kako se baš na ovom posljednjem primjeru poluvodiča WS2 naša teorija pokazala naj-

uspješnija.

Nakon ove analize možemo zaključiti da naš račun možda ne daje točne vrijed-

nosti pomaka poluvodičkog procijepa u sva tri slučaja (iako se u slučaju WS2 pokazala

dosta dobra), ona ipak uspijeva kvalitativno dobro slijediti rezultate iz literature do-

bivenim numerički puno zahtjevnijim pristupima. Prvo, dobiveni pomaci procjepa se

zadovoljavajuće dobro slažu sa eksperimentalnim rezultatima, iako oni još nisu sa-

svim uskladeni. Drugo, pokazali smo da substrat u suštini inducira ne rigidan pomak

vrpci, da je on fizikalniji za očekivati, i da će s punim GW računom učinak vjero-

jatno biti i izraženiji. Takoder, naš G0∆WS račun pokazao je kako je −∆Eg u hBN-u

znatno veći nego li u TMD-ovima, što je isto vrlo fizikalni rezultat koji ćemo još bolje
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analizirati u nastavku.

4.7 Odgovor sumpora na grafenski dielektrični odziv

U ovom djelu ćemo razjasniti zašto je promjena energijskog procijepa izazvana jed-

noslojnim grafenom u jednoslojnim kristalima poput hBN-a puno manja od one u

troslojnim kristalima poput TMD-ova. U tu svrhu ćemo izračunati induciranu vlastitu-

energiju točkastog naboja na rastojanju z0 od grafena, u prisutnosti 2D kristala ∆ΣS@2D(z0)

i u odsutnosti 2D kristala ΣS(z0). Vlastita energija se zove ’inducirana’ u smislu da

smo u njoj odbili polarizacijske efekte koji dolaze od samostojećeg 2D kristala, tj. ona

je u potpunosti posljedica prisutnosti grafena, ili

∆ΣS,S@2D(z0 → ∞) = 0.

Ako točkasti naboj stavimo ispred grafena, kao što smo već raspravili, zbog njego-

vih dielektričnih svojstva doći će do njegove polarizacije. U terminima jednostavne

’image’ teorije negativni naboj će inducirati pozitivnu gustoću naboja u grafenskoj

polohi koja će efektivno djelovati kao zrcalno preslikani pozitivni naboj. Tako da će

negativni naboj efektivno biti privučen svojom pozitivnom slikom. Dakle u najnižoj

aprokimaciji možemo reći da će se vlastita energija ΣS ponašati po zakonu

∆ΣS(z0) ≈ − e

4z0
.

Slika 4.18 prikazuje grafenom inducirane vlastite energije ∆ΣS (crna isprekidana li-

nija) i ∆ΣS@2D (plava puna linija) unutar (a)WS2 i (b)hBN-a. Tirkizna isprekidana

linija u (a) prikazuje ∆ΣS@2D unutar MoS2. Položaji S-cry, koji je ovdje Gr-SL, i S, W,

Mo i hBN atomskih slojeva označeni su okomitim točkastim linijama. Dakle u slučaju

hBN-a svi atomi se nalaze u z0 = 0 ravnini, dok u slučaja TMD-ova S i Mo atomski

slojevi zauzimaju z0 = 0 ravninu. Primjećujemo da je u slučaju hBN-a vlastita ener-

gija ∆ΣS (u hBN ravnini z0 = 0) otprilike duplo manja od vlastite energije ∆ΣS@2D.

S druge strane u TMD-ovima vlastita energija ∆ΣS (u W ili Mo ravnini z0 = 0) je

čak 5 puta manja od vlastite energije ∆ΣS@2D. Ova vrlo mala vrijednost vlastite ener-

gije ∆ΣS@2D u TMD-ovima upućuje na to da elektronsko zasjenjenje (sekundarna

polarizacija) u TMD-ovima vrlo efikasno zasjeni polarizaciju grafena i time ponǐsti
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Slika 4.18: Grafenom inducirane vlastite energije ∆ΣS (crna isprekidana linija) i
∆ΣS@2D (plava puna linija) unutar (a)WS2 i (b)hBN-a. Tirkizna isprekidana linija u
(a) prikazuje ∆ΣS@2D unutar MoS2. Položaji S-cry, koji je ovdje Gr-SL, i S, W, Mo
i hBN atomskih slojeva označeni su okomitim točkastim linijama. Dakle u slučaju
hBN-a svi atomi se nalaze u z0 = 0 ravnini, dok u slučaja TMD-ova S i Mo atomski
slojevi zauzimaju z0 = 0 ravninu.

utjecaj grafena na elektronska stanja u TMD-ovima. Fizikalno se ovaj efekt može

objasniti na sljedeći način. Naime, orbitalni karakter vodljive i valentne vrpce pred-

stavljaju d-orbitale koje su lokalizirane na atomima molibdena ili volframa. Ako su

elektron-̌supljina pobudenja lokalizirana u slojevima sumpora (z0 ≈ ±1.8Å) možemo

pretpostaviti da upravo ti slojevi zasjenjuju unutarnje d orbitale koje su zaslužne za

poluvodički procjep. Jasno se vidi kako je potencijal na slici (a) ugušen čim dostigne

atom sumpora, dok u slučaju hBN -a na slici (b) potencijal mijenja trend tek u z0 = 0

ravnini. Time je vrlo jasno da atomska struktura TMD-ova upravo štiti svoja stanja od

dielektričnog odgovora grafena te je upravo to razlog zašto grafen vrlo slabo renor-

malizira energijski procijep u TMD-ovima. Ovo je vrlo bitan i po prvi put ustanovljen

rezultat.
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5 Zaključak

U ovom radu smo razvili G0∆WS metodu koja nam omogućava računanje utjecaja

2D substrata (npr. grafena) ne elektronska svojstva 2D poluvodiča. Samu teoriju

smo razvili u prvom i drugom poglavlju te smo zatim predstavili rezultate dobivene

numeričkim metodama. U toj analizi smo pokazali da se promijene energijskih pro-

cjepa dobivene našom teorijom kvalitativno odlično slažu s eksperimentlanim mje-

renjima. Iako postoje kvantitavne razlike s drugim teorijskim radovima i dalje ne

postoji koncenzus u znanstvenoj zajednici oko točnih pomaka vrpci. Pokazali smo

da je pomak elektronskih stanja različit u različitim točkama Brilliounove zone, što

se protivi objavljenim eksperimentalnim rezultatima [20]. Konačno pokazali smo da

TMD-ovi koje smo ovdje proučavali (WS2 i MoS2) zbog svoje geometrije zasjenjuju

dielektrični odgovor grafena pa je utjecaj grafena na njihove elektronske vrpce jako

mali. To je u snažnom kontrastu s hBN-om koji je jednoslojni 2D kristal pa puno

slabije zasjenjuje polarizaciju grafena.
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Dodaci

Dodatak A Odzivna funkcija

U ovom dodatku promatramo sustav fermiona opisan s hamiltonijanom H0. Na fer-

mione djeluje vanjsko električno polje V ext (t). Neka ϕi (rrr) označava potpun skup

jednočestičnih svojstvenih stanja H0. Uz pomoć operatora ponǐstavanja ĉi čestice u

kvantnom stanju i možemo definirati operator polja kao

Ψ̂ (rrr) =
∑
i

ĉiϕi (rrr) , (A.1)

pri čemu je vremenska ovisnost danas s

Ψ̂ (rrr, t) = eiH0tΨ̂ (rrr) e−iH0t . (A.2)

Preko operatora polja može se izraziti ukupna gustoća fermionskog sustava u pros-

tornoj točki rrr u trenutku t,

ρ̂ (rrr, t) = Ψ̂† (rrr, t) Ψ̂ (rrr, t) . (A.3)

Za član interakcije s vanjskim poljem u slici interakcije vrijedi

V ext
I (t) =

∫
drrrρ̂ (rrr, t)ϕext (rrr, t) (A.4)

gdje je ϕext (rrr, t) vanjski potencijal. Ako ovaj put tretiramo vanjski potencijal kao

smetnju koju adijabatski uključujemo u beskonačnom vremenu preko parametra γ

(kao što smo to već činili kad je smetnja bila interakcija medu česticama), onda se

valna funkcija u slici interakcije |Φ (t)⟩ može izraziti preko
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|Φ (t)⟩ =
∞∑
n=0

(−i)n
n!

∫ t

−∞
dt1...

∫ t

−∞
dtnT

[
V ext
I (t1) ...V

ext
I (tn)

]
|N, 0⟩ (A.5)

gdje je |N, 0⟩ = |Φ (t = −∞)⟩ osnovno stanje sustava bez vanjskog polja.

U prvom redu računa smetnje, izraz (A.5) daje

|Φ (t)⟩ ≈
[
1− i

∫ t

−∞
dt1V

ext
I (t1)

]
|N, 0⟩ . (A.6)

U konačnici nas zanima izraz za induciranu gustoću zbog djelovanja vanjskog polja,

koja je definirana kao: δρ (rrr, t) = ρ (rrr, t)− ρ0 (rrr), pri čemu vrijedi

ρ (rrr, t) = ⟨Φ (t)| ρ̂ (rrr, t) |Φ (t)⟩

ρ0 (rrr) = ⟨N, 0| ρ̂ (rrr) |N, 0⟩ . (A.7)

Tako uz pomoć izraza (A.7) dobivamo

δρ (rrr, t) = −i
∫ ∞

−∞
dt1

∫
drrr1θ (t− t1)

× ⟨N, 0| [ρ̂ (rrr, t) , ρ̂ (rrr1, t1)] |N, 0⟩ϕext (rrr1, t1) . (A.8)

U gornjem izrazu prepoznajemo retardiranu odzivnu funkciju, koja je dana s

χ
(
rrr, r′r′r′, t, t′

)
= −iθ (t− t′) ⟨N, 0|

[
ρ̂ (rrr, t) , ρ̂

(
r′r′r′, t′

)]
− |N, 0⟩ (A.9)

Kao što možemo vidjeti, odzivna funkcija χ opisuje odgovor mnogočestičnog sustava

na vanjsku pobudu u točkama r′r′r′ i prijašnja vremena t′. Važno je primijetiti da odzivna

funkcija ovisi o stanju sustava kada nema vanjskog polja.

U slučaju odzivne funkcije grafena koju smo računali u ovom radu, fermionski

sustav bio je opisan hamiltonijanom H0, koji je dobiven pomoću DFT računa, od-

nosno bez nelokalnih korelacija u elektron-elektron interakciji. Ovakav pristup na
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razini odzivne funkcije odgovara vrsti RPA aproksimacije. Konkretno, ako elektron-

ska stanja sustava dana jednočestičnim valnim funkcijama ϕi (rrr), i ako je ukupna

valna funkcija dana Slaterovom determinantom svih zauzetih jednočestični stanja,

odzivna funkcija poprima oblik dan s

⟨N, 0|
[
ρ̂ (rrr, t) , ρ̂

(
r′r′r′, t′

)]
− |N, 0⟩ = ⟨N, 0|

∑[
c†icj, c

†
kcl

]
−
Aijkl |N, 0⟩

=
∑

(ni − nj) δkjδliAijkl(t, t
′) (A.10)

Budući da je energija sustava bez polja sačuvana, u frekventnom prostoru ova retar-

dirana odzivna funkcija poprima oblik da s

χ0
(
rrr, r′r′r′, ω

)
=
∑
ij

ni − nj

ω + Ei − Ej + iν
ϕ∗
i (rrr)ϕj (rrr)ϕ

∗
j (rrr

′)ϕi (rrr
′) (A.11)

gdje se za ϕi i Ei mogu uvrstiti jednočestične KS valne funkcije i energije dobivene

DFT računom.

Dodatak B Fluktuacijsko disipacijski teorem

U ovom radu smo raspravljali o ELF (electron loss function) spektru te ga prikazali

na slici 4.10. Kako bi dokraja shvatili kako smo došli do tog rezultata važno je pove-

zati raspravu s fluktuacijsko disipacijskim teoremom u mnogočestičnom formalizmu.

Prvo proučimo snagu koju vanjski sustav isporučuje N-fermionskom elektronskom

sustavu. Ako promatramo usrednjenu snagu po elektronu, za isporučenu snaga će

vrijediti

PPP (t) = eEEEextvvvS . (B.12)

gdje je vvvS srednja brzina. Zato se u slučaju ukupnog sustava snaga ovisi direktno o

induciranoj struji (jer u prosjeku bez vanjske sile svi naboji stoje pa je tad vvvS = 0):
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PPP (t) = −
∫
drrr
[
∇ϕext (rrr, t)

]
jjjind (rrr, t) (B.13)

= −
∫
drrrϕext (rrr, t)

∂

∂t
ρind (rrr, t) (B.14)

Nadalje, pretpostavimo da je vanjski potencijal u vremenu periodičnog oblika tako

da se može zapisati kao ϕext (rrr, t) = ϕext (rrr) cos (ω0t). Zbog svojstva kauzalnosti od-

zivne funkcije, χ (rrr, rrr′,−ω0) = χ∗ (rrr, rrr′, ω0), vrijedi

PPP (t) =
ω0

2

∫
drrr1ϕ

ext (rrr1) [−Imχ (rrr, rrr1, ω0)]

+ 2Re

[
e−2iω0t

iω0

4

∫
drrrϕext (rrr)

∫
drrr1ϕ

ext (rrr1)χ (rrr, rrr1, ω0)

]
. (B.15)

U gornjem izrazu prvi je član disipacijski, dok je drugi reakcijski. Odnosno, prvi

član je konstantan u vremenu za razliku od drugog koji oscilira frekvencijom ω0.

Zato, ako usrednjimo PPP (t) po jednoj periodi T oscilacije ω0, vidjet ćemo kako drugi

doprinos ǐsčezava, dok je prvi doprinos razmjeran vremenskom intervalu T . Dakle,

iz ovog svojstva se vidi kako je prvi član zaslužen za disipaciju buduću da upravo on

odgovara energiji vanjskog polja koja je predana sustavu, za razliku od drugog člana,

čiji usrednjeni doprinos nestaje.

Dodatak C Elektronska svojstva: 2D-cry problem

Zbog posebne geometrije problema koje smo proučavali, potrebno je izvesti izraze

koji odgovaraju danim prostornim simetrijama KS elektronskih stanja u 2D kristalnoj

rešetki. Sve naše veličine u okomitom smjeru na 2D ravnine definirane su zato na in-

tervalu z ∈ [−L/2, L/2], odnosno mogu se raspisati preko vektora recipročne rešetke

Gz = 2πn
L
; n = 0,±1,±2, .... Drugim riječima, sve veličine formalno su periodične

u z smjeru s periodom L. S druge strane, unutar intervala L u z smjeru ne postoji

translacijska simetrija. Zato veličine koje ovise o dvije koordinate neće ovisiti samo o

razlici koordinata z − z′, nego će ovisiti o obje koordinate z i z′.
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C.1 Prikaz polarizabilnosti

U prvom koraku izdvajamo z smjer od koordinata koje odgovaraju x − y ravnini.

Fourierov transformat ireducibilne polarizabilonsti može se izraziti u obliku koji je

periodičan s periodom L u z-smjeru,

χ0(r, r
′, ω) =

1

L

∑
GzG′

z

eiGzz−iG′
zz

′

×
∫

dQ

(2π)2
dQ′

(2π)2
eiQρe−iQ′ρ′

χ0
GzG′

z
(Q,Q′, ω) , (C.16)

pri čemu je inverzni Fourierov transformat dan s

χ0
GzG′

z
(Q,Q′, ω) =

1

L

∫ L/2

−L/2

dzdz′ e−iGzz+iG′
zz

′

×
∫

S
dρdρ′e−iQρeiQ

′ρ′
χ0(r, r

′, ω) . (C.17)

Ovdje je Q = (Qx, Qy) 2D valni vektor koji poprima bilo koju vrijednost. Uz ovakvu

konstrukciju, dakle, χ0 je potpuno periodična funkcija u varijablama z i z′ s peri-

odom L. U x− y ravnini χ0 je općenito nelokalna funkcija.

Kao što se vidi iz izraza (A.11), vodeći doprinos polarizabilonsti (elektron-̌supljina

propagator) dan je preko jednočestičnih KS elektronskih stanja koja karakteriziraju

2D-cry. Ta stanja zadovoljavaju Blochov teorem. Odnosno, koristeći 2D Blochove

funkcije 3.29, polarizabilnost se u vodećem redu može izraziti u obliku

χ0(r, r
′, ω) =

1

L

∑
G

∑
G′

∫
S.B.Z.

dQ

(2π)2
ei(Q+G)re−i(Q+G′)r′χ0

GG′(Q, ω) , (C.18)

gdje se integracija dQ može razdvojiti na integraciju unutar prve 2D Brillouinove

zone i sumu po vektorima recipročne rešetke,

∫
dQ

(2π)2
≡
∑
G∥

∫
S.B.Z.

dQ

(2π)2
, (C.19)

gdje suma po G∥ u izrazu (C.19) označava sumu po vektorima 2D recipročne rešetke.
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Matrični elementi polarizabilonsti χ0
GG′(Q, ω) dani su s

χ0
GG′(Q, ω) =

2

Ω

∑
nm

∑
K∈S.B.Z

(fnK − fmK+Q)

× ρnK,mK+Q(G) ρ∗nK,mK+Q(G
′)

ℏω + EnK − EmK+Q + iγsgn(EmK+Q − EnK)
, (C.20)

pri čemu je Fourierov transformat gustoće naboja (matrični element) definiran kao

ρnK,mK+Q(G) =

∫
Ω

dr ϕ∗
nK(r)e

−i(Q+G)rϕmK+Q(r) . (C.21)

C.2 Prikaz interakcije

Kulonsku interakciju takoder se može prikazati u obliku koji je prilagoden geometriji

problema. Krećemo od parcijalnog 2D Fourierovog transformata koji je dan s

V (r, r′) =

∫
dQ

(2π)2
eiQ(ρ−ρ′)V (Q, z, z′) , (C.22)

gdje je

V (Q, z, z′) =
2π

|Q|e
−|Q||z−z′| . (C.23)

Medutim, ako želimo kulonsku interakciju ograničiti na interval z, z′ ∈ [−L/2, L/2],
onda se, kao i u Dodatku C.1 za χ0, može uvesti njen prikaz preko vektora recipročne

rešetke Gz,

V (r, r′) =
1

L

∑
GzG′

z

eiGzz−iG′
zz

′
∫

dQ

(2π)2
eiQ(ρ−ρ′)VGzG′

z
(Q) , (C.24)

gdje je

VGzG′
z
(Q) =

1

L

∫ L/2

−L/2

dzdz′e−iGzzV (Q, z, z′)eiG
′
zz

′
. (C.25)

Izraz (C.24) može se zapisati u potpunosti preko 3D Fourierovog transformata u

obliku
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V (r, r′) =
1

L

∑
GG′

∫
S.B.Z.

dQ

(2π)2
ei(Q+G)re−i(Q+G′)r′VGzG′

z
(Q+G∥)δG∥G′

∥
, (C.26)

gdje se matrični element zbog translacijske simetrije u x − y ravninama može kraće

napisati kao

VGG′(Q) = VGzG′
z
(Q+G∥)δG∥G′

∥
, (C.27)

Tako izraz (C.26) možemo napisati i u obliku danom s

V (r, r′) =
1

L

∑
GG′

∫
S.B.Z.

dQ

(2π)2
ei(Q+G)re−i(Q+G′)r′VGG′(Q) . (C.28)

Koristeći sada izraze (C.23) i (C.25) te izraz za matrične elemente (C.27) dobivamo

konačni izraz prilagoden geometriji problema za matrične elemente kulonske inte-

rakcije,

VGG′(Q) = V 3D
GG′(Q)− pGzpG′

z

4π(1− e−|Q+G∥|L)∣∣Q + G∥
∣∣L

×
∣∣Q + G∥

∣∣2 −GzG
′
z

(
∣∣Q + G∥

∣∣2 +G2
z)(
∣∣Q + G∥

∣∣2 +G′2
z )
δG∥G′

∥
, (C.29)

gdje je

V 3D
GG′(Q) =

4π

|Q + G|2
δGG′ , (C.30)

doprinos koji odgovara kulonskoj interakciji u 3D sustavima. U izrazu (C.29) pGz =

(−1)n, i gdje je, kao što je već napomenuto, Gz = 2πn/L; n = 0,±1,±2, ....

C.3 Prikaz zasjenjene interakcije

Zasjenjena kulonska interakcija W0 u ovom radu računata je preko Dysonove jed-

nadžbe,
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W0(r, r
′, ω) = V (r, r′) +

∫
dr1r2V (r, r1)χ0(r1, r2, ω)W0(r2, r

′, ω) , (C.31)

gdje je V (r, r′) gola interakcija raspravljena u Dodatku C.2, a χ0(r, r
′, ω) vodeći do-

prinos polarizabilnosti raspravljen u Dodatku C.1.

Fourierov transformat zasjenjene kulonske interakcije W0 općenito je dana s

W0(r, r
′, ω) =

1

L

∑
GG′

∫
S.B.Z.

dQ

(2π)2
ei(Q+G)re−i(Q+G′)r′W 0

GG′(Q, ω) . (C.32)

Koristeći izraze za transformate polarizabilnosti (C.20) i gole interakcije (C.32) za-

sjenjena interakcija može se prikazati u obliku Dysonove jednadžbe,

W 0
GG′(Q, ω) = VGG′(Q) +

∑
G1G2

VGG1(Q)χ0
G1G2

(Q, ω)W 0
G2G′(Q, ω), (C.33)

pri čemu sume uključuju vektore recipročne rešetke. Matrični elementi χ0
GG′ i VGG′

dani su pak izrazima (C.18) i (C.29).

Izraz (C.33) može se zapisati i u obliku danom s

W 0
GG′(Q, ω) =

∑
G1

E−1
GG1

(Q, ω)VG1G′(Q), (C.34)

pri čemu je matrica dielektrične funkcije dana s

EGG′(Q, ω) = δGG′ −
∑
G1

VGG1(Q)χ0
G1G′(Q, ω). (C.35)

C.4 Prikaz Greenove funkcije

Uz pomoć izraza za zasjenjenu interakciju moguće je izvesti i izraze za vlastitu ener-

giju i Greenovu funkciju elektrona u okviru GW aproksimacije. Krećemo od ’exc-

hange’ (Fockovog) doprinosa vlastitoj energiji ΣX. Koristeći svojstva periodičnosti

2D Blochovih stanja (3.31), uz Fourierov transformat gole interakcije dan s izrazom

(C.28), Fockov član,
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ΣX
n = −

∑
m

fm

∫
dr1

∫
dr2ψ

∗
n(r1)ψ

∗
m(r1)V (r1, r2)ψ

∗
m(r2)ψ

∗
n(r2) , (C.36)

se može izraziti preko Fourierovih transformata, odnosno preko već izvedenih ma-

tričnih elemenata za transformat gustoće (C.21) (nabojni vrh) i golu interakciju

(C.29),

ΣX
nK = − 1

L

∑
m

∫
S.B.Z.

dQ

(2π)2

× fmK+Q

∑
GG′

ρ∗nK,mK+Q(G)VGG′(Q)ρnK,mK+Q(G
′) . (C.37)

Dobivanje izraza za član korelacijske vlastite energije ΣC
nK(ω) je nešto kompli-

ciranije jer sadrži korelacijski propagator Γ0. On, naime, ne zadovoljava općenito

isti oblik Fourierovog transformata kao zasjenjena kulonska interakcija (C.32). Ipak,

može se pokazati da njegov oblik ipak postaje isti u kristalima koji imaju inverznu

simetriju. Ako u izrazu

ΣC,0
n (ω) = −

∑
m

∫
dr1

∫
dr2

× [(1− fm)ψ
∗
n(r1)ψm(r1)Γ0(r2, r1, ω − Em)ψ

∗
m(r2)ψn(r2)

− fmψ
∗
n(r1)ψm(r1)Γ0(r2, r1, Em − ω)ψ∗

m(r2)ψn(r2)] , (C.38)

napravimo zamjenu varijabli r → −r i r′ → −r′, onda se on svodi na

W0(−r,−r′, ω) =
1

L

∑
GG′

∫
S.B.Z.

dQ

(2π)2
e−i(Q+G)rei(Q+G′)r′W 0

GG′(Q, ω) . (C.39)

Nadalje, izraz (C.39) nakon zamjene varijabli G,G′,Q → −G,−G′,−Q postaje

W0(−r,−r′, ω) =
1

L

∑
GG′

∫
S.B.Z.

dQ

(2π)2
ei(Q+G)re−i(Q+G′)r′W 0

−G,−G′(−Q, ω) . (C.40)
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Odnosno, za kristale s centrom inverzije vrijedi

W0(−r,−r′, ω) = W0(r, r
′, ω) . (C.41)

Ako sada usporedimo koeficijente u izrazima (C.32) i (C.40) vidimo da vrijedi

W 0
−G,−G′(−Q, ω) = W 0

G,G′(Q, ω) . (C.42)

U sljedećem koraku želimo korelacijski propagator Γ0 prikazati uz pomoć spek-

tralne funkcije. Uz sljedeće svojstvo za dva kompleksna broja α i z

Im(α z + α z∗) = (z + z∗) Imα = z Imα + z∗ Imα, (C.43)

gdje će ulogu α imati kompleksna funkcija W0, a z eksponencijalna funkcija. Tako iz

izraza (C.42) slijedi

ImW0(r, r
′, ω) =

1

L

∑
GG′

∫
S.B.Z.

dQ

(2π)2

× ei(Q+G)re−i(Q+G′)r′ImW 0
GG′(Q, ω) . (C.44)

Spektralna funkcija se može sada napisati u obliku

S0(r, r
′, ω) =

1

L

∑
GG′

∫
S.B.Z.

dQ

(2π)2

× ei(Q+G)re−i(Q+G′)r′S0
GG′(Q, ω) , (C.45)

gdje je matrica spektralne funkcije dana s

S0
GG′(Q, ω) = − 1

π
ImW 0

GG′(Q, ω) . (C.46)

Konačno, koristeći izraz (C.44), možemo izraziti korelacijski propagator u željenom

obliku preko Fourierovih transformata,
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Γ0(r, r
′, ω) =

1

L

∑
GG′

∫
S.B.Z.

dQ

(2π)2

× ei(Q+G)re−i(Q+G′)r′Γ0
GG′(Q, ω), (C.47)

gdje je

Γ0
GG′(Q, ω) =

∫ ∞

0

dω′S
0
GG′(Q, ω′)

ω − ω′ + iδ
. (C.48)

Sada imamo sve elemente potrebne da bismo korelacijsku vlastitu energiju mogli

izraziti na isti način kao i Fockov doprinos vlastitoj energiji ΣX
nK u izrazu (C.37).

Uvrštavanjem 2D Blochovih funkcija u izraz (C.38) i uz korǐstenje svojstva da se

korelacijski operator može napisati preko matričnih elemenata (C.48), korelacijsku

vlastitu energiju možemo napisati u obliku

ΣC,0
nK(ω) =

1

L

∑
m

∫
S.B.Z.

dQ

(2π)2

∑
GG′

ρ∗nK,mK+Q(G)ρnK,mK+Q(G
′)

× [(1− fmK+Q)Γ
0
GG′(Q, ω − EmK+Q)

− fmK+QΓ
0
GG′(Q, EmK+Q − ω)] . (C.49)

Uz izvedene izraze za Fockov i korelacijski doprinos vlastitoj energiji, (C.37) i

(C.49), sada možemo izraziti i Greenovu funkciju elektrona danih KS Blochovim sta-

njima. Odnosno, za elektron u vrpci n s valnim vektorom K dobivamo

GnK(ω) =
1

ω − EnK + EXC
nK − ΣX

nK − ΣC,0
nK(ω)

, (C.50)

gdje je EnK energija KS Blochovog stanja. Budući da ova energija u okviru DFT

računa uključuje i doprinose korelacija EXC
nK, njih treba oduzeti kako se ne bi dvos-

truko brojali, jednom kroz DFT račun, a drugi puta preko ovdje izvedenih vlastitih

energija ΣX
nK i ΣC,0

nK(ω).
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Dodatak D Uloga S-cry na elektronska svojstva

U ovom dodatku izvest ćemo izraz za zasjenjenu interakciju u 2D-cry kada se u nju

uključi doprinos podloge (S-cry). Sam izvod ima dosta sličnosti s onim danim u Do-

datku C.3, budući da u oba slučaja koristimo RPA aproksimaciju za opis zasjenjenja,

odnosno GW aproksimaciju za izračun elektronskih svojstava.

Bitni novi element u računanju zasjenjenja zbog S-cry je da ćemo morati ekspli-

citno uzeti u obzir prostornu ovisnost zasjenjenje interakcije u smjeru z zato što je

polarizabilnost S-cry ograničena samo na ravninu podloge. Udaljenost izmedu rav-

nine S-cry i 2D-cry označavano s ∆.

D.1 Doprinos podloge (S-cry) vlastitoj energiji

Kao što je već ukratko bilo opisano unutar samog rada, ulogu podloge može se uzeti

u obzir kroz njen doprinos goloj interakciji V (r, r′) kada u sustavu nema podloge,

VS(r, r
′, ω) = V (r, r′) + ∆VS(r, r

′, ω), (D.51)

gdje ∆VS(r, r
′, ω) predstavlja induciranu kulonsku interakciju zbog pobudenja elek-

tronskih stupnjeva slobode ili fonona na površini podloge.

Koristeći sada novu kulonsku interakciju VS(r, r
′, ω), koja uključuje i doprinos pod-

loge, Dysonova jednadžba za zasjenjenu kolonsku interakciju u integralnom obliku

poprima oblik dan s

WS(r, r
′, ω) = VS(r, r

′) +

∫
dr1dr2VS(r, r1)χ0(r1, r2, ω)WS(r2, r

′, ω) . (D.52)

Vrijedi primijetiti kako se formalno ovaj izraz ne razlikuje se od izraza (C.31). Fizi-

kalna razlika je što izraz (D.52) kroz VS sada uključuje efekte podloge. WS, dakle,

opisuje zasjenjenu interakciju za problem podloge (S-cry) i 2D-poluvodiča (2D-cry).

Nakon što se gola interakcija V zamijeni s VS, izvod izraza za vlastitu energiju

elektronskih stanja u 2D-poluvodiču po ničem se formalno ne razlikuje od onoga u

Dodatku C.4. Zasjenjenu kulonsku interakciju WS danu izrazom (D.51) pogodno je

izraziti preko spektralne funkcije SS
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WS(r, r
′, ω) = V (r, r′) +

∫ ∞

0

dω′
{
SS(r, r

′, ω′)

ω − ω′ + iγ
− SS(r, r

′, ω′)

ω + ω′ − iγ

}
, (D.53)

gdje je spektralna funkcija dana s

SS(r, r
′, ω) = − 1

π
ImWS(r, r

′, ω)θ(ω) . (D.54)

Ova spektralna funkcija odredena je spektrom elektronskih pobudenja unutar kom-

pozita (2D-cry + S-cry).

Vlastita energija opet se može prikazati kao i u Dodatku C.4 kao suma Fockovog

doprinosa i korelacijskog doprinosa,

ΣS
XC(r, r

′, ω) = ΣX(r, r
′, ω) + ΣS

C(r, r
′, ω) , (D.55)

gdje se Fockov doprinos računa uz golu interakciju,

ΣX(r, r
′, ω) = −

∑
m

fm ϕm(r)ϕ
∗
m(r

′) V (r′, r) , (D.56)

a korelacijski doprinos uključuje zasjenjenje,

ΣS
C(r, r

′, ω) =
∑
m

ϕm(r)ϕ
∗
m(r

′)

× {(1− fm) ΓS(r
′, r, ω − Em)− fm ΓS(r

′, r, Em − ω)} , (D.57)

Kao i prije, korelacijski propagator može se prikazati preko odgovarajuće spektralne

funkcije,

ΓS(r, r
′, ω) =

∫ ∞

0

dω′SS(r, r
′, ω′)

ω − ω′ + iδ
. (D.58)

Kao što se vidi iz izraza (D.57), efekti polarizacije podloge sadržani su u korelacij-

skom propagatoru ΓS i kroz tu veličinu doprinose korelacijskom doprinosu vlastitoj

energiji ΣS
C.
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D.2 Prikaz interakcije VS u ravnini S-cry

U Dodatku D.1 izveli smo izraze za vlastitu energiju elektrona kada promatrani sustav

uključuje 2D-cry i S-cry. Medutim, eksplicitne izraze za induciranu interakciju ∆VS,

odnosno kako S-cry mijenja interakciju V → VS nismo razmatrali, što ćemo učiniti

ovdje.

Aproksimaciju za interakciju VS dobivamo na potpuno analogan način (RPA aprok-

simacija) kao i za zasjenjenu interakciju W0 raspravljen u Dodatku C.3. Krećemo od

integralne forme Dysonovu jednadžbe,

VS(r, r
′, ω) = V (r, r′) +

∫
dr1dr2V (r, r1)χ

S
0(r1, r2, ω)VS(r2, r

′, ω) , (D.59)

gdje χS
0 označava vodeći doprinos polarizabilnosti koji dolazi od S-cty. Drugim riječima,

potrebno je prvo izračunati ovu veličinu, iz koje onda slijedi VS unutar i izvan S-cry.

Pretpostavljamo da se 2D sloj podloge nalazi u prostoru na položaju z = −∆.

Budući da su elektron-̌supljina parovi ograničeni na ravninu u kojoj se nalazi S-cry,

parcijalni Fourierov transformat polarizabilnosti može se napisati u obliku danom s

χS
0(r, r

′, ω) = δ(z +∆)δ(z′ +∆)

∫
dQ

(2π)2
eiQ(ρ−ρ′)χS

0(Q, ω) , (D.60)

gdje je

χS
0(Q, ω) = LSχ

0,S
G=0G′=0(Q, ω) , . (D.61)

U izrazu (D.60) eksplicitno je uzeto u obzir da je polarizabilnost ograničena na rav-

ninu S-cry. Drugim riječima, eksplicitno je uzeto u obzir da je izvor zasjenjenje inte-

rakcije VS površinski.

Matrični elementi površinske ireducibilne polarizabilnosti χ0,S
GG′ imaju zapravo

potpuno istu formu kao u izrazu (C.20). Jedina razlika je što parametri, odnosno

KS valne funkcije ϕnK i energije EnK, odgovaraju kristalnoj strukturi S-cry, a ne 2D-

cry. U izrazu (D.61) LS predstavlja konstantu ćelije u z smjeru pri računanju KS

valnih funkcija za S-cry.
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Sada punu polarizabilnost koja odgovara podlozi,

χS(Q, ω, z, z
′) = χS(Q, ω)δ(z +∆)δ(z′ +∆), (D.62)

možemo opisati RPA aproksimacijom,

χS(Q, ω) = χS
0(Q, ω)/ϵ2D(Q, ω). (D.63)

gdje

ϵ2D(Q, ω) = 1− vQχ
S
0(Q, ω) , (D.64)

predstavlja 2D dielektričnu funkciju, a vQ odgovara Fourierovom tranformatu 2D ku-

lonske interakcije. Naime, pretpostavljajući da je sustav homogen u x − y ravnini,

interakcija VS zadovoljava iste Fourierove transformacije kao gola kulonska interak-

cija dana s izrazom (C.22),

VS(r, r
′, ω) =

∫
dQ

(2π)2
eiQ(ρ−ρ′)VS(Q, ω, z, z

′). (D.65)

Odnosno, kombiniranjem izraza (C.22), (D.60) i (D.65), Dysonova jednadžba (D.59)

se može prikazati u algebarskoj formi,

VS(Q, ω, z, z
′) = V (Q, z, z′) + V (Q, z,−∆)χS

0(Q, ω)VS(Q, ω,−∆, z′) . (D.66)

Posebice, za z = z′ = −∆ vrijedi

vQ = V (Q,−∆,−∆) =
2π

|Q| , (D.67)

kao i

V S
−∆(Q, ω) = VS(Q, ω,−∆,−∆) , (D.68)

Dakle, za čisti 2D problem, odnosno za z = z′ = −∆, izraz (D.66) možemo napisati

u skraćenom obliku za zasjenjenje unutar S-cry danom s
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V S
−∆(Q, ω) = vQ + vQχ

S
0(Q, ω)V

S
−∆(Q, ω) , (D.69)

Ako sada uvedemo propagator površinskih pobudenja definiran kao

D(Q, ω) =
1− ϵ2D(Q, ω)

ϵ2D(Q, ω)
, (D.70)

2D izraz (D.69) možemo napisati i u sljedećem vrlo jednostavnom obliku,

V S
−∆(Q, ω) = vQ + vQD(Q, ω) . (D.71)

Lako je sada vidjeti kako izraz (D.69) u potpunosti odgovara izrazu (D.63). Odnosno,

drugi izraz odgovara RPA seriji za polarizabilnost S-cry, a prvi RPA seriji za interakciju

unutar S-cry.

D.3 Prikaz interakcije VS izvan ravnine S-cry

Budući da nas zanima utjecaj S-cry na interakciju u 2D-cry, potrebno je još izvesti

kako S-cry zasjenjena interakcija VS, razmatrana u Dodatku D.2, ovisi o koordina-

tama u z-smjeru. Dakle, pri definiranju nove interakcije VS za 2D-cry zbog S-cry

moramo eksplicitno voditi obzira o tome da nema translacijske simetrije u z-smjeru

jer je polarizabilnost S-cry ograničena na S-cry ravninu.

Može se pokazati za induciranu kulonsku interakciju, uvedenu u izrazu (D.51),

da općenito vrijedi

∆VS(Q, ω, z, z
′) =

∫ ∞

−∞
dz1

∫ ∞

−∞
dz2V (Q, z, z1)χS(Q, ω, z1, z2)V (Q, z2, z

′). (D.72)

Uz pomoć izraza (C.23) i (D.62), izraz (D.72) možemo iskoristiti kao bismo opisali

ponašanje inducirane interakcije zbog S-cry u području z, z′ > −∆. Tako se dobiva

slijedeća ovisnost,

∆VS(Q, ω, z, z
′) = v2QχS(Q, ω)e

−2|Q|∆e−|Q|(z+z′) . (D.73)
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Ako radi kraćeg pisanja uvedemo supstituciju

∆V (Q, ω) = v2QχS(Q, ω)e
−2|Q|∆ = vQD(Q, ω)e−2|Q|∆ , (D.74)

gdje je D propagator površinskih pobudenja (D.70), i primijetimo da inducirana i

gola kulonska interakcija imaju ista svojstva periodičnosti, za Fourierov transformat

dobivamo izraz

∆VS(r, r
′, ω) =

∫
dQ

(2π)2
eiQ(ρ−ρ′)∆V (Q, ω)e−|Q|(z+z′). (D.75)

Induciranu interakciju, koristeći svojstva periodičnosti problema, možemo prika-

zati u zapisu preko inverznih vektora rešetke, upravo kao i u slučaju gole interakcije

dane izrazom (C.24),

∆VS(r, r
′, ω) =

1

L

∑
GzG′

z

eiGzz−iG′
zz

′
∫

dQ

(2π)2
eiQ(ρ−ρ′)

× ∆VS(Q, ω)FGz(Q)F ∗
G′

z
(Q) , (D.76)

gdje smo uveli form faktor definiran s

FGz(Q) =
1√
L

∫ L/2

−L/2

dze−iGzz−Qz

=
2pGz√
L

sinh(QL/2)

Q+ iGz

. (D.77)

Izraz za induciranu interakciju analogan izrazu (C.28) za golu interakciju dan je s

∆VS(r, r
′, ω) =

1

L

∑
GG′

∫
S.B.Z.

dQ

(2π)2
ei(Q+G)re−i(Q+G′)r′∆V S

GG′(Q, ω) , (D.78)

gdje su matrični elementi inducirane kulonske interakcije dani s

∆V S
GG′(Q, ω) = ∆VS(Q+G∥, ω)FGz(Q+G∥)F

∗
G′

z
(Q+G∥)δG∥G′

∥
. (D.79)
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Fourierov transformat interakcije (D.51) dan je s

VS(r, r
′, ω) =

1

L

∑
GG′

∫
S.B.Z.

dQ

(2π)2
ei(Q+G)re−i(Q+G′)r′V S

GG′(Q, ω) , (D.80)

pri čemu su matrični elementi gole, inducirane i sumirane interakcije VS dani s

V S
GG′(Q, ω) = VGG′(Q) + ∆V S

GG′(Q, ω), (D.81)

i pri čemu je VGG′ dan izrazom (C.29).

Još jednom vrijedi naglasiti, kako izraz (D.80) predstavlja interakciju koja je ge-

ometrijom problema ograničena na područje z ∈ [−L/2, L/2]. Ona u sebi sadrži

efekte koji dolaze jedino od podloge, odnosno S-cry.

D.4 Zasjenjena interakcija: 2D-cry i S-cry

Kako bismo izračunali zasjenjenu interakciju u 2D-cry, a kada u sustavu postoji S-cry,

potrebno je jedino golu interakciju V zamijeniti s interakcijom VS u postupku koji

potpuno analogan onome opisanome u Dodatku C.3. Kao i u slučaju s W 0 za 2D-

cry, dakle, i u problemu 2D-cry + S-cry, zasjenjene se dobiva rješavanjem Dysonove

jednadžbe.

Kada se iskoriste izrazi (C.20) i (D.80), dolazimo do jednostavnog izraza u obliku

Dysonove jednadžbe za matrične elemente zasjenjene kulonske interakcije,

W S
GG′(Q, ω) = V S

GG′(Q, ω)

+
∑
G1G2

V S
GG1

(Q)χ0
G1G2

(Q, ω)W S
G2G′(Q, ω) . (D.82)

χ0
GG′ i V S

GG′ su matrični elementi dani izrazima (C.18) i (D.81).

Sada kada su izračunati matrični elementi zasjenjene interakcije W S
GG′, lako je iz-

raziti vlastitu energiju elektrona. Naime, odgovarajući izrazi su već izvedeni, (D.55),

(D.57) i (D.58), i jedino što treba napraviti je zamijeniti jednu zasjenjenu interakciju

drugom,
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W 0
GG′(Q, ω) → W S

GG′(Q, ω) . (D.83)

Točnije, za korelacijsku vlastitu energiju za elektrone unutar 2D-cry dobiva se

izraz

ΣC,S
nK(ω) =

1

L

∑
m

∫
S.B.Z.

dQ

(2π)2

∑
GG′

ρ∗nK,mK+Q(G)ρnK,mK+Q(G
′)

×
{
(1− fmK+Q) Γ

S
GG′(Q, ω − EmK+Q)

− fmK+Q ΓS
GG′(Q, EmK+Q − ω)

}
, (D.84)

gdje je

ΓS
GG′(Q, ω) =

∫ ∞

0

dω′S
S
GG′(Q, ω′)

ω − ω′ + iδ
. (D.85)

Spektralna funkcija koja je dana elektronskim pobudenjima u 2D-cry uz efekte zasje-

njenja S-cry dana je s

SS
GG′(Q, ω) = − 1

π
ImW S

GG′(Q, ω) . (D.86)

Fockov doprinos ΣX
nK ne ovisi o zasjenjenju, tako da ostaje nepromijenjen u odnosu

na izraz (C.37).

Greenova funkcija za Blochova stanja u 2D-cry dana je s

GnK(ω) =
1

ω − EnK + EXC
nK − ΣX

nK − ΣC,S
nK(ω)

, (D.87)

pri čemu su efekti podloge sadržani jedino u ΣC,S.
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