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SAZETAK

U ovoj disertaciji proucavaju se bisimulacije 1 bisimulacijske igre za Verbruggeinu semantiku
logike interpretabilnosti.

Prvo se razmatraju bisimulacije i kona¢ne bisimulacije za Verbruggeinu semantiku koje su
se do sad koristile u literaturi. Dokazuju se svojstva koja one posjeduju te se istiCu problemi
koji se javljaju pri koriStenju tih pojmova. Zatim se daju nove verzije definicija bisimulacija i
konacnih bisimulacija koje se nazivaju slabe bisimulacije i konac¢ne slabe bisimulacije (ili w-
bisimulacije 1 n-w-bisimulacije). Dokazuje se da ti novi pojmovi zadrZavaju sva dobra svojstva
kao i bisimulacije i kona¢ne bisimulacije, ali da vrijedi 1 viSe, tj. da nema problema koji su
se javljali s ranijim definicijama. Kako bi se u dokazima lakSe dokazala (n-)w-bisimuliranost
svjetova, dokazuje se da je (n-)w-bisimuliranost svjetova ekvivalentna pobjednickoj strategiji
branitelja u odgovarajuéim igrama (koje se nazivaju (n-)w-bisimulacijske igre).

U nastavku se izlaZzu nove definicije vezane uz alate koji se koriste pri dokazivanju teorema
karakterizacije, a to su standardna translacija te g-saturirano raspetljavanje. Preciznije, definira
se signatura jezika dvosortne logike prvog reda u Cije ¢e formule standardna translacija pres-
likavati formule logike interpretabilnosti. KoriStenjem svojstava g-saturiranog raspetljavanja i
metode selekcije dokazuje se svojstvo konacnih modela za logiku interpretabilnosti.

Konacno, koristenjem prethodno uvedenih pojmova i dokazanih rezultata, dokazuje se glavni
rezultat ovog rada. RijeC je o analogonu van Benthemovog teorema karakterizacije za logiku
intepretabilnosti uz Verbruggeinu semantiku koji pokazuje da logika interpretabilnosti uz Ver-
bruggeinu semantiku odgovara fragmentu dvosortne logike prvog reda koji je invarijantan na
w-bisimulacije.

Kljuéne rijeci: logika interpretabilnosti, Verbruggeina semantika, bisimulacije, bisimula-

cijske igre, slabe bisimulacije, slabe bisimulacijske igre, van Benthemov teorem karakterizacije

il



SUMMARY

This doctoral thesis deals with bisimulations and bisimulation games for Verbrugge semantics
of interpretability logic.

First, bisimulations and finite bisimulations for Verbrugge semantics that have been used in
the literature so far are considered. The properties they possess are proved and the problems that
arise when using these notions are highlighted. Then, new notions of the bisimulations and finite
bisimulations are given, which are called weak bisimulations and finite weak bisimulations (or
w-bisimulations and n-w-bisimulations). It is proved that these new notions still have all the
good properties of bisimulations and finite bisimulations, but that they also possess more good
properties, i.e. that there are no problems that occurred with earlier definitions. In order to
obtain a simpler technique for proving (n-)w-bisimilarity of two worlds in Verbrugge models, it
is proved that (n-)w-bisimilarity of worlds is equivalent to the winning strategy of the defender
in the corresponding games (called (n-)w-bisimulation games).

In the next part of the thesis, new definitions related to the tools used in proving the charac-
terization theorem are presented, namely standard translation and g-saturated unravelling. More
precisely, the signature of the language of the two-sorted first-order logic is defined, into whose
formulas the standard translation will map the formulas of the interpretability logic IL. Using
the properties of g-saturated unravelling and the selection method, the finite model property of
interpretability logic IL is proved.

Finally, using previously introduced concepts and proved results, the main result of this
paper is proved. It is an analogue of van Benthem’s characterization theorem for the logic of
interpretability IL with respect to Verbrugge’s semantics, which shows that the logic of inter-
pretability with Verbrugge’s semantics precisely corresponds to a fragment of the two-sorted
first-order logic that is invariant to w-bisimulations.

Keywords: interpretability logics, Verbrugge semantics, bisimulations, bisimulation games,

weak bisimulations, weak bisimulation games, van Benthem’s characterization theorem

il
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UvoD

Propozicionalne modalne logike su proSirenja logike sudova u kojima je moguce izraziti raz-
licite operatore na sudovima koji se neformalno interpretiraju, primjerice, na sljedece nacine:
nuznost ili moguénost (aleticke logike), proslost ili budué¢nost (temporalne logike), znanje ili
vjerovanje (epistemicke logike) te dokazivost ili konzistentnost (logike dokazivosti). U logici
dokazivosti GL (Godel-Lob) Godelov predikat dokazivosti Peanove aritmetike (PA) formali-
ziran je kao modalni operator 0. Veza izmedu modalnog jezika i jezika PA uspostavljena je
pomocu pojma aritmeticke interpretacije. R. Solovay [45] je dokazao aritmeti¢ku potpunost
sistema GL, tj. da je sistem GL logika dokazivosti PA, u smislu da je formula teorem sistema
GL ako i samo ako je svaka njena aritmeti¢ka interpretacija teorem aritmetike PA. Pokazalo se
da je sistem GL logika dokazivosti i nekih drugih aritmetic¢kih teorija, pa tako primjerice GL ne

razlikuje konacno aksiomatizabilne teorije prvog reda od onih koje to nisu.

Stoga se razmatraju logike interpretabilnosti, proSirenja sistema GL binarnim modalnim
operatorom > koji formalizira pojam relativne interpretabilnosti izmedu teorija, u istom smislu
u kojem modalni operator O sistema GL formalizira predikat dokazivosti. OpisSimo ukratko Sto
su aritmetiCke interpretacije, te $to je glavna motivacija za proucavanje logike interpretabilnosti
IL. U dovoljno jakoj aritmetickoj teoriji T, Ciji je jezik .Z7, mogude je konstruirati binarni pre-
dikat interpretabilnosti Int7 kojim se iskazuje da jedno konacno proSirenje od 7' interpretira

drugo konacno proSirenje od 7. Aritmetickom interpretacijom nazivamo svako preslikavanje

koje svakoj modalnoj formuli A pridruzuje neku formulu A* € Z7 tako da vrijedi:
(i) ako je p propozicionalna varijabla tada je p* aritmeticka recenica
(ii) preslikavanje * komutira s logi¢kim veznicima (primjerice, (A AB)* = A* A B*)
(iii) (A>B)* = Intp([A*],[B*]), pri Cemu je [X | numeral Godelovog broja formule X.

Logika interpretabilnosti aritmeticke teorije 7', u oznaci IL(T'), skup je svih modalnih formula

A za koje vrijedi T - A* za svaku aritmeticku interpretaciju . A. Berarducci [1] i V. Y. Sha-

1
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vrukov su neovisno dokazali da vrijedi IL(7)=ILM, ako je T bitno refleksivna teorija, dok je A.
Visser [50] dokazao da vrijedi IL(T)=ILP, ako je T konacno aksiomatizabilna i u njoj je doka-
ziva totalnost funkcije supexp. 1z toga ocito slijedi da logike interpretabilnosti bolje razlikuju
aritmeticke teorije od logika dokazivosti. Sa ILM je oznacena logika interpretabilnosti dobi-
vena proSirenjem sistema IL principom interpretabilnosti M koji se naziva Montagnin princip
interpretabilnosti, a definiran je ovako: M =A>B — AADOC D> BAOC. Zatim, logika interpre-
tabilnosti ILP dobivena je proSirenjem sistema IL principom interpretabilnosti P koji se naziva
princip perzistentnosti, a koji je definiran na sljedeéi nacin: P = A > B — O(A > B). Funkcija

supexp je definirana sa x — 2%, pri gemu 28 :=ni 2" | =2,

Glavni otvoreni problem vezan uz logike interpretabilnosti je pitanje aksiomatizacije logike
interpretabilnosti IL(All) koja je logika interpretabilnosti svih ,,razumnih aritmetickih teorija,”

Sto je ujedno i glavna motivacija za proucavanje prosirenja sistema IL.

U ovom radu mi ne razmatramo aritmeticke interpretacije ve¢ se bavimo samo problemima

vezanim uz modalnu teoriju modela logika interpretabilnosti.

Relacijska semantika sistema GL su odgovarajuéi Kripkeovi modeli ¢ije relacije dostiZivosti
sluZe za interpretaciju unarnog modalnog operatora 0. Kako je modalni operator > binaran, to

je za njegovu interpretaciju potrebna ternarna relacija.

D. de Jongh i F. Veltman [19] su definirali osnovnu semantiku logika interpretabilnosti koja
se naziva Veltmanova semantika te su dokazali modalnu potpunost triju logika interpretabilnosti
(IL, ILM 1 ILP) u odnosu na Veltmanovu semantiku. Vazno je naglasiti da je u navedenom ¢lanku
dokazana modalna potpunost u odnosu na kona¢ne modele pa iz toga neposredno slijedi odlu-
Civost tih sistema. Zatim, D. de Jongh i F. Veltman [20] su dokazali modalnu potpunost sistema

ILW u odnosu na konacne Veltmanove modele, pa je i taj sistem odluciv.

E. Goris iJ. J. Joosten ([11], [12], [13]) su primjenom nove metode (tzv. step-by-step me-
toda) dokazali modalnu potpunost sistema LMy i ILW*. No, vaZno je naglasiti da nisu dokazali
modalnu potpunost u odnosu na neku klasu konac¢nih modela, §to je ostavilo otvorenim pitanje

odlucivosti tih sistema.

Logike interpetabilnosti ILF i ILPy su nepotpune u odnosu na Veltmanovu semantiku ([52],
[13]), Sto je otvorilo pitanje modalne potpunosti u odnosu na neku drugu semantiku, kao 1

pitanja o odlucivosti i sloZenosti navedenih sistema.
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R. Verbrugge! je 1992. godine definirala novu relacijsku semantiku za logike interpretabil-
nosti kako bi dokazala nezavisnost nekih principa interpretabilnosti. Nova semantika je dobila
naziv generalizirana Veltmanova semantika. Zadnjih godina navedena nova semantika se u Cast
Rineke Verbrugge naziva Verbruggeina semantika.

M. Vukovi¢ [55] je odredio karakteristi¢nu klasu Verbruggeinih okvira za princip interpre-
tabilnosti My i dokazao (ne)zavisnost raznih principa interpretabilnosti. D. Vrgoc¢ i M. Vuko-
vi¢ [53] su definirali bisimulacije za Verbruggeinu semantiku i dokazali osnovna svojstva. T.
Perkov i M. Vukovi¢ [38] su dokazali analogon van Benthemovog teorema karakterizacije za
logiku interpretabilnosti u odnosu na Veltmanovu semantiku. Zatim, T. Perkov i M. Vuko-
vi¢ [39] su primjenom filtracija i bisimulacija izmedu Verbruggeinih modela dali alternativni
dokaz da logika IL ima svojstvo konacnih modela (eng. finite model property; kratko: fmp). Tu
su bitno koristili rezultat o prijelazu s Verbruggeinih modela na Veltmanove modele [58] i re-
zultate o konacnim aproksimacijama bisimulacija [7]. Otvoreni je problem je li mogu¢ prijelaz
s proizvoljnog Verbruggeinog modela na njemu bisimulirani Veltmanov model. Ostao je otvo-
ren problem je li mogu¢ prijelaz s proizvoljnog Verbruggeinog modela na njemu bisimulirani
Veltmanov model, koji je pozitivno rijeSen u [37].

T. Perkov i M. Vukovi¢ [39] su primjenom filtracija dokazali da sistemi ILM i |[LMy imaju
fmp u odnosu na Verbruggeinu semantiku. Dobro je poznato da fmp i potpunost povlace od-
luCivost nekog sistema. Pokazalo se da je Verbruggeina semantika pogodnija za filtracije nego

Veltmanova. Otvoreni je problem vrijedi li fmp za |LMy u odnosu na Veltmanovu semantiku.

L. Mikec, T. Perkov i M. Vukovi¢ [31] su dokazali odlucivost logika interpretabilnosti LM
i ILW* i time rijeSili spomenuti otvoreni problem koji su postavili E. Goris i J. J. Joosten [11].
Klju¢ne tehnike su opet bile filtracije i bisimulacije izmedu Verbruggeinih modela za sistem
ILw*. Ostalo je otvoreno pitanje je li problem ispunjivosti za logike ILR, ILR*, ILPg te ILR,, (n
proizvoljan prirodan broj), odlu¢iv. Djelomi¢ni odgovor na to pitanje dali su L. Mikec i M.
Vukovic¢ [32], dokazavsi potpunost i fmp u odnosu na Verbruggeinu semantiku te posljedi¢no
odlucivost, za sisteme ILPy i ILR. Pritom su koristili tehniku tzv. potpunih oznaka. Tehnika

oznacavanja u dokazima potpunosti predmet je ¢lanka Bilkova, Goris, Joosten 1 Mikec [4].

IstraZivanja o sloZenosti problema ispunjivosti, valjanosti i dokazivosti za logike dokazi-
vosti i interpretabilnosti novijeg su datuma. I. Shapirovsky [44] je dokazao PSPACE-odlucivost

problema ispunjivosti za polimodalnu logiku dokazivosti GLP. F. Pakhomov [35] je dokazao

IRezultati su objavljeni u jednom preprintu. No, tekst preprinta je dostupan u [25].



Uvod

PSPACE-potpunost problema dokazivosti za GLP. F. Bou i J. J. Joosten [6] su dokazali da je
problem dokazivosti za zatvoreni fragment sistema IL jedan PSPACE-teZak problem. L. Mi-
kec, F. Pakhomov i M. Vukovi¢ [30] su dokazali da je problem odlucivosti za sistem IL jedan
PSPACE-potpun problem. L. Mikec [29] je dokazao da su logike interpretabilnosti ILW i ILP
takoder PSPACE-potpune. Trenutno je tu jedan od glavnih problema odredivanje sloZenosti

problema ispunjivosti za logike interpretabilnosti ILM i ILM.

Teorija korespondencije sustavno proucava vezu modalne i klasi¢ne logike. Glavni alati
koji se pritom koriste su bisimulacije 1 standardna translacija. Jedan od najvaZznijih rezultat te-
orije korespondencije je van Benthemov teorem karakterizacije koji pokazuje da modalni jezici
odgovaraju fragmentima logika prvog reda koji su invarijantni na bisimulacije.

Van Benthemov teorem karakterizacije za osnovnu modalnu logiku glasi ovako:

Formula F logike prvog reda je logicki ekvivalentna standardnoj translaciji neke
modalne formule ako i samo ako je formula F invarijantna za bisimulacije izmedu

Kripkeovih modela.

Dokaz ove osnove verzije je moguce vidjeti, primjerice, u [5] (kao dokaz teorema 2.68.
na stranicama 103. i 104.). Standardni dokaz bitno koristi teoriju modela logike prvog reda.
Kljucan korak u dokazu je konstrukcija saturiranog modela koji se dobiva kao ultraprodukt
nad prebrojivo nepotpunim ultrafiltrom. Medutim pokazuje se da ultraprodukt Veltmanovih
modela nije nuZno Veltmanov model. M. Vukovic¢ je dokazao da je ultraprodukt Veltmanovih
modela nad prebrojivo potpunim ultrafiltrom Veltmanov model (propozicija 2.4. u [59]), no
to ne povlaci nuzno njegovu saturiranost. Glavni uzrok problema lezi u €injenici da svojstvo
inverzno dobre fundiranosti nije definabilno u logici prvog reda pa ne mora biti oCuvano na
ultraprodukte. 1z tog razloga potrebne su drugacije tehnike u dokazu van Benthemovog teorema

karakterizacije za logike dokazivosti i interpretabilnosti.

A. Dawar i M. Otto u ¢lanku [8] razvili su tzv. models-for-games metodu dajuci Cetiri uvjeta
koja treba ispuniti za dobivanje van Benthemovog teorema karakterizacije nad odredenom kla-
som modela. Njihova metoda se umjesto na @-saturirane modele oslanja na bisimulacijske igre.
KoriStenjem te metode dokazali su van Benthemov teorem karakterizacije za logiku dokazivosti

GL koji glasi ovako (teorem 4.13. u [8], stranica 23.):

Formula F logike prvog reda je logicki ekvivalentna standardnoj translaciji neke
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GL-formule u odnosu na GL modele ako i samo ako je formula F invarijantna za

bisimulacije GL modela.

M. Vukovi¢ i T. Perkov u ¢lanku [38] koristili su tu metodu kako bi dokazali van Benthe-
mov teorem karakterizacije za logiku interpretabilnosti IL koji glasi ovako (teorem 4.4. u [38],

stranica 7.):

Formula F logike prvog reda je logicki ekvivalentna standardnoj translaciji neke
IL-formule u odnosu na Veltmanove modele ako i samo ako je formula F invari-

Jjantna za bisimulacije Veltmanovih modela.

Istaknimo da je u posljednje vrijeme vidljiv interes za logiku interpretabilnosti. Koristeci
Verbruggeinu semantiku dobiveni su rezultati o potpunosti za neke logike interpretabilnosti koji
su nepotpuni u odnosu na Veltmanovu semantiku. Za sistem ILPj to je napravljeno u [32]. U
Clanku [27] promatrane su neki podsistemi od IL te je dokazana njihova potpunost u odnosu na
Verbruggeinu semantiku i nepotponost u odnosu na Veltmanovu semantiku. Pregled rezultata
vezanih uz Verbruggeinu semantiku dan je u [25].

Postoje mnogi Clanci koji razmatraju analogone van Benthemovog teorema. Primjerice,
u [2] razmatrana je verzija za deskriptivne opCe okvire, u [15] za atomarnu i molekularnu logiku,
u [22] za okolinsku semantiku, u [17] za hibridnu logiku, u [18] za modalni p-racun, u [26]
za timsku semantiku, u [21] za slabu agregacijsku modalnu logiku, u [36] za Hornovu opisnu
logiku, u [43] za koalgebarsku logiku predikata, u [60] za modalnu opisnu logiku, u [61] za fuzzy
modalnu logiku, u [62] za kvantitativnu vjerojatnosnu modalnu logiku, u [63] za vjerojatnosnu
fuzzy opisnu logiku te u [28] za inkvizitivhu modalnu logiku.

E. Rosen je u [40] dokazao verziju van Benthemovog teorema karakterizacije u odnosu na
kona¢ne modele. M. Otto dao je u [34] jednostavniji dokaz tog teorema koji se u literaturi

naziva van Benthem - Rosenov teorem. Taj teorem iskazan je u [34] ovako (teorem 3.1. u [34]):

Za svaku formulu @ (x) € FO kvantifikatorskog ranga q sljedece tvrdnje su ekviva-
lentne:
(i) @(x) je invarijantna na bisimulacije konac¢nih Kripkeovih struktura

(ii) @(x) je nad konacnih Kripkeovih strukturama logicki ekvivalentna formuli iz

ML, pri Cemu je |l =29 — 1.
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Ovdje oznaka ML; oznaCava fragment modalne logike koji se sastoji od formula dubine naj-
viSe [. Tako Otto dokaz tog teorema temelji na Rosenovom dokazu, umjesto nekih alata klasi¢ne
1 modalne teorije modela koristi Ehrenfeucht-Fraisseovéove igre za logiku prvog reda i njihove
varijante za modalnu logiku. Istaknimo da je u dokazu tako izbjegnuta upotreba ultraprodukata
i ultrafilterskih proSirenja.

Bisimulacije, n-bisimulacije i bisimulacijske igre za Verbruggeinu semantiku proucavane
su u nekoliko Clanaka koje ¢emo ovdje navesti. U ¢lanku [53] pojam bisimulacije Veltmanovih
modela (definiran u [50]) proSiren je do pojma bisimulacije Verbruggeinih modela. Osnovna
svojstva bisimulacija Verbruggeinih modela koja su dokazana su ¢lanku [53] su: bisimulacija
svjetova Verbruggeinih modela povlaci njihovu modalnu ekvivalentnost, relacija identitete na
svjetovima je bisimulacija, inverz, kompozicija i1 unija bisimulacija je ponovo bisimulacija te
da za bisimulacije Verbruggeinih modela vrijedi Hennessy-Milnerovo svojstvo. U tom ¢lanku
dana je i usporedba pojma bisimulacije Verbruggeinih modela koji je uveden u tom ¢lanku s
ranijim, drugacije definiranim pojmovima bisimulacije Verbruggeinih modela. Za pojam bisi-
mulacije Verbruggeinih modela iz ¢lanka [56] ne vrijedi Hennessy-Milnerovo svojstvo pa su u
Clanku [57] definirane tzv. V-bisimulacije Verbruggeinih modela. No one nisu intuitivne te stva-
raju neke probleme pri radu s kvocijentima (iako zadovoljavaju osnovna svojstva bisimulacija
koja smo prethodno naveli). To je bila glavna motivacija za definiciju bisimulacije Veltmanovih
modela u [53]. U tom ¢lanku ustanovljen je i odnos bisimulacije te V-bisimulacije: doka-
zano je da je svaka bisimulacija jedna V-bisimulacija Verbruggeinih modela te je dan primjer
V-bisimulacije koja nije bisimulacija Verbruggeinih modela. Takoder je definirana tzv. jaka bisi-
mulacija Verbruggeinih modela koja je dobivena postavljanjem dodatnih uvjeta na bisimulacije
Verbruggeinih modela. Izravna posljedica jest da je svaka jaka bisimulacija Verbruggeinih mo-
dela jedna bisimulacija Verbruggeinih modela (no moZe se pokazati da obrat ne vrijedi). To
je koriSteno kako bi se definirao bisimulacijski kvocijent Verbruggeinih modela. Dokazano je
da je bisimulacijski kvocijent Verbruggeinog modela ponovo jedan Verbruggein model te da
je pod odredenim uvjetima, izomorfizam kvocijenata dvaju Verbruggeinih modela ekvivalentan
globalnoj bisimuliranosti tith modela.

Sada navodimo ¢lanke u kojima su bisimulacije 1 n-bisimulacije Verbruggeinih modela kori-
Stene u svrhu dobivanja prikladnog pojma filtracije kojim bi se dokazalo svojstvo kona¢nih mo-
dela s obzirom na Verbruggeinu semantiku sistema IL i nekih njegovih proSirenja. U ¢lanku [39]

bisimulacije su koriStene kako bi se definirao prikladan pojam filtracije Verbruggeinih modela.
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Metoda filtracije i pojam n-bisimulacije koriSteni su u tom ¢lanku kako bi se dao alternativni
dokaz svojstva kona¢nih modela logike IL s obzirom na Verbruggeine modele. Takoder je me-
todom filtracije u [39] dokazano i svojstvo konacnih modela sistema ILM i ILMy s obzirom na
Verbruggeine modele. KoriStena metoda za dokazivanje svojstva konacnih modela proSirenja
sistema IL svodi se na dokaz da filtracija cuva odgovarajuée karakteristicno svojstvo Verbrug-
geinih modela pri ¢emu treba istaknuti da se u samim dokazima Cesto koriste razna svojstva
bisimulacija Verbruggeinih modela. U c¢lanku [31] ta metoda je koriStena za dokaz svojstva
kona¢nih modela s obzirom na Verbruggeine modele za ILW i ILW*. U tu svrhu je u tom ¢lanku
dokazano karakteristi¢no svojstvo Verbruggeinih modela za ILW (to nije bilo potrebno za ILW*
jer je iz [52] poznato da vrijedi ILW* =ILWM;). Navedena svojstva kona¢nih modela s obzirom
na Verbruggeine modele za ILMy i ILW* su zatim u ¢lanku [31] koriStena kako bi se dokazala
odlucivost tih sistema (odlucivost sistema ILW poznata je od ranije dok je odluCivost sistema
ILW* ranije iskazana kao otvoreni problem, primjerice, u [11]). U tu svrhu je u [31] dokazana i
potpunost sistema LMy i ILW*.

Potpunosti sistema |LPg i ILR s obzirom na Verbruggeinu semantiku dokazane su u ¢lanku
[32]. U istom ¢lanku koriStenjem ranije spomenute metode filtracije dokazano je i svojstvo ko-
nacnih modela s obzirom na Verbruggeinu semantiku za te sisteme kako bi se dokazala njihova
odlucivost. Dokazi potpunosti temelje se na tzv. pametnim (ili punim) oznakama iz [3] pomocu
kojih su takoder u [32] dani kraéi dokazi potpunosti s obzirom na Verbruggeinu semantiku za
logiku interpretabilnosti IL te njezina proSirenja ILM, ILMy i ILP. Klju¢nu ulogu u dokazivanju
potpunosti tih sistema ima pronalaZenje dovoljno jake tzv. ,leme o oznaCavanju” za odgova-
rajui sistem. S obzirom da nije pronadena takva lema o oznacavanju za sistem ILW i njegova
proSirenja, u ¢lanku [32] je razvijena konstrukcija koja moZe biti korisna za dokaze potpunosti
proSirenja sistema ILW s obzirom na Verbruggeinu semantiku. Prikazana je upotreba te kons-
trukcije u dokazu potpunosti sistema |LW i sistema ILW* (koji je zbog ILW* =ILMyW upravo jedno
proSirenje od ILW).

U lemi 3.1(2) u ¢lanku [39] iskazana je sljedeca tvrdnja: pod pretpostavkom da imamo
samo kona¢no mnogo propozicionalnih varijabli, modalna n-ekvivalencija dvaju svjetova pov-
laci njihovu n-bisimuliranost. No dokaz te tvrdnje sadrzi greSku. Primjerom 2.6. u ¢lanku [23]
dokazano je da ta tvrdnja ne vrijedi. Navedeni primjer bio je glavna motivacija za definiciju w-
bisimulacije Verbruggeinih modela: analogon te tvrdnje vrijedi za w-bisimulacije Verbruggenih

modela.
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Ova disertacija sastoji se od sedam poglavlja i dodatka. U prvome poglavlju dajemo pregled
osnovnih definicija i oznaka koje ¢emo koristiti u ovome radu. Opisujemo sintaksu sistema |L
te dvije semantike sistema IL. Definiramo pojmove vezane uz pojam modalne ekvivalencije te

dokazujemo neke tehnicke rezultate koji ¢e biti potrebni kasnije u radu.

U drugom poglavlju ponavljamo definiciju bisimulacije (i n-bisimulacije) za Verbruggeinu
semantiku koja se do sad koristila u literaturi, dokazujemo svojstva koja ona posjeduje te na-

poslijetku isti¢emo problem koji se javlja pri koriStenju tog pojma bisimulacije.

U tre¢em poglavlju dajemo novu verziju definicija bisimulacije 1 konacne bisimulacije za
Verbruggeinu semantiku, koje redom nazivamo w-bisimulacija i konacna w-bisimulacija (ili
n-w-bisimulacija). Zatim usporedujemo taj pojam w-bisimulacije s pojmom bisimulacije iz
prethodnog poglavlja. Pokazujemo da je w-bisimulacija strogo slabiji pojam od bisimulacije.
Zatim dokazujemo da (n)-w-bisimulacija posjeduje sva dobra svojstva koja smo naveli i kod
bisimulacija, ali i da se ne javlja problem koji je za bisimulacije istaknut u prethodnom po-
glavlju. Kako bi u dokazima lakSe dokazali (n-)w-bisimuliranost svjetova, dokazujemo da je
(n-)w-bisimuliranost svjetova ekvivalentna pobjednickoj strategiji branitelja u odgovarajuéim

igrama (koje nazivamo (n-)w-bisimulacijske igre).

U Cetvrtom poglavlju definiramo signaturu ¢ jezika dvosortne logike prvog reda i stan-
dardnu translaciju koja IL-formule preslikava u o-formule. To radimo kako bismo pokazali da
se logika interpretabilnosti s Verbruggeinom semantikom zapravo moze promatrati kao odre-

deni fragment logike prvog reda.

U petom poglavlju dajemo definiciju g-saturiranog raspetljavanja Verbruggeinih modela te
pokazujemo osnovna svojstva koja to raspetljavanje zadovoljava. Zatim pokazujemo da lo-
gika interpretabilnosti ima svojstvo stablastih modela u odnosu na Verbruggeinu semantiku te
primjenom metode selekcije pokazujemo da logika interpretabilnosti takoder ima i svojstvo ko-

nac¢nih modela.

U Sestom poglavlju dokazujemo tehnicke leme potrebne za dokaz teorema karakterizacije.
U drugome dijelu tog poglavlja dokazujemo van Benthemov teorem za logiku interpretabilnosti

u odnosu na Verbruggeinu semantiku.

U sedmome poglavlju razmatramo nekoliko ¢lanaka koji koriste bisimulacije Verbrugge-

inih modela 1 njihova svojstva u dokazivanju glavnih rezultata tih ¢lanaka. Pokazujemo da ti
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rezultati vrijede ako koristimo w-bisimulacije Verbruggeinih modela umjesto bisimulacija Ver-

bruggeinih modela.

U Dodatku pokazujemo da za dvosortnu logiku vrijedi analogon Ehrenfeuchtovog teorema

za jednosortnu logiku prvog reda.



1. LOGIKA INTERPRETABILNOSTI IL

U ovom poglavlju dajemo pregled osnovnih definicija i oznaka koje ¢emo koristiti u ovome
radu. Prvo opisujemo sintaksu sistema IL. Zatim opisujemo dvije semantike sistema IL - prvo
Veltmanovu semantiku, a zatim Verbruggeinu semantiku. Naposlijetku definiramo pojmove
vezane uz pojam modalne ekvivalencije, te dokazujemo neke tehnicke rezultate koji ¢e biti

potrebni kasnije u ovome radu.

1.1. SINTAKSA SISTEMA [L

Logike interpretabilnosti javile su se u osamdesetim godinama proslog stoljeca - prvim objav-
ljenim radom u kojem je koncept interpretabilnosti tretiran kao modalni operator smatra se
(prema [25]) rad V. Svejdara [46] iz 1983. Daljni razvoj napravljen je u radu F. Montagne [33]
iz 1987. Medutim, tek je 1988. godine Albert Visser definirao modalni sistem IL (eng. inter-
pretability logic) koji nazivamo logika interpretabilnosti (viSe o tome moZe se pronaci u [49]
i [50]). Alfabet sistema IL proSiruje logiku dokazivosti GL (G6del-Lob) jednim binarnim mo-

dalnim operatorom [>.

Prvo definiramo koje ¢emo simbole koristiti, tj. definiramo alfabet sistema IL.
Definicija 1.1.1. Alfabet logike interpretabilnosti Cine:
(i) prebrojiv skup Prop Cije elemente nazivamo propozicionalne varijable pg, p1, p2,. ..
(i1) veznici logike sudova — i A, logic¢ka konstanta | i modalni operator >
(iii) skup pomocnih simbola {(,)} (zagrade).

Sada definiramo rijeci u navedenom alfabetu koje su nam od interesa - uo¢imo da smo izos-

tavili neke veznike i modalne operatore (poput <) iz definicije. To radimo kako bi u dokazima

10
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indukcijom po izgradnji formule imali manje sluCajeva za razmatrati u koraku indukcije. Te

veznike ipak mozemo i dalje koristiti kao pokrate - o tome viSe u napomeni nakon definicije.
Definicija 1.1.2. IL—formula zadana je sljede¢om formalnom gramatikom:
Fop|L|-F|(RAR)|(A>R),
pri ¢emu je p € Prop. Skup svih formula logike |L oznacavamo sa Formyy.
IL-formule oznacavat ¢emo s F, G, H, Fy, P>, ...

Napomena 1.1.3. Ostale logicke veznike i modalne operatore promatramo kao pokrate. Tako

je OF pokrata za =F > L, dok je OF pokrata za —0O—F.

Definirajmo jos sistem IL. Istaknimo ovdje i da se u nastavku necemo baviti teorijom dokaza

logika interpretabilnosti (viSe o tome moZe se pronaci u [24], [41], [42] 1 [52]).
Definicija 1.1.4. Sistem IL najmanji je skup koji zadovoljava sljedece:
(i) sadrzi sve tautologije i instance sljede¢ih shema aksioma:

(L1) O(A — B) — (DA — OB)
(L2) OA — O0A

(L3) O(0A —A) — DA

(J1) O(A—B) —A>B

(J2) (A>B)A(B>C) —A>C
(J3) (A>C)A(B>C) = AVB>C
(J4) A>B— (CA — OB)

J5) CADA,

(ii) zatvoren je na pravila izvoda modus ponens (kratko mod pon) i nuznost:

A A—B ) A
_ i —.
B OA
Definicija 1.1.5. Kazemo da je niz IL-formula Fi, F>, ..., F, dokaz za IL-formulu F u sistemu

IL ako vrijedi F,, = F te za svaki k € {1,2,...,n} vrijedi barem jedno od sljedeceg:
(1) formula F; je tautologija

11
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(i) formula F; je instanca jedne od shema aksioma (L1) — (L3) ili J1) — (J5)
(iii) formula Fy je nastala iz nekih formula F; i F; (i, j < k) pomocu pravila modus ponens

(iv) formula F; je nastala iz neke formule F; (i < k) pomocu pravila nuznosti.

Kazemo da je formula F teorem sistema IL, u oznaci - F, ako postoji dokaz za nju u

sistemu |L.

Semantika, a onda i pojam valjane formule, biti ¢e definirani tek u sljedeéoj tocki. No, za
sada istaknimo da vrijedi teorem adekvatnosti za sistem |L: ako za [L-formulu F vrijedi ) F

tada je F valjana formula.

Uocimo da je pojam dokaza u sistemu IL definiran slicno kao i u logici sudova. Medutim,
pojam izvoda u sistemu |IL ne moZemo definirati na sli¢an nacin kao u logici sudova ukoliko

Zelimo da vrijedi teorem dedukcije za sistem IL. OpiSimo taj problem preciznije.

Neka je S skup IL-formula te F' [L-formula. Promotrimo §to se dogada ako pojam izvoda
definiramo analogno kao u logici sudova, tj. ako izvodom formule F iz skupa formula § na-
zovemo svaki niz formula F,F>...,F, takav da je F, = F te za svaki i € {1,2,...,n} vrijedi

barem jedno od (i)—(iv) iz definicije dokaza u sistemu IL ili vrijedi sljedece:
(v) F € S (utom slucaju formulu Fj nazivamo pretpostavkom).

U slucaju da postoji izvod za formulu F iz skupa S piSemo S - F. No, s ovakvom definicijom
izvoda ne vrijedi teorem dedukcije za sistem |L: ako za neki skup IL-formula S te IL-formule A
i B vrijedi SU{A} - B, tada vrijedi S . A — B. Naime, zbog uvjeta (iv) moZemo primijeniti
pravilo nuZnosti na bilo koju pretpostavku iz skupa pretpostavki S. Tako dobivamo, primjerice,
da vrijedi { po} F 1L Opo. 1z toga po teoremu dedukcije slijedi . po — Opg. No, tada iz teorema
adekvatnosti za sistem IL slijedi da je formula p — Opg valjana. Lako se pokaZe da to ne vrijedi.
Stoga definiramo pojam izvoda u sistemu IL kao u sljedecoj definiciji (istaknimo da smo samo

izmijenili dosadasnji uvjet (iv)).

Definicija 1.1.6. Za niz [L-formula F,F, ..., F, kazemo da je izvod formule F iz skupa for-

mula S u sistemu IL ako F,, = F te za svaki k € {1,2,...,n} vrijedi jedno od sljedeceg:
(i) formula F; je tautologija
(i1) formula F; je instanca jedne od shema aksioma (L1) — (L3) ili (J1) — (J5)

12
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(iii) formula Fy je nastala iz nekih formula F; i F; (i, j < k) pomocu pravila modus ponens

(iv) formula F; je nastala iz neke F; (i < k) pomocu pravila nuznosti, pri ¢emu je F; teorem

sistema IL

(v) F, €S.

13
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1.2. VELTMANOVA SEMANTIKA SISTEMA IL

Postoji nekoliko semantika za logiku intepretabilnosti. Osnovna semantika su Veltmanovi mo-
deli. Veltmanove modele definirali su D. de Jongh i F. Veltman 1990. godine u svom ¢lanku [19]
te su dokazali potpunost logike interpretabilnosti IL s obzirom na te modele. A. Berarducci i
Y. Shavrukov su nezavisno dokazali aritmeticku potpunost sistema ILM koji je logika interpre-
tabilnosti Peanove aritmetike. Berarducci pritom nije koristio samo Veltmanove modele vec
Visserove (ili pojednostavljene Veltmanove) modele (vise u [1]). Njih je A. Visser definirao
u [49] te je dokazao da je sistem IL potpun i s obzirom na takve modele. Zatim, Visser je
u [50] dokazao aritmeticku potpunost sistema ILP, pri ¢emu je koristio i Friedmanove modele.
Nadalje, R. Verbrugge je definirala generalizirane Veltmanove modele (koje danas nazivamo
Verbruggeinim modelima). Pomo¢u njih su R. Verbrugge [48], V. Svejdar [47], A. Visser [51],
M. Vukovi¢ [55] te E. Goris i J. Joosten [12] pokazali da su neki principi interpretabilnosti

medusobno nezavisni.

Sada definiramo Veltmanovu semantiku sistema IL - redom definiramo Veltmanov okvir i

Veltmanov model.
Definicija 1.2.1. Veltmanov okvir je trojka (W,R,{S,, : w € W}), pri Cemu je
(i) W neprazan skup Cije elemente nazivamo svjetovi
(i1) R1S,, subinarne relacije na W, za svakiw € W.
Pritom vrijedi:
(i) R je inverzno dobro fundirana relacija
(i1) ako xRyRz tada xRz
(i11) ako ySyz tada xRy i xRz
(iv) ako xRy tada yS,y
(v) ako xRyRz tada yS,z

(vi) ako uS,vS,w tada uS,w.

14
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Definicija 1.2.2. Veltmanov model je éetvorka (W,R,{S,,: w € W}, V), pri éemu je (W,R, {S,, :
w € W}) Veltmanov okvir, a V je relacija na skupu W x Prop. Relaciju V pro$irujemo do rela-

cije I- na Kartezijevom produktu skupa W i skupa svih formula tako da za svaki w € W vrijedi:
1) whF L
(i1) wIF —A ako i samo ako w ¥ A
(iii)) wiFAABakoisamo akowlFAiwl-B
(iv) wlFAr> B ako i samo ako Vu € W((wRu/\u IFA) = eWuS,vAvik B))
Napomena 1.2.3. Uzimajudéi u obzir pokrate O i <, iz prethodne definicije se dobiva:
(a) wl- DA ako i samo ako za svaki v € W vrijedi da wRv povlaci v IF A
(b) wlkF ©A ako i samo ako postoji v € W takav da vrijedi wRv i v |- A.

Napomena 1.2.4. Neka je (W,R,{S,, : w € W}, V) Veltmanov model. Lako se pokazuje da je
proSirenje relacije V do relacije I iz prethodne definicije jedinstveno. Stoga ¢emo u ostatku
teksta za Veltmanov model (W,R,{S,,: w € W}, V) pisati (W,R,{S,, : w € W},IF). Takoder, u
sluc¢aju kada éemo raditi s viSe Veltmanovih modela, relaciju IF naj¢esée ¢emo oznacavati tim
istim simbolom, a iz konteksta ¢e biti jasno kojem modelu ta relacija pripada. Primjerice, ako
je (W,R,{S,, : w € W},IF) jedan Veltmanov model, tada ¢emo drugi Veltmanov model zapisati
kao (W' R’ /{S], : w € W'},IF), koriStenjem simbola I umjesto npr. I (iako to nisu nuzno iste
relacije). U ostatku teksta s 9t c¢emo oznacavati Veltmanov model (W,R, {S,, : w € W}, IF), dok
¢emo s M’ oznacavati Veltmanov model (W', R’ {S], : w € W'} IF). Sli¢no éemo oznaku M,
koristiti za Veltmanov model (W;,R;, {SEVi) :w € W;},IF), pri ¢emu je i € N. Takoder, pisat emo
w € I (odnosno w € N ili w € N;) §to ée zapravo znaliti w € W (odnosno w € W' ili w € W).
Sli¢ne dogovore o oznakama iz ove napomene koristit ¢emo u daljnjem tekstu i za Kripkeove,

GL te Verbruggeine modele koje opisujemo u sljedecoj tocki.
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1.3. VERBRUGGEINA SEMANTIKA

Vitézslav Svejdar je 1991. godine u [47] dokazao neke rezultate o nezavisnosti principa inter-
pretabilnosti koristenjem Veltmanovih modela. Nizozemska matemati¢arka Rineke Verbrugge
poopcila je pojam Veltmanovog modela u radu koji se moZe pronaci u [25]. Ta nova semantika
se prvo nazivala generaliziranom Veltmanovom semantikom. No, nakon provedene rasprave u
Sirokom krugu ljudi koji se bave logikom interpretabilnosti, odlu¢eno je da se u Cast Rineke
Verbrugge ova semantika naziva Verbruggeinom semantikom. U skladu s tim, u nastavku ove

tocke definiramo Verbruggeine okvire i Verbruggeine modele.

Osnovna razlika izmedu Verbruggeine i Veltmanove semantike jest ta da se u Verbruggeinoj
semantici koriste skupovi kod modeliranja I> operatora, u smislu da za proizvoljan svijet w rela-
cija S, nije relacija izmedu svjetova, nego izmedu svjetova i skupova svjetova. Tako primjerice
piSemo vS,V, gdje standardno malim slovom (ovdje: v) oznacavamo svijet, a velikim slovom

(ovdje: V) oznacavamo skup svjetova.

Slijedi definicija Verbruggeinog okvira i Verbruggeinog modela. Ako za neke svjetove w
1 v vrijedi wRv, kazemo da je svijet v sljedbenik svijeta w. Skup svih sljedbenika svijeta w

oznacavamo s R[w]|, tj. Rjw| = {v € W | wRv}.

Definicija 1.3.1. Verbruggein okvir § je uredena trojka (W, R, {S, : w € W}) pri Cemu je W
neprazan skup, R binarna relacija na W koja je tranzitivna i inverzno dobro fundirana, te za

svaki w € W vrijedi sljedece:
(i) S C Rlw] x (2(R[w])\ {0})
(ii) wRu povladi uS, {u} (tj. relacija S, je kvazi-refleksivna)
(iii) uS,V ivS,Z, zasvev €V povlate uS, (U,cy Zv) (4. relacija S, je kvazi-tranzitivna)
(iv) wRuRv povladi uS,,{v}
(v) uS,V iV CZ C R[w| povlace uS,Z (tj. relacija S, je monotona).

Verbruggein model 91 je uredena Cetvorka (W, R, {S,, | w € W},IF), pri ¢emu je
(W,R,{S,y | w € W}) Verbruggein okvir te je I relacija na W x Prop. Relaciju I proSirujemo
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do relacije na Kartezijevom produktu skupa W i skupa svih formula kao i prije s razlikom da

sada vrijedi:
wFASB & Vu(wRu&ull—A = EIV(uSWV&VII—B)>.

Pritom V I B znaci da za svaki v € V vrijedi v IF B.

U ostatku teksta s 9t cemo oznacavati Verbruggein model (W,R,{S,, : w € W},IF-), dok
¢emo s M’ oznalavati Verbruggein model (W', R',{S, : w € W'} ,II). Sli¢no ¢emo oznaku 9,
koristiti za Verbruggein model (W;,R;, {ngi) :w € Wi IF), pri ¢emu je i € N. Takoder, pisat
¢emo w € M (odnosno w € M’ ili w € M) Sto Ce zapravo znaditi w € W (odnosno w € W' ili

w e W,).
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1.4. MODALNA EKVIVALENCIJA

U ovome radu definirat ¢emo nesto kasnije pojam bisimulacije (i to na viSe nacina). Zanimat
¢e nas veza izmedu pojmova modalne ekvivalentnosti i bisimuliranosti: jesu li modalno ek-
vivalentni svjetovi nuzno bisimulirani te obratno, jesu li bisimulirani svjetovi nuZzno modalno
ekvivalentni? Kako ¢emo promatrati vezu bisimuliranosti i modalne ekvivalencije, tako ¢emo
promatrati i vezu n-bisimulacije i n-modalne ekvivalencije. U ovoj tocki stoga definiramo po-

trebne pojmove modalne ekvivalencije te n-modalne ekvivalencije.

U tu svrhu nam je prvo potrebna definicija pojma modalne dubine neke formule.

Definicija 1.4.1. Modalna dubina je preslikavanje d : Formj, — N definirano rekurzivno

ovako:
(i) d(p) = 0 za svaku propozicionalnu varijablu p € Prop
(i) d(L)=0
(iii) d(—F)=d(F)
(iv) d(F AG) =max{d(F),d(G)}
(V) d(F1>G)=1+max{d(F),d(G)}
pri ¢emu su F' 1 G neke formule.

Sada definiramo pojmove modalne ekvivalencije i n-modalne ekvivalencije. Grubo govo-
reci, dva svijeta dvaju Verbruggeinih modela biti ¢e n-modalno ekvivalentni ako zadovoljavaju
tocno iste formule Cija je dubina najviSe n. Ako pak zadovoljavaju to€no iste formule (bez

obzira na njihovu dubinu), tada ¢emo reci da su oni modalno ekvivalentni.

Definicija 1.4.2. Neka su 91190 Verbruggeini modeli, te w € 9, w' € 9 i n € N proizvoljni.
KaZemo da su svjetovi w i w' n-modalno ekvivalentni, te pisemo 0T, w =, ', w/, ako za svaku

formulu F takvu da je d(F) < n vrijedi:

M, wl-FF akoisamoako O, w IFF.

5 L . . . . : P
Posebno, kaZemo da su svjetovi w i w' propozicionalno ekvivalentni, u oznaci I, w =,
M’ w', ako za svaku propozicionalnu varijablu p € Prop vrijedi:

M,wl-p akoisamoako M ,w Ik p.
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Ukoliko za svaku formulu F vrijedi ekvivalencija: 90T, w I F ako i samo ako 9, w' I F, tada

kazemo da su svjetovi w i w modalno ekvivalentni, te piSemo 90, w = ', w'.

Napomena 1.4.3. Jednostavnom indukcijom po sloZenosti |L-formule (tj. broju veznika i mo-
dalnih operatora koji se pojavljuju u toj formuli) moze se pokazati da ako su neka dva svijeta
propozicionalno ekvivalentna, tj. zadovoljavaju tocno iste propozicionalne varijable, da su tada

oni i 0-modalno ekvivalentni.

Napomena 1.4.4. Jedna napomena o oznakama: modalna ekvivalencija se u logici obi¢no
oznacava simbolom =, a tim se istim simbolom oznacava i graficka jednakost formula. Iz
konteksta je jasno na S$to od toga u danom trenutku mislimo, npr. ako napisemo F' = G, gdje su
F i G formule tada Zelimo reci da su te formule (tj. formule za koje su F i G oznake) graficki

jednake.

Slijedi joS jedna propozicija koju ¢emo Kkoristiti u ovome radu. Naime, ponekad Ce se ja-
viti potreba da, primjerice, jednom formulom zapiSemo sve §to je istinito na nekome svijetu -
npr. konjunkciju svih IL-formula F koje su istinite na nekom svijetu. Kako je jasno da takva
konjunkcija nije konacna, ne moZemo reci da smo tako dobili jednu |L-formulu. Medutim, po-
kazuje se da u slucaju kada je skup varijabli koji promatramo konacan, postoji samo konacno
mnogo medusobno neekvivalentnih |L-formula. U tom slu¢aju, moZemo napraviti konjunkciju
svih medusobno neekvivalentnih IL-formula koje su istinite na nekom svijetu (Sto je tada ko-
nacna konjunkcija) i re¢i da je tako stvarno dobivena IL-formula. Stoga dokazujemo sljedecu

propoziciju.

Propozicija 1.4.5. Neka je n € N te neka je skup Prop konacan. Tada postoji kona¢no mnogo,
do na logi¢ku ekvivalenciju, IL-formula F takvih da vrijedi d(F) < n te ¢ije propozicionalne

varijable pripadaju skupu Prop.

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo indukcijom po n € N.

Promotrimo slucaj kada je n = 0. Neka je F proizvoljna IL-formula takva da vrijedi d(F) <
0 te Cije propozicionalne varijable pripadaju skupu Prop. 1z d(F) < 0 slijedi d(F) = 0, §to
povlaci da se u F ne pojavljuju modalni operatori. Prema tome, F' promatramo kao formulu
logike sudova, a za svaku formulu logike sudova postoji njoj ekvivalentna savrSena disjunktivna
normalna forma. Kako je skup Prop konacan, tada svih savrSenih disjunktivnih normalnih

formi, do na logi¢ku ekvivalenciju, ima konacno mnogo. Dakle, svaka takva formula F je
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ekvivalentna jednoj od kona¢no mnogo savrSenih disjunktivnih formula, iz ega slijedi traZena
tvrdnja.

Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi da postoji kona¢no mnogo, do na logicku ekvivalen-
ciju, IL-formula F takvih da vrijedi d(F) < n te Cije propozicionalne varijable pripadaju skupu
Prop.

Uocimo da je svaka IL-formula dubine manje ili jednake n + 1 zapravo Booleova kombina-
cija propozicionalnih varijabli i |L-formula oblika G > H, pri ¢emu za sve takve |L-formule G i
Hizd(G>H) <n+1slijedid(G) <nid(H) <n.

Kako sada prema pretpostavci indukcije postoji samo kona¢no mnogo takvih, medusobno
neekvivalentnih IL-formula G i H, zaklju¢ujemo da je samo konacno mnogo Booleovih kombi-
nacija propozicionalnih varijabli i IL-formula oblika G> H, gdje je d(G) <nid(H) < n. Stoga

je samo kona¢no mnogo neekvivalentnih |L-formula dubine najvise n+ 1.
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2. BISIMULACIJE ZA VERBRUGGEINU

SEMANTIKU

U ovom poglavlju ponavljamo definicije bisimulacije 1 n-bisimulacije za Verbruggeinu seman-
tiku koje su se do sad koristile u literaturi, dokazujemo svojstva koje one posjeduju te napos-
lijetku istiCemo problem koji se javlja pri koriStenju tog pojma bisimulacije. To radimo kako
bi nakon toga novu verziju definicije pojma bisimulacije za Verbruggeinu semantiku (koju da-
jemo u sljedecoj tocki) mogli usporediti s ovom, pokazati da ona zadovoljava i1 dalje sva ovdje

navedena svojstva, a Cak i viSe, tj. da s njom nema ovdje istaknutog problema.

Bisimulacije Verbruggeinih modela su u [39] koriStene za filtracije s ciljem dokazivanja
svojstva konac¢nih modela. Ovdje ¢emo ponoviti tu definiciju, kao i definiciju n-bisimulacije
(ili konacne bisimulacije) za Verbruggeinu semantiku. Pritom ¢emo navesti i svojstva tih bisi-
mulacija i1 n-bisimulacija, pri ¢emu ¢e nas posebno zanimati odnos modalne ekvivalencije 1 bi-
simulacije, te n-modalne ekvivalencije i n-bisimulacije. Prvo ¢emo dokazati da n-bisimulacija
povlaci n-modalnu ekvivalenciju. Zatim ¢emo dati protuprimjer koji ée pokazati da obrat ne
vrijedi. U tu svrhu dat ¢emo definiciju slabih bisimulacijskih igara te pokazati da je pitanje
(ne)bisimuliranosti dvaju svjetova ekvivalentno pitanju postojanja pobjednicke strategije jed-
nog od igraca u pripadnoj bisimulacijskoj igri, $to uvelike olakSava dokaz (ne)bisimuliranosti
dvaju svjetova. Za traZeni protuprimjer iskoristit ¢emo dva Veltmanova modela koji su koriSteni
u [7], a koji sadrZe dva svijeta koji su modalno ekvivalentni ali nisu bisimulirani (kao svjetovi
Veltmanovih modela). Zatim ¢emo pokazati kako im pridruZiti dva Verbruggeina modela tako
da ostanu sacuvana svojstva modalne ekvivalentnosti i bisimuliranosti (§to ¢e nam dati Zeljeni
protuprimjer). lako opéenito modalna ekvivalentnost ne povlaci bisimuliranost, razmatrani su
uvjeti (poput slikovne konac¢nosti modela u [53]) koje moZemo zadati, a pod kojima bi ta tvrd-
nja vrijedila. U [39] dana je tvrdnja da se moZe taj obrat dobiti ako zahtijevamo da je skup

propozicionalnih varijabli koji promatramo konacan. Kratko ¢emo opisati gresku koja je tamo
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Bisimulacije za Verbruggeinu semantiku Bisimulacije i konacne bisimulacije

pocinjena te navesti konkretan protuprimjer koji pokazuje da ta tvrdnja ne vrijedi.

2.1. BISIMULACIJE I KONACNE BISIMULACIJE

VERBRUGGEINIH MODELA

Definicija bisimulacije za Verbruggeinu semantiku dana je u [53]. Ovdje ¢emo ponoviti tu

definiciju.

Definicija 2.1.1. Bisimulacija izmedu dva Verbruggeina modela 9% i 9 je neprazna relacija

Z C W x W’ takva da vrijede sljedeci uvjeti koje smo redom oznadili sa (at), (forth) i (back):

(at) za svaki par (w,w’) € Z i svaku propozicionalnu varijablu p € Prop vrijedi

sljedeca ekvivalencija: w I p ako i samo ako vrijedi w' I p

(forth) za svaki par (w,w') € Z i za svaki svijet u € W takav da vrijedi wRu, postoji
svijet u’ € W' takav da vrijedi uZu' i w'R'u’ te za svaki skup svjetova V' C W’
takav da u'S’,,V’, postoji skup svjetova V C W takav da vrijedi uS,,V i za svaki

svijet v € V postoji svijet v € V' tako da vrijedi vZV'

S NG
w R u w 7 Vv \
o > @ 7\ VANEVAN \>'\ [ ] |
| | /
I I P
I S~o__ -7
l l
I I
Z " Z " Z
| |
: |
|
A A\
@ ------------ > O NANNNANNN
w / /
R u S ,
vV

Slika 2.1: Tlustracija uvjeta (forth).

(back) za svaki par (w,w') € Z i za svaki svijet u’ € W' takav da vrijedi w'R't/, postoji
svijet u € W takav da vrijedi uZu' i wRu te za svaki skup svjetova V C W
takav da uS,V, postoji skup svjetova V' C W' takav da vrijedi 'S, V' i za

svaki svijet v € V' postoji svijet v € V takav da vrijedi vZV'.

Za dva svijetaw € W i w € W' kaZzemo da su bisimulirani, te piSemo 91, w & ', w/, ako

postoji bisimulacija Z C W x W' takva da vrijedi wZw'.
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Slika 2.2: Tlustracija uvjeta (back).

[lustracija uvjeta (forth) dana je slikom 2.1., a uvjeta (back) slikom 2.2. Na slikama koris-
timo simbol e kako bi oznacili zadane svjetove, dok sa simbolom o oznaavamo svjetove Cija se
egzistencija zahtijeva uvjetom (forth), odnosno (back). Koristimo pune strelice kako bi oznacili
zadane relacije R, R', S, S',/, Z, a za relacije Cija egzistencija slijedi iz nekih uvjeta koristimo
isprekidane strelice. Pritom za relacije R, R’, Z koristimo ravne strelice, a za relacije S,,, S,/
koristimo valovite strelice. Uz svaku strelicu naznaceno je koju relaciju ona prikazuje. Skupove
svjetova prikazujemo punom elipsom ako su oni zadani, te isprekidanom elipsom ako njihova

egzistencija slijedi iz nekih uvjeta.
Za tako definiran pojam bisimulacije u [53] su dokazana razna dobra svojstva koja navodimo
u sljedecoj propoziciji.
Propozicija 2.1.2. Neka su 9t; = (W, R;, {Ssﬁ) :we Wt IF),ie{1,2,3} Verbruggeini modeli.
(@) Z={(w,w):w € W} jejedna bisimulacija na 9t;.
(b) Ako je Z C W x W, bisimulacija, tada je i njen inverz Z~1 C W, x W, takoder bisimula-
cija.

(c) AkosuZ CW; x W, iZ C W, x Wj bisimulacije, tada je i njihova kompozicija Zo Z' C

W1 x Ws takoder jedna bisimulacija.

(d) Ako je za neki skup indeksa I neprazan skup {Z; : i € I} bisimulacija izmedu modela 0t
1 901, tada je i njihova unija | J;c; Z; jedna bisimulacija. Stoga postoji najveca bisimulacija
izmedu modela 9T 1 N».

U [39] je definiran pojam n-bisimulacije za Verbruggeinu semantiku. Ovdje ponavljamo tu

definiciju.
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Definicija 2.1.3. Neka je n € N. Jedna n-bisimulacija izmedu dva Verbruggeina modela 911 i

9V je konacan niz nepraznih binarnih relacija Z, ..., Z, za koje imamo:
ZyCZy S CZICZCW W
te vrijede sljedeci uvjeti:

(at) za svaki par (w,w’) € Zy i svaku propozicionalnu varijablu p € Prop vrijedi

sljedeca ekvivalencija:

wlFp akoisamoako wIFp

(n—forth) za svaki i € {1,...,n} imamo da za svaki par (w,w') € Z; i za svaki svijet
u € W takav da vrijedi wRu, postoji svijet u’ € W’ takav da vrijedi uZ; u/,
w'R'u’ i za svaki skup svjetova V' C W' takav da u’S/ ,V’, postoji skup svjetova
V C W takav da vrijedi uS,,V i za svaki svijet v € V postoji svijet V' € V' takav

da vrijedi vZ; 1V

R .V
w R u w ’ v \
[ 2 SAVANAVANAVANEN = '\ [ ] !
I N I )/
I N I .
I S~o__ -7
1 1
I I
Z ' Zi— ' Zi—1
| |
| |
: |
|
4 \4
@ -- e > O ANANANANNANS
w / / /
WS, /,

Slika 2.3: Tlustracija uvjeta (n-forth).
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(n-back) za svaki i € {1,...,n} imamo da za svaki par (w,w') € Z; i za svaki svijet
u' € W' takav da vrijedi w'R'u/, postoji svijet u takav da vrijedi uZ;_u’, wRu
i za svaki skup svjetova V C W takav da uS,,V, postoji skup svjetova V' C W’
takav da vrijedi 'S, V' i za svaki svijet v/ € V' postoji svijet v € V takav da

vrijedi vZ;_1V'.

\4
@ - ---------—- > O NNANNNNN»
I
I
I
1 1
I I
Z Zi— Zi—1
| |
| .7 | N
A\ / \ \
,® > ./’\/‘\’\/‘/v’\/‘,’\> '\ /. /‘
w / \ ’
R u Sw’ AN v Ty

Slika 2.4: Tlustracija uvjeta (n-back).

Za dva svijetaw € W i w' € W’ kaZemo da su n-bisimulirani, te piSemo 9, w <, I w/,

ako postoji n—bisimulacija Z, C --- C Z; € Zy C W x W’ tako da vrijedi wZ,w'.
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2.2. BISIMULIRANOST POVLACI MODALNU

EKVIVALENTNOST

Zanima nas veza izmedu pojmova modalne ekvivalentnosti 1 bisimuliranosti: jesu li modalno
ekvivalentni svjetovi nuZno bisimulirani te obratno, jesu li bisimulirani svjetovi nuZno modalno
ekvivalentni? Pritom kako promatramo vezu bisimuliranosti i modalne ekvivalencije, tako ¢emo

promatrati i vezu n-bisimulacije i n-modalne ekvivalencije.

Lako je dokazati sljedecu propoziciju koja je analogon leme 5. iz ¢lanka [7] za Veltmanove

modele: (n-)bisimuliranost povlaci (n-)modalnu ekvivalentnost.

Propozicija 2.2.1. Neka su 01 i 9" dva Verbruggeina modela. Neka su w € 0, w' € 9N

svjetovi iz tith modela te neka je n € N proizvoljan.
(a) Ako vrijedi M, w <, M’ w tada imamo i M, w =, M, w'.
(b) Ako vrijedi MM, w < M’ w' tada imamo i M, w =M, w'.

Dokaz. Zailustraciju ¢emo dokazati samo tvrdnju (a) (tvrdnja (b) dokazuje se analogno induk-
cijom po sloZenosti formule, tj. po broju logic¢kih veznika i modalnih operatora koji se javljaju
u formuli). Tu tvrdnju dokazujemo indukcijom po n € N. Za n = 0 tvrdnja slijedi iz uvjeta (at)
iz definicije n-bisimulacije.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za svaki k < n, za neki n € N. Neka su w € M iw' € M’
proizvoljni svjetovi takvi da vrijedi 9, w <, M’ w'. Tada postoji n-bisimulacija Z, C Z,, | C
-+ C Zg CW x W' takva da vrijedi wZ,w'. Indukcijom po sloZenosti formule F, ¢ija je dubina
najvise n, pokazujemo da vrijedi sljedeca ekvivalencija: w I F ako i samo ako vrijedi w' I- F.

Razmotrit ¢emo samo slucaj iz koraka indukcije kada je F = G > H, pri ¢emu je F dubine
najvise n (ostali slucajevi lagano slijede iz uvjeta (at) ili pretpostavke indukcije).

Pretpostavimo da vrijedi w I G > H i pokazimo da vrijedi w' IF Gi> H. U tu svrhu, neka
je u' € W’ proizvoljan svijet takav da vrijedi w'R's/ i ' I+ G. Sada iz wZ,w' koriStenjem uvjeta
(n-back) slijedi da postoji svijet u € W takav da vrijedi wRu i uZ, ju'. Kakoje Z, | C--- C Zy
jedna (n— 1)-bisimulacija, slijedi 9, u <, _; 9, /. Koristenjem pretpostavke indukcije slijedi
u=,_1 u. Iz pretpostavke da je dubina od G> H najvise n slijedi da je dubina formule G najvise
n—1.1ztoga, u=, | u'iu' I+ G dobivamo u |- G. Prema pretpostavci vrijedi w I- G> H, pa iz

wRu i ul- G slijedi da postoji V C W takav da vrijedi uS,,V i za svaki v € V vrijedi v IF H. Sada
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ponovo koristenjem uvjeta (n-back) dobivamo da postoji V' C W', takav da u'S] V' i za svaki
svijet v € V' postoji svijet v € V takav da vrijedi vZ,_1V'.

Neka je v/ € V/ proizvoljan svijet. Tada prema prethodnom postoji svijet v € V takav da
vrijedi vZ,_1V. Ponovo kako je Z, 1 C --- C Zg jedna (n — 1)-bisimulacija, slijedi 9,v <,
9.V, KoriStenjem pretpostavke indukcije slijedi v =,_; V'. 1z pretpostavke da je dubina od
G > H najvise n slijedi da je dubina formule H najviSe n— 1. Iz toga, v=,_1 vV ivIF H (jer za
svaki vy € V vrijedi vy IF H, pa posebno i za v € V) dobivamo V' I H. Kako je svijet v € V/ bio
proizvoljan, zaklju¢ujemo V' I- H.

Dakle, vrijedi w' I G> H, §to je i trebalo pokazati. Obratan smjer, tj. da iz w' IF G> H
slijedi w IF G > H, pokazuje se analogno uz koriStenje uvjeta (n-forth).

Obrat prethodne propozicije opCenito ne vrijedi, tj. opéenito (n-)modalno ekvivalentni svje-
tovi nisu (n-)bisimulirani. To ¢emo uskoro dokazati navodenjem protuprimjera. Preciznije,
pokazat ¢emo da postoje dva Verbruggeina modela s dva svijeta koji su modalno ekvivalentni,
ali nisu bisimulirani. U svrhu lakSeg pokazivanja (ne)bisimuliranosti, pokazat ¢emo da je pita-
nje (ne)bisimuliranosti dvaju svjetova ekvivalentno postojanju pobjednicke strategije jednog od
igraCa u odgovarajucoj bisimulacijskoj igri. Stoga ¢emo prvo definirati bisimulacijsku igru (te

njenu konacnu verziju: kona¢nu bisimulacijsku igru) za Verbruggeinu semantiku.

27



Bisimulacije za Verbruggeinu semantiku Bisimulacijske igre za Verbruggeinu semantiku

2.3. (KONACNE) BISIMULACIJSKE IGRE ZA

VERBRUGGEINU SEMANTIKU

U ovoj tocki definiramo bisimulacijske igre i konacne bisimulacijske igre za Verbruggeinu se-
mantiku. Prvo navodimo kratak pregled bisimulacijskih igara za Kripkeove modele, kako bi
kasnije to poop¢ili na bisimulacijske igre za Verbruggeine modele. Zatim dajemo sasvim nove
definicije pojmova bisimulacijske igre i n-igre (ili konac¢ne igre) za Verbruggeinu semantiku te
pokazujemo da je pitanje n-bisimuliranosti dvaju svjetova ekvivalentno pitanju postojanja po-
bjednicke strategije branitelja u n-bisimulacijskoj igri s pocetnom konfiguracijom koja ukljucuje
te svjetove. To ¢emo iskoristiti u sljede¢im toCkama kako bi lakSe dokazali (ne)bisimuliranost
dvaju svjetova - naime, trebat ¢e samo opisati pobjednicku strategiju jednog od igraca u bisi-
mulacijskoj igri iz poCetne konfiguracije koja se sastoji od tih svjetova da bi pokazali da su oni

(ne)bisimulirani.

Bisimulacijske igre za Kripkeove modele neformalno su opisane u [10]. Neka su K =
(W,R,IF) i & = (W/,R'|IF) Kripkeovi modeli. Bisimulacijsku igru nad modelima £ i & igraju
dva igraa I i II sjednim kamenc¢i¢em u £ i jednim kamenci¢em u &. Svaki kamencié pred-
stavlja jedan svijet pojedinog modela koji trenutno promatramo. Jedna konfiguracija u igri
sastoji se od trenutnog poloZaja dvaju kamencica i opisana je etvorkom (&, w, &, w'), pri Cemu

su wiw' svjetovi koji odgovaraju trenutnim poloZajima dvaju kamencica.

Jedna runda u igri se odvija ovako: prvi igrac€ I, ili izazivad, bira jedan od dva kamencica
i pomice ga na R-sljedbenika svijeta na kojem se kamenci¢ nalazi (u odgovarajuéem modelu).
Potom drugi igrac¢ 11, ili branitelj, odgovara na potez igraca I pomicanjem drugog kamencica

na maloprije opisan nacin.

Igrac IT gubi kad ne moZe pomaknuti drugi kamenci¢ na nacin da u sljedecoj konfiguraciji
dva kamencica ne predstavljaju dva svijeta koji zadovoljavaju iste propozicionalne varijable.
Igra¢ I gubi u nekom trenutku igre ako se oba kamenci¢a nadu u svjetovima koji nemaju R-
sljedbenika (pa se ne moZe prijeci u sljedecu rundu). Ako igra ima beskonac¢no rundi, koje se

odvijaju prema prethodno opisanim pravilima, tada definiramo da pobjeduje igrac IT.

KaZemo da igra¢ II ima pobjednicku strategiju u bisimulacijskoj igri koja pocinje konfi-

guracijom (&, w, &, w') ako ima odgovor na svaki potez (izazov) igraca I, a koji mu osigurava
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pobjedu u bisimulacijskoj igri (ili zato $to I zapne, ili zato $to moZe odgovoriti dobrim potezima

beskonacno puta).

U [10] je istaknuto kao propozicija da igra¢ IT ima pobjednicku strategiju u bisimulacijskoj

igri pocevsi s konfiguracijom (&, w, & ,w’) ako i samo ako su svjetovi w i w' bisimulirani.

Prethodno opisane ideje napravljene su za Veltmanove modele u [7]. Tamo su definirane
n-bisimulacijske igre za Veltmanove modele kako bi se lakSe dokazivala n-bisimuliranost dvaju
svjetova u Veltmanovim modelima: pokazivanje da neka dva svijeta nisu n-bisimulirana svodi
se na opisivanje pobjednicke strategije izazivaca u n-igri, dok se pokazivanje da neka dva svijeta

jesu bisimulirana svodi na opisivanje pobjednicke strategije branitelja u n-igri.

Sada definiramo bisimulacijske igre i n-bisimulacijske igre za Verbruggeinu semantiku. U
¢emu je razlika sljedece definicije u odnosu na definiciju iz [7] za Veltmanove modele komen-

tiramo u napomeni nakon te definicije.

Definicija 2.3.1. Neka su 91, = (W,-,Ri, {SEVi) tw e Wi}, II—), i € {0,1}, dva Verbruggeina mo-
dela. Bisimulacijsku igru igraju dva igraca, izazivac (engl. Challenger) i branitelj (engl. De-
fender). Igra se odvija u nizu uzastopnih rundi kojima se iz jedne konfiguracije prelazi u drugu.

Konfiguracija je uredena Cetvorka (9, wo, 91, wy), pri Cemu je wo € Wy i wy € W). Svaka
runda pocinje nekom konfiguracijom (9%y, wo, 9%, w1 ). Odmah se provjerava vrijedi li

Mo, wo = My, wi. Ako to ne vrijedi igra zavrSava i definiramo da je izazivac pobijedio.

Jedna runda koja pocinje s konfiguracijom (9%, wo, %1, w; ) odvija se prema sljedeéim pra-

vilima:

1. Izazivac bira i € {0, 1}, tj. indeks jednog Verbruggeinog modela. Ozna¢imo s j:=1—1

indeks drugog Verbruggeinog modela.

2. lIzazivac bira svijet u; € W; takav da vrijedi w;R;u;. Ukoliko takav svijet u; ne postoji, igra

zavrSava 1 branitelj pobjeduje.

3. Branitelj bira svijet u; € W; takav da vrijedi w;R;u;. Ukoliko takav svijet u; ne postoji,

igra zavrSava i izaziva€ pobjeduje.
4. IzazivaC bira skup svjetova V; C W; takav da vrijedi u ]SEVJJ) V.

5. Branitelj bira skup svjetova V; C W; takav da vrijedi u,-SEf)Vi.

i
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Preostaje odabrati s kojom konfiguracijom (9%, w, M1, w’) pocinje sljedeéa runda. To se

obavlja na sljedeci nacin:
(i) Izazivac bira svijet u; ili neki svijet v; € V;.

(i1) U slucaju da je izazivac izabrao svijet u;, konfiguracija kojom pocinje sljedeca runda je
(Mo, uo, My, up). Ako je pak izazivac izabrao neki svijet v; € V;, tada branitelj bira neki

svijet v; € V}, te je konfiguracija kojom pocinje sljedeca runda (9%, vo, M1, v1).

Napomena 2.3.2. U ¢emu se prethodna definicija razlikuje od definicije za Veltmanove mo-
dele iz [7]? U tome Sto u pravilu 4. (odnosno 5.) prethodne definicije izaziva¢ (odnosno

branitelj) ne bira jedan svijet vy odgovarajuceg modela 91, takav da vrijedi ukSka) Vi, nego skup

svjetova Vi, C W takav da vrijedi ukSEfk) Vi. Takoder, u [7] nova runda pocinje konfiguracijom
(Mo, wo, My, wy) ili (Mo, ve, My, vy), gdje su vp i vy izabrani u 4. odnosno 5. Ovdje se u 4.
odnosno 5. izabiru skupovi svjetova Vj i Vi, pa sljedeca runda moze poceti i s nekim svjetovima

vo € Vo1 vy € V1. UoCimo da u tom slucaju 1 branitelj sudjeluje u procesu biranja konfiguracije

kojom pocinje sljede¢a runda.

Kazemo da igrac branitelj ima pobjednicku strategiju u bisimulacijskoj igri koja pocinje
konfiguracijom (9%, wo, M1, w;), ako ima odgovor na svaki potez izazivaca, a koji mu osi-
gurava pobjedu u bisimulacijskoj igri (ili zato Sto izaziva€ zapne, ili zato §to moZe odgovoriti
dobrim potezima beskonacno puta). Sli¢no, kazemo da izazivaC ima pobjedniCku strategiju u
toj igri ako za bilo koji niz poteza branitelja ima niz poteza koji mu osigurava pobjedu. Ocito u

igri ne mogu istovremeno oba igraca imati pobjednicke strategije.

Sada definiramo konacnu igru ili n-igru za Verbruggeine modele.

Definicija 2.3.3. Neka je n € N. Jedna n-igra je bisimulacijska igra koja zavrSava nakon n

rundi. Ako izazivac nije pobijedio u n-igri, tada po definiciji smatramo da je pobijedio branitelj.

Napomena 2.3.4. 0-igra je igra bez poteza. Uoc¢imo da branitelj ima pobjednicku strategiju u

0-igri s poCetnom konfiguracijom (9%, wo, 1, wi) ako vrijedi Mg, wo = My, wi.

Drugim rije¢ima, za pobjedu u n-igri branitelj treba ,,prezivjeti” (u smislu ne izgubiti u)
ukupno n rundi. Pobjednicka strategija za igraca je nacin biranja svjetova kojim igraC niti u
jednom trenutku ne stvara priliku drugome igracu za pobjedu u nekoj rundi. Naravno, kao
specijalan slucaj, to povlaci i mogucénost da taj igra¢ u nekoj rundi pobijedi (jer tada posebno

ovaj drugi igra¢ nikad nece pobijediti).
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Napomena 2.3.5. Uocimo da se pravila 4. i 5. iz definicije 2.3.1. mogu uvijek zadovoljiti.
Primjerice, za pravilo 4. zbog kvazi-refleksivnosti relacije Ssvjj), vrijedi u jSSJ/){u i}, pa izaziva¢

moZe uvijek odabrati kao skup V; upravo skup {u;}.

Sljedeca propozicija analogon je propozicije 7. u [7] za bisimulacijske igre Veltmanovih

modela.

Propozicija 2.3.6. Svaka bisimulacijska igra na Verbruggeinim modelima zavrSava u konacno

mnogo rundi.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji beskonacna bisimulacijska igra. Ozna¢imo njenu
pocetnu konfiguraciju sa (9%, wo, M1, w;). Uvodimo sljedecu oznaku za konfiguraciju nakon

k-te runde (za k € N): (9, w(()k) SN, wgk)). Uocimo da je konfiguracija nakon O rundi zapravo
(0) (0)

poCetna konfiguracija, tj. vrijedi wy” = wpiw;” = wy.

Neka je k € N proizvoljan (igra je beskonacna po pretpostavci, pa se k-ta runda odigra).

U k-toj rundi pocetna konfiguracija je (S)ﬁo,w(()k),ml,w(lk)). U toj rundi se, izmedu ostalog,

odabere svijet uék) € W takav da vrijedi wék)Rou(()k) te skup svjetova Vo(k) C W takav da vrijedi

k) 0 k
8

Sada se sljedeca runda odigrava od konfiguracije (Djto,wék+]),9ﬁ1,w(lk+])), pri ¢emu su,

prema definiciji bisimulacijske igre, moguci sljedeci slucajevi:

(k+1) M(()k)

(a) vrijediw, ' = ) Rl (k) (k+1)

. Tada iz w;, o slijedi wy’ Rowy

(b) vrijedi w(()kH) = v(()k), za neki v(()k) € Vo(k). Iz definicije relacije S(vf((}) 1 u(()k)S(vz(}) Vo(k),
slijedi Vo(k) C Ry [w(()k)]. To i v(()k) € Vo(k) povlaci da vrijedi w(()k)Rov(()k). Prema tome vrijedi

W R+,
Dakle, dobili smo da za proizvoljan k € N vrijedi wék)Row(()kH). Drugim rijec¢ima, dobili

smo sljedeci beskonacan niz:

w(()O)Row(()l)Row(()z)Rowé3)Row(()4)Ro ...

Sto je u kontradikciji s inverzno dobrom fundiranos$cu relacije Ry. Dakle, pocetna pretpostavka

bila je pogresna, tj. ne postoje beskonacne bisimulacijske igre.
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Sljedeca propozicija analogna je prvom dijelu propozicije 8. iz [7] za slucaj Veltmanovih

modela.

Propozicija 2.3.7. Neka su 9ty = (WO,RO,{S&O) tw e Wl IF) i My = (Wl,Rl,{SSVl) tw e
Wi},IF) dva Verbruggeina modela. Neka su wy € Wy i wi € W svjetovi iz tih modela te neka
je n € N proizvoljan. Tada branitelj ima pobjednicku strategiju u svakoj n-igri s pocetnom

konfiguracijom (9, wo, M1, w;) ako i samo ako vrijedi Mo, wo <, My, wy.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da branitelj ima pobjednicku strategiju u svakoj n-igri s pocetnom

konfiguracijom (Mg, wo, My, wy). Zasvakii € {0,1,...,n} definiramo relacije Z; ovako:

Z;i :={(vo,v1) € Wy x W, : branitelj ima pobjednicku strategiju u i-igri
s pocetnom konfiguracijom (9g,vo, My, vy) }

Pokazujemo da je konacan niz Zy, 7y, .. .,Z, jedna n-bisimulacija za koju vrijedi woZ,w1.

Kako po pretpostavci branitelj ima pobjednicku strategiju u svakoj n-igri s po¢etnom konfi-

guracijom (Mg, wo, My, w ) tada iz definicije relacije Z, slijedi woZ,w.

Uocimo sada da za svaki i € {0,1,...,n— 1} vrijedi Z;+; C Z;, jer pobjednicka strategija
branitelja u (i + 1)-igri s nekom pofetnom konfiguracijom moze se primijeniti u i-igri s istom

pocetnom konfiguracijom.

Ocito vrijedi uvjet (at) iz definicije n-bisimulacije, jer ako (wg,w;) € Zy tada iz definicije
relacije Zy slijedi da branitelj ima pobjednicku strategiju u 0-igri s po¢etnom konfiguracijom

(Mo, wo, My, wy), a to upravo znaci My, wy = My, wi.

Pokazujemo da vrijedi uvjet (n-forth) iz definicije (sasvim analogno dokazuje se da vrijedi
uvjet (n-back)). Neka je i € {1,2,...,n} proizvoljan. Neka su (w,w') € Z; i u € Wy takvi da
vrijedi wRou. Dobivena situacija prikazana je slikom 2.5.

Iz pretpostavke (w,w') € Z; i definicije relacije Z; slijedi da branitelj ima pobjednicku stra-
tegiju S u svakoj i-igri s po¢etnom konfiguracijom (Mg, w, My, w').

Promotrimo i-igru s pocetnom konfiguracijom (9%, w,Mt;,w’) u kojoj je izazival u prvom
potezu izabrao svijet u € Wy. Uocimo da iz (w,w') € Z; 1 Z; C Zj slijedi (w,w') € Z, pa vrijedi

Mo, w =0 M1, w’. Buduéidajei>1 (@€ {1,2,...,n}), tada branitelj primjenjuje strategiju

'Naime, izazivac je povukao ve¢ jedan potez, §to bi bilo nemoguée za i = 0, s obzirom da u 0-igri nema poteza!

Takoder, kako promatramo relaciju Z;, mora vrijediti i < n. Dakle, sveukupno imamo 1 <i < n.
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w RO u
@] > O
Zi
W’
Slika 2.5

S, te obzirom na tu strategiju bira svijet ' € W; takav da vrijedi w' R’ i Moy, u =9 My, te
su takoder po pretpostavci ispunjeni uvjeti 4. i 5. iz definicije bisimulacijske igre koje ¢emo

koristiti u nastavku dokaza.
Primijetimo da iz (w,w') € Z; te wRou i w'Rt/' slijedi (u,u’) € Z;_y (branitelj nastavlja

primjenjivati strategiju S u (i — 1)-igri s po¢etnom konfiguracijom (9g,u,9;,u’)). Dobivena

situacija prikazana je slikom 2.6.

w Ro u
(@] > O
Zi Zi—
RS ,
Slika 2.6

Neka je V! C W proizvoljan skup takav da vrijedi «’ SEVI,)V’ . Promotrimo sada nastavak i-igre
s pofetnom konfiguracijom (Mo, w, M1, w’) u kojoj je izazivad izabrao svijet u € Wy (pri Cemu
wRou), branitelj izabrao svijet u’ € Wy (pri Cemu vrijedi w'Ryu’, My, u =¢ My, te (u,u') €

Z;_1), a onda izaziva¢ izabrao skup svjetova V' (za kojeg vrijedi u'S (1

W/)V’ ). Dobivena situacija

prikazana je slikom 2.7.
Tada branitelj primijeni strategiju S koja mu omogucéava da izabere skup svjetova V C W,
za koji vrijedi uSS) V. 1z definicije n-bisimulacije slijedi da za svojstvo (n-forth) preostaje samo

pokazati da vrijedi sljedece:

za svaki svijet v € V postoji svijet v/ € V' takav da vrijedi vZ;_1V'.
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w Ro
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Slika 2.7

No to vrijedi, jer bi u suprotnom postojao svijet v € V takav da za niti jedan svijet V' €
V' ne vrijedi vZ;_1V'. To po definiciji relacije Z; | znaci da tada branitelj nema pobjednicku
strategiju u svakoj (i — 1)-igri s po¢etnom konfiguracijom (9%, v, 91;,v'), pa posebno onda ni u
prethodno razmatranoj i-igri s po¢etnom konfiguracijom (9%, w, My, w’), §to je u kontradikciji

sa ¢injenicom (w,w') € Z;.

Time smo dokazali da vrijedi uvjet (n-forth).

Dokazimo sada obrat iz iskaza propozicije. U tu svrhu pretpostavimo da vrijedi
Mo, wo <, My, wy, tj. da postoji konacan niz relacija Zy, Zy, . .., Z, C Wy x W; koji zadovoljava
uvjete iz definicije n-bisimulacije te vrijedi woZ,w;. Treba pokazati da branitelj ima pobjed-

ni¢ku strategiju u svakoj n-igri s pocetnom konfiguracijom (9, wo, My, wy).

Za pocetak, promotrimo slucaj za n = 0, tj. slucaj kada se radi o 0-igri. Iz My, wo =,
21, wy koriStenjem uvjeta (at) slijedi Mg, wy = M1, w;. To znaci da branitelj ima pobjednicku

strategiju u 0-igri.

Promotrimo sada n-igru kada je n > 0. Iz pretpostavke 9y, wo <, 91, w; slijedi posebno
woZpwi. Kako je n > 0, izaziva¢ u 1. rundi te n-igre bira model 9t;, za neki i € {0, 1}, te bira
svijet u; € W; takav da vrijedi w;R;u;. Opisat ¢emo strategiju branitelja u toj 1. rundi. U ostatku
ovog dokazanekaje j=1—1.

Ukoliko je i = 0, tada prema (n-forth) svojstvu, odnosno ako je i = 1 tada prema (n-back)
svojstvu, iz woZ,w slijedi da postoji svijet u; € W takav da vrijedi w;Rju; te uoZ,_u;. Nada-
lje, za taj svijet u; 1 za svaki skup svjetova V; takav da u ;S (jv)vjVj, postoji skup svjetova V; takav
da vrijedi u;S1),V; i za svaki svijet v; € V; postoji svijet v; € V; tako da vrijedi v;Z, {v,. Dakle,
kako ovdje branitelj ne bi izgubio (prema definiciji n-igre), moze izabrati upravo taj svijet u;.

Pretpostavimo da izazivaC bira skup svjetova V; C W; takav da vrijedi u jSE,,jj)Vj. Tada iz
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svojstva (n-forth) (ako je i = 0), odnosno svojstva (n-back) (ako je i = 1), branitelj mozZe birati

(i)

skup svjetova V; C W; takav da vrijedi u,~SWil. V; te imamo sljedece:

za svaki svijet v; € V; postoji svijet v; € V; takav da vrijedi voZ,_1v;. 2.1

Promotrimo sada sve moguce sluCajeve pocetnih konfiguracija (9%, wy, M, w)) za sljedecu

rundu. Moguénosti koje ima izazivac su sljedece:

(a) izabire neki svijet u;. Tada imamo w({ = ug te wj = u;. Uolimo da za njih vrijedi

ugZy_14q.

(b) izabire neki svijet v; € V;. Tada prema Cinjenici koju smo oznacili s (2.1) branitelj moze
izabrati svijet v; € V; takav da vrijedi v9Z,_iv;. Tada imamo wj, = vo te w| = vy, pri

¢emu su vy € Vg ivy € V| te ponovno imamo da vrijedi voZ,,—1v;.

Uocimo da u oba slucaja vrijedi wjZ,—1w). Takoder zbog Z,_| C Zy vrijedi Mo, wyy = DMy, w),
Sto znaci da izazivaC ni ovdje ne pobjeduje (ili drugim rijeCima, branitelj ne gubi). Istom stra-
tegijom pokazuje se da ako branitelj nije izgubio u k-toj rundi, za neki k € {0,1,...,n— 1},
da tada nece izgubiti ni u (k+ 1). rundi. Dakle, opisana strategija je pobjednicka strategija

branitelja u ovoj n-igri. [

Propozicija 2.3.8. Neka su 91y 1 91; dva Verbruggeina modela, te neka su wg € My, wy €
N svjetovi iz tith modela. Tada branitelj ima pobjednicku strategiju u bisimulacijskoj igri s

pocetnom konfiguracijom (9%, wo, D1, wi) ako i samo ako vrijedi Mgy, wo < My, wy.

Dokaz te propozicije dobivamo tako da u dokazu propozicije 2.3.7. zamijenimo sve oznake
Z; (za neki indeks i) s oznakom Z, te pojmove i-igra pojmom igra. Preciznije, umjesto definira-
nja skupova, za i € {0,1,...,n}:
Z;i := {(vo,v1) € Wo x W : branitelj ima pobjednicku strategiju u i-igri
pocevsi s konfiguracijom (9, vo, My, v1) },
definiramo samo jedan skup (uo¢imo da smo zamijenili Z; s Z i ,,i-igri” s ,,igri”):
Z := {(vo,v1) € Wy x W, : branitelj ima pobjedni¢ku strategiju u igri

pocevsi s konfiguracijom (9, vo, My, v1) }.
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2.4. PITANJE OBRATA: MODALNA
EKVIVALENTNOST NE POVLACI

BISIMULIRANOST

Pokazat ¢emo da modalna ekvivalentnost opéenito ne povlaci bisimuliranost, tj. da opéenito ne
vrijedi obrat propozicije 2.2.1. Prvo ¢emo promotriti protuprimjere kojima je pokazano da ta
tvrdnja ne vrijedi za Kripkeove, te zatim za GL i Veltmanove modele. Posebno ¢emo promotriti
nacin na koji je traZeni rezultat dobiven u [7] za Veltmanovu semantiku. Preciznije, u [7] su
dana dva GL-modela koji sadrze dva svijeta koji su modalno ekvivalentni, ali nisu bisimuli-
rani (kao svjetovi GL-modela) $to je pokazano opisivanjem izazivaceve pobjednicke strategije
u odgovarajucoj igri. Zatim je opisana transformacija GL-modela u Veltmanov model tako da
je oCuvana bisimuliranost i modalna ekvivalentnost. To znaci da Veltmanovi modeli dobiveni
iz GL-modela koji su protuprimjer za GL-semantiku, upravo Cine traZeni protuprimjer za Velt-
manovu semantiku, s obzirom da su njihova dva istaknuta svijeta i dalje modalno ekvivalentni,
ali ne i bisimulirani. Mi ¢emo ovdje primijeniti slican pristup: prvo ¢emo definirati postupak
kojim iz Veltmanovih modela dobivamo Verbruggeine modele, te pokazati da taj postupak cuva
modalnu ekvivalentnost i bisimuliranost. Tada ée biti dovoljno taj postupak primijeniti na poz-
nate Veltmanove modele koji predstavljaju protuprimjer za Veltmanovu semantiku. Zbog toga
Sto na$ postupak ¢uva modalnu ekvivalentnost i bisimuliranost, dobiveni Verbruggeini modeli

¢e i dalje imati dva modalno ekvivalentna, ali ne i bisimulirana svijeta.

Kronoloski gledano, prvo je dokazano (protuprimjerom navedenim u nastavku) da u slucaju
Kripkeovih modela, modalna ekvivalentnost ne povlaci bisimuliranost. U [5] je naveden primjer
Kripkeovih modela &) = (W,R,V) i & = (W',R',V') i njihovih svjetovaw € W i w’ € W' koji
su modalno ekvivalentni (pri cemu sada gledamo samo formule osnovnog modalnog jezika), ali
nisu bisimulirani (kao svjetovi Kripkeovih modela).

Pritom su valuacije u oba modela trivijalne (tj. vrijedi V = V' = 0). Isti modeli ne mogu se
iskoristiti kao protuprimjer u slu¢aju GL-modela. Razlog je ocit: Kripkeov model £, ne moze
biti GL-model jer zbog postojanja beskonacne grane (slika 2.8 desno) relacija R nije inverzno

dobro fundirana.

U [7] dokazano je da i u slucaju GL-modela modalna ekvivalentnost ne povlaci bisimulira-
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£ i29)

Slika 2.8: Svjetovi w i w' su modalno ekvivalentni, ali ne i bisimulirani

nost. Naveden je primjer GL-modela & i B,+&j3 Ciji svjetovi wy i wy jesu modalno ekviva-
lentni (gledajuci samo GL-formule), ali nisu bisimulirani (kao svjetovi GL-modela). Sljedeca
slika prikazuje te GL-modele (pri ¢emu na slici podrazumijevamo tranzitivnost relacije R). Pri-
tom je & izomorfna kopija Kripkeovog modela £; s prethodne slike (i zatvorena na tranzitiv-
nost), dok je model &,+&5 dobiven , lijepljenjem” dvije izmorfne kopije &, i &3 od K (vise

detalja moZe se pronaéi u [7]). U oba modela valuacija je trivijalna (tj. V = V' = 0).

(N Br+03

wi w2

Slika 2.9: Svjetovi w i w' su modalno ekvivalentni, ali ne i bisimulirani

Postavlja se pitanje mogu li se prethodni GL-modeli iskoristiti kako bi se pokazalo da u slu-
¢aju Veltmanovih modela modalna ekvivalentnost ne povlaci bisimuliranost. Za to je potrebno

definirati, za skup svjetova W, relacije S, za svaki w € W. U [7] je to napravljeno ovako:

Definicija 2.4.1. Neka je & = (W,R,V) neki GL-model. Za svaki svijet w € W definiramo
relaciju §,, ovako:

uS,v akoisamo ako wRuRyv,

pri cemu s R oznaCavamo refleksivno zatvorenje relacije R. Strukturu (W,R, {Sy:we W},V)

oznacavamo s Vel &.
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Pokazuje se da je ta struktura Vel & jedan Veltmanov model (ukoliko je & bio jedan GL-

model). Sada navodimo glavni rezultat clanka [7].

Teorem 2.4.2. Svjetovi wi i wp u Veltmanovim modelima Vel &; i Vel (&;+®;) su modalno

ekvivalentni ali nisu bisimulirani.
Za potrebe koriStenja u daljnjem tekstu uvodimo oznake: 9 := Vel & 1M, := Vel (&1+,).

Sada ¢emo promatrati kako Veltmanovom modelu pridruZziti odgovarajuci Verbruggein mo-
del tako da je ocuvana modalna ekvivalentnosti i bisimuliranost (u smislu da ako su neka dva
svijeta Veltmanovog modela modalno ekvivalentna, odnosno bisimulirana, tada su oni modalno
ekvivalentni, odnosno bisimulirani kao svjetovi Verbruggeinih modela koje smo pridruzili tim
Veltmanovim modelima). To nam treba kako bi iz Veltmanovih modela 91; i 91, dobili Ver-

bruggeine modele koji predstavljaju traZeni protuprimjer za obrat propozicije 2.2.1.

Prvo ¢emo za dani Veltmanov model 91 definirati Verbruggein model Ver 1. To definiramo

na nacin koji je napravljen u dokazu Propozicije 1. u [54].

Definicija 2.4.3. Neka je 2t = (W,R,{S, : w € W},IF) Veltmanov model. Definiramo Ver-
bruggein model pridruZen tom Veltmanovom modelu, u oznaci Ver 1, kao uredenu cetvorku
(W,R,{S,, : w € W},IFF), pri ¢emu za svaki svijet w € W, svaki V C R[w] i svaki svijet v € R[w]

relaciju S, definiramo ovako:
vS,V akoisamo ako (JucV)(vS,u).

Postavlja se pitanje je li u prethodnoj definiciji struktura Ver 91 jedan Verbruggein model.
U clanku [54] istaknuto je (u dokazu Propozicije 1.) da je to lako pokazati. Ovdje sad to

raspisujemo.

Lema 2.4.4. Neka je 91 = (W,R, {Sy:wEe W},H—) Veltmanov model. Tada je Ver 901 =
(W,R,{S, : w € W},IF) Verbruggein model.

Dokaz. Provjeravamo redom uvjete iz definicije Verbruggeinog modela:

Kako je (W,R,{S, : w € W},IF) Veltmanov model, slijedi da je W neprazan skup te R relacija

na W koja je tranzitivna i inverzno dobro fundirana.

Prema definiciji 2.4.3, za svaki w € W, vS,V je definirano samo za V C R[w] i v € R[w].
Dakle, vrijedi S, C R[w] x & (R[w]).
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No, takoder vrijedi vS,,V ako i samo ako postoji neki svijet v € V s odredenim svojstvom. Slijedi

V # 0. Dakle, 5, C R[w] x (9(R[w]) \{@}).

Neka su w,u € W proizvoljni svjetovi takvi da vrijedi wRu. Definiramo V = {u}. Iz reflek-
sivnosti relacije S, na R[w] slijedi uS,u. Tada (zbog u € V) definicija 2.4.3 povladi uS,V, tj.

uS,,{u}. Drugim rije¢ima, relacija S, je kvazi-refleksivna.

Neka su u,w € W te V C R[w] proizvoljni takvi da vrijedi uS,,V. Neka za svaki svijet v € V
i Z, C R[w] vrijedi vS,,Z,. 1z uS,,V prema definiciji 2.4.3 slijedi da postoji svijet v/ € V takav
da vrijedi uS,,V'. Za taj svijet v posebno vrijedi v € V pa prema pretpostavci postoji Z,, C R[w]
takav da vrijedi v'S,,Z,,. To opet prema definiciji 2.4.3 povlaci da postoji svijet v/ € Z,, takav
da vrijedi v'S,v".

Dakle, imamo uS,V' i V'SV, pa iz tranzitivnosti relacije S, slijedi uS,,v’. Kako je v/ € Z,/
iV €V slijedi v/ € UyeyZ,. To sad zajedno s uS,v" i definicijom 2.4.3 povladi uS,, (U,evZ,).

Drugim rijecima, relacija S,, je kvazi-tranzitivna.

Neka su w,u,v € W proizvoljni svjetovi takvi da vrijedi wRuRv. Tada iz svojstava relacije

S, slijedi uS,,v. Za skup V = {v} prema definiciji 2.4.3 tada vrijedi uS,V, tj. uS,{v}.

Neka su w,u € W te V,Z C R[w] proizvoljni takvi da vrijedi uS,V iV C Z C R|w]. 1z uS,,V
prema definiciji 2.4.3 slijedi da postoji svijet v € V takav da vrijedi uS,v. No, kako za Z C R[w]
vrijedi V C Z, v € V povlaci v € Z. Dakle, imamo v € Z i uS,,v, $to prema definiciji 2.4.3 povlaci
uS,Z.

Dakle, Ver 1 = (W,R,{S,, : w € W},II-) je Verbruggein model. |

Sljedeci teorem govori o tome da je istinitost proizvoljne formule na pojedinom svijetu
nekog Veltmanovog modela o¢uvana pri prelasku na njegov pridruZeni Verbruggein model. Te-

orem je iskazan, bez dokaza, kao propozicija 2.4. u Clanku [58].

Teorem 2.4.5. Neka je F proizvoljna IL-formula. Neka je 91 = (W,R,{S,, : w € W}, IF) Velt-
manov model, te Ver M = (W,R,{S,, : w € W},IFF) njegov pridruZeni Verbruggein model. Tada

za svaki svijet w € W vrijedi:

N,wlFF akoisamoako VerOM,wl-F.
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Dokaz. Neka je w € W proizvoljan. Tvrdnju teorema dokazujemo indukcijom po sloZenosti
formule F (tj. broju veznika i modalnih operatora koji se javljaju u formuli F).
Neka je F' formula sloZenosti 0. Tada vrijedi F = p, za neki p € Prop, ili F = L. Razma-

tramo oba ta slucaja.

(a) U sluCaju F = p, za neki p € Prop, iz definicije 2.4.3. slijedi traZeni rezultat: vrijedi

I, w Ik p ako 1 samo ako vrijedi Ver DT, w I p.

(b) U slucaju F = L tvrdnja vrijedi s obzirom da ne vrijedi ni 9, w |- L ni Ver N, w - L.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za svaku formulu F Cija je sloZenost strogo manja od n, za

nekin € N\ {0}.
Neka je formula F sloZenosti n. Razmatramo sljedece slucajeve u ovisnosti o izgradnji
formule F (pritom promatramo samo slucajeve koji su u skladu s definicijom 1.1.2):

(a) Slucaj F = G, pri ¢emu je G neka formula. Tada vrijedi:

Nwl-FF & NwlkEF-G & NwhkKG

& (G je sloZenosti n — 1 pa koristimo pretp. ind.)
& VerNowhk G < VerMwl- -G
=

Ver M,wlFF

(b) Slucaj F = GAH, pri cemu su G i1 H neke formule. Tada vrijedi:

NwkEF & MNwlFGAH & NwlEFG 1 NIFH
< ((formule G 1 H su sloZenosti strogo manje od n,
pa koristimo pretpostavku indukcije)) <
< VerNwlEG 1 VerNwlFH <

< VerNwlFGANH & VerNM,wlkF

(c) Slucaj F =G> H, pri ¢emu su G i H neke formule. Pokazujemo da vrijedi 9T, w I G> H

ako 1 samo ako vrijedi Ver 1,wIF G> H.
Pretpostavimo prvo da vrijedi 9T, w |- G > H. To znaci da vrijedi:

(Vv ew) ((va & MvIF G) = (Fu e W) (vS,u & N,ul- H)). 2.2)
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Tvrdimo da vrijedi Ver Nt,w |- G> H, tj. da vrijedi

(VveWw) (va & Ver MvIF G
(2.3)
= (3V C Rw]) (vS,V & Ver M,V I H)).

Neka je v € W proizvoljan svijet takav da vrijedi wRv i Ver N,v I- G. Kako je formula G
sloZenosti strogo manje od n, iz pretpostavke indukcije i Ver I, v IF G slijedi N, v I- G.
Iz toga, wRyv i pretpostavke (2.2) slijedi da postoji svijet u € W takav da vrijedi vS,u i
M,ul- H. Kako je formula H slozenosti strogo manje od n, iz pretpostavke indukcije i
MN,u - H slijedi Ver M,ul- H. Za skup V = {u}, iz vS,u i definicije 2.4.3 slijedi vS,,V.
Preostaje primijetiti da zbog V = {u} i Ver M, u I H vrijedi Ver M,V I H. Dakle, vrijedi
(2.3).

Dokazimo sada obrat. U tu svrhu pretpostavimo da vrijedi Ver 9t,w |- G> H. To znaci
da vrijedi:

(VWveWw) (va & Ver M,vIF G

2.4)
= (3V C RW]) (45, V & Ver M,V I H)).
Tvrdimo da vrijedi 0N,w IF G> H, tj. da vrijedi
(Wvew) ((va &N,y Ik G) = (JueW)(vS,u & M ul H)). 2.5)

Neka je v € W proizvoljan svijet takav da vrijedi wRv i 91,v IF' G. Kako je formula G
sloZenosti strogo manje od n, iz pretpostavke indukcije i ), v I- G slijedi Ver 1,v IF G.
Iz toga, wRv i pretpostavke (2.4) slijedi da postoji V C R[w] takav da vrijedi vS,V i
Ver M,V I- H. 1z vS,,V i definicije 2.4.3 slijedi da postoji svijet u € V (tada takoder i
u € W) takav da vrijedi vSyu. 1z Ver M,V IF H i u € V slijedi Ver 0, u |- H. Preostaje
primijetiti da je sloZzenost formule H strogo manja od n, pa iz prethodnog i pretpostavke

indukcije slijedi O, u IF H. Dakle, vrijedi (2.5).
[
Sljedeci teorem govori o tome da su svjetovi u Veltmanovim modelima bisimulirani ako i
samo ako su bisimulirani u pridruZenim Verbruggeinim modelima.

Teorem 2.4.6. Neka su 91 = (W,R.{S, :we W}IF) i N = (W R {S,:weW}I) dva
Veltmanova modela, te neka su wo € W i w) € W’. Neka su Ver 0t = (W,R,{S,,: w e W} )i

Ver W = (W,R,{S,,: w € W},II) njima pridruZeni Verbruggeini modeli. Tada vrijedi:
Ver M, wo < Ver W, wj akoisamo ako M, wo < N, wy,.
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Dokaz. Pretpostavimo prvo da vrijedi Ver 9, wg < Ver 9, w;,. Pritom tu bisimulaciju kojom
su svjetovi wy i wj, bisimulirani kao svjetovi Verbruggeinih modela ozna¢imo sa Z. Zelimo
pokazati da vrijedi 9, wg < 9V, w(. Preciznije, pokazujemo da je upravo Z traZena bisimulacija
Veltmanovih modela 91 i 91'. Redom pokazujemo da za relaciju Z vrijede svojstva (at), (forth) i

(back) iz definicije bisimulacije za Veltmanove modele.

Neka je (w,w') € Z proizvoljan. Iz uvjeta (at) za Z iz definicije bisimulacije Verbruggeinih
modela slijedi da w i w’ zadovoljavaju iste propozicionalne varijable. Dakle, vrijedi uvjet (at)

iz definicije bisimulacije Veltmanovih modela.?

Dokazimo sada da vrijedi uvjet (forth). Neka je (w,w’) € Z proizvoljan par. Neka je u € W
proizvoljan svijet takav da vrijedi wRu. Tada prema (forth) svojstvu relacije Z iz definicije
bisimulacije Verbruggeinih modela postoji svijet ' € W’ takav da vrijedi uZu' i w'R'v/.

Neka je sad v € W’ proizvoljan svijet takav da vrijedi «'S’ ,v'. Tada prema definiciji 2.4.3
(preciznije definiciji relacije S,,) slijedi da za skup V' = {V'} vrijedi ’S,,V’. Sada prema
svojstvu (forth) iz definicije bisimulacije Verbruggeinih modela slijedi da postoji skup svjetova

V takav da vrijedi uS,,V i
za svaki svijet v € V postoji svijet v/ € V' takav da vrijedi vZV". (2.6)

Iz uS,,V prema definiciji 2.4.3 slijedi da postoji svijet v € V za koji vrijedi uS,,v. Kakojev €V,
iz (2.6) slijedi da postoji svijet v/ € V' takav da vrijedi vZv". No, v € V/ = {V/'} povlaciv’' =/,
pavZy" povlaci vZv'.

Dakle, za relaciju Z vrijedi uvjet (forth) iz definicije bisimulacije Veltmanovih modela.

Provjerimo jo§ da vrijedi uvjet (back). Neka je (w,w’) € Z proizvoljan par. Neka je u’ € W'
proizvoljan svijet takav da vrijedi w'R'u/. Tada prema (back) svojstvu relacije Z iz definicije
Verbruggeinih modela postoji svijet u € W takav da vrijedi uZu' i wRu.

Neka je sad v € W proizvoljan svijet takav da vrijedi uS,v. Tada prema definiciji 2.4.3
(preciznije definiciji relacije S,,) slijedi da za skup V = {v} vrijedi uS,,V. Sada prema svojstvu
(back) iz definicije Verbruggeinih modela slijedi da postoji skup svjetova V' takav da vrijedi

'S, V' i vrijedi sljedede:

za svaki svijet V' € V' postoji svijet v; € V takav da vrijedi v{ZV'. 2.7)

2Uo¢imo da zapravo nema razlike izmedu uvijet (at) iz definicije bisimulacije Verbruggeinih modela i uvjeta

(at) iz definicije bisimulacije Veltmanovih modela.
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Iz v/ SIW/V’ prema definiciji 2.4.3 slijedi da postoji svijet v € V/ za koji vrijedi u'S’,,v'. Kako
je Vv e V', iz (2.7) slijedi da postoji svijet vi € V takav da vrijedi viZV. No, vi € V = {v}
povladi vi = v, paviZV povladi vZv'.

Dakle, za relaciju Z vrijedi uvjet (back) iz definicije bisimulacije Veltmanovih modela.

Dokazimo sada obrat. Pretpostavimo da vrijedi 9,wp < OV, w(,. Pritom tu bisimulaciju
kojom su svjetovi w i w(, bisimulirani kao svjetovi Veltmanovih modela ozna¢imo sa Z. Zelimo
pokazati da vrijedi Ver 9,wy < Ver M, w;,. Preciznije, pokazujemo da je upravo Z traZena
bisimulacija Verbruggeinih modela Ver 911 Ver 9. Redom pokazujemo da za relaciju Z vrijede

svojstva (at), (forth) i (back) iz definicije bisimulacije za Verbruggeine modele.

Uocimo (kao u dokazu obratnog smjera maloprije) da se (at) iz definicije bisimulacije Ver-
bruggeinih modela podudara s uvjetom (at) koji Z kao bisimulacija Veltmanovih modela zado-

voljava.

Provjerimo prvo da vrijedi uvjet (forth) iz definicije bisimulacije Varbruggeinih modela.
Neka su (w,w') € Z i u € W proizvoljni tako da vrijedi wRu. Iz uvjeta (forth) iz definicije
bisimulacije Veltmanovih modela slijedi da postoji svijet #' € W' takav da vrijedi uZu' i w'R'u/'.
Neka je V' proizvoljan skup svjetova takav da vrijedi u’giv/V’ . Iz definicije 2.4.3 slijedi da
postoji svijet v/ € V' takav da vrijedi ’S),,v'. Primjenom uvjeta (forth) iz definicije bisimulacije
Veltmanovih modela slijedi da postoji svijet v; takav da vrijedi v{ZV' i uS,v,. Iz definicije 2.4.3

slijedi da za skup V = {v;} vrijedi uS,,V.

Neka je sada v € V proizvoljan svijet. Preostaje jo§ pokazati da postoji svijet v| € V' takav
da vrijedi vZv/. No, izv € V = {v; } slijedi v = v, pa zbog v1ZV' slijedi da je traZeni v} upravo

V.

Dakle, za relaciju Z vrijedi (forth) iz definicije bisimulacije Verbruggeinih modela.

Preostaje jo§ samo dokazati da vrijedi uvjet (back) iz definicije bisimulacije za Verbruggeine
modele. Neka su (w,w’) € Ziu' € W’ proizvoljni tako da vrijedi w'R'u’. 1z (back) svojstva iz
definicije bisimulacije za Veltmanove modele slijedi da postoji svijet u € W takav da vrijedi uZu'
i wRu. Neka je V proizvoljan skup svjetova takav da vrijedi uS,,V. Iz definicije 2.4.3 slijedi da
postoji svijet v € V takav da vrijedi uS,v. Primjenom uvjeta (back) iz definicije bisimulacije
Veltmanovih modela slijedi da postoji svijet v} takav da vrijedi vZv/ i u'S),v]. Iz definicije 2.4.3

slijedi da za skup V' = {v} } vrijedi ' SV
Neka je sada v/ € V’ proizvoljan svijet. Preostaje jos pokazati da postoji svijet v € V takav
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da vrijedi v;ZV'. No, iz V' € V' = {V}} slijedi v/ = V|, pa zbog vZv/ slijedi da je traZeni svijet v,

upravo svijet v.

Dakle, za relaciju Z vrijedi (back) iz definicije bisimulacije Verbruggeinih modela. |

Napomena 2.4.7. Goris i Joosten u svom ¢lanku [12] u dokazu teorema 3.4. definiraju pojam
Verbruggeinog modela pridruzenog Veltmanovom modelu (W, R, {S,, : w € W}, IF) kao u defi-
niciji 2.4.3. s razlikom da za svaki svijet w € W, svaki V C R[w] i svaki svijet v € R[w| definiraju
relaciju S,, ovako:

vS,V  akoisamoako (Vu € V)(vS,u)

(pri ¢emu je dodatno potrebno zahtijevati da vrijedi V # 0). Uocimo da bi dokaz propozicije
2.4.6. (kao i kasnije propozicije 3.3.7) proSao i s takvom definicijom. Naime, na mjestima u tom
dokazu gdje smo koristili definiciju relacije S,, iz pridruZzenog Verbruggeinog modela, radilo se
o slucaju ili da je skup V jednoclan (pa nam je svejedno radi li se o kvantifikatoru 3 ili V)
ili da nam treba postojanje nekog elementa u nepraznom skupu V' (pa kako je skup neprazan,
slijedi da postoji neki element u tom skupu, a zatim primjenom univerzalnog kvantifikatora V
iz definicije slijedi da je i on kakav u dokazu traZimo). Medutim, tako definirani pridruzeni
Verbruggein model nije Verbruggein model kako smo ga mi definirali u ovome radu. Naime,
tako definirana struktura ne zadovoljava svojstvo monotonosti, tj. ne vrijedi da iz vS,,V iV C
Z C R[w] nuzno slijedi vS,,Z (stoga je u ¢lanku [12]. iz definicije Verbruggeinog modela, ili

kako je tamo oznaceno ILg.,-modela, izostavljen navedeni uvjet monotonosti).

Potpuno se analogno (zamjenom Z s Z;, odnosno Z; | na odgovaraju¢im mjestima) dokazuje

da analogan teorem vrijedi za n-bisimulacije.

Teorem 2.4.8. Neka su 1= (W,R,{S, :w e W} i) i W = (W R {S,:weW}l) dva
Veltmanova modela te neka su wo € W i wjy € W'. Neka su Ver = (W,R,{S,,: w € W},IF) i
Ver W = (W',R/, {E/W :w € W},IF) njima pridruZeni Verbruggeini modeli. Tada za svakin € N
vrijedi:

Ver M, wo <, Ver W, wj akoisamo ako N, wg <, N, wy.

Konacno, dokaZzimo da u slu¢aju Verbruggeinih modela modalna ekvivalentnost opcenito ne

povlaci bisimuliranost.
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Teorem 2.4.9. Neka su 91y i 91, Veltmanovi modeli te wy i w, njihovi svjetovi iz iskaza te-
orema 2.4.2. Tada za te svjetove wy i wy u modelima Ver 91y i Ver M, (tj. u Verbruggeinim
modelima pridruZzenim Veltmanovim modelima 91; i 91,) vrijedi da su oni modalno ekviva-

lentni, ali nisu bisimulirani.

Dokaz. Dokazimo prvo da su wy 1 w», kao svjetovi modela Ver 1 1 Ver 1, modalno ekviva-

lentni. Neka je F' proizvoljna formula iz Formyy. Tada vrijedi:

t 2.4.5
Ver My, wy - F e Ni,wi - F
teorem 2.4.2
Mo, wy IFF
t 2.4.5
L Ver DNy, wy |- F.

Dakle, svjetovi wy i w» su, kao svjetovi Ver I; 1 Ver I, modalno ekvivalentni.

DokazZimo jo§ da ne vrijedi Ver D1;,w; < Ver Iy, wy. Pretpostavimo suprotno, tj. vrijedi
Ver My,w; & Ver My, wy. Tada teorem 2.4.6 povlaci da vrijedi D, w; € Ny, wy. No, to je u
kontradikciji s teoremom 2.4.2. Dakle, svjetovi wi 1 w, nisu bisimulirani u pripadnim Verbrug-

geinim modelima. u
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2.5. ODNOS BISIMULIRANOSTI I

n-BISIMULIRANOSTI

U ovoj tocki Zelimo utvrditi odnos izmedu bisimuliranosti i n-bisimuliranosti. Preciznije, za

dva svijeta w i w' Verbruggeinih modela 9% i MV, Zelimo dati odgovor na sljedeca dva pitanja:
(a) ako M, w < M’ w' vrijedi li tada nuzno (Vn € N)(D,w <, M w')
(b) ako (Vn € N)(O,w <, M, w') vrijedi li tada nuzno M, w < M’ w'?

Dokazat ¢emo da je odgovor na prvo pitanje potvrdan, tj. bisimuliranost povlaci n-bisimu—
liranost za svaki n € N. No, takoder ¢emo dokazati da obrat ne vrijedi (tj. da je odgovor na

drugo pitanje opCenito negativan).
Prvo pokazimo da bisimuliranost povlaci n-bisimuliranost za svaki n € N.

Propozicija 2.5.1. Neka su 91 i 9 Verbruggeini modeli, te w € 91w’ € M njihovi svjetovi.

Ako vrijedi 9, w « M’ w' tada za svaki n € N vrijedi M, w <, M, w'.

Dokaz. Pretpostavimo da vrijedi 9%, w € 9, w'. Tada postoji neka neprazna relacija Z C W x
W' koja zadovoljava uvjete (at), (forth) i (back) iz definicije 2.1.1, te za koju vrijedi (w,w') € Z.

Neka je n € N proizvoljan. Za svakii € {0,1,...,n} definiramo Z; :=Z. Tadaje Z, C --- C
Z1 € Zy CW x W' niz nepraznih binarnih relacija takav da vrijedi (w,w') € Z,. Preostaje jo$
pokazati da za niz relacija (Z;)?_, vrijede uvjeti (at), (n-forth) i (n-back) iz definicije 2.1.3. No,
to direktno slijedi iz Z; = Z, Vi € {0,1,...,n}, te svojstava (at), (forth) i (back) za relaciju Z.
Dakle, vrijedi M, w <, M w'. [

Sada Zelimo pokazati da obrat te propozicije opéenito ne vrijedi, tj. da postoje dva Ver-
bruggeina modela 9 i M’ te njihovi svjetovi w € M i w' € M’ koji su n-bisimulirani za svaki
n € N, ali nisu bisimulirani. Kako po teoremu 2.4.9. imamo dva Verbruggeina modela Ver 91,
i Ver I, te njihova dva svijeta w; € Ver 9y i wy € Dy koji nisu bisimulirani, preostaje za

navedeni rezultat pokazati da su ti svjetovi wy i wy n-bisimulirani, za svaki n € N.

Propozicija 2.5.2. Neka su 91 i 91, Veltmanovi modeli te wy i w, njihovi svjetovi iz iskaza
teorema 2.4.2. Tada za te svjetove wi 1 wp u modelima Ver 91y 1 Ver 91, (). u Verbruggeinim
modelima pridruZenim Veltmanovim modelima 91 1 21,) vrijedi da su oni n-bisimilarni za svaki

n € N, ali nisu bisimulirani.
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Dokaz. Prisjetimo se da smo definirali Veltmanov model 91; kao Vel &, a Veltmanov model
M, kao Vel (B146,), gdje su & i 1+, GL-modeli definirani u [7] i prikazani na slici 2.9.
U [7] je kao korolar 15. istaknuto da su svjetovi wi u & i wy u &+, n-bisimulirani za svaki

n € N (kao svjetovi GL-modela). Zatim je u [7] kao propozicija 18. istaknut sljedeci rezultat:

Neka je n € N, neka su & i &' dva GL-modela te neka suw € & iw' € &' dva svijeta
u njima. Ako vrijedi da su svjetovi w i w' 2n-bisimulirani kao svjetovi GL-modela,

tada su ti svjetovi w i w n-bisimulirani kao svjetovi Veltmanovih modela Vel & i

Vel &'.

Kako su w; i wy n-bisimulirani za svaki n € N kao svjetovi GL-modela & i &+, slijedi
da su posebno i 2n-bisimulirani za svaki n € N. Prema propoziciji 18. iz [7] to znaci da su
w1 1 wp n-bisimulirani za svaki n € N kao svjetovi Veltmanovih modela 9t = Vel & 191, =
Vel &;+®,. Sada prema teoremu 2.4.8. vrijedi da su svjetovi wy i wy n-bisimulirani za svaki

n € N kao svjetovi Verburggeinih modela Ver 1 i Ver M,, $to smo i Zeljeli pokazati. |

47



Bisimulacije za Verbruggeinu semantiku Slucaj konacnog skupa propozicionalnih varijabli

2.6. SLUCAJ KONACNOG SKUPA

PROPOZICIONALNIH VARIJABLI

Kako opcenito ne vrijedi obrat, tj. ne vrijedi da modalna ekvivalentnost povlaci bisimuliranost,
razmatrani su uvjeti koje moZemo zadati, a pod kojima bi ta tvrdnja vrijedila. Primjerice, u [53]

je dokazano da Zeljeni obrat vrijedi ukoliko zahtijevamo da su modeli slikovno konacni.

Propozicija 2.6.1. KaZemo da je Verbruggein model 9t = (W, R, {S,, : w € W},II) slikovno
konacan ako za svaki w € W vrijedi da je skup R[w| konacan. Ako su 9t} i 91, slikovno konacni
te su svjetovi wi € Wi i wp € W, modalno ekvivalentni, tada su svjetovi wy i wy bisimulirani

(kaZemo jo$ da vrijedi Hennessy-Milnerovo svojstvo).

Razmatrano je i dobivanje obrata na nacin da zahtijevamo da je skup propozicionalnih va-
rijabli koji promatramo konacan. Tako su u [39] u Lemi 3.1. dane sljedece dvije tvrdnje za

Verbruggeine modele:

(a) ako su svjetovi w i w' n-bisimulirani tada su ti svjetovi n-modalno ekvivalentni

(b) ako imamo samo konac¢no mnogo propozicionalnih varijabli tada obrat takoder vrijedi:

ako su svjetovi w i w’ n-modalno ekvivalentni tada su oni i n-bisimulirani.

Medutim, dokaz tvrdnje 2. Leme 3.1. u [39] sadrZi gresku. Kratko opisujemo sto je krivo u
tom dokazu. Ideja dokaza 2. tvrdnje bila je pokazati da je niz =;, 0 < i < n, jedna n-bisimulacija.
Uvjet (at) trivijalno vrijedi. Razmotrimo samo uvjet (forth). Neka je 0 < i < n proizvoljan i neka
je w=; w. Pretpostavimo da uvjet (forth) ne vrijedi, tj. da postoji svijet u tako da vrijedi wRu
i za svaki svijet u’ tako da je w'R'w’ i u =;_; u’ postoji skup svjetova V' tako da imamo u’'S’ ,V’
i za svaki skup svjetova V takav da vrijedi uS,,V postoji svijet v € V koji nije (i — 1)-modalno
ekvivalentan niti s jednim svijetom iz skupa V.

Zatim se uzme po jedan takav svijet v za sve takve skupove V i s By oznaci konjunkcija
svih (do na logic¢ku ekvivalenciju) formula dubine do i — 1 istinitih na svijetu v. Sa B se oznaci
konjunkcija negacija svih takvih formula By. Sada se tvrdi da vrijedi w' |- A > B, gdje je A
konjunkcija svih (do na ekvivalenciju) formula dubine do i — 1 istinitih na svijetu u, a onda i
na svijetu u/, $to kasnije vodi na kontradikciju. Medutim, to je pogre$no, jer formula B nije

ista za svaki svijet u’ za koji vrijedi w'R'u/, nego se za svaki takav svijet «’ konstruira posebno,
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odnosno moguce je da su za razlilite svjetove u’ odabrani razli¢iti predstavnici v € V. Kasnije
¢emo vidjeti kako nova verzija definicije bisimulacije, tj. definicija slabe bisimulacije, otklanja

ovaj problem.

U ostatku ove tocke dat ¢emo primjer u kojem ¢emo pokazati da ¢ak ni modalna 1-ekviva—
lencija ne povlaci nuzno 1-bisimuliranost (pa stoga ne vrijedi ni tvrdnja da n-ekvivalencija
povlaci nuzno n-bisimuliranost, za n € N). U nastavku promatramo samo konacan skup propo-

zicionalnih varijabli.

Primjer 2.6.2. Verbruggein model 9t = (W,R,{S,, : w € W},IF) definiran je ovako:

(@ W={wu,vi,vn}

(b) R: wRx za sve svjetove x # w

(c) Sy: uS,{vi,v} te sve §to treba biti po kvazi-refleksivnosti i monotonosti
(d) ulFq, vy IFp.

Zatim, Verbruggein model 9V = (W' R’ {S], : w € W'}, IF) je zadan ovako:

(@) W' ={w,uj,ub, v Vo}
(b) R': WR'x za sve svjetove x # w'

(©) S, ul S {vi}, usS;,{v)} te sve to treba zbog kvazi-refleksivnosti i monoto-

nosti

(d) uy - q, uyl-q, v IFp.
Na sljedecoj slici 2.10 prikazani su upravo definirani Verbruggeini modeli.

Lema 2.6.3. Svjetovi wiw' iz prethodnog primjera 2.6.2. nisu 1-bisimulirani.

Dokaz. Dovoljno je opisati pobjednicku strategiju izazivaca u jednoj 1-igri s pocetnom konfigu-
racijom (90T, w, M’ w'). Naime, postojanje pobjednicke strategije izazivaca u toj 1-igri povlaci
da ne postoji pobjednicka strategija branitelja u toj 1-igri, a onda propozicija 2.3.7. povlaci da
svjetovi w i w' nisu 1-bisimulirani. Uo¢imo usput da iz definicije modela 21 i M’ oéito slijedi

M, w =g M',w (pa ée se doista morati i¢i u igranje 1. runde).

Definirajmo sada jednu pobjednicku strategiju izazivaca. Izaziva¢ pocetno odabire model

M te svijet u € W. Kako vrijedi wRu, izaziva€ tu ne gubi i igra se nastavlja.
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Slika 2.10: Prikaz modela 90t i 9’ (isprekidane crtice oko skupova oznacavaju da su prema
definiciji Verbruggeinih modela i svi nadskupovi tih skupova, koji su i podskupovi od R[w],

odnosno R'[w'], u oznacenoj S,,, odnosno S/, relaciji).

Branitelj sada bira neki svijet ' € W’ za koji vrijedi w'R'x’. 1z definicije modela 9V slijedi
da vrijedi jedan od sljedeca dva sluCaja: (a) branitelj je izabrao svijet u] ili svijet u5; (b) branitelj

je izabrao svijet v/ ili svijet v,. Svaki od navedena dva slucaja posebno razmatramo.

Promotrimo prvo slu¢aj (a). Neka je branitelj izabrao svijet ] ili svijet u). Izabrani svijet
oznacimo sa u’; gdje je j € {1,2}. Sada izazivac bira skup V' = {/;}. Uo¢imo da prema definiciji
modela M’ vrijedi u;S],{V/}, pa izaziva¢ moZe doista odabrati taj skup. Potom branitelj bira
neki skup svjetova V. C W za koji vrijedi uS,,V. 1z uS,,V i definicije modela 901 slijedi da je V
nadskup od {u} ili V D {v;,v,}. Sada je potrebno izabrati konfiguraciju (9%, w, D', w) ) kojom

pocinje sljedeca runda. U tu svrhu promatramo sljedeca dva slucaja.

(a;) U slucaju daje V nadskup od {u} tada izazivaC bira svijet u kao dio poCetne konfiguracije
za sljededu rundu igre. U tom slucaju branitelj mora izabrati neki svijet iz skupa V'. No,
bududi je V' = {V}} tada branitelj mora izabrati svijet v/; kao dio pocetne konfiguracije
sljedece runde. Kako je ogito u Zo v'; (jer ul- g i v/, I q) tada je izaziva¢ pobijedio na

kraju prve runde.
(a2) Neka je branitelj izabrao neki skup V O {v,v,}. Tada izaziva¢ bira svijet v3_; € V kao
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dio pocetne konfiguracije sljedece runde. Branitelj sada mora izabrati neki svijet iz skupa
V'. No, buduéi da je V' = {v';}, tada branitelj mora izabrati svijet v/;. O¢ito je v3_; #o V',

pa opet izazivac pobjeduje.

Dakle, u oba slucaja izazivac¢ pobjeduje slijedeci opisanu strategiju u ovoj 1-igri s navedenom

pocetnom konfiguracijom.

Promotrimo sada slucaj (b), tj. slucaj kada je branitelj izabrao svijet v’j, gdje je j € {1,2}.
Sada izazivac bira skup V' = {v’]} (Sto moZe jer prema kvazirefleksivnosti vrijedi v_’]-S:V,{v_’]-}).
Potom branitelj treba izabrati neki skup svjetova V. C W za koji vrijedi uS,,V. Bez obzira na
izbor skupa V promotrimo mogucu pocetnu konfiguraciju za sljedecu rundu igre. Izazivac ¢e
svakako izabrati svijet u, pa bi branitelj trebao izabrati svijet v’j. No, zbog u % v} slijedi da

izaziva€ pobjeduje.

Dakle, u svakom slucaju, slijedeci opisanu strategiju, izazivac¢ pobjeduje u 1-igri s tom po-

¢etnom konfiguracijom (90T, w, 9 w').

Napomena 2.6.4. Iako prethodna lema 2.6.3. na prvi pogled samo pokazuje da svjetovi w i
w’ iz primjera 2.6.2. nisu 1-bisimulirani, uo¢imo iz nje takoder proizlazi da ti svjetovi nisu niti
bisimulirani. To proizlazi iz obrata po kontrapoziciji rezultata prethodne tocke, tj. ako svjetovi

nisu n-bisimulirani za neki n € N, tada oni nisu niti bisimulirani.

Sada ¢emo direktno iz definicije dokazati modalnu ekvivalentnost svjetova w i w' iz primjera
2.6.2.

Lema 2.6.5. Svjetovi wiw' iz prethodnog primjera 2.6.2. su modalno ekvivalentni.

Dokaz. Prema napomeni 1.4.3. vrijedi da ako su dva svijeta propozicionalno ekvivalentna, tada
su i 0-ekvivalentna. Koristeéi tu ¢injenicu, moZemo uociti koji svjetovi su 0-ekvivalentni (tj.
zadovoljavaju iste formule bez modalnih operatora). U svakom od sljedeca tri skupa svjetovi su

medusobno 0-ekvivalentni:
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PEN = {w,w',v2,v4} (niti jedna propozicionalna varijabla nije istinita na njima);
PEQ = {u,u},u}} (samo varijabla ¢ je istinita na njima);

PEP = {v;,v}} (samo varijabla p je istinita na njima).

Treba dokazati I, w =1 M’ W/, tj. da za svaku fomulu F za koju vrijedi d(F) < 1, imamo

sljedecu ekvivalenciju:
Mwl-F ako 1 samo ako m' w' - F.

Buduéi da w,w’ € PEN tada su ti svjetovi O-ekvivalentni, pa preostaje dokazati slucaj d(F) = 1.
Razmatramo samo slucaj kada je formula za koju dokazujemo tvrdnju oblika F > G, pri cemu
formule F i G ne sadrZe modalne operatore (tako da vrijedi d(F > G) = 1). Dakle, dokazujemo

da vrijedi sljedeca ekvivalencija:
Mwl-Fr>G ako i samo ako m' w' - F>G.
Pretpostavimo prvo da vrijedi 9%, w I+ F > G, tj. neka vrijedi
Vx(wRx & xIF F = 3V (xS,,V & V IF G)). (2.8)
Treba dokazati da vrijedi 9V, w' I F > G, tj. da vrijedi
VX' (WRX &X' \FF = 3V'(XS,V & V'IFG)). (2.9)

Neka je X' € W’ proizvoljan svijet takav da vrijedi w'R'x’ i X' I F. Buduéi da iz w'R'x’ i definicije
relacije R slijedi X’ € {u),u),v|,V}, razmatramo sljedeca dva slucaja: (a) X’ € {u},u}}; (b)
xe{vi,}.

Promotrimo prvo slucaj (a). Neka x’ = u}, zaneki i € {1,2}. Kako vrijedi u; I+ F te u.,u € PEQ
povlaci da su ti svjetovi O-ekvivalentni (formula F' ne sadrZi modalne operatore), zakljucujemo

ul- F. Sada prema (2.8) slijedi da postoji skup svjetova V takav da vrijedi uS,,V iV IF G. Iz

uS,,V 1 definicije relacije S,, slijedi

Ve {{u}, {u,vi},{u,v2},{vi,v2}, {M,Vl,Vz}}a

pa zakljuCujemo da vrijedi u € V ili V = {vy,v, }. Promatramo dva podslucaja.
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(a;) Ako u € V tada iz V I G slijedi posebno u IF G. Kako formula G ne sadrzi modalnih
operatora te vrijedi u,u; € PEQ, slijedi u} |- G. Tada za V' = {u}} vrijedi u}S’ ,V' (prema

kvazirefleksivnost od §' ) i V' IF G. Time je dokazana tvrdnja (2.9) u ovom podslucaju.

(a) AkojeV ={vy,»,} tadaiz V IF G slijedi posebno v; I G. Kako formula G ne sadrzi mo-
dalnih operatora te vi,v| € PEPiv;,v, € PEN povlaci da su svjetovi v; i v, 0-ekvivalentni,
slijedi v; IF G. Tada za V' = {v/} vrijedi v{S,V’ (prema kvazirefleksivnosti od S ) i

V' Ik G. Time je dokazana tvrdnja (2.9) u ovom podsludaju.

Promotrimo sada slu¢aj (b). Neka je x’ = v/, za neki i € {1,2}. Buduéi da v, IF F te v;,V]| €
PEP iv;,V, € PEN povladi da su svjetovi v; i v; 0-ekvivalentni (formula F ne sadrzi modalne
operatore), zaklju¢ujemo v/ I+ F. Sada iz (2.8) slijedi da postoji skup svjetova V takav da vrijedi
viSyV 1 V IF G. Uolimo da prema definiciji modela 91 svakako za svaki skup X takav da
vrijedi v;S,,X slijedi da on sadrZi v;, pa zakljucujemo v; € V. Tada V I G povlaci posebno da
vrijedi v; IF G. Kako G ne sadrzi modalne operatore te vi,v| € PEP i v,,v, € PEN povladi
da su svjetovi v; i v; O-ekvivalentni, slijedi v; I G. Tada za V' = {v;} vrijedi v;S],V' (prema

kvazirefleksivnosti od S/ ,) i V' I G. Time je dokazana tvrdnja (2.9).
DokaZimo sada obrat iz iskaza leme. Pretpostavimo da vrijedi 9, w' I- F > G. Tada vrijedi
V' (WRX &X' W F=3V'(XS,V &V'IFG)). (2.10)
Treba dokazati da vrijedi 9%, w I F > G, tj. da vrijedi
Vx(wRx & xIF F = 3V (xS,,V & V I G)). (2.11)

Neka je x € W proizvoljan svijet takav da vrijedi wRx i x - F. Buduéi da prema definiciji

modela 91 iz wRx slijedi x € {u, v, v, }, razmatramo sljedeca sva slucaja:

(b1) x = u. Kako vrijedi u |- F te u,u',u, € PEQ povlaci da su ta tri svijeta O-ekvivalentna
(formula F ne sadrzi modalne operatore), zakljuCujemo u) |- F i u) IF F. Sada iz (2.10)
slijedi da postoje skupovi svjetova V| i V; takvi da vrijedi | S/, V|, V{ IF G, u,S.,V; i
V, |- G. Prema definiciji modela 9" (preciznije, prema definiciji relacije S ,) iz v{ S, V|
slijedi v} € V|, dok iz v4 S ,V; slijedi v, € V. Tada iz V| I G slijedi v} IF G, aiz V; IF G
slijedi v, IF G. Buduéi da v,v] € PEP i v,,v, € PEN povla¢i da su svjetovi v/ i v;
0-ekvivalentni, kako formula G ne sadrZi modalnih operatora slijedi v; |- G. Sada za

V ={vy,vy} vrijedi V IF G te uS,,V, tj. vrijedi (2.11).
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(b2) x =v;, zanekii € {1,2}. Buduéi da vrijedi v; I+ F te vi,v] € PEP iv;,V, € PEN povlac¢i
da su svjetovi v; i v 0-ekvivalentni (formula F ne sadrzi modalne operatore), zakljucu-
jemo v} I- F. 1z (2.10) slijedi da postoji skup svjetova V/ takav da vrijedi viS! ,V/ i V/ I G.

Prema definiciji modela 90t (preciznije, prema definiciji relacije S/ ) iz viS!,V/ slijedi
vi € V!. Tada iz V/ Ik G slijedi v} |- G. Bududi da v;,v| € PEP iv;,V, € PEN povladi da
su svjetovi v} i v; O-ekvivalentni, pa kako G ne sadrzi modalnih operatora, slijedi v; I- G.

Sada za V = {v;} vrijedi V IF G te v;S,,V, tj. vrijedi (2.11).

Prethodne dvije leme pokazuju da su svjetovi w i w’ iz primjera 2.6.2. modalno ekvivalentni
(pa onda i 1-modalno ekvivalentni), ali nisu 1-bisimulirani. Uocimo da te dvije leme vrijede
i u slucaju konacnog skupa propozicionalnih varijabli. Dakle, ne vrijedi tvrdnja da u slucaju
konac¢nog skupa propozicionalnih varijabli n-modalna ekvivalentnost povlaci n-bisimuliranost.
Stoga ¢emo dati novu definiciju pojma (n-)bisimulacije za Verbruggeine modele, koju ¢emo na-
zvati (n)-w-bisimulacija te dokazati Zeljenu tvrdnju: u slucaju konacnog skupa propozicionalnih
varijabli n-modalna ekvivalencija povlaci n-w-bisimuliranost. Istaknimo ovdje jos da kada de-
finiramo novi pojam bisimulacije Verbruggeinih modela tada ¢emo pokazati da su svjetovi w
i w' iz primjera 2.6.2. 1-bisimulirani u smislu nove verzije definicije bisimulacije 3.1.1 (to ¢e
slijediti iz leme 3.3.5 i propozicije 3.3.6). Time ¢emo dobiti da su ti svjetovi i 1-bisimulirani (u

smislu nove verzije definicije) i 1-modalno ekvivalentni.

U sljedecem poglavlju dajemo nove definicije i dokazujemo da ti novi pojmovi imaju Zeljena

svojstva.
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3. SLABE BISIMULACIJE ZA

VERBRUGGEINU SEMANTIKU

U ovom poglavlju dajemo novu verziju definicija bisimulacije i konacne bisimulacije za Ver-
bruggeinu semantiku koje ¢emo redom nazvati w-bisimulacija i konacna w-bisimulacija (ili
n-w-bisimulacija). Zatim usporedujemo taj pojam w-bisimulacije s pojmom bisimulacije iz
prethodne tocke. Pokazat ¢emo da je w-bisimulacija strogo slabiji pojam od bisimulacije, tj.
da su bisimulirani svjetovi nuzno w-bisimulirani, ali da obrat ne vrijedi (Sto ¢emo pokazati
protuprimjerom). Dokazat ¢emo da (n)-w-bisimulacija posjeduje sva dobra svojstva koja smo
naveli i kod bisimulacija, primjerice, da (n-)w-bisimuliranost dvaju svjetova povlaci njihovu
(n-)modalnu ekvivalentnost. Takoder pokazujemo da opcenito obrat ne vrijedi. No, u slu-
¢aju konacnog skupa propozicionalnih varijabli dokazat cemo da dobivamo Zeljeni obrat (Sto je
vazna razlika u odnosu na bisimulacije, s obzirom da smo pokazali da tamo ni u tom slucaju
taj obrat ne vrijedi). Kako bi u tom dokazu lakSe dokazali (n-)w-bisimuliranost svjetova, do-
kazat cemo da je (n-)w-bisimuliranost svjetova ekvivalentna pobjednickoj strategiji branitelja u

odgovaraju¢im igrama (koje ¢emo nazvati (n-)w-bisimulacijske igre).

3.1. W-BISIMULACIJE

Prvo dajemo novu verziju definicije bisimulacije za Verbruggeinu semantiku koju nazivamo

w-bisimulacija.

Definicija 3.1.1. Neka su 91 i 9’ dva Verbruggeina modela. Nepraznu relaciju Z C W x W’

nazivamo w-bisimulacija ako vrijede sljedeéi uvjeti:

(at) za svaki par (w,w’) € Z i svaku propozicionalnu varijablu p € Prop vrijedi

sljedeéa ekvivalencija: w I p ako i samo ako vrijedi w' I p

55



Slabe bisimulacije za Verbruggeinu semantiku w-bisimulacije

(w-forth) za svaki par (w,w') € Z i za svaki svijet u € W takav da vrijedi wRu, postoji
neprazan skup U’ C W’ takav da za svaki svijet u’ € U’ vrijedi uZu' i w'R'v/
i za svaku funkciju V' : U — Z(W’) takvu da za svaki svijet ' € U’ vrijedi
u'S! V' (u") postoji skup V C W takav da vrijedi uS,,V i za svaki svijet v e V
postoji svijet vV € U,y V' (¢) tako da vrijedi vZv/

(w-back) za svaki par (w,w') € Z i za svaki svijet u’ takav da vrijedi w'R'v/, postoji
neprazan skup U C W takav da za svaki svijet u € U vrijedi uZu' i wRu i za
svaku funkciju V : U — &2(W) takvu da za svaki svijet u € U vrijedi uS,,V (u)
postoji skup V' takav da vrijedi 'S,V i za svaki svijet v/ € V' postoji svijet

v € Uyer V (1) tako da vrijedi vZv'.

Za dva svijeta w € W i w' € W’ kaZemo da su w-bisimulirani ako postoji w-bisimulacija
Z CW x W’ tako da vrijedi wZw'.

Ako je Z C W x W’ neka w-bisimulacija izmedu Verbruggeinih modela 2t i M’ tada pisemo
Z: M ars M. PiSemo M, w «w MM’ W' ako postoji w-bisimulacija Z : I e M takva da

vrijedi wZw'.
Uvjeti w-forth 1 w-back iz prethodne definicije ilustrirani su slikama 3.1 1 3.2.

Napomena 3.1.2. U ovoj napomeni dajemo simbolicki zapis uvjeta (w-forth) i (w-back) iz

prethodne definicije. Simbolicki zapisa uvjeta (w-forth) je sljedeci:
(Y(w,w') € Z)(Vu e W) (wRu = (AU e 2WH\{0})(Vu' € U")(uzu' i w'R'Y i
W' e V' 2w') <Vu/ cU)W'S, V' (W)) =

@V CW)s,V i (weV) (@ e [J Vi),

u'el’
dok je simbolicki zapis uvjeta (w-back) sljedeéi:
(Y(w,w') € Z)(Vu' € W) (W'R’u' = (U € W)\ {0})(Vu € U)(uZu i wRu i
(W e Ve w)) (vu e U)(uSyV (u)) =

(V' CWHWS,V'i (W eV (Eve | V(u>)vzv’)).

uclU
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Slika 3.1: Ilustracija uvjeta (w-forth).

UV(u)

uclU

Slika 3.2: Tlustracija uvjeta (w-back).
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3.2. SVOJSTVA W-BISIMULACIJE

U ovoj tocki pokazat cemo da w-bisimulacija ima ista osnovna svojstva kakva su za bisimulacije
navedena u propoziciji 2.1.2: relacija jednakosti je jedna w-bisimulacija te su w-bisimulacije

zatvorene na inverz, kompoziciju i proizvoljne unije.

Propozicija 3.2.1. Neka su 901, 9V i 9M” Verbruggeini modeli. Tada vrijedi:
(a) relacija Z = {(w,w) : w € MM} je w-bisimulacija

(b) ako je Z jedna w-bisimulacija izmedu modela 9 i M’ tada je Z~' = {(W',w) : wZw'}

w-bisimulacija izmedu modela 9V i 9

(c) ako je Z neka w-bisimulacija izmedu modela 9t i M te je Z' w-bisimulacija jedna iz-
medu modela M’ i M”, tada je ZoZ' = {(w,w") : (IW' € M) (WZW i wWZ'W")} jedna

w-bisimulacija izmedu modela 01 i 9"

(d) ako je {Z; : i € I'} neki neprazan skup w-bisimulacija izmedu modela 99t i 9t tada je unija

UZ; takoder w-bisimulacija izmedu modela 2t 1 0.

Dokaz.  (a) Pokazujemo redom da relacija Z zadovoljava uvjete (at), (w-forth) i (w-back).

Neka su (w,w') € Z i p € Prop proizvoljni. 1z (w,w') € Z slijedi w' = w, pa prema tome

vrijedi: w Ik p ako i samo ako vrijedi w' I p. Dakle, za relaciju Z vrijedi uvjet (at).

Provjerimo sada da vrijedi uvjet (w-forth). Neka je (w,w’) € Z proizvoljan. Tada iz
definicije relacije Z slijedi w = w’. Neka je u € W proizvoljan svijet takav da vrijedi wRu.
Definiramo skup U’ = {u}. Uo&imo da je skup U’ neprazan. Neka je u' € U’ proizvoljan
svijet. Iz U’' = {u} slijedi u = v/, pa iz definicije relacije Z slijedi uZu’ te takoder vrijedi

wRu'.

Neka je V' : U' — 22(W) proizvoljna funkcija takva da za svaki svijet ' € U’ vrijedi

'S, V' (). Iz u € U’ slijedi da postoji skup V'(u) takav da vrijedi uS,, V' (u). Definiramo

V =V/(u). Sada iz uS, V' (u) slijedi uS,V. Neka je v € V proizvoljan svijet. Definiramo

Vi=v. 1zU = {u} slijedi J V'()=V'(u). IzV =V'(u) i v €V tada slijedi Vv €
UU V' (i), te takoder iz def{tllleigi/je relacije Z iV = v slijedi vZV'.

wel’

Dakle, relacija Z zadovoljava svojstvo (w-forth).
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(b)

PokaZimo jos da relacija Z zadovoljava i uvjet (w-back). Neka je (w,w’) € Z proizvoljan
par. Tada iz definicije relacije Z slijedi w = w’. Neka je ' € W proizvoljan svijet takav
da vrijedi w'Ru’. Definiramo skup U = {«’}. Uo&imo da je skup U neprazan. Neka je
u € U proizvoljan svijet. Iz U = {u'} slijedi u = v/, pa iz definicije relacije Z slijedi uZu'

te takoder vrijedi wRu.

Neka je V : U — Z(W) proizvoljna funkcija takva da za svaki svijet u € U vrijedi

uS,V(u). 1z u' € U slijedi da postoji skup V(u') takav da vrijedi «'S,,V(«'). Defini-

ramo V' =V (u'). Sada iz 'S,V (i) slijedi «'S,,V'. Neka je v/ € V' proizvoljan svijet.

Definiramo v = V. 1z U = {u'} slijedi LEJUV(u) =V@). IzV' =V() iV €V tada
u

slijedi v e |J V(u) te takoder iz definicije relacije Z i v =’ slijedi vZV'.
uclU

Dakle, relacija Z zadovoljava svojstvo (w-back).

Pokazujemo da relacija z1 zadovoljava uvjete (at), (w-forth) 1 (w-back).

Neka su (w/,w) € Z~! te p € Prop proizvoljni. Iz (w',w) € Z~! slijedi (w,w’) € Z. Kako
je Z po pretpostavci w-bisimulacija tada iz svojstva (at) za relaciju Z slijedi: w |- p ako i

samo ako w' I p. Dakle, relacija Z~! zadovoljava uvjet (at).

DokaZimo sada da je zadovoljen i uvjet (w-forth). Neka su (w',w) € Z7! te ' € W’
proizvoljni takvi da vrijedi w'R's/. 1z (w',w) € Z~! slijedi (w,w') € Z. Kako je Z po
pretpostavci w-bisimulacija tada koriStenjem svojstva (w-back) za relaciju Z slijedi da
postoji neprazan skup U C W takav da za svaki svijet u € U vrijedi uZu' i wRu. 1z uZu'
slijedi #’Z~'u. Nekaje V : U — (W) proizvoljna funkcija takva da za svaki svijet u € U
vrijedi uS,,V (u). Ponovno koristenjem svojstva (w-back) za relaciju Z slijedi da postoji
skup V' takav da vrijedi «'S] V' i za svaki svijet v' € V' postoji svijet v € U,y V (1) tako

da vrijedi vZv'. 1z vZV' slijedi v'Z~'v. Dakle, relacija Z~! zadovoljava svojstvo (w-forth).

Provjerimo jo§ da relacija Z~! ima svojstvo (w-back). Neka su (w/,w) € Z ' teu € W
proizvoljni takvi da vrijedi wRu. Iz (w',w) € Z~! slijedi (w,w') € Z. Kako je relacija
Z po pretpostavci w-bisimulacija tada koriStenjem svojstva (w-forth) za relaciju Z slijedi
da postoji neprazan skup U’ C W' takav da za svaki svijet «’ € U’ vrijedi uZu' i w'R'v/.
Iz uZu' slijedi w'Z~'u. Nekaje V' : U’ — 2 (W') proizvoljna funkcija takva da za svaki

svijet ' € U’ vrijedi u'S",,V'(i). Ponovno koristenjem svojstva (w-forth) za relaciju Z
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(c)

slijedi da postoji skup V takav da vrijedi uS,,V i za svaki svijet v € V postoji svijet v €
Uwer V' (') tako da vrijedi vZV'. 1z vZV/ slijedi v'Z~!v. Dakle, relacija Z~! zadovoljava

svojstvo (w-back).

Pokazujemo da relacija Z o Z’' zadovoljava uvjete (at) i (w-forth). Uvjet (w-back) se lako

sasvim analogno provjeri pa taj dio dokaza ispuStamo.

Neka su (w,w") € ZoZ' te p € Prop proizvoljni. Iz (w,w") € ZoZ’ slijedi da postoji
svijet w' € M’ takav da vrijedi wZw' i w'Z'w"”. Primjenom toga te koriStenjem uvjeta (at)

za relacije Z i Z', slijedi da vrijede sljedece ekvivalencije:

wlk p akoisamoako w'I-p

ako i samo ako w” I p.

To znadi da relacija Z o Z' zadovoljava uvjet (at).

DokaZimo sada da je zadovoljen i uvjet (w-forth). Neka je (w,w”) € ZoZ' proizvoljni par
te u € W proizvoljni svijet tako da vrijedi wRu. 1z (w,w") € Z o Z' slijedi da postoji svijet
w' € W' takav da vrijedi wZw' i w'Z'w". 1z wZw', wRu te svojstva (w-forth) za relaciju Z

slijedi da postoji neprazan skup U’ C R'[w/] takav da vrijedi sljedeée:

za svaki svijet u’ € U’ vrijedi uZu'
i za svaku funkciju V' : U' — Z(W’) takvu da za svaki svijet
u' € U' vrijedi 'S’ V' (i/

j WV () 3.0)
postoji skup V C W takav da vrijedi uS,,V

i za svaki svijet v € V postoji svijet v/ € e V' (1)

tako da vrijedi vZV'. )

Sada primijenimo svojstvo (w-forth) relacije Z’ za svaki svijet ' € U’. Neka je ' € U’
proizvoljan svijet. Buduéi da je U’ C R'[w'] tada posebno vrijedi w'R'u’. Sada primjenom

svojstva (w-forth) relacije Z’ dobivamo da postoji neprazan skup U/, C R”[w"] tako da
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vrijedi sljedece:

za svaki svijet u” € U/ vrijedi u'Z'v"
i za svaku funkciju V7 : U') — 22(W") takvu da za svaki svijet
u" e U vrijedi u”'S”, V') ("

u J w u ( ) > (3.2)
postoji skup V!, C W' takav da vrijedi u'S] ,V/,

i za svaki svijet v/ € V/, postoji svijet v/ € UuueU:/ Vi(u'")

tako da vrijedi v'Z'v".
Definirajmo skup U” = /¢y U} OCito je skup U” neprazan.

Neka je u” € U" proizvoljan svijet. Tada postoji svijet u’ € U’ tako da vrijedi u” € U)}. Iz
tvrdnje (3.2) slijedi 'Z'u” a iz tvrdnje (3.1) slijedi uZu’'. Dakle, za svaki svijet u” € U”
vrijedi u(ZoZ"u".

Neka je V" : U" — 22(W") proizvoljna funkcija takva da za svaki svijet u” € U” vrijedi
u"S, V" (u"). Tvrdimo da postoji skup svjetova V C R[w] tako da imamo uS,,V i tako da

za svaki svijet v € V postoji svijet v/ € ey V" (1) za koji vrijedi v(Zo Z')V".

Za svaki svijet ' € U’ sa V(’;  oznatimo restrikciju funkcije V" na skup U). Neka je
u' € U’ proizvoljan svijet. OCito za funkciju V(’u,) Ul — P (W") vrijedi da za svaki
svijet u” € U/} imamo u”S:C,,V(’;,)(u”). Iz tvrdnje (3.2) slijedi da postoji skup V!, C W’

takav da vrijedi u'S] V), te jos vrijedi sljedece:

za svaki svijet V' € V/, postoji svijet v € Uu//EU:/ V(’;,)(u”) 3.3)
tako da vrijedi v'Z'v".

Neka je za svaki svijet «' € U’ izabran po jedan skup V. Neka je funkcija V' : U" —

P (W') definirana sa V'(u') = V/,. Primijetimo da tada za svaki svijet ' € U’ vrijedi

u'S V' (u'). Iz tvrdnje (3.1) slijedi da postoji skup V C W tako da vrijedi uS,,V i za svaki

svijet v € V postoji svijet v/ € [J e V' (') tako da vrijedi vZv'.

DokaZimo sada da za svaki svijet v € V postoji svijet v/ € U,rcgn V' (W) za koji vrijedi
v(ZoZ')V'. Neka je v € V proizvoljan svijet. Iz prethodno dokazanog slijedi da postoji
svijet v/ € e V' (1) tako da vrijedi vZy'. Tada postoji svijet ' € U’ tako da vrijedi

v € V/(u'). Buduéi da imamo V'(u') = V!, tada iz tvrdnje (3.3) slijedi da postoji svijet
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(d)

Ve Upeur, V(’; N (u") tako da vrijedi v'Z'v". Bududi da o€ito vrijedi U/, C U" tada imamo:
i 1 i 1/
u//EU/// u”EU”
aondai

v// c U V(/I;l) (u//>.
MHGU”
Bududi da je V(’ ! y restrikcija funkcije V" tada vrijedi i sljedece:
V// c U V//(M//).
u//eU//

Preostaje jo§ samo primijetiti da Cinjenice vZv' i v'Z'V" povlate v(Zo Z' V.

Pokazujemo da relacija | JZ; zadovoljava uvjete (at) i (w-forth).

Neka su (w,w') € UZ; te p € Prop proizvoljni. 1z (w,w') € UZ; slijedi da postoji i € I
takav da vrijedi (w,w’) € Z;. Iz svojstva (at) relacije Z; sada slijedi da vrijedi sljedeéa

ekvivalencija: w Ik p ako i samo ako w' I p. Dakle, relacija | Z; zadovoljava uvijet (at).

DokazZimo da je zadovoljen uvjet (w-forth). Neka su (w,w') € JZ; te u € W proizvoljni
takvi da vrijedi wRu. 1z (w,w') € JZ; slijedi da postoji i € I takav da vrijedi (w,w') € Z;.
Iz svojstva (w-forth) relacije Z; slijedi da postoji neprazan skup U’ C R'[w/] takav da
vrijedi sljedece:

za svaki svijet u’ € U’ vrijedi uZ;u/

i za svaku funkciju V' : U' — Z2(W’) takvu da za svaki svijet u’ € U’

(3.4)
vrijedi u'S] ,V'(u) postoji skup V C W takav da vrijedi uS,,V

i za svaki svijet v € V postoji svijet v/ € |,y V' (1) tako da vrijedi vZ;V'. )
Neka je u' € U’ proizvoljan svijet. Tada iz tvrdnje (3.4) slijedi da vrijedi uZu' i w'R't/. 1z
Z; CUZ;i i uzy slijedi u(JZ;)u'. Nekaje V' : U' — 22 (W') proizvoljna funkcija takva
da za svaki svijet u' € U’ vrijedi 'S/ ,V'(i'). Tada iz tvrdnje (3.4) slijedi da postoji skup
V C W takav da vrijedi uS,,V i za svaki svijet v € V postoji svijet v € J e V' (') tako

da vrijedi vZy'. 1z Z; C | JZ; i vZy' slijedi v(UZ;) V.

Dakle, relacija | JZ; zadovoljava uvjet (w-forth).

Sasvim analogno se dokazuje da vrijedi uvjet (w-back) koriStenjem uvjeta (w-back) za

relaciju Z; (za proizvoljan i € I).
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Kao korolar tvrdnje d) prethodnog teorema dobivamo da ako izmedu dva Verbruggeina

modela postoji neka w-bisimulacija, tada postoji i najve¢a w-bisimulacija medu njima.

Korolar 3.2.2. Neka su 9t i 9V dva Verbruggeina modela. Ako postoji neka w-bisimulacija
izmedu modela 9 1 9, tada postoji i najveca w-bisimulacija izmedu modela 21 i M. Ukoliko

vrijedi W = W', tada vrijedi i da je ta relacija jedna relacija ekvivalencije na W.

Dokaz. Neka su 01 O proizvoljni Verbruggeini modeli takvi da postoji neka w-bisimulacija
izmedu tih modela. Tada je skup 3 := {Z C W x W’ : Z je w-bisimulacija izmedu 9t i 9’}
neprazan. Definiramo relaciju Z’ := |J Z. Prema prethodnoj propoziciji relacija Z’ C W x W’

Ze3
je jedna w-bisimulacija izmedu 2t i V.

Neka je Z C W x W' proizvoljna w-bisimulacija. Tada vrijedi Z € 3 pa slijedi Z C Z'. Dakle,

7' je najveca w-bisimulacija izmedu 90t i 27

Pokazimo da je u sluaju W = W' relacija Z’' C W x W jedna relacija ekvivalencije na W, tj.

da je Z' refleksivna na W, simetri¢na i tranzitivna.

Neka je w € W proizvoljan svijet. Po tvrdnji (a) prethodne propozicije relacija Z = {(w,w) :
w € M} je jedna w-bisimulacija, pa vrijedi Z € 3. Prema tome i definiciji relacije Z’ vrijedi
Z C 7. Dakle, (w,w) € Z C Z', tj. vrijedi wZ'w. Zaklju¢ujemo da je Z' refleksivna relacija na
W.

Neka su w,w’ proizvoljni svjetovi takvi da vrijedi wZ'w’. Prema definiciji relacije Z’ postoji
w-bisimulacija Z € 3, Z C W x W, takva da vrijedi wZw'. Prema tvrdnji (b) prethodne propo-
zicije slijedi da je Z~! C W x W jedna w-bisimulacija. Iz toga slijedi Z~! € 3, pa iz definicije
relacije Z' slijedi Z~! C Z'. Prema tome, wZw' povla&i (w',w) € Z=1 C Z', tj. vrijedi w'Z'w.

ZakljuCujemo da je Z' simetri¢na relacija.

Neka su w,w’,w” proizvoljni svjetovi takvi da vrijedi wZ'w’ i w'Z'w”. Prema definiciji
relacije Z’ slijedi da postoje w-bisimulacije Z; CW x W i Z, C W x W takve da vrijedi wZ;w'
i w'Zyw”. Sada tvrdnja (c) prethodne propozicije povlaci da je relacija Z, 0 Z; C W x W jedna
w-bisimulacija. Tada vrijedi Z, o Z; € 3 pa dobivamo (w,w") € Zy0Z; C Z'. Dakle, vrijedi

wZ'w", pa zaklju¢ujemo da je Z' tranzitivna relacija. [

Sada Zelimo istaknuti da su osnovne konstrukcije Verbruggeinih modela w-bisimulacije.
U tu svrhu navodimo definicije osnovnih konstrukcija Verbruggeinih modela kakve se mogu

pronaéi u [57]. Pritom treba napomenuti da se Verbruggeini modeli u tom ¢lanku nazivaju
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ILse,—modeli. Za dva Verbruggeina modela 91 i 9 kazemo da su medusobno disjunktni ako

vrijedi W N W' = 0.
Definicija 3.2.3. Neka su 9t i M’ dva Verbruggeina modela. KaZemo da je model 9 pod-
model od 91 ako vrijedi:
i wWcow
(i) R =RN(W'xW’)
(iii) za svakiw’ € W’ vrijedi S/, = S,y N (R'[W] x (2(W')\ {0}))
(iv) za svaku propozicionalnu varijablu p vrijedi V/(p) =V (p) nW'.

Definicija 3.2.4. Neka je I neprazan skup, {9, : i € I} familija Verbruggeinih modela koji su

medusobno disjunktni te neka su 9% i 9V Verbruggeini modeli.

(i) Definiramo disjunktnu uniju familije {9; : i € I} Verbruggeinih modela, u oznaci 4 0;,

kao strukturu (W, R, {S,,: w e W}, V), pricemuje W = U;c; Wi, R =U;c; Ris Sw = Uies ngi)

(pri ¢emu definiramo sz) = 0 ako w ¢ W}), te za svaku propozicionalnu varijablu p defi-

niramo V (p) = U Vi(p).

(ii) Za podmodel 9’ Verbruggeinog modela 91 kaZzemo da je generirani podmodel od 21 ako

za sve svjetove w,v € I vrijedi da w € M’ i wRy povlaciv € M.
(iii) Za funkciju f: W — W' kaZemo da je ograni¢eni morfizam izmedu modela 2% i 9’ ako

vrijedi:

(iii-1) za svaku propozicionalnu varijablu p vrijedi ekvivalencija: 991, w I~ p ako i samo

ako M, f(w) IF p

(iii-2) ako vrijedi wRv tada vrijedi f(w)R'f(v)

(iii-3) ako vrijedi uS,,V tada vrijedi f (u)S}(W) flv]

(iii-4) ako vrijedi f(w)R'V' tada postoji svijet v € 9t takav da vrijedi wRv iV = f(v)

(iii-5) ako vrijedi f(u)S (V' tada postoji skup svjetova V C W takav da vrijedi uS,V i

V' = flV].

Istaknimo i da disjunktnu uniju [91; moZemo definirati i za neprazan skup {9; : i € I}

Verbruggeinih modela koji nisu nuzno medusobno disjunktni na nacin da promatramo njihove
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medusobno disjunktne izomorfne kopije. Prema [57] disjunktna unija Verbruggeinih modela je
Verbruggein model. U sljedecoj propoziciji isticemo da su osnovne konstrukcije Verbruggeinih

modela w-bisimulacije. Dokaz ispuStamo jer se radi o jednostavnoj provjeri uvjeta iz definicije.
Propozicija 3.2.5.

(a) Neka je [90; disjunktna unija Verbruggeinih modela. Tada vrijedi 90, w «~ M, w, za

svaki i € I i svaki svijet w € ;.

(b) Neka je M’ generirani podmodel Verbruggeinog modela 91. Tada vrijedi I, w «~s M, w,

za svaki svijet w € 9.

(c) Nekaje f: 0 — M surjektivni ograni¢eni morfizam izmedu Verbruggeinih modela 91 i

9. Tada vrijedi M, w e DM, f(w), za svaki svijet w € M.
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3.3. MODALNA EKVIVALENTNOST I

W-BISIMULIRANOST

U ovoj tocki ¢emo pokazati da vrijede analogoni tvrdnji 2.2.1. 1 2.4.9, tj. da w-bisimuliranost

povlaci modalnu ekvivalentnost, ali da obrat ne vrijedi.

Prvo dajemo novu verziju definicije n-bisimulacije za Verbruggeinu semantiku koju nazi-

vamo n-w-bisimulacija.

Definicija 3.3.1. Neka je n € N te neka su 2 i 9’ Verbruggeini modeli. Za konacan niz
nepraznih relacija Zy,Z1,...,Z, C W x W' kazemo da je n—w-bisimulacija izmedu modela 9

i M’ ako vrijedi

te su ispunjeni sljedeéi uvjeti:

(at) za svaki par (w,w’) € Zy i svaku propozicionalnu varijablu p € Prop vrijedi

sljedeca ekvivalencija:

M wl-p akoisamoako 9, w'I-p

(n-w-forth) zasvakiie {1,...,n}1zasvaki par (w,w') € Z; te za svaki svijet u € W takav
da vrijedi wRu, postoji neprazan skup U’ C W’ tako da za svaki svijet u’ € U’
vrijedi uZ;_1u' i WwR'W i za svaku funkciju V' : U" — Z(W') takvu da za
svaki svijet ' € U’ vrijedi u'S] ,V'(u) postoji skup V takav da vrijedi uS,,V i
za svaki svijet v € V postoji svijet v € gy V' (u') tako da vrijedi vZ;_ v/

(n-w-back) za svaki i € {1,...,n} i za svaki par (w,w') € Z; te za svaki svijet ' € W’
takav da vrijedi w'R's/, postoji neprazan skup U C W tako da za svaki svijet
u € U vrijedi uZ;_ju' i wRu i za svaku funkciju V : U — Z(W) takvu da za
sve u € U vrijedi uS,,V (u) postoji skup V' tako da vrijedi u'S/,V’ i za svaki

svijet v € V/ postoji svijet v € U,y V () tako da vrijedi vZ;_1V'.

Za dva svijetaw € W i w’ € W' kaZzemo da su n-w-bisimulirani ako postoji neka

n-w-bisimulacija Zy,Z1, ... ,Z, tako da vrijedi wZ,w’. U tom slucaju piSemo 9, w «~s, D, w'.
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Napomena 3.3.2. U ovoj napomeni dajemo simbolicki zapis uvjeta (n-w-forth) i (n-w-back)
iz prethodne definicije. Simbolicki zapis uvjeta (n-w-forth) je sljedeci:
(Vie{l,...,n})(V(w,w') € Z))(Vu e W) (wRu = (U € 2(WH\{0})(Vi' € U")(uz; v/
iwWRY i (W e V2w (vu’ e UYW'S,V' (W) =

AV CW)(uS,Vi(weV) e U V’(u'))in_lv'>>,
u'el’

dok je simbolicki zapis uvjeta (n-w-back) sljedeci:
(Vie{l,....n})(V(w,w') € Z))(Vu' € W) (W'R'u’ = (U € W)\ {0})(Vu € U)(uZi_1u’
iwRui (W e U2(W)) (vu €U (uSyV (1)) =

@V CW)WS,V' i (W eV (Eve | V(u))in_lv/>>.

ucl

Slika 3.3: Ilustracija uvjeta (n-w-forth).
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UV(u)

uclU

Slika 3.4: Tlustracija uvjeta (n-w-back).

Naziv w-bisimulacija dolazi od naziva slaba bisimulacija (engl. weak bisimulation). Kako
bi opravdali taj naziv prvo dokazujemo da bisimuliranost povlaci w-bisimuliranost. Preciznije,

ako su dva svijeta dvaju Verbruggeinih modela bisimulirani, tada su oni nuZno i w-bisimulirani.

Lema 3.3.3. Neka su 91 i 9 dva Verbruggeina modela. Neka su wg € 0 i wy € 9 pro-

izvoljni svjetovi. Ako su svjetovi wp 1 wy bisimulirani tada su w-bisimulirani.

Dokaz. Oznacimo sa Z bisimulaciju izmedu svjetova wg 1 wi. Treba pokazati da je relacija Z
w-bisimulacija, tj. da vrijede svojstva (at), (w-forth) i (w-back). U nastavku pokazujemo samo

da relacija Z zadovoljava uvjet (w-forth). Uvjet (w-back) se pokazuje sasvim analogno.

Neka su (w,w') € Z i u € W proizvoljni takvi da vrijedi wRu. Iz uvjeta (forth) slijedi da
postoji svijet u’ € W' takav da vrijedi uZu' i w'R'v/. Definiramo U’ = {u'}. Tada za svaki svijet

u' € U' vrijedi uZu' i w'R'W'.

Neka je sada V' : U" — Z2(W') proizvoljna funkcija takva da za svaki svijet u’ € U’ vrijedi
u'S V' (u'). Kako je U' = {u'}, funkcija V' je odredena ako odredimo V'(u’). 1z uvjeta (forth)
iu'S,V'(u') slijedi da vrijedi sljedece:
za skup V'(u') postoji skup V C W tako da vrijedi uS,,V i

3.5
za svaki svijet v € V postoji svijet v € V' (') tako da vrijedi vZV'.
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Neka je v € V proizvoljan svijet. Iz U' = {u'} slijedi U V'(«') =V'(«'). 1z ovog posljed-
u'el’
njeg i ¢injenice (3.5) slijedi da postoji svijet v/ € V/(u') = |J V'(i) tako da vrijedi vZV'.
u'el’
Time je dokazano da relacija Z ima svojstvo (w-forth). |

Sli¢no se pokazuje da n-bisimuliranost svjetova povlaci njihovu n-w-bisimuliranost.

Propozicija 3.3.4. Neka su 91 i 9" dva Verbruggeina modela. Neka su wo € W iw; € W/
proizvoljni svjetovi te n € N proizvoljan. Ako su svjetovi wg i w n-bisimulirani tada su n-w-

bisimulirani.

Kako bi pokazali da obrat ne vrijedi, tj. da dva n-w-bisimulirana svijeta dva Verbruggeina
modela nisu nuZno n-bisimulirana, iskoristit ¢emo svjetove w i w' iz primjera 2.6.2. U lemi
2.6.3. pokazali smo da ti svjetovi nisu 1-bisimulirani, pa je stoga za navedeni rezultat dovoljno

jos pokazati su oni 1-w-bisimulirani.
Lema 3.3.5. Neka su 9, 9V, wiw' kao u primjeru 2.6.2. Vrijedi M, w ey DV, w'.

Dokaz. Definiramo sljedece relacije na W x W':

Zy ={(w,w)},
Zy = {(Wa Wl)? (uaull)7 (uau/2)7 (Vlvvll)v (vavé)}'

Ocito vrijedi Z; C Zy i (w,w') € Z;. 1z definicija modela 2 i M lako je provjeriti da za svaki
par svjetova (wy,wy) € Zy vrijedi da su wy i wy propozicionalno ekvivalentni (dakle vrijedi uvjet
(at) za Zy). Kako bismo pokazali w; «w | wy preostaje pokazati da za Z; = {(w,w')} vrijede

uvjeti (1-w-forth) i (1-w-back).

Provjerimo prvo da vrijedi uvjet (1-w-forth). Neka je x € W proizvoljan svijet za kojeg
vrijedi wRx. Razlikujemo sljedece slucajeve: x = u i x € {vy,v,}. Posebno razmatramo svaki
od navedena dva slucaja.

Neka je x = u. Definiramo skup U’ = {u/,u}}. Uo€imo da za svaki svijet x' € U’ vrijedi
uZpx' i Ww'R'x'. Nekaje V' : U' — 2 (W') proizvoljna funkcija takva da za svaki x' € U’ vrijedi
x'S! V' (x). Posebno, zbog u} € U’ vrijedi | S, ,V'(u}). UoCimo da prema definiciji modela
M, zbog S, V' (u}) mora vrijediti u} € V'(u}) ilivi € V'(i}).

Ako u| € V'(u}) definiramo V = {u}. Za tako definiran skup V vrijedi uS,,V. O¢ito vrijedi

uZouyiup e U V().
wel’
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Ako V| € V'(u}) definiramo V = {v; }. Za tako definiran skup V vrijedi uS,,V. O¢ito vrijedi

viZovpivie U V/(¥).
x'et’

Promotrimo sada slu¢aj x € {v,v,}. Neka x = v;. Definiramo skup U’ = {v/}. Uo¢imo da
za svaki X' € U’ vrijedi uZox' i w'R'x'. Neka je V' : U' — Z(W') proizvoljna funkcija takva
da za svaki x’ € U’ vrijedi 'S/ ,V'(x"). Posebno, zbog v; € U’ vrijedi v;S ,V'(v;). UoCimo da

prema definiciji modela 2V, zbog v;S' ,V'(v}) mora vrijediti v; € V'(v}). Definiramo V = {v;}.

Za tako definiran skup V vrijedi uS,,V. O€ito vrijedi v;ZpVv} i V. € UU V! (x).
x'ev’

Provjerimo sada da vrijedi uvjet (1-w-back). Neka je x' € W’ proizvoljan svijet takav da
vrijedi w'R'x’. Razlikujemo sljedece slucajeve: x’ € {u},u5} i x" € {v|,v,}. Razmatramo svaki
sluc¢aj posebno.

Promotrimo prvo slucaj kada je x’ € {u},u}}. Neka je x = u;. Definiramo U = {u}. Uo¢imo
da za svaki x € U vrijedi xZou, i wRx. Neka je V : U — (W) proizvoljna funkcija takva da
za svaki x € U vrijedi xS,V (x). Posebno, zbog u € U vrijedi uS,,V (). Definiramo V' = {u/}.
Ocito vrijedi «'S],V’, a onda o€ito vrijedi uZou; i u; € |J V()

Promotrimo jos sluc¢aj kada je X’ = v/, za neki i € f T,U2} Definiramo U = {v;}. Uo¢imo da
za svaki x € U vrijedi xZyv; i wRx. Neka je V : U — (W) proizvoljna funkcija takva da za
svaki x € U vrijedi xS,,V (x). Posebno, zbog v; € U vrijedi v;S,,V (v;). Definiramo V' = {V}}. Za
tako definiran V' vrijedi 'S ,V’. OCito vrijedi viZov;iv; € U V(x).

xeU

|
Pokazimo sada indukcijom da su w-bisimulirani svjetovi modalno ekvivalentni.

Propozicija 3.3.6. Neka su 91 i 9V dva Verbruggeina modela i neka su w € 9 i w' € I

proizvoljni svjetovi.
(a) Ako vrijedi M, w e~s, M W' tada imamo i M, w =, M, w'.
(b) Ako vrijedi M, w «~s M’ W' tada imamo i N, w = M, w'.

Dokaz. Dokazujemo samo tvrdnju (a). Tvrdnja (b) pokazuje se analogno indukcijom po slo-
Zenosti formule. TraZenu tvrdnju dokazujemo indukcijom po n. Tocnije, indukcijom po n
dokazujemo da za sve svjetove w € W i w' € W’ takve da I, w «~s, M, W/, imamo da za svaku

formulu F, za koju je d(F) < n, vrijedi sljedeca ekvivalencija:

M, w - F ako i samo ako ', w' I- F.
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Neka je n=01inekasuw € W iw' € W’ proizvoljni. Pretpostavimo da vrijedi
M, w s M, w, tj. postoji relacija Zg C W x W’ takav da vrijedi uvjet (at). Zelimo pokazati
da za svaku formulu F takvu da vrijedi d(F) < 0 ($to povlaci da se u F ne javljaju modalni
operatori) vrijedi: 2, w I F ako i samo ako ', w' I F. Kako se u F ne javljaju modalni
operatori, ta se tvrdnja lako dokaZe indukcijom po sloZenosti formule F potpuno analogno kao
u bazi indukcije u dokazu propozicije 3.3.6.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za svaki i < n, za neki n € N. Pokazujemo da tvrdnja vrijedi
za n. Neka suw € W iw' € W proizvoljni. Pretpostavimo da vrijedi 0T, w e, D' W/, tj. da
postoji konacan niz relacija

ZyC--CZICZyCWxW

takav da vrijedi wZ,w' te vrijede uvjeti (at), (n-w-forth) i (n-w-back) iz definicije n-w-bisimula—
cije. Treba pokazati da vrijedi D, w =, 9", w’, tj. da za proizvoljnu formulu F dubine manje ili
jednake n vrijedi:

M, wl-F akoisamo ako vrijedi 90U, w' I F.

Gornju tvrdnju pokazujemo indukcijom po sloZenosti formule /. Razmotrimo prvo slu¢aj kada
je formula F sloZenosti 0. Tada vrijedi F' = p, za neku propozicionalnu varijablu p, ili F = L.
Ako F = | tada oCito vrijedi 9, w |- F ako i samo ako vrijedi 9V, w' |- F. Neka je sad F = p,
za neku propozicionalnu varijablu p. Iz wZ,w' te Z, C Zy slijedi wZow'. Sada iz uvjeta (at)
slijedi da vrijedi ekvivalencija: 9%, w |- F ako i samo ako vrijedi 9, w' I- F.

Pretpostavimo da za svaku formulu G slozenosti manje ili jednake &, za neki k € N, takve

da vrijedi d(G) < n, vrijedi
I, w I- G ako i samo ako vrijedi M, w' I- G.

Neka je F proizvoljna formula sloZenosti k + 1, takva da vrijedi d(F) < n. Razmatramo neko-
liko slucajeva u ovisnosti o izgradnji formule F.

Neka je F = —G. Tada je formula G sloZenosti & te vrijedi d(G) < n. Sada iz pretpostavke
indukcije slijedi da vrijedi: 90T, w ¥ G ako i samo ako vrijedi 9, w’' ¥ G. Tada o¢ito vrijedi:
M, w I =G ako i samo ako vrijedi MM, w' IF ~G. Dakle, vrijedi: M, w |- F ako i samo ako
vrijedi M, w' I- F.

Neka je F = GAH. Tada su formule G i H slozenosti manje ili jednake & te vrijedi d(G) <n
i d(H) < n. Pretpostavimo da vrijedi 9t,w |- G A H. Tada vrijedi M, wlF Gi M wl- H. 1z
pretpostavke indukcije slijedi 9, w' IF G 1 9, w' I- H, pa slijedi M',w’ IF GAH. Obratno,
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pretpostavimo da vrijedi ', w' - G A H. Tada vrijedi 9%, w' I Gi 9, w' I H. 1z pretpostavke
indukcije slijedi MM, w - G 19M,w Ik H, pa slijedi 9, w IF G A H. Dakle, vrijedi 0, w IF F ako i
samo ako vrijedi 9, w' I F.

Neka je F = Gr> H. Tada su formule G i H sloZenosti manje ili jednake k te iz d(F) =
d(G>H) =1+max{d(F),d(G)} <notito slijedi d(G) <nid(H) < n.

Preostaje pokazati da vrijedi:
M, wl-Gr>H akoisamo ako vrijedi 9, w' IFG>H.

Pokazat ¢emo samo jednu implikaciju. Obratan smjer se dokazuje sasvim analogno koriSte-
njem uvjeta (n-w-forth) iz definicije n-w-bisimulacije. Pretpostavimo da vrijedi

M, w - G> H, tj. pretpostavimo da vrijedi:
(Vuew) <wRu &ulkG = (V€ PW))uSVi & V; I H)). (3.6)
Treba pokazati da vrijedi 9V, w' IF G > H, tj. da vrijedi
(Vi € W') (W’R'u’ &G = (V' eDPW))WS,V &V I H)). 3.7)

Neka je u' € W' proizvoljan svijet takav da vrijedi w'R'v/ i v’ I G. Sada iz wZ,w' primjenom
uvjeta (n-w-back) dobivamo da postoji neprazan skup U C W takav da za svaki svijet u € U
vrijedi uZ,_(u’' i wRu te za svaku funkciju V : U — (W) takvu da za svaki u € U vrijedi
uS,,V (u) postoji skup V' takav da vrijedi u'S],V' i za svaki svijet v/ € V' postoji svijet v €
U,er V() takav da vrijedi vZ,_1v'.

Uocimo da kako je Z, C --- C Z; C Zj jedna n-w-bisimulacija, takoje Z, | C--- CZ; C Z
jedna (n— 1)-w-bisimulacija. Sada iz uZ, ju’' zakljuCujemo da su svjetovi u i ' (n—1)-w-
bisimulirani, pa buduéi da za svaki svijet u € U vrijedi wRu i uZ, 1’ te vrijedi v’ I- Gid(G) <
n, tada iz pretpostavke indukcije slijedi u |- G, aonda U I+ G.

Iz istaknute tvrdnje (3.6) imamo da za svaki svijet u € U, kako vrijedi wRu i u I+ G, postoji

skup V, € 2 (W) takav da vrijedi uS,,V, iV, I H. Definirajmo funkciju V : U — &?(W) ovako:
V(u)=V,, uel.

Prema tome vrijedi uS,,V (u) pa (opet prema ve¢ koriStenom (n-w-back) uvjetu za relaciju Z)
postoji skup V' takav da vrijedi «'S] ,V' i za svaki svijet v/ € V' postoji v € U,y V (u) takav da

vrijedi vZ,V'.
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Neka je v/ € V' proizvoljan svijet. Prema prethodnom, postoji svijet v € (J,cy V (u) takav da
vrijedi vZpV'. 1z v € U,cy V (u) slijedi da postoji svijet u € U takav da vrijedi v € V(u) =V,. Iz
V. IF H ivZV', po pretpostavci indukcije i d(H) < n, slijedi da vrijedi v/ I+ H. Kako je v/ € V'
bio proizvoljan slijedi V' I- H.

Dakle, za V' € 22(W') vrijedi 'S/ ,V'1V'IF H, ¢ime je dokazana traZena tvrdnja (3.7).
|

Postavlja se pitanje obrata prethodnog teorema, tj. vrijedi li sljedeca tvrdnja:

Neka su 9 i M’ Verbruggeini modeli i neka su w € M i w' € M’ pro-
izvoljni svjetovi. Ako su svjetovi w i w modalno ekvivalentni, tada su oni

w-bisimulirani.

Kako bi dokazali da to ne vrijedi, koristit éemo sli¢an postupak koji je koristen u [7] kako bi
se dokazalo da modalna ekvivalencija ne povlaci bisimuliranost u slucaju Veltmanovih modela.
Sli¢an postupak ve¢ smo primijenili prilikom dokaza teorema 2.4.9. koji je tvrdio da modalna
ekvivalencija ne povlaci bisimuliranost u slucaju Verbruggeinih modela. U definiciji 2.4.3.
definirali smo za dani Veltmanov model 9t pridruZeni Verbruggein model, u oznaci Ver 91 (u

lemi 2.4.4. pokazali smo da je tako definirana struktura doista jedan Verbruggein model).

Sada primjenjujemo sli¢an postupak kao pri dokazivanju teorema 2.4.9. U teoremu 2.4.2.
definirali smo dva Veltmanova modela, oznac¢imo ih s 91; i 91y, koji sadrze dva svijeta koji su
modalno ekvivalentni, ali nisu bisimulirani (kao svjetovi dva Veltmanova modela). Oznacimo te
svjetove s wi, odnosno wy. U teoremu 2.4.5 pokazali smo da je istinitost proizvoljne formule na
pojedinom svijetu nekog Veltmanovog modela ouvana pri prelasku na njegov pridruZeni Ver-
bruggein model. Prema tome, svjetovi wy i wyp iz modela Ver 1y, odnosno Ver 1, su modalno
ekvivalentni (jer su modalno ekvivalentni kao svjetovi Veltmanovih modela 91, odnosno 91,).
Kako wj 1 wy nisu bisimulirani svjetovi Veltmanovih modela 91, odnosno 91;, dovoljno je jo$
pokazati da tada oni nisu w-bisimulirani kao svjetovi Verbruggeinih modela Ver 91;, odnosno

Ver ;. To proizlazi iz sljedeée propozicije.

Propozicija 3.3.7. Neka su 1= (W,R{S, :we W} IF) i = (W R {S),:weW}i)
dva Veltmanova modela te neka su wo € W i wj, € W' proizvoljni svjetovi. Neka su Ver 91 =
(W,R,{Sy:we W}IH) iVer W= (W,R, {3;, :w € W'}, IF) njihovi pridruZeni Verbruggeini

modeli. Tada vrijedi sljedeca ekvivalencija:
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Ver M, wg e~ Ver U, w(, akoisamo ako 91,woe N wy.

Dokaz. Ako vrijedi 91,wo < W', wy, tada vrijedi Ver M, wo < Ver N, w;, pa koristenjem leme

3.3.3. slijedi Ver 91,wy e~ Ver W, wy,.

Pretpostavimo da vrijedi Ver DM, wg «~s Ver 9, w(. Oznacimo sa Z jednu w-bisimulaciju
za koju vrijedi (wo,w()) € Z. Prema definiciji w-bisimulacije za tu relaciju Z vrijede uvjeti (at),
(w-forth) i (w-back). Dovoljno je pokazati da za relaciju Z vrijedi uvjet (forth) iz definicije
bisimulacije Veltmanovih modela (jer uvjet (at) vrijedi, a uvjet (back) bi se pokazao analogno)

kako bi dokazali Zeljenu tvrdnju 9%, wo < M, wy,.

Neka su w € W i w' € W’ proizvoljni svjetovi takvi da vrijedi wZw’. Neka je u € W pro-
izvoljan svijet takav da vrijedi wRu. Kako bi dokazali da za relaciju Z vrijedi uvjet (forth) iz

definicije bisimulacije Veltmanovih modela, potrebno je dokazati sljedece:
(3 e W) <uZu' iwWRY 1 (W eW)W'S, WV = (FveW)(uS,vi va’))).

Prema svojstvu (w-forth) relacije Z, iz wZw' i wRu slijedi da postoji neprazan skup U’ C W'
takav da vrijedi:

(Vu' e U")(uzu' i w'R'Y) (3.8)
i za svaku funkciju V' : U" — 22(W') vrijedi

(Vu' € U’)(u’g;/V/(u/)) = (IVy CW) (unguz i(WweVv,)3 e U V'(u'))(va’)).

u'el’
Uoc¢imo da je sada za Zeljenu tvrdnju dovoljno dokazati da postoji neki svijet ' € U’ (jer

prema (3.8) tada za taj svijet vrijedi uZu' i w'R'u’) za koji vrijedi sljedeée:
(W ew) <u'S£V/v' = (veW)uSyw i va')).
Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da vrijedi sljedece:
(V' e U e W) <u'S:V/v' i(WveWw)us,y= ﬂ(va'))).

Prema tome moZemo za svaki svijet u’' € U’ odabrati po jedan svijet v/, € W’ za koji vrijedi
u'S vV, te vrijedi (Vv € W) (uS,v = vZv!,). Sada moZemo definirati funkciju V' : U — 2 (W')
ovako:

ViW)y={l,}, v el
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Uocimo da tada vrijedi sljedeca tvrdnja:

(W e U VW) ={vy :u €U'}) (Vv e W) (S = -(vZV')). 3.9
u'el’

Kako za svaki svijet ' € U’, prema definiciji relacije Eivl i funkcije V', iz u'S] v/, slijedi

u S;/{v;,} = V'(u'), tada prema (w-forth) svojstvu relacije Z slijedi:
(3V, CW) (uSWVu/ i(Wwev)@ e | Vi) (vzv')).
w'el’

Kako iz uS,,V,, i definicije relacije S,, slijedi da postoji svijet v € V,; za koji vrijedi uS,,v, tada
posebno za taj svijet v € Vs postoji svijet vV € e V' (1) takav da vrijedi vZv'.

Dakle, dobili smo da vrijedi (3V' € U,y V' («'))(Fv € W) (uS,v i vZV'), §to je u kontradik-
ciji sa (3.9). Dakle, suprotna pretpostavka bila je pogresna.

Sada imamo sve potrebno za dokaz analogona teorema 2.4.9 za slu¢aj w-bisimulacije: mo-

dalna ekvivalentnost ne povla¢i w-bisimuliranost.

Teorem 3.3.8. Neka su 91 1 91, Veltmanovi modeli te wy i w, njihovi svjetovi iz iskaza te-
orema 2.4.2. Tada za te svjetove wi i wy u modelima Ver 1y i Ver D1, (tj. u Verbruggeinim
modelima pridruZenim Veltmanovim modelima 91; i 91,) vrijedi da su oni modalno ekviva-

lentni, ali nisu w-bisimulirani.

Dokaz. U dokazu teorema 2.4.9. dokazano je da su svjetovi wi 1 wp modalno ekvivalentni kao
svjetovi Verbruggeinih modela Ver 91, odnosno Ver 1,. Preostaje pokazati da svjetovi wy i wp
nisu w-bisimulirani.

Pretpostavimo suprotno, tj. vrijedi Ver 9, w| «~ Ver 9Ny, w;. Tada teorem 3.3.7 povlaci da
vrijedi 91, w; < o, wy. No, to je u kontradikciji s teoremom 2.4.2.

Dakle, svjetovi wy 1 wp nisu w-bisimulirani u pridruZzenim Verbruggeinim modelima.

Iako opcenito (n-)modalno ekvivalentni svjetovi nisu (n-)w-bisimulirani, moZemo dobiti
da to vrijedi ako je skup propozicionalnih varijabli koji promatramo konacan. To je vazna
razlika izmedu w-bisimulacije i bisimulacije za Verbruggeine modele, buduéi da smo upravo
pokazali da to ne vrijedi za bisimulacije Verbruggeinih modela. Kako bi pokazali Zeljeni re-

zultat, prvo ¢emo definirati pojam w-bisimulacijske igre te njenu konacnu verziju, tj. konaénu
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w-bisimulacijsku igru. Pokazat ¢emo da, kao Sto bisimulacijske igre odgovaraju pojmu bisimu-
lacije, tako w-bisimulacijske igre odgovaraju pojmu w-bisimulacije. Drugim rijeCima, dokazat
¢emo da vrijedi analogon propozicije 2.3.7 za w-bisimulacije: pitanje (ne)bisimuliranosti dvaju
svjetova ekvivalentno je postojanju pobjedniCke strategije jednog od igraca u odgovarajucoj
w-bisimulacijskoj igri. To ¢emo iskoristiti u dokazu teorema 3.6.2 (obrat u slucaju konacnog
skupa propozicionalnih varijabli) kako bi lakSe pokazali w-bisimuliranost dvaju svjetova: jed-

nostavnim opisom pobjednicke strategije igraca branitelja u pripadnoj w-bisimulacijskoj igri.
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3.4. ODNOS W-BISIMULIRANOSTI I

n-W-BISIMULIRANOSTI

U tocki 2.5. utvrdili smo odnos izmedu bisimuliranosti i n-bisimuliranosti. Sada na sli¢an na-
¢in Zelimo utvrditi odnos izmedu w-bisimuliranosti i n-w-bisimuliranosti. Preciznije, za pro-
izvoljna dva svijeta w i w’ Verbruggeinih modela 0 i M’ Zelimo dati odgovor na sljedeca dva

pitanja:
(a) ako imamo M, w «~vs M’ W/, vrijedi li tada nuzno (Vn € N)(IM,w e, M W)?
(b) ako imamo (Vn € N)(IM,w e, M, w'), vrijedi li tada nuzno N, w ews M w2

Dokazat ¢emo da je odgovor na prvo pitanje potvrdan, tj. w-bisimuliranost povlaci
n-w-bisimuliranost za svaki n € N. No, takoder ¢emo dokazati da obrat ne vrijedi (tj. da je

odgovor na drugo pitanje opéenito negativan).

Prvo pokazimo da w-bisimuliranost povlaci n-w-bisimuliranost za svaki n € N (na sli¢an
nacin kao S$to je u propoziciji 2.5.1. pokazano da bisimuliranosti povlaci n-bisimuliranost za

svaki n € N).

Propozicija 3.4.1. Neka su 91 i 9" Verbruggeini modeli te w € M i w' € M’ proizvoljni

svjetovi. Ako vrijedi M, w e MM’ W', tada za svaki n € N vrijedi DM, w a~s , M, W,

Dokaz. Pretpostavimo da vrijedi 9, w «vs 9 w'. Tada postoji neka neprazna relacija Z C
W x W’ koja zadovoljava uvjete (at), (w-forth) i (w-back) iz definicije 3.1.1 te za koju vrijedi

(w,w') € Z.

Neka je n € N proizvoljan. Za svaki i € {0,1,...,n} definiramo Z; := Z. Tada je Z, C
-+ CZy CZy CW x W niz nepraznih binarnih relacija takav da vrijedi (w,w’) € Z,. Preostaje
jo$ pokazati da za niz relacija (Z;)}_, vrijede uvjeti (at), (n-w-forth) i (n-w-back) iz definicije
3.3.1. No, to direktno slijedi iz Z; = Z, Vi € {0, 1,...,n} te svojstava (at), (w-forth) i (w-back)
za relaciju Z. Dakle, vrijedi D, w a~s , M, W/, |

Sada Zelimo pokazati da obrat te propozicije opéenito ne vrijedi, tj. da postoje dva Ver-
bruggeina modela M i M’ te njihovi svjetovi w € M i w' € M’ koji su n-w-bisimulirani za

svaki n € N, ali nisu w-bisimulirani. Kako po teoremu 3.3.8. imamo dva Verbruggeina modela
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Ver ) 1 Ver N, te njihova dva svijeta wy € Ver 1y i wy € Dy koji nisu w-bisimulirani, preos-
taje za navedeni rezultat pokazati da ti svjetovi wy i wy jesu n-w-bisimulirani za svaki n € N.
Dokaz sljedece propozicije slican je dokazu propozicije 2.5.2. za bisimulacije i n-bisimulacije,

uz razliku Sto sada koristimo prethodno dokazane tvrdnje za w-bisimulacije 1 n-w-bisimulacije.

Propozicija 3.4.2. Neka su 91 i 91, Veltmanovi modeli te wy i w, njihovi svjetovi iz iskaza
teorema 2.4.2. Tada za te svjetove wi 1 wp u modelima Ver 1y 1 Ver 91, (tj. u Verbruggeinim
modelima pridruZenim Veltmanovim modelima 91; i ;) vrijedi da su oni n-w-bisimulirani za

svaki n € N, ali nisu w-bisimulirani.

Dokaz. Prisjetimo se da smo definirali Veltmanov model 1| kao Vel &, a Veltmanov model
M, kao Vel (&1+8,), gdje su B i &+, GL-modeli definirani u [7] i prikazani na slici 2.9.
U [7] je kao korolar 15. istaknuto da svjetovi w; u &; i wo u &+, jesu n-bisimulirani za
svaki n € N (kao svjetovi GL-modela). Kako su svjetovi w; i wy n-bisimulirani za svaki n € N
kao svjetovi GL-modela & i &+, slijedi da su posebno i 2n-bisimulirani za svaki n € N.

U [7] kao propozicija 18. istaknut je sljedeci rezultat:

Neka je n € N, neka su & i &’ dva GL-modela te neka su w € & i w' € & dva

proizvoljna svijeta. Ako vrijedi da su svjetovi w i w’ 2n-bisimulirani kao svjetovi

GL-modela, tada svjetovi w i w’ jesu n-bisimulirani kao svjetovi Veltmanovih mo-
J J J

dela Vel & iVel &',

To povlaci da svjetovi wy 1 wy jesu n-bisimulirani za svaki n € N kao svjetovi Veltmanovih
modela 91 = Vel &1 i My = Vel &;+,. Prema teoremu 2.4.8. vrijedi da svjetovi wy i wy
jesu n-bisimulirani za svaki n € N kao svjetovi Verburggeinih modela Ver 91 1 Ver 1,. Sada
propozicija 3.3.4. povlaci da svjetovi wy 1 wy jesu n-w-bisimulirani za svaki n € N kao svjetovi

Verbruggeinih modela Ver 1 i Ver 1,, Sto smo i Zeljeli pokazati. |

U propoziciji 3.2.1. pokazali smo da je kompozicija w-bisimulacija ponovo w-bisimulacija.

U sljedecoj propoziciji istiCemo sli¢an rezultat u slucaju konac¢nih w-bisimulacija.

Propozicija 3.4.3. Neka su /,k € N takvi da vrijedi [ < k. Neka su 91, 9" i 9" Verbruggeini

modeli i neka su w € M, w' € M i w” € M” proizvoljni svjetovi takvi da vrijedi M, w e
M w1 M W e M W', Tada vrijedi M, w s ; M’ W' Posebno M, w e~ M W i

M W s M W poviaci M,w ens ; M W,
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Dokaz. 1z M, w e~ M W' slijedi da postoji I-w-bisimulacija Z, C ... CZ; CZg CW x W’
takva da vrijedi (w,w') € Z;. Sli¢no iz M ;W e IM” W slijedi da postoji k-w-bisimulacija
Z, C...CZy CZ{ CW x W takva da vrijedi (W',w") € Z;. Za svaki i € {0,1,...,I} defini-
ramo relaciju Z' C W x W” kao relaciju Z; o Z. Tvrdimo da je niz relacija Z{,...,Z/' |, Z]' C

W x W" jedna [-w-bisimulacija za koju vrijedi (w,w") € Z]'. 1z toga e slijediti T, w «rs; M" W

Iz [ < kslijedi (W',w") € Z, CZ], paiztogai (w,w') € Z slijedi (w,w") € ZjoZ] =Z].

Pokazimo da vrijedi Z' C ... C Z{ C Zj. Neka je i € {1,2,...,{"} proizvoljan te neka
vrijedi (v,v") € Z!'. Tada prema definiciji relacije Z!' postoji svijet v/ € W’ za koji vrijedi vZy'
iWVZWV'. 127, CZi1Z CZ_ slijedi vZ;i_V' 1V'Z]_|V", §to prema definiciji relacije Z!" ,

povlaci (v,v") € Z!' |. Dakle, vrijedi Z C Z! |.

Preostaje pokazati da niz relacija Z C ... C Z{ C Z; zadovoljava uvjete (at), (/-w-forth)
i (I-w-back) iz definicije 3.3.1. Neka je (v,v"') € Z te p € Prop proizvoljna propozicionalna
varijabla. Iz (v,v") € Zj prema definiciji relacije Z; slijedi da postoji svijet v/ € W' takav da

vrijedi vZov' 1 VZ{V". Iz uvjeta (at) za relacije Zy i Z, slijedi
M, vi-Fp akoisamoako 9,V IFp akoisamoako IM”V'IFp.

Dakle, vrijedi uvjet (at).

Pokazimo joS da vrijedi uvjet (I-w-forth). Uvjet (/-w-back) pokazuje se analogno. Neka je
ie{l,....,l}, (vV") € Z!' te u € W proizvoljan svijet takav da vrijedi vRu. Iz (v,v") € Z!’ prema
definiciji relacije Z!’ slijedi da postoji svijet v/ € W’ takav da vrijedi vZy' i VZ)V'. 1z vZiV', vRu
te svojstva (I-w-forth) za relaciju Z; slijedi da postoji neprazan skup U’ C R'[V'] takav da vrijedi

sljedece:

za svaki svijet u’ € U’ vrijedi uZ;_u/
i za svaku funkciju V' : U' — Z(W’) takvu da za svaki svijet
u' € U’ vrijedi 'S, V' (i

y WV () (3.10)
postoji skup V C W takav da vrijedi uS,V

i za svaki svijet x € V postoji svijet x' € U,y V' (1)

tako da vrijedi xZ;_1x. )

Sada primijenimo svojstvo (I-w-forth) relacije Z/ za svaki svijet u’ € U’. Neka je u’ € U’ pro-

izvoljan svijet. Bududi da je U’ C R'[V/| tada posebno vrijedi v'R's/. Sada primjenom svojstva
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(I-w-forth) relacije Z; dobivamo da postoji neprazan skup U’; C R"[v"] tako da vrijedi sljedece:

3
za svaki svijet u” € U!) vrijedi w'Z]_ u"

i za svaku funkciju V7 : U) — Z2(W") takvu da za svaki svijet
u'" € U] vrijedi u”S", V! (u”

o Y oV ’) (3.11)
postoji skup V!, C W' takav da vrijedi 'S/, V/,

i za svaki svijet x' € V!, postoji svijet x” € Uweur VI(u")

tako da vrijedi xX'Z!_ x".

Definirajmo skup U"” = /¢ U}). OCito je skup U” neprazan.

Neka je u” € U” proizvoljan svijet. Tada postoji u’ € U’ tako da vrijedi u” € U)}. Iz tvrdnje
(3.11) slijedi «'Z_,u" a iz tvrdnje (3.10) slijedi uZ;_u’. Dakle, za svaki svijet u” € U” vrijedi
(uu")€Zi1oZ_ |, 4. (u,u") ez .

Neka je V" : U" — 22(W") proizvoljna funkcija takva da za svaki svijet u” € U” vrijedi
u"S!, V" (u"). Tvrdimo da postoji skup svjetova V C R[w] tako da imamo uS,V i tako da za
svaki svijet x € V postoji svijet x” € ey V" (1) za koji vrijedi xZ]" |x”.

Za svaki svijetu’ € U’ sa V(’ ! y 0znacimo restrikciju funkcije V" naskup U/). Neka je u' € U’
proizvoljan svijet. OCito za funkciju V(’u,) Uy — 2(W") vrijedi da za svaki svijet u” € U/
imamo v S’V’,,V(’ ! N (u"). Iz tvrdnje (3.11) slijedi da postoji skup V!, C W’ takav da vrijedi u’S!,V/,
te jos vrijedi sljedece:

za svaki svijet x' € V/, postoji svijet x” € Uu//eU;// V(’;,)(u”) 3.12)
tako da vrijedi xX'Z!_ x".
Neka je za svaki svijet #' € U’ izabran po jedan skup V). Neka je funkcija V' : U' — 2 (W')
definirana sa V'(u) = V/,. Primijetimo da tada za svaki ' € U’ vrijedi 'S/,V'(u'). 1z tvrdnje
(3.10) slijedi da postoji skup V C W tako da vrijedi uS,V i za svaki svijet x € V postoji svijet

x' € Uyer V' (W) tako da vrijedi xZ; 1.

DokaZimo sada da za svaki svijet x € V postoji svijet x”" € U,cgn V" (4") za koji vrijedi
(x,x"yeZ! |, 4j. (x,x") € Zi_10Z]_,. Neka je x € V proizvoljan svijet. Iz prethodno dokazanog
slijedi da postoji svijet x' € |,y V' (u') tako da vrijedi xZ;_1x’. Tada postoji svijet u’ € U’ tako
da vrijedi ¥’ € V/(u). Buduéi da imamo V'(u') = V), tada iz tvrdnje (3.12) slijedi da postoji

svijet X" € Uyreyr, V(’; ,)(u” ) tako da vrijedi x'Z;_,x”. Buduéi da o€ito vrijedi U/, C U" tada
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imamo:

U V(/;/)(“”)Q U V(/;/)(“//),

”NGU:’ uey”
aondai

X/IG U V(/;/)(M//).

ull GU//

Bududi da je V(’ ! y restrikcija funkcije V" tada vrijedi i sljedece:
x// c U V”(u”) .
u”EU”
Preostaje jo§ samo primijetiti da Cinjenice xZ;_1x" i x'Z]_,x” povlate xZ!  x".
Za dokaz druge tvrdnje iz iskaza ove propozicije pretpostavimo da vrijedi 0T, w e~ O w/
i MW e MW Tz Mw s M, W' prema propoziciji 3.4.1. slijedi M, w «~s ; M W',

Prema prvom dijelu ove propozicije iz 9, w e~ ; M W' 1 M W v MM W slijedi M, w «ns
p y prop J YW o] )

M W, m
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3.5. (KONACNE) W-BISIMULACIJSKE IGRE ZA

VERBRUGGEINU SEMANTIKU

U definiciji 2.3.1. definirali smo bisimulacijske igre za Verbruggeine modele (odnosno konacne
bisimulacijske igre u definiciji 2.3.3.) te smo u propoziciji 2.3.6. dokazali da svaka bisimula-
cijska igra zavrSava uvijek u kona¢no mnogo rundi. Zatim smo u propoziciji 2.3.7. dokazali
vezu izmedu postojanja pobjednicke strategije za branitelja u odgovarajucoj n-bisimulacijskoj
igri 1 n-bisimuliranosti (odnosno, odgovaraju¢oj bisimulacijskoj igri i bisimuliranosti u propo-
ziciji 2.3.8.). U ovoj tocki definiramo novi pojam bisimulacijske igre izmedu Verbruggeinih
modela (nazivamo ih w-bisimulacijske igre). Definicija tog novog pojma uskladena je s novom
definicijom w-bisimulacije, u smislu da imamo ekvivalenciju izmedu postojanja pobjednicke
strategije za branitelja u odgovarajucoj (n-)w-bisimulacijskoj igri 1 (n-)w-bisimuliranosti. To

¢emo dokazati u propoziciji 3.5.4.

Prvo definiramo pojam w-bisimulacijske igre.

Definicija 3.5.1. Neka su i, = (W,-,R,-, {ngi) tw e Wi}, II—), i € {0,1}, dva Verbruggeina mo-
dela. Jednu w-bisimulacijsku igru igraju dva igraca: izazivac i branitelj. Igra se odvija u nizu
uzastopnih rundi kojima se iz jedne konfiguracije prelazi u drugu.

Konfiguracija je uredena Cetvorka (9, wo, My, wy), pri Cemu je wg € Wy i w; € W). Svaka
runda pocinje nekom konfiguracijom (9%y, wo, 9%, w1 ). Odmah se provjerava da vrijedi

Mo, wo = M1, wi. AKko to ne vrijedi, igra zavrSava i definiramo da je izaziva¢ pobijedio.
Jedna runda, koja pocinje s konfiguracijom (9%, wo, 9%, w1 ), odvija se prema sljede¢im

pravilima:

1. Tzazivad bira i € {0, 1}, tj. indeks jednog Verbruggeinog modela.

Oznacimo s j := 1 —i indeks drugog Verbruggeinog modela.

2. lzazivac bira svijet u; € W; takav da vrijedi w;R;u;. Ukoliko takav svijet u; ne postoji, igra

zavrSava i definiramo da branitelj pobjeduje.

3. Branitelj bira neprazan skup svjetova U; C W; takav da za svaki svijet u; € U; vrijedi
w;Rju;. Ukoliko takav skup U; ne postoji, igra zavrSava i definiramo da izazivaC pobje-

duje.
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4. Izazivac bira funkciju V; : U; — & (W;) tako da vrijedi u jSEij)Vj(u j) za svaki svijet u; €

Uj.

5. Branitelj bira skup svjetova V; C W; takav da vrijedi uiSsi) V..

i

Preostaje odabrati s kojom konfiguracijom (9, w, M1, w’) pocinje sljedeéa runda. To se

obavlja na sljede¢i nacin:
(1) Izazivac bira neki svijet u; € Uj ili neki svijet v; € V.

(i1) U slucaju da je izazivaC izabrao svijet u; konfiguracija kojom pocinje sljedeca runda je
(Mo, up, My, up). Ako je pak izazivac izabrao neki svijet v; € V;, tada branitelj bira neki
svijet v; € quer Vi(u;) te je konfiguracija kojom pocinje sljedeca runda (9%, vo, My,
v1).

Primijetimo da izazivaC uvijek moZe izabrati neku funkciju V; (jer je svaka relacija SEV]J)

kvazirefleksivna). Zatim, branitelj uvijek moze izabrati skup svjetova V; iz uvjeta 5. (opet zbog

kvazirefleksivnosti). Primijetimo da je branitelju u cilju birati $to veci skup svjetova U; jer onda

(/)

prisiljava izazivaCa da za svaki svijet u; € U; izabere po jednog Sy ;-sljedbenika. Branitelju to

daje viSe Sanse za dobar odgovor kod izbora konfiguracije za sljedeci potez, jer mozZe birati

element iz unije svih tih SSVJJ) -sljedbenika, a ne samo iz jednog takvog sljedbenika.

Kao $to je u propoziciji 2.3.6. pokazano da svaka bisimulacijska igra na Verbruggeinim
modelima zavr$ava u kona¢no mnogo rundi, tako se moZe na isti nac¢in pokazati da svaka w-
bisimulacijska igra zavrSava u kona¢no mnogo rundi. Naime, klju¢na stvar za dokaz propozicije
2.3.6. bila je inverzno dobra fundiranost relacije dostiZivosti iz pripadnog Verbruggeinog mo-
dela te da su svjetovi koji Cine sljede¢u konfiguraciju igre dostiZivi iz onih koji €ine trenutnu

konfiguraciju igre (Sto vrijedi i u slucaju w-bisimulacijskih igara).

Propozicija 3.5.2. Svaka w-bisimulacijska igra na Verbruggeinim modelima zavrSava u ko-

na¢no mnogo rundi.

Pojam konacne w-bisimulacijske (ili n-w-bisimulacijske) igre definiramo na sli¢an nacin

kako je to za slucaj n-bisimulacijskih igara napravljeno u definiciji 2.3.3.

Definicija 3.5.3. Neka je n € N. Jedna n-w-igra je svaka w-bisimulacijska igra koja zavr-
Sava nakon n rundi. Ako izazivac nije pobijedio u n-w-igri, tada po definiciji smatramo da je

pobijedio branitelj.
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Sljedeca propozicija analogna je propoziciji 2.3.7. za slu€aj bisimulacijskih igara na Ver-

bruggeinim modelima.

Propozicija 3.5.4. Neka su 9; = (W,-,R,-,{Ssvi) twE W,-},IF), i € {0,1}, dva Verbruggeina
modela te neka su wg € Wy i w; € Wy proizvoljni svjetovi tih modela. Za svaki n € N sljedece

tvrdnje su ekvivalentne:

(a) branitelj ima pobjedniCku strategiju u svakoj n-w-igri s pocetnom konfiguracijom

(Mo, wo, M1, wi)
(b) Mo, wo vy My, wy.

Dokaz. Dokazimo prvo da tvrdnja a) povlaci tvrdnju b). Za svaki k < n definiramo skupove Z;

ovako:

Zj:= {(vo,v1) € Wy x W : branitelj ima pobjednicku strategiju u svakoj
k-w-igri s pocetnom konfiguracijom (9%, vo, My, v1) }.

Pokazujemo da je konacan niz Zy, Z, . ..,Z, jedna n-bisimulacija takva da vrijedi
woZ,w1. Buduéi da po pretpostavci branitelj ima pobjednicku strategiju u svakoj n-w-igri s po-
¢etnom konfiguracijom (9, wo, M1, wy ), tada iz definicije relacije Z, posebno slijedi woZ,w;.
Uocimo sada da za svaki k < n vrijedi Z;,| C Z, jer pobjednicka strategija branitelja u (k +
1)-w-igri s nekom pocetnom konfiguracijom moze se primijeniti u k-w-igri s istom pocetnom
konfiguracijom. OCito vrijedi uvjet (at) iz definicije n-w-bisimulacije, jer ako (vo,v;) € Zp,
tada iz definicije relacije Z slijedi da branitelj ima pobjednicku strategiju u svakoj 0-w-igri s

pocetnom konfiguracijom (9%, vo, MMy, v1), a to upravo znaci My, vy = M, 1.

Sada dokazujemo da vrijedi uvjet (n-w-forth) iz definicije n-w-bisimulacije. Sasvim ana-
logno dokazuje se da vrijedi uvjet (n-w-back). Neka je k < n proizvoljan. Neka su (w,w') € Z;

1u € Wy takvi da vrijedi wRou. Dobivena situacija prikazana je slikom 3.5.

u

Ro

Slika 3.5
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Iz pretpostavke (w,w') € Z; i definicije relacije Z slijedi da branitelj ima neku pobjedni¢ku

strategiju S u svakoj k-w-igri s pofetnom konfiguracijom (9%, w, Ny, w').

Promotrimo k-w-igru s poCetnom konfiguracijom (9, w, M1, w’) u kojoj je izaziva¢ u pr-
vom potezu izabrao svijet u € Wy. Uo¢imo da iz pretpostavke (w,w') € Z; i Cinjenice Z; C Zy

ocito slijedi (w,w') € Zy, pa vrijedi Mo, w =o M, w'.

Bududéi da je k > 1,' tada branitelj primjenjuje strategiju S te obzirom na tu strategiju bira
skup svjetova U’ C W, takav da za svaki svijet u’ € U’ vrijedi w'Ryu' i My, u =9 My, u’. Pri-
mijetimo da su takoder po pretpostavci ispunjeni uvjeti 4. 1 5. iz definicije k-w-igre koje cemo

koristiti u nastavku dokaza.

Primijetimo da iz (w,w') € Z; te wRou i (Vu' € U")W'Ryu’ slijedi da za svaki svijet u' € U’
branitelj moZe nastavljati primjenjivati strategiju S u svakoj (k — 1)-w-igri s pocetnom konfi-
guracijom (9o, u, My, u’), pa za svaki svijet ' € U’ imamo (u,u') € Z;_;. Dobivena situacija

prikazana je slikom 3.6.

Zk—1 J u R
UWeg-mmmm oo 1\77 (A) /! U
R

0 R
> o)
w Zk W/
Slika 3.6

Neka je V' : U" — 22 (W') proizvoljna funkcija takva da za svaki svijet ' € U’ vrijedi
u'S V' ().

Promotrimo sada nastavak k-w-igre s poCetnom konfiguracijom (9%, w, My, w’) u kojoj je
izazivaC u prvom potezu izabrao svijet u € Wy (pri cemu vrijedi wRou). Zatim je u tom prvom
potezu branitelj izabrao skup svjetova U’ C Wy (pri ¢emu vrijedi w' R u' i Mg, u =¢ My, u’ te
vrijedi (u,u') € Zy_1, za svaki u' € U’). Nakon toga je izaziva¢ izabrao funkciju V' : U’ —

2(W') takvu da za svaki v’ € U’ vrijedi o SEVI,)V’ (u').

'Naime, izaziva¢ je povukao veé jedan potez, §to bi bilo nemoguée za k = 0, s obzirom da u 0-w-igri nema

poteza! Takoder, kako promatramo relaciju Z;, mora vrijediti X < n. Dakle, sveukupno imamo 1 < k < n.
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Dobivena situacija prikazana je slikom 3.7.

Slika 3.7

Tada branitelj primijeni strategiju S koja mu omogucava da izabere skup svjetova V C Wy za

koji vrijedi uSEVO V. 1z definicije n-w-bisimulacije slijedi da za uvjet (n-w-forth) preostaje samo

pokazati da vrijedi sljedece:

za svaki svijet v € V postoji svijet v € |J V'(«') tako da vrijedi vZ;_1V'.
uw'el’

U tu svrhu razmatramo ponovo k-w-igru s po¢etnom konfiguracijom (9%, w, My, w’) u kojoj
su kao malo prije u prvom potezu izabrani svijet u € Wy, skup svjetova U’ C Wy, funkcija V' i
skup svjetova V C W (koji ispunjavaju uvjete iz definicije k-w-igre). Promotrimo nastavak igre
u kojem je izazivac izabrao neki svijet v € V. Primjenom pobjednicke strategije S branitelj moZze
izabrati neki svijet v/ € U, ¢y V' (¢'). Tada o€ito branitelj ima pobjedni¢ku strategiju u svakoj
(k— 1)-w-igri s poCetnom konfiguracijom (9, v,M1,V') (to je, naravno, nastavak primjene

strategije S). Iz definicije relacije Z;_; slijedi da vrijedi vZ;_V'.
Time smo dokazali da vrijedi uvjet (n-w-forth) iz definicije n-w-bisimulacije.

Dokazimo sada da tvrdnja b) povlaci tvrdnju a). U tu svrhu pretpostavimo da vrijedi
Mo, wo e~ My, wi. Tada postoji konacan niz relacija Zy,Zy,...,Z, C Wy x W; koji zadovo-
ljava uvjete definicije n-w-bisimulacije. Treba pokazati da branitelj ima pobjednicku strategiju

u svakoj n-w-igri s poetnom konfiguracijom (9%, wo, 9%, wy).

Za pocetak promotrimo slu€aj za n = 0, tj. slucaj kada se radi o 0-w-igri. Iz pretpostavke

Mo, wo e~y My, wy koriStenjem uvjeta (at) slijedi Mo, wy =9 My, w;. Dakle, branitelj ima
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pobjednicku strategiju u 0-w-igri s pocetnom konfiguracijom (9, wo, Dy, wy ).

Promotrimo sada n-w-igru, pri ¢emu je n > 0. Iz pretpostavke Mg, wy e~y My, wy sli-
jedi posebno woZ,w;. Kako je n > 0, izazivac u prvoj rundi te n-w-igre bira neki model J;
(i € {0,1}). Zatim, izaziva¢ bira svijet u; € W; takav da vrijedi w;R;u;. Opisat ¢emo strategiju
branitelja u toj 1. rundi. Na kraju e biti jasno da je time opisana strategija branitelja kada se iz

neke k. runde prelazi u (k+ 1). rundu.

Promotrimo kako se odvija ta prva runda nakon $to je izaziva¢ odabrao model )1;, za neki
i € {0,1} te je izabrao svijet u; € W; takav da vrijedi w;Rju;. U ostatku ovog dokaza neka je
Jj=1—1i. Ako je i =0 tada prema (n-w-forth) svojstvu, odnosno ako je i = 1 tada prema (n-
w-back) svojstvu, iz Cinjenice woZ,w; slijedi da postoji neprazan skup svjetova U; C W; takav
da za svaki svijet u; € U; vrijedi w;Rju; te upZ, ju. Nadalje, za taj skup svjetova U; i za
svaku funkciju V; : U; — Z(W;) takvu da za sve u; € U; vrijedi ujS(jv)vjVj(uj), postoji skup
svjetova V; takav da vrijedi ;S ("v)viVi 1 za svaki svijet v; € V; postoji svijet v; € quer V;(uj) tako
da vrijedi v;Z,_v;. Dakle, kako ovdje branitelj ne bi izgubio (prema definiciji n-w-igre), moze
izabrati upravo taj skup svjetova U;.

Pretpostavimo da sada izaziva¢ izabere neku funkciju V; : U; — Z(W;) takvu da za svaki

svijet u; € U; vrijedi u;S\)

! Vj(u ;). Sada, prema svojstvu (n-w-forth) (ako je i = 0), odnosno iz
svojstva (n-w-back) (ako je i = 1), branitelj moZe izabrati skup svjetova V; C W; takav da vrijedi
WSV i
za svaki svijet v; € V; postoji svijet v; € U V;(u;) tako da vrijedi voZ,—1v;. (3.13)
ujel;
Promotrimo sada sve slu¢ajeve moguéih konfiguracija (9%, wy, M, w)) kojima bi mogla
poceti sljedeca runda. Iz definicije n-w-bisimulacije slijedi da su moguce sljedece dvije situ-

acije:
(a) izazivac je odabrao neki svijet u; € U;. Dakle, w6 = up te w’1 = u;. (Prisjetimo se jos da

vrijedi ugZy,—1u1, tj. wyZn—1w}.)

(b) izazivaC je odabrao neki svijet v; € V;. Tada prema tvrdnji oznacenoj s (3.13) branitel]
moZe izabrati neki svijet v; € U, ey, Vj(u;) takav da vrijedi voZ,—1v;. Dakle, w( = v te

w = vj, pri ¢emu vrijedi vy € Vi vj € V; te ponovno imamo voZ,—1vi, tj. woZy—1w).
Uo¢imo da u oba slu¢aja vrijedi wZ,_ 1w}, a onda zbog Z,_; C Zj slijedi posebno My, wj =g

91y, w). Time imamo da izaziva¢ ni ovdje ne pobjeduje (ili drugim rije¢ima, branitelj ne gubi).
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Istim na¢inom pokazuje se da ako branitelj nije izgubio u k-toj rundi, za neki k < n, da tada
neée izgubiti ni u (k+ 1). rundi. Dakle, opisana strategija je pobjednicka strategija branitelja u
OVO0j n-w-igri.

Prethodnu propoziciju 3.5.4. koristit éemo, primjerice, u dokazu teorema 3.6.2. kako bi n-
w-bisimuliranost dvaju svjetova Verbruggeinih modela pokazali opisivanjem pobjednicke stra-
tegije branitelja u n-w-bisimulacijskoj igri s pocetnom konfiguracijom koja se sastoji od tih

svjetova (za koje pokazujemo n-w-bisimuliranost).
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3.6. OBRAT U SLUCAJU KONACNOG SKUPA

VARIJABLI

U teoremu 3.3.6. pokazali smo da w-bisimuliranost povlac¢i modalnu ekvivalentnost. Obrat
ne vrijedi: opcenito modalno ekvivalentni svjetovi Verbruggeinih modela ne moraju biti w-
bisimulirani. No, moZemo zahtijevati dodatne uvjete pod kojima Ce taj obrat vrijediti. Pri-
mjerice, u propoziciji 2.6.1 iskazali smo rezultat iz ¢lanka [53] da, iako opéenito modalna ek-
vivalencija ne povlaci bisimuliranost, moZzemo dobiti obrat ako su Verbruggeini modeli koje
promatramo slikovno konacni. Analogan rezultat dobivamo kao izravnu posljedicu ve¢ dobi-
venih rezultata. Naime, ako su dva svijeta iz slikovno kona¢nih Verbruggeinih modela mo-
dalno ekvivalentna, tada su prema propoziciji 2.6.1. bisimulirani, a onda 1 prema lemi 3.3.3.
w-bisimulirani (takoder iz dokaza tih tvrdnju proizlazi da je traZena relacija w-bisimulacije u

kojoj bi se nalazili ti svjetovi upravo relacija modalne ekvivalencije).

Korolar 3.6.1. Neka su 99t i 9" dva slikovno kona¢na Verbruggeina modela. Tada je relacija

modalne ekvivalencije, tj. relacija =, jedna w-bisimulacija.

U primjeru 2.6.2. definirali smo dva Verbruggeina modela te smo zatim za dva svijeta tih
modela pokazali (u lemama 2.6.3.12.6.5.) da su oni modalno ekvivalentni, ali ne i bisimulirani
(preciznije da nisu 1-bisimulirani, iz ¢ega onda slijedi da niti ne mogu biti bisimulirani). Kako
je pritom skup propozicionalnih varijabli koji smo promatrali bio konacan, dobili smo da ¢ak
niti u slucaju kona¢nog skupa propozicionalnih varijabli modalna ekvivalentnost ne povlaci

bisimuliranost.

Sada éemo pokazati glavnu prednost w-bisimulacija: n-modalna ekvivalentnost povlaci n-
w-bisimuliranost, pod uvjetom da imamo samo kona¢no mnogo propozicionalnih varijabli. Na-
ime, sada se moze provesti dokaz analogan onom 2. tvrdnje Leme 3.1. iz [39], kod kojeg vise
ne dolazi do greske koju smo opisali u tekstu prije primjera 2.6.2. Podsjetimo, ideja je pokazati
da je niz relacija =;, 0 < i < n, jedna n-w-bisimulacija. Promotrimo uvjet (n-w-forth). Neka je
0 < i< ninekajew=; w. Pretpostavimo da uvjet (n-w-forth) ne vrijedi, tj. da postoji svijet
u tako da vrijedi wRu i za sve neprazne skupove U’ C W’ takve da za svaki svijet ' € U’ vri-
jedi w'R'Y iu=;_ u postoji funkcija V' : U' — Z2(W’) takva da je u'S) ,V'(u') za svaki svijet

u' € U’ tako da za svaki skup V takav da je uS,,V postoji svijet v € V koji nije (n — 1)-modalno
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ekvivalentan ni s kim iz {J,s< V'(«'). Posebno, ta tvrdnja vrijedi ako za U’ uzmemo skup svih
svjetova ' takvih daje w'R'd iu=;_| .

Sada mozemo uzeti po jedan takav svijet v za sve takve skupove V i s By oznaciti konjunk-
ciju svih (do na ekvivalenciju) formula dubine do i — 1 istinitih u svijetu v, a s B konjunkciju
negacija svih takvih By. Kako sada konstrukcija vi$e ne ovisi o izboru svijeta ’, sada vrijedi
w' IF A> B, gdje je A konjunkcija svih (do na ekvivalenciju) formula dubine do i — 1 istinitih u
svijetu u te se dokaz mozZe nastaviti na isti nacin kao u [39]. Ostale detalje dokaza ispuStamo -

mi ¢emo istu tvrdnju dokazati na drugi nacin: pomocéu w-bisimulacijskih igara.

Teorem 3.6.2. Neka su 01 i 9 Verbruggeini modeli te neka je skup propozicionalnih varijabli
Prop konalan. Za svaki n € N i sve svjetove w € M i w' € M’ vrijedi da w =, w povlaci

MW sy MW,

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo indukcijom po n. Za n = 0 ocito vrijedi. Pretpostavimo da tvrdnja
vrijedi za svaki k < n i dokazimo je zan+1.

Za svijet x bilo kojeg Verbruggeinog modela i za k € N sa x* ozna¢imo konjunkciju svih IL-
formula dubine najvise k koje su istinite na svijetu x te su medusobno |L-neekvivalentne (takvih
je prema propoziciji 1.4.5. samo kona¢no mnogo). Naravno, uvijek vrijedi x I x%.

Neka su w € W i w € W’ neki (n+ 1)-modalno ekvivalentni svjetovi. Iz propozicije
3.5.4. slijedi da je dovoljno dokazati da u svakoj (n+ 1)-w-igri s poetnom konfiguracijom
(9, w, 9", w') branitelj ima pobjednicku strategiju.

Pretpostavimo da izazivac¢ na pocetku prvog poteza izabere model 91 i svijet u € W takav
da vrijedi wRu (tvrdnja se dokazuje sasvim analogno ako izaziva¢ izabere model 91’). Uoc¢imo
da vrijedi w IF Oyl O¢ito je formula <y dubine najvise n+ 1, pa iz pretpostavke slijedi w’ I-
Oy, Branitelj tada treba izabrati skup U’ = {u/ € W' : w/'R'Y/ i ' I x'}. Taj skup je neprazan
zbog w' |- Oy, Sada izazival mora za svaki svijet ' € U’ izabrati po jedan skup svjetova
V'(u') € R'[W] takav da vrijedi «'S,V'(u). Treba dokazati da za svaki takav izbor izazivaca
branitelj ima odgovor koji ga vodi do pobjede. Najprije uo¢imo da za bilo koji odgovor branitelj
ima strategiju za ostatak igre ako izaziva¢ odluci nastaviti igru s konfiguracijom (9%, u, 9 u’)
zanekiu’' € U'. Naime, iz u’ I x" slijedi da su svjetovi u i ' n-modalno ekvivalentni, pa tvrdnja
slijedi iz pretpostavke indukcije.

Preostaje razmotriti slu¢aj u kojem nakon odgovora branitelja, odnosno izbora skupa V C
R[w] takvog da vrijedi uS,,V, izaziva¢ za sljedeé¢u konfiguraciju bira neki svijet v € V. Zelimo

dokazati da postoji izbor skupa V takav da za svaki izbor svijeta v € V postoji odgovor branitelja
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koji osigurava pobjednicku strategiju za ostatak igre.

U daljnjem tekstu sa C éemo oznadavati skup |J,/cp V' («'). Pretpostavimo suprotno, tj. da
za svaki skup svjetova V C R[w]| takav da vrijedi uS,,V postoji svijet v € V koji nije n-modalno
ekvivalentan ni s jednim svijetom iz skupa C. To znaci da za svaki skup V C R[w| takav da
usS,,V postoji svijet v € V tako da za svaki svijet X' € C imamo v |ff X+ Iz toga onda slijedi da
za svaki skup V C R[w] takav da uS,,V imamo V I \/vcc x%. Bududi da vrijedi wRu i u -y}
tada w Iy x> Vyec X, ti- wik =(x) > Vyec X5). Ova posljednja formula je dubine najviSe
n+ 1, pa iz pretpostavke teorema slijedi w' IF =(xJ > Ve x2). 1z toga slijedi da postoji svijet
u' € R'lw'] tako da ' IF x} i za svaki skup svjetova V' C R'[w'] takav da je u'S/,V’ postoji
svijet v/ € V' tako da vrijedi v' I =\/ e x%. Posebno, postoji svijet v € V'(u') tako da vrijedi
V! IF = Ve X2, $to je kontradikcija jer vrijedi v/ IF x7 iV € C.

Dakle, postoji dobar izbor skupa V nakon kojeg za svaki izbor svijet v € V branitelj moze
izabrati svijet v € C tako da za konfiguraciju (91,v,9 V') ima pobjednicku strategiju za pre-

ostalih n poteza. [

Napomena 3.6.3. Cak i u slu¢aju kona¢nog skupa propozicionalnih varijabli opéenito O, w =
M, w' ne povladi M, w e M’ w'. Za protuprimjer koristimo dva Verbruggeina modela koje
smo ve¢ razmatrali.

U teoremu 3.3.8. istaknuli smo dva Verbruggeina modela Ver 91; i Ver M, s pripadnim
svjetovima w; 1 wy koji su modalno ekvivalentni, ali nisu w-bisimulirani. Pritom su ti mo-
deli zapravo Verbruggeini modeli pridruZeni Veltmanovim modelima 91y = Vel &1 1 9, =
Vel (B1+®,) iz iskaza teorema 2.4.2. Kako operacije pridruzivanja modela Vel i Ver ne mi-
jenjaju valuaciju modela od kojeg se polazi, slijedi da je valuacija u Verbruggeinim modelima
Ver Ny = Ver(Vel 1) i Ver N, = Ver(Vel(&1+®,)) ista kao u modelima & i &;+®,, dakle
trivijalna (tj. V = V' = 0). Stoga ¢ak i u slu¢aju konaénog skupa propozicionalnih varijabli ostaje

isti rezultat: svjetovi modela Ver 91y i Ver 1, su modalno ekvivalentni, ali nisu w-bisimulirani.
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4. STANDARDNA TRANSLACIJA

U ovom poglavlju Zelimo pokazati da se logika interpretabilnosti s Verbruggeinom semanti-
kom zapravo moZe promatrati kao odredeni fragment logike prvog reda. Preciznije, definirat
¢emo signaturu ¢ jezika dvosortne logike prvog reda i standardnu translaciju koja ¢e IL-formule
preslikati u o-formule. Dvosortne logike prvog reda koriStene su za translacije raznih modalnih
logika (a u svrhu dokazivanja odgovarajuc¢eg analogona van Benthemovog teorema za te logike)

- primjerice, moZe se vidjeti njihova upotreba u [16] 1 [14].

4.1. DVOSORTNA LOGIKA PRVOG REDA

Dvije sorte jezika dvosortne logike oznacavamo s tv (worlds) i s (sets of worlds). Intendirane
interpretacije terma pojedine sorte su: term sorte to predstavlja svijet nekog modela, dok term
sorte s predstavlja skup svjetova nekog modela. Kako ne bi morali ekplicitno naglasavati sortu
pojedine varijable, koristimo sljedecu konvenciju: s x,y,z,x1,y1,21,... 0znatavamo varijable

sorte v, as X,Y,Z,X;,Y1,Z,... oznaCavamo varijable sorte s.

Definicija 4.1.1. Neka je Prop skup propozicionalnih varijabli. Definiramo dvosortnu logiku

prvog reda Cija se signatura o sastoji od:
(1) po jednog unarnog relacijskog simbola P za svaku propozicionalnu varijablu p € Prop
(i1) binarnih relacijskih simbola R, €1 =
(ii1) ternarnog relacijskog simbola S.

Za konacan skup propozicionalnih varijabli Prop na ovaj smo nacin u signaturu ¢ dodali
kona¢no mnogo unarnih relacijskih simbola (pa je dobivena signatura ¢ konacna). U daljnjem

tekstu ¢emo za zadani skup Prop reci da je signatura o pridruZena tom skupu Prop.
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Definicija 4.1.2. o-formula zadana je sljedeCom formalnom gramatikom:
¢—Px| L[xRy|xeX |x=y[X=Y[SkyX)|(=0)|(¢AQ)|(E@xe)| (EX0),
pri ¢emu su x 1y varijable sorte to te su X 1Y varijable sorte s.

Formule dvosortne logike ¢emo oznacavati s ¢, Y, @i, ... kako bi ih lakSe razlikovali od
IL-formula (koje oznacavamo s A, B, F, G, Fy,...). Ostale logicke veznike i kvantifikator V pro-

matramo kao standardne pokrate.

o-formule interpretiramo u o-strukturama - uredenim trojkama 9t = (M™,M?* ), gdje su
M™ i M*® neprazni skupovi, a ¢ preslikavanje sa skupa nelogickih simbola o koje ima sljedeca

svojstva:

(i) svakom unarnom relacijskom simbolu P preslikavanje ¢ pridruzuje neki podskup skupa

M™, tj. vrijedi ¢ (P) C M™

(ii) relacijskom simbolu R pridruZuje binarnu relaciju ¢ (R) na M™, tj. vrijedi ¢(R) C M™ X
Mm

(iii) relacijskom simbolu S pridruzuje ternarnu relaciju ¢(S) C M™ x M™ x M®.

Interpretacija simbola = je standardna (jednakost), tj. promatramo samo normalne strukture.
Na isti nacin, interpretacija relacijskog simbola € u daljnjem izlaganju je takoder standardna.
Umjesto ¢ (R) pisat ¢emo samo R, kao i za relaciju dostiZivosti u Verbruggeinim modelima -
iz konteksta e biti jasno na $to se R odnosi. Za danu o-strukturu 91 svaku funkciju sa skupa
varijabli koja svakoj varijabli sorte to pridruzuje element skupa D™, a svakoj varijabli sorte s
pridruzuje element skupa D, nazivamo valuacijom. Jedna o-interpretacija, ili kratko interpre-
tacija, je uredeni par o-strukture 11 proizvoljne valuacije v na 1. Tada se istinitost o-formule
¢ za danu interpretaciju (91,v), u oznaci 9 F, @, definira prirodno. Istaknimo samo znacenje

nekih oznaka. Za interpretaciju (9%,v) i formulu ¢ posebno isticemo sljedece:

(i) ukoliko je x slobodna varijabla u formuli ¢ tada piSemo 91 F ¢[w] ako je formula ¢ istinita

za strukturu 91 kada varijablu x valuiramo s w € S™

(ii) ako je X slobodna varijabla u formuli @ taa piSemo Dt F ¢[V] ako je formula ¢ istinita za

strukturu 91 kada varijablu X valuiramo s V € §°.

Svaki Verbruggein model 9t moZemo promatrati kao o-strukturu 90t = (M™,M*, ¢ ), gdje redom

definiramo sljedece:
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() M® =W
(i) M® = 2 (W)
(iii) ¢(R) =R
(iv) (w,u,V) € ¢(S) ako i samo uS,,V, zasve wu e WiV C W

V) ¢(P)={weW: M wlk p}, za svaki unarni relacijski simbol P.
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4.2. DEFINICIJA STANDARDNE TRANSLACIJE

Sada dajemo rekurzivnu definiciju standardne translacije - preslikavanja koje svakoj |L-formuli

pridruZuje o-formulu.

Definicija 4.2.1. Neka je x varijabla sorte tv. Standardnu translaciju S7; definiramo ovako:
ST:(p) = P(x), za svaku propozicionalnu varijablu p € Prop

)
ST(L)=1

)

)

STy(AAB) = ST(A) AST(B)
ST (A B) = Vy((Rxy ASTy(A)) — 3X(S(x,y,X) AVz(z € X — ST:(B)))),
pri Cemu su y 1 z varijable sorte tv koje joS nisu bile koriStene u translaciji.

U sljedecoj propoziciji dokazujemo osnovno svojstvo standardne translacije.

Propozicija 4.2.2. Neka je A modalna formula, )t Verbruggein model i w svijet tog modela.
Tada vrijedi:
M,wlFA akoisamoako M E ST (A)w].

Dokaz. Indukcijom po sloZenosti formule F dokazujemo da vrijedi sljedeca ekvivalencija:
M, wl-F akoisamo ako M FE ST (F)[w].

Prvo promotrimo slucaj kada je formula F sloZenosti 0. Tada vrijedi jedan od sljedeca dva
slucaja: F = p, za neku propozicionalnu varijablu p € Prop ili vrijedi F = L. U slucaju da
vrijedi F = p za neku propozicionalnu varijablu p, koriStenjem S7,(p) = P(x) dobivamo da
vrijedi

M, wl-F akoisamoako M,wlkp
ako i samo ako 9t F P(x)[w]
ako i samo ako 9 E ST, (p)[w]

ako i samo ako 9 E ST, (F)[w].

U slucaju da vrijedi F = 1, tvrdnja je trivijalna.

Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi da za svaku modalnu formulu G ¢ija je sloZenost
manja ili jednaka n, imamo sljedece:

M,wl- G akoisamo ako M ST, (G)[w].
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Neka je F proizvoljna formula sloZenosti n + 1. Tada imamo jedan od sljedecih slucajeva:

(a) F=-G
(b) F=GAH
(c) F=GrH.

Promotrimo prvo slucaj F = —G. Tada iz pretpostavke da je formula F sloZenosti n + 1
slijedi da je formula G sloZenosti n. KoriStenjem tog dobivamo da vrijede redom sljedece

ekvivalencije:

M, wl-F akoisamo ako M, wl--G
ako i samo ako ne vrijedi 9, w |- G
ako i samo ako (kori$tenjem pretpostavke indukcije) ne vrijedi 9t E ST,(G)[w]
ako i samo ako M F —ST,(G)[w]
ako i samo ako M E ST, (—G)[w]
ako i samo ako 9 E ST, (F)[w].

U slu€aju F = G A H, iz pretpostavke da je formula F sloZenosti n+ 1 slijedi da je sloZenost

svake od formula G i H manja ili jednaka n. Lako je vidjeti da vrijede sljedece ekvivalencije:

M,wl-F akoisamoako M wl-GAH
akoisamo ako M wl-FGiMwl-FH
ako i samo ako (koristenjem pretpostavke indukcije) M = ST,(G)[w] i
M = ST (H)[w]
ako i samo ako M F (ST, (G) AST(H))[w]
ako i samo ako M E ST, (GAH)[w]
ako i samo ako 9 E ST, (F)[w].

Preostaje joS promotriti slucaj F' = G > H. 1z pretpostavke da je formula F' sloZenosti n +

1 slijedi da je slozenost svake od formula G i H manja ili jednaka n. Tada imamo sljedece
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ekvivalencije:

M, wl-F akoisamoako M,wlFG>H
ako i samo ako  Vu(WRu AM,ul- G = IV (uS,VANM e V)(MN,vIFH)))
ako 1 samo ako (koriStenjem pretpostavke indukcije)
Vu(wRu AM E ST(G)[u] = IV (uS,,V A (Vv € VIR E ST (H)]v]))
ako i samo ako  Vu(9M E (Rxu)[w| A E ST, (G) [u] =
AV(ENE S(x,u, V)W A (Vv e V)MEST(H)V]))
ako i samo ako
M EVy(Rxy AST,(G)) — IX(S(x,y,X) AVz(z € X — ST;(H)))) W]
ako i samo ako M E ST, (G> H)[w]

ako i samo ako 9 E ST, (F)[w].

Definicija 4.2.3. Neka je ¢(x) neka o-formula sa slobodnom varijablom x. KaZemo da je
formula ¢(x) invarijantna na w-bisimulacije ako za sve Verbruggeine modele 97 i 9 te sve

svietove w € M iw' € M’ takve da vrijedi M, w «~rs M’ W', imamo sljedecu ekvivalenciju:
IME @[w] akoisamoako M’ E @[w].

Kazemo da je o-formula ¢(x) invarijantna na n-w-bisimulacije (n € N) ako za sve Ver-
bruggeine modele 91 i M te sve svjetove w € W i w' € W’ takve da vrijedi M, w s, M 0/,

imamo sljedecu ekvivalenciju:
IME @[w] akoisamoako M E @[w'].

Propozicija 4.2.4. Neka je ¢(x) proizvoljna 6-formula koja je invarijantna na n-w-bisimula-
cije Verbruggeinih modela za neki n € N. Tada je formula ¢ ekvivalentna standardnoj translaciji

neke |L—formule na Verbruggeinim modelima.

Dokaz. Zelimo pokazati da postoji IL-formula F takva da za svaki Verbruggein model 90t i

svaki svijet w € 91 vrijedi sljedeca ekvivalencija:

ME @(x)[w] akoisamoako M E ST (F)[w] 4.1)

97



Standardna translacija Definicija standardne translacije

Buduc¢i da je o-formula ¢(x) konacan niz simbola tada se u njoj javlja samo konac¢no mnogo
unarnih relacijskih simbola P. Oznacimo sa Prop konacan skup svih propozicionalnih varijabli

koje odgovaraju nekom od tih relacijskim simbola.

Za proizvoljan Verbruggein model 91 i svijet w € 90t takav da vrijedi 9t F F (x)[w| ozna¢imo
s F,, konjunkciju svih logicki neekvivalentnih |L-formula Cije varijable pripadaju skupu Prop
te ¢ija je dubina najviSe n. Uocimo da je prema propoziciji 1.4.5. samo kona¢no mnogo takvih

IL-formula (pa se radi o konacnoj konjunkciji, tj. F,, je IL-formula).

Promotrimo skup svih logicki medusobno neekvivalentnih IL-formula G ¢ije varijable pri-
padaju skupu Prop, Cija je dubina najviSe n te za koje postoji Verbruggein model D)1 i svijet
w € I takvih da je M E @(x)[w] i G je logicki ekvivalentna formuli F;,. Definiramo formulu F
kao disjunkciju svih takvih formula G. Istaknimo da je prema propoziciji 1.4.5. samo konacno

mnogo takvih |IL-formula G, pa je formula F* dobro definirana.

Tvrdimo da je F traZzena IL-formula, tj. tvrdimo da vrijedi ekvivalencija (4.1). Neka je

proizvoljan Verbruggein model i neka je w € W proizvoljan.

Pretpostavimo prvo da vrijedi 9t F ¢ (x)[w|. Tada je za model 90t i svijet w dobro definirana
formula F;, te iz definicije te formule slijedi 9T, w IF F,,. Iz definicije formule F slijedi da
postoji formula F,,; koja je logicki ekvivalentna formuli F,, i dio je disjunkcije F. Tada vrijedi

M, wlk F,,, aondai,wlk F. Iz propozicije 4.2.2. slijedi 9 E ST, (F)[w].

Dokazimo jos i da vrijedi obratna implikacija iz ekvivalencije (4.1). U tu svrhu pretposta-
vimo da vrijedi 9t E ST, (F)[w]. Propozicija 4.2.2. povlaci M, w I F. 1z definicije formule F
slijedi da postoji Verbruggein model D' i svijet w' € 9 (za koje vrijedi M’ F ¢ (x)[w']) takvi
da vrijedi:

M, w - F,y (4.2)
(pri ¢emu je d(F,/) < n i formula F,, dio je disjunkcije F). Tvrdimo da su svjetovi w i w' me-
dusobno n-modalno ekvivalentni, tj. zadovoljavaju tocno iste modalne formule dubine najvise

n, a Cije se propozicionalne varijable nalaze u skupu Prop.

Neka je G proizvoljna modalna formula takva da vrijedi d(G) < n i sve propozicionalne va-
rijable koje se pojavljuju u formuli G pripadaju skupu Prop. Zelimo pokazati da vrijedi sljedeca
ekvivalencija:

M,wl-G akoisamoako 9 ,w'IFG.
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Pretpostavimo prvo da vrijedi 9, w’ I G. Tada je formula G ekvivalentna jednoj od formula iz

konjunkcije F,,. Tada 0, w |- F,, ocito povlaci M, w |- G.

Dokazimo obrat. Pretpostavimo da vrijedi 9, w IF G te M, w' If G. Tada imamo ', w' I
—G. Budu¢i da d(G) < ntada o€ito d(—~G) = d(G) < n. Zatim, ocito se u formuli =G pojavljuju
samo varijable iz skupa Prop. Tada postoji formula G’ koja je logicki ekvivalentna formuli -G
i dio je konjunkcije F,,. Sada iz (4.2) slijedi 9, w |- G/, pa onda i M, w IF =G. No, to je u

kontradikciji s 9, w I- G pa zakljuCujemo da vrijedi 9V, w' I- G.

Time smo dokazali da su svjetovi w i w' modalno n-ekvivalentni u odnosu na modalne
formule u kojima se pojavljuju samo propozicionalne varijable iz konacnog skupa Prop.

Sada teorem 3.6.2. povlati M,w e~ , M W, Iz posljednjeg i Cinjenice M’ E ¢(x)[w/]
te pretpostavke da je o-formula ¢(x) invarijantna na n-w-bisimulacije Verbruggeinih modela,

slijedi M F @ (x)[w], §to je i trebalo pokazati. [
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5. g—SATURIRANO RASPETLJAVANIJE

Metoda raspetljavanja modela za osnovnu modalnu logiku dana je, primjerice, u [5]. Navedena
metoda se koristi kako bi se dokazalo svojstvo stablastih modela koje glasi ovako: za svaku
formulu osnovne modalne logike koja je ispunjiva na nekom Kripkeovom modelu postoji Krip-
keov model koji je stablo te na kojem je ta formula takoder ispunjiva. Neformalno moZemo
reci da raspetljavanjem modela dobivamo model koji je stablo na nacin da su svjetovi dobive-
nog modela R-putevi pocetnog modela (pri ¢emu je s R oznacena relacija dostizivosti pocetnog
modela).

A. Dawar 1 M. Otto u [8] koriste posebnu vrstu raspetljavanja modela koju nazivaju g-
saturirano raspetljavanje. T. Perkov i M. Vukovi¢ u ¢lanku [38] daju definiciju g-saturiranog
raspetljavanja Veltmanovih modela kako bi tu metodu iskoristili za dokazivanje teorema karak-

terizacije za logiku IL u odnosu na Veltmanovu semantiku.

U ovom poglavlju dajemo definiciju g-saturiranog raspetljavanja Verbruggeinih modela te
pokazujemo osnovna svojstva koja to raspetljavanje zadovoljava. Posebno, pokazujemo da je
tom transformacijom ponovo dobiven jedan Verbruggein model te da je svaki svijet w polaznog
modela slabo bisimuliran s korijenom modela koji je nastao g-saturiranim raspetljavanjem iz
tog svijeta w. U posljednjoj tocki ovog poglavlja pokazujemo da logika interpretabilnosti ima
svojstvo stablastih modela u odnosu na Verbruggeinu semantiku. Zatim, primjenom metode
selekcije pokazujemo da logika interpretabilnosti takoder ima i svojstvo kona¢nih modela (eng.

finite model property).

5.1. OSNOVNE DEFINICIJE

Prvo uvodimo oznaku koju ¢emo koristiti u ostatku ovog rada. Neka je W proizvoljan nepra-

zan skup. Ozna¢imo s W* skup svih rije¢i nad alfabetom {(w,l) :w € W, ] € N}. Tadas ©
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oznacavamo funkciju sa skupa W* u skup W koja je definirana ovako:

n((wo,lo)(wl,ll)...(wn,ln)> —w,.

Definicija 5.1.1. Neka je 9t = (W,R,{S,, : w € W},II) Verbruggein model, wy € M te ¢ €
N. Definiramo g—saturirano raspetljavanje modela ) iz svijeta wy kao uredenu Cetvorku

(W*,R*,{S}, : w € W*},IF), pri ¢emu imamo:
(i) W™ je skup svjetova oblika

w = (Wo,O)(Wl,ll)(Wz,lz) NN (W, ln_l),
gdje je woRw1 ... Rw,_»Rw jedan R—put u W iz svijeta wg te [; € {0,1,...,q— 1}
(i) R* C W* x W* relacija pravog prefiksa

(iii) za svaki svijet w* € W* vrijedi sljedeca ekvivalencija: u*S;.V* ako i samo ako u* €

R*[w*], V¥ C R*[w*] te (u") Sy ) T[V*]

(iv) za svaki svijet w* € W* i svaku propozicionalnu varijablu p vrijedi sljedeca ekvivalencija:

w* I p ako i samo ako vrijedi (w*) IF p.

U nastavku ¢emo za Verbruggein model 901, svijet wy tog modela i ¢ € N, g—saturirano
raspetljavanje od 9 iz wg jednostavno oznacavati s 91" (neCemo u oznaci isticati svijet wy i
prirodan broj ¢ jer ¢e oni biti jasni iz konteksta). Takoder, za svjetove od 91" koristit ¢emo

oznake w*, v*, u*, ..., dok ¢emo za skupove svjetova iz O koristiti oznake V*, U*, ...

Na slici 5.1. prikazan je jedan Verbruggein model 91 i njegovo 2—saturirano raspetljavanje

™.
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wio owp

w3

Slika 5.1: Model 90t i njegovo 2—saturirano raspetljavanje 91"
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5.2. OSNOVNA SVOISTVA g—SATURIRANOG

RASPETLJAVANIJA

U ovoj tocki dokazujemo osnovna svojstva g—saturiranog raspetljavanja. Prije toga istaknimo

jednu pomoénu tvrdnju koju ¢emo koristiti u dokazima tvrdnji koje slijede.

Lema 5.2.1. Neka je 9t Verbruggein model, wy € ) proizvoljan svijet te ¢ € N. Neka je 9t*
g—saturirano raspetljavanje modela 90 iz svijeta wy. Tada za sve svjetove w*,v* € 9" vrijedi

da w*R*v* povladi m(w*)Rm(v*).

Dokaz. Neka su w* v* € 91" proizvoljni svjetovi takvi da vrijedi w*R*v*. Iz w* € IN* slijedi
da je w* rije¢ oblika
(wo,0)(wi,11) (w2, p) ... (W, 1),
gdje je woRwy ...Rw;,_1Rw, jedan R-put u modelu 91 te imamo /; € {0,1,...,q— 1} za svaki
i €{1,2,...,n}. Sada iz pretpostavke w*R*v* i definicije relacije R* slijedi da je v* € 9" rijec
oblika
(wo,0)(wi,11) (w2, o) .. (Wny 1) - .. Wiy L)

gdje je w,RWy41...Rwy, jedan R-put u modelu 91 te vrijedi /; € {0,1,...,¢— 1} za svaki j €
{n+1,n+2,...,m}. Kako je 9 Verbruggein model tada je posebno je relacija R tranzitivna.
To znaci da iz w,Rwy, 11 ... Rwy, slijedi w,Rw,,. Sada iz posljednjeg koriStenjem m(w*) = w,, i

(v*) = wy, slijedi (w*)Rm(v*), §to je i trebalo pokazati. [

Propozicija 5.2.2. Neka je 97t Verbruggein model, wy € 91 proizvoljan svijet te ¢ € N. Tada

je g—saturirano raspetljavanje 99t* modela 9t iz svijeta wg jedan Verbruggein model.

Dokaz. Provjeravamo redom uvjete iz definicije 1.3.1. Uo¢imo da je W* neprazan skup, pri-
mjerice, zbog (wg,0) € W*. Zatim, iz definicije g—saturiranog raspetljavanja slijedi da je R*

jedna binarna relacija na skupu W*.
(a) Tvrdimo da je R* tranzitivna relacija.
Neka su w*,u*,v* € W* proizvoljni svjetovi tako da vrijedi w*R*u* i u*R*v*. Iz w* € IN*
slijedi da je w* rijeC oblika
(wo,0)(wi,11) ... (W, 1),
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(b)

(c)

gdje je woRwj...Rw, jedan R-put u modelu 90 te /; € {0,1,...,q — 1} za svaki i €
{0,1,...,n}. Iz definicije relacije R* te pretpostavke w*R*u*, slijedi da rije¢ u* € 9*

mora biti oblika

(wo,0) (Wi, 11) -+« Wiy b)) Wit 15 Lnt1) -« (Winsy L),

gdje je w,Rwy11...Rwy, jedan R-put u modelu 9 te [; € {0,1,...,q— 1} za svaki i €
{n+1,n+2,...,m}.
Zatim, kako je po definiciji relacije R* rije¢ w* pravi prefiks rije¢i u*, tada slijedi m > n.

Sada iz pretpostavke u*R*v* i definicije relacije R* slijedi da je v* € 90t rijeC oblika
(w0,0) ... (@ ln—1) Wns ln) - Wt 15l 1) -« Wi b)) Wi 1, g 1) 5 - - (W 1)

gdje je wyuRWp41 ... Rw), jedan R-put u modelu 9t te vrijedi /; € {0, 1,...,g— 1} za svaki
ie {m+1,m+2,...,p}.

1z definicije relacije R* slijedi da je rije¢ u* pravi prefiks rijeci v* a onda imamo p > m.
Bududi da je m > n tada vrijedi i p > n. Dakle, rijeC w* je pravi prefiks rijeci v* pa iz
definicije relacije R* slijedi w*R*v*.

Time smo dokazali da je R* tranzitivna relacija.

Tvrdimo da je R* inverzno dobro fundirana relacija.

Pretpostavimo suprotno, tj. da R* nije inverzno dobro fundirana relacija. Tada pos-

* kK
iRwipy.

toji niz svjetova (w});ey u modelu 9* takav da za svaki i € N vrijedi w Iz
wiR*wy, | ileme 5.2.1. slijedi w(w;)R7(w;, ) za svaki i € N. Tako smo dobili niz svje-
tova ((w}))ien u modelu 91 takav da vrijedi 7(w;)R7(w;, ) za svakii € N. No, to je u
kontradikciji s inverznom dobrom fundiranoscu relacije R. Dakle, R* je inverzno dobro

fundirana relacija.

Tvrdimo da za svaki svijet w* € W* vrijedi sljedece:
Si SR x (2R W)\ {0}).

Neka su svijet w* € IM* i (v*,V*) € St proizvoljni. Iz definicije g—saturiranog raspet-
ljavanja slijedi da je v* € R*[w*| te V* C R*[w*]. Tada o€ito vrijedi V* € & (R*[w*]). Za
trazenu tvrdnju (v¥,V*) € R*[w*| x (W(R* W)\ {0}) preostaje pokazati V* # 0.
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(d)

(e)

®

€y

Iz v*S;,.V* i definicije g—saturiranog raspetljavanja slijedi 7(v*)Sz(,, 7[V*]. Kako je
Verbruggein model tada posebno slijedi 7[V*] # 0, aonda i V* # 0.

Tvrdimo da je relacija S} . kvazi-refleksivna za svaki svijet w* iz 2T*.

Neka su w*,v* € 9" proizvoljni svjetovi takvi da vrijedi w*R*v*. Iz w*R*v* i1 leme
5.2.1. slijedi w(w*)R7(v*). Po pretpostavci je 90T Verbruggein model pa je relacija Sy,
kvazi-refleksivna. Tada posebno iz 7t(w* )Rz (v*) slijedi 7(v*)Sz () {7(v*)}. Iz definicije

relacije S}« konacno slijedi v*S}.{v*}.
Tvrdimo da je relacija S; . kvazi-tranzitivna za svaki svijet w* iz 9*.

Neka su w*,v* € W* proizvoljni svjetovi te Z* C W* proizvoljan skup svjetova tako da vri-

jediv'S; . Z" te zasve 7* € Z* vrijedi 7*S . Z7.. (Zelimo dokazati da vrijedi VS U Z2).
*ez”

Iz v*S,,.Z* i definicije relacije Sy slijedi 7£(v*)Sz(,,+ 7[Z"].

Neka je z € m[Z*] proizvoljan svijet. Tada postoji svijet z* € Z* takav da vrijedi w(z*) = z.

Posebno za taj svijet z* po pretpostavci vrijedi 7S} . Z%. Iz definicije relacije S;,. slijedi

(") Sn(w) T[22, G- 2Sm(w) T[22 ]

Dakle, vrijedi 7(v*)Sy () 7[Z*] i za svaki svijet z € 7[Z*] vrijedi 28z, 7[Z)]. Sada

kvazi-tranzitivnost relacije Sy,,+) povlaci da vrijedi 7(v*)Sz(,+) U 7[Z.]. Sada iz
7*ez*
U =z = n[ U z;} slijedi 72(v*)S ()T [ U z;;] , pa prema definiciji relacije S..
7*eZ* 7*eZ* reZl*
vrijedi v*S). U Z%.
*ezZ*
Tvrdimo da za proizvoljne svjetove w*, v* u* € 9" vrijedi da w*R*v*R*u* povlaci

viSE . {u}.

Neka su w*,v*,u* € 9" proizvoljni svjetovi takvi da vrijedi w*R*v* i v*R*u*. 1z leme
5.2.1. slijedi w(w*)Rw(v*) i m(v*)Rm(u*). Sada iz pretpostavke da je 9t Verbruggein
model slijedi 70(v*)Sy(,){7(u*)}. 1z toga, pretpostavke w*R*v* i {u*} C R*[v*] (zbog

pretpostavke v*R*u*) slijedi po definiciji relacije S} . da vrijedi v*S; . {u*}.

Tvrdimo da za proizvoljne svjetove w*,u* € IM* te V*,Z* C W*, takve da u*S;.V* i

V* CZ* C R*[w*|, imamo u*S;.Z*.

Neka su w*,u* € 9" proizvoljni svjetovi te V*,Z* C W* takvi da vrijedi u*S;.V* i

V* CZ* CRYw']. Iz u*S;.V* prema definiciji od Sy slijedi 7(u*)Sy ) [V*]. Iz
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toga, monotonosti relacije Sy, i Cinjenice da V* C Z* povlaci n[V*] C x[Z], slijedi

T(u*)Sx(w+)[Z*]. Posljednje po definiciji relacije S, povlaci u*S;,.Z*.

Dakle, struktura 9t* zadovoljava sve uvjete iz definicije 1.3.1. pa zakljucujemo da je 91"

jedan Verbruggein model. |

Propozicija 5.2.3. Neka je 91 Verbruggein model, wy € 91 neki svijet, ¢ € N te IM* ¢—
saturirano raspetljavanje modela 91 iz svijeta wy. Tada vrijedi 9%, wo < 9%, (wp,0). Nadalje
vrijedi i I, wp e~ MF, (wp, 0).
Dokaz. Definiramo binarnu relaciju Z C W x W* ovako:

(w,w*) € Z ako i samo ako vrijedi T(w*) = w.

Sada iz 7((wo,0)) = wy i definicije relacije Z slijedi (wo, (wo,0)) € Z, pa za dokaz traZene
tvrdnje preostaje dokazati da je Z bisimulacija. Kako bismo to pokazali, redom pokazujemo da

relacija Z zadovoljava uvijete (at), (forth) i (back) iz definicije 2.1.1.

(at) Neka je (w,w*) € Z proizvoljni par. Iz definicije relacije Z slijedi w(w*) = w. Tada
prema definiciji g—saturiranog raspetljavanja za svaku propozicionalnu varijablu p vrijedi

sljedeca ekvivalencija: 9U*, w* I p ako i samo ako vrijedi 90T, w I p.

Dakle, relacija Z zadovoljava uvjet (at).

(forth) Neka je (w,w*) € Z proizvoljni par te neka je u € W proizvoljni svijet takav da vrijedi

wRu. Iz (w,w*) € Z slijedi w* € W* i m(w*) = w. Prema tome, w* je rije¢ oblika
(w0,0)(w1,11) (w2, l2) ... (W, Ly—1),

gdje je woRw| ...Rw;,_»Rw jedan R-put u modelu M te /; € {0,1,...,4— 1}. Definiramo
u* kao rije¢
(Wo,O)(Wl,ll)(Wz,lz) ce (W, ln,l)(u,O).

Iz woRw1 ... Rw,_2Rw 1 pretpostavke wRu slijedi da je
woRw1 ...Rw,_o»RwRu

jedan R-put u W. Kako je takoder po pretpostavci /; € {0,1,...,qg — 1}, zakljuCujemo
da vrijedi u* € W*. Sada prema definiciji relacije Z, zbog m(u*) = u vrijedi (u,u*) € Z.

Takoder prema definiciji relacije R* vrijedi w*R*u*.
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(back)

Neka je V* C W* proizvoljan skup takav da vrijedi u*S;.V*. Tada iz definicije relacije

S+ slijedi da vrijedi 70(u*)Sy (7 [V*]. Kako je m(w*) = wi m(u*) = u slijedi uS,7[V*].

Neka je sada v € m[V*] proizvoljan svijet. Tada postoji svijet v € V* takav da vrijedi
w(v*) = v. Iz definicije relacije Z slijedi (v,v*) € Z. Dakle, za relaciju Z vrijedi uvjet

(forth).

Neka je (w,w*) € Z proizvoljni par. Neka je u* € W* proizvoljni svijet takav da vrijedi
w*R*u*. Iz toga prema lemi 5.2.1. slijedi w(w*)Rm(u*). Prema definiciji relacije Z iz
pretpostavke (w,w*) € Z slijedi m(w*) = w, pa dobivamo da vrijedi wRu, gdje smo s u

oznacili svijet w(u*).

Neka je V. C W proizvoljan skup svjetova takav da vrijedi uS,,V. Za dokazivanje uvjeta
(back) preostaje naci skup V* C W* takav da vrijedi u*S;.V* i takav da za svaki svijet

v € V* postoji svijet v € V za koji vrijedi (v,v*) € Z.

Definirajmo skup V* := {v* € W* : 7(v*) € V} NR*[w*]. (Drugim rije¢ima, V* su svi

R-putevi iz wy do nekog svijeta v € V, ali takvi da ,,prolaze" kroz svijet w.)

- Prvo pokazujemo da vrijedi u*S},.V*. Kako vrijedi u* € R*[w*], prema definiciji
relacije S} preostaje pokazati da vrijedi V* C R*[w*| i uS,, w[V*].
- UoCimo da V* C R*[w*] slijedi iz V* = {v* e W* : z(v*) € V} N R*[w*] C
R*[w*].
- Kako bi pokazali da vrijedi uS,, [V *] pokazujemo da je V C n[V*] (tada traZeni
rezultat slijedi iz pretpostavke uS,,V 1 monotonosti relacije S,,). Neka je svijet
v € V proizvoljan. Iz uS,,V slijedi V C R[w], paiz v € V zakljuujemo da vrijedi

wRv. Kako je w* € W* i m(w*) = w slijedi da je w* rijeC oblika
(Wo,O)(Wl,ll)(Wz,lz) .. (W, ln—l)

za neki R-put woRw;...Rw, 2Rw u W, te [; € {0,1,...,q— 1}. Definiramo

svijet v* kao rijec

(wo,0)(w1,11) (w2, bp) ... (W, 1,—1)(v,0).
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Iz woRwy ... Rw,_>Rw i wRy slijedi da je
woRw1 ...Rw;, _>RwWRvy

jedan R-put u W. Kako je takoder po pretpostavci ; € {0,1,...,q — 1}, zaklju-
¢ujemo da vrijedi v* € W*. Sada iz w(v*) = viv* € R*[w*] (jer rije¢ w* je pravi
prefiks rije¢i v¥) slijedi v* € {v € W*: r(v*) € V}NR*[w*| = V*. Tada vrijedi
T(v*) € m[V*], paiz m(v*) = v slijedi v € [V*]. Dakle, vrijedi V C w[V*].

Neka je sada svijet v* € V* proizvoljan. Iz definicije skupa V* posebno slijedi v € V. Sada

za taj svijet v prema definiciji relacije Z vrijedi (v,v*) € Z. Dakle, za relaciju Z vrijedi

uvjet (back).

Druga tvrdnja propozicije slijedi iz upravo dokazane tvrdnje 9T, wg < ¥, (wp,0) i leme

3.3.3. |

U nastavku ¢emo raditi sa stablima koja su tranzitivna. Prema tome, pisat ¢emo samo stablo

umjesto tranzitivno stablo.

Propozicija 5.2.4. Neka je 20t Verbruggein model, wy € 9 proizvoljni svijet, g € N te I* g—

saturirano raspetljavanje modela 91 iz svijeta wy. Tada je (W*, R*) stablo s korijenom (wy,0).

Dokaz. Tranzitivnost relacije R* je ve¢ dokazana u propoziciji 5.2.2.
Tvrdimo da je da je (wp,0) € W najmanji element. Neka je w* € W*\ {(wp,0)} proizvoljan

svijet. Tada iz definicije skupa W* slijedi da je rije¢ w* oblika
w* = (wo,0)(wi,l1)(wa, ) ... (W, 1—1),

gdje je woRwy ...Rw,_»Rw neki R-put u modelu M te ; € {0,1,...,g— 1}. Prema definiciji

relacije R* to znaci da vrijedi (wg,0)R*w*. Dakle, (wp,0) je najmanji element.

Neka je w* € W*\ {(wp,0)} proizvoljan svijet. Tada je prema definiciji skupa W* rije¢ w*
oblika
w* = (wo,0)(wi,l1)(wa, 1) ... (W, 1—1),

gdje je woRw ... Rw,,_»Rw neki R-put u modelu Mt te [; € {0, 1,...,g— 1}. Definiramo svjetove

wi zasvakii e {1,2,...,n— 1}, ovako:

Wi = (w0,0)(wi, 1) .. (wi, 1),
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pri Cemu je w; =w. Zasvakii € {1,2,...,n—1} ocito vrijedi w; € W* te posebno zai=n—1
vrijedi w;,_; = w". PokaZzimo da za svakii € {0,1,...,n— 1} imamo da je svijet w, | neposredni
sljedbenik svijeta w;. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji svijet z* € W* takav da vrijedi
wiR*Z*"R*wi, ;. Iz wiR*Z" te definicije relacije R* i definicije svijeta w; slijedi da svijet z* mora
biti rijeC oblika

wi = (wo,0)(wi, 1) .. (Wi i) (Zig 1, i) - (2, 1m),
za neki m > i (jer relacija R* je relacija pravog prefiksa, tj. nije refleksivna), gdje je

woRwW1 ... Rw;Rz; 11 ... Rz neki R-put u modelu M te [; € {0,1,...,g— 1}. No, to je u kontradik-

*

ciji sa Cinjenicom z*R*wj, , jer sada rije¢ z* nije pravi prefiks od rijeci

wi = (wo,0)(wi,11) ... (Wi i) (Wis 1, lig1)-

Preostaje pokazati jedinstvenost. Neka je vy, ...,v,, € W* niz takav da vrijedi

woR VIR*v; .. .R*v, = w"

te zasvakii € {0,1,...,m— 1} vrijedi da je v}, ; neposredni sljedbenik od v;. Pokazat cemo da
vrijedi vi = w] (analogno se pokazuje i da za svaki i € {1,2,...,n— 1} vrijedi v} = w}, iz Cega
posebno slijedi v, = w;, = w* pa vrijedi i n = m). Iz wjR*v] te pretpostavke da je v} neposredni

sljedbenik svijeta wy, slijedi da je v} rije¢ oblika
(wo,0)(vi, 1),

pri Gemu je woRv 11 € {1,2,...,q— 1}. No, kako iz viR*Vj ... R*w* kori§tenjem tranzitivnosti
relacije R* slijedi viR*w*, tada koriStenjem definicije relacije R* dobivamo da mora vrijediti

vi =wj il] =1;. Prema tome, vrijedi vi = wj. [ |

Ako je 9t Verbruggein model takav da je (W,R) tranzitivno stablo s korijenom r € W,

kaZzemo da je 91 stablasti model s korijenom r.

Propozicija 5.2.5. Neka je 9t = (W,R,{S,, : w € W},IF) Verbruggein model, wy € W pro-
izvoljni svijet, g € N te IM* = (W*,R*, {S. : w* € W*},II-) g—saturirano raspetljavanje modela
M iz svijeta wy. Tada za sve svjetove w*,v* € W* takve da je svijet v: € W* neposredni R*—
sljedbenik svijeta w*, vrijedi da svijet w* ima barem ¢ razlicitih neposrednih R*—sljedbenika

* ok k *
Vo,V Vo,V

-1 te su podstabla od (W*,R*) redom s korijenima v*,v{,v3,...,v;_; medu-

sobno izomorfna. Verbruggeini podmodeli inducirani tim podstablima su medusobno izomor-

fni.
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Dokaz. Neka je w* € W* proizvoljan svijet. Tada iz definicije skupa W* slijedi da je rije¢ w*
oblika

w* = (wo,0)(wi,l1)(wa, ) ... (W, 1,—1),

gdje je woRwy ...Rw,_>Rw neki R-put u modelu 9t te /; € {0,1,...,g — 1}. Neka je svijet

v* € W* jedan neposredni R*-sljedbenik svijeta w*. Slijedi da je svijet v* rijeC oblika
v = (wo,0)(wi, 1) (wa, 1) ... (W, 1—1) (vo,X0),

pri ¢emu je xo € {0,1,...,g— 1}. Definirajmo
vi = (wo,0)(wi,01) (w2, b2) ... (W, L,—1)(vo,xi),

pri ¢emu je x; = min ({O,l,...,q— 1}\{x0,...,x,-_1}), zai€{1,2,...,q—1}. Uofimo da tada

skup {v*,v},... ,v;l} sadrzi tocno ¢ razlicitih neposrednih R*-sljedbenika svijeta w*.

Radi jednostavnijeg zapisa uvedimo oznaku v; = v*. Neka su i,j € {0,1,...,4 — 1} pro-
izvoljni te promotrimo podstabla od (W*,R*) s korijenima v} i v, koja ¢emo redom oznaCiti s
%i, odnosno T ;. Definirajmo preslikavanje ® koje svakom svijetu podstabla T; pridruzuje svijet
podstabla T; na nacin koji ¢emo sada opisati. Neka je u; proizvoljan svijet podstabla T;. Tada

vrijedi v; R*u; pa slijedi da je u; rijeC oblika
u; = (wo,0) (w1, 1) (w2, 1) .. (W, 1) (vo, %) (v, 31) - - - (Vi V),

pri ¢emu je vi,..., vk neki konacan niz svjetova za koje vrijedi voRv(R...Rv te y; € {0,...,q—

1} za svaki j € {1,...,k}. Definiramo

D(u;) = (wo,0) (w1, [) (w2, 12) - .- (W, ln—1) (v0, %) (Vi,31) - - - (Vies Vi) -

Tada je ® traZeni izomorfizam iz iskaza propozicije.
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5.3. METODA SELEKCIJE

Neka je F proizvoljna ispunjiva |L-formula. Tada postoji Verbruggein model 21 i njegov svijet
w tako da vrijedi 91, w I F. Neka je 9" 1-saturirano raspetljavanje modela 91 iz svijeta w. Tada
prema propoziciji 5.2.3. vrijedi 9, wg «~ M*, (wp,0), pa propozicija 3.3.6. povlaci M, wy =
M, (wo,0). Sada iz M, w IF F slijedi M*, (wp,0) I- F. Kako je prema propoziciji 5.2.4. model

9* tranzitivno stablo s korijenom (wg,0), dobiven je sljedeéi rezultat:

ako je neka formula F ispunjiva na nekom Verbruggeinom modelu tada je ona is-

punjiva na Verbruggeinom modelu koji je tranzitivno stablo.

Ponekad se u literaturi (vidi [5]) joS u tom sluCaju kaze da logika interpretabilnosti ima

svojstvo stablastog modela (eng. tree model property) u odnosu na Verbruggeinu semantiku.

U nastavku Zelimo pokazati da vrijedi i viSe: svaka ispunjiva formula ispunjiva je na Ver-
bruggeinom modelu koji je konacno tranzitivno stablo. Prvo ¢emo definirati pojam visine svi-

jeta Verbruggeinog modela.

Definicija 5.3.1. Neka je 991 Verbruggein model s korijenom wy (tj. za svaki svijet w iz 9
postoji neki R-put od svijeta wo do svijeta w). Rekurzivno definiramo visinu svijeta iz 9t
ovako:

(1) jedini svijet visine O je korijen wy

(i1) svjetovi visine n+ 1 su neposredni sljedbenici svjetova visine n.
Visinu svijeta w € 9t ozna¢avamo s i(w). Visina modela 91 je maksimalni n takav da postoji

neki svijet visine n u 9. Ukoliko ne postoji takav maksimalni n, kaZzemo da model 9t ima

beskonacnu visinu.

Definicija 5.3.2. Za k € N i Verbruggein model 9 s korijenom w( definiramo restrikciju od
2 na k, u oznaci N | k, kao podmodel modela 91 koji sadrzi samo one svjetove modela 9T

Cija visina je manja ili jednaka k.
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Propozicija 5.3.3. Neka je 9 Verbruggein model s korijenom wy te neka je k € N. Neka je
IN* 1-saturirano raspetljavanje Verbruggeinog modela 9t iz svijeta wg. Tada za svaki svijet w*
modela 9* [ k vrijedi

(T, wp) Th,w™ enm ) M, w,

pri ¢emu je [ =k —h(w*).

Dokaz. Neka je w* proizvoljan svijet modela (9, wg) [ k= (W',R',{S], : w' € W'} ).
Zelimo konstruirati /-w-bisimulaciju, za [ = k — h(w*), izmedu svijeta w* modela 9" [ k i

svijeta w modela 9. U tu svrhu, definiramo niz relacija
Zy={(v*,v) e W x W | postoji v/ € IM* | (k—n) takav da 7(v¥) = (V') = v}

zan€{0,1,...,1}. Iz definicije tog niza relacijaslijedi Z, CZ; | C ... CZpte (w*,w) € Z;. Za
traZenu tvrdnju preostaje provjeriti da vrijede svojstva (at), (/-w-forth) i (/-w-back) iz definicije
[-w-bisimulacije.

Neka je (v, v) € Zy proizvoljan par svjetova. Iz definicije relacije Zy slijedi v/ = v*. Sada
iz definicije 1-saturiranog raspetljavanja 9)t* i definicije podmodela 901" | k slijedi da za svaku
propozicionalnu varijablu p vrijedi sljedeci niz ekvivalencija: 0, v IF p ako i samo ako 901", v* I+
p ako i samo ako 91" [ k,v* IF p. Dakle, vrijedi uvjet (at).

Dokazimo joS da vrijedi uvjet (I-w-forth). Uvjet (/-w-back) dokazuje se analogno. Neka
jei€{1,2,...,1} proizvoljan te neka su svjetovi X", u” € W' i x € W takvi da vrijedi (x”,x) €
Z; i X"R'W". 1z definicije relacije Z; slijedi x”/ = x*. Iz u” € W’ te definicije 1-saturiranog
raspetljavanja slijedi

U’ = (wp,0)(w1,0)...(u,0),

pri ¢emu je woRwj ... Ru jedan R—put u modelu 901 iz svijeta wg. Prema tome za svijet u € W
vrijedi u* =u". Sadax"R'u”, X" = x* i u” = u* povlate x*R'u* §to prema definiciji 1-saturiranog
raspetljavanja i tranzitivnosti relacije R znaci da vrijedi xRu. 1z X" = x*, (X", x) € Z; i definicije
relacije Z; slijedi da postoji svijet x’ modela 9* | (k — i) takav da vrijedi 7(x') = x. To znaci da

vrijedi h(x') < k —i. Iz definicije 1-saturiranog raspetljavanja slijedi
X = (W070)(W/170) tee ()C,O)’

pri ¢emu je woRW/ ... Rx jedan R—put u W iz svijeta wy. Tada koristenjem xRu dobivamo da je
svijet u' = (wp,0)(w},0)...(x,0)(u,0) jedan neposredan R’-sljedbenik svijeta x' pa iz h(x") <
k—islijedi h(') <k—i+1=k—(i—1). To povla¢i u’ € M* | (k— (i—1)). Dakle, vrijedi
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(u",u) € Z;_y. Neka je U = {u}. Prema prethodno dobivenom za svaki u; € U vrijedi (u”,u) €
Zi 1.

Neka je V C W proizvoljan skup za koji vrijedi uS,V. Preostaje pokazati da postoji skup
svjetova V' C W' takav da vrijedi u”S’,V’ i za svaki svijet v € V' postoji v € V za koji vrijedi
vZi_qv'.

Iz X" = x* € W C W* po definiciji 1-saturiranog raspetljavanja slijedi
x" = (wo,0)(w],0)...(x,0),
pri Cemu je woRw/ ... Rx jedan R—put u modelu 901 iz svijeta wy. Neka je
V' = {(wp,0)(w/,0)...(x,0)(»,0) | v € V}.

Iz uS,V slijedi V C R[w], tj. za svaki svijet v € V vrijedi xRv pa definicija skupa V' i 1-
saturiranog raspetljavanja povlaci da je svaki svijet v/ € V'’ jedan R*-neposredni sljedbenik svi-
jeta x”/. Kako je x” € W’ te za u” € W’ vrijedi x"R'u” ne moze vrijediti h(x") = k jer bi tada
moralo vrijediti 2(«”) > k $to nije moguce zbog u”" € W’. Zakljutujemo da vrijedi h(x") < k pa
iz ¢injenice da je svaki svijet v € V’ jedan neposredan R*-sljedbenik od x” slijedi V/ C W’. Tada
iz V! C R*[x"] i definicije modela 9* | k slijedi V/ C R'[x"]. 1z uS,V, n[V'] =V, (i) = u,
n(x"") = x te definicije 1-saturiranog raspetljavanja slijedi u”S’, V'.

Neka je sada v € V' proizvoljan svijet. 1z definicije skupa V' slijedi da postoji v € V takav

da vrijedi 7(v') = v, aonda iz V C R[x] slijedi xRv. Tada je svijet
V! = (wp,0)(W],0) ... (x,0)(v,0)

jedan neposredan R*-sljedbenik svijetax’ paiz h(x') <k—islijedi h(v") <k—i+1=k—(i—1).
Kako je #(v"") = v slijedi (v,V') € Z;_;. Dakle, vrijedi uvjet (I-w-forth). |

U sljedeéem teoremu isticemo svojstvo konacnih modela za Verbruggeinu semantiku. Rezultat

je dobiven koriStenjem metode selekcije.

Teorem 5.3.4. Neka je F formula. Ako je F ispunjiva na nekom Verbruggeinom modelu tada

je F ispunjiva na nekom kona¢nom Verbruggeinom modelu.

Dokaz. Neka je F ispunjiva formula. Tada postoji Verbruggein model 971 i svijet wy tog mo-
dela tako da vrijedi 90t,wg IF F. Ozna¢imo s k modalnu dubinu formule F te neka je Prop

skup svih propozicionalnih varijabli koje se javljaju u formuli . Uocimo da je taj skup Prop
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konacan. Tada prema propoziciji 5.2.3. za Verbruggein model 901* nastao 1-saturiranim raspet-
ljavanjem Verbruggeinog modela 91 iz svijeta wg vrijedi 2T, wo < I, (wp,0), iz Cega prema
propoziciji 2.2.1. i pretpostavci 9, wo - F slijedi 9", wg - F pri ¢emu koristimo oznaku
w§ = (w0,0). Prema prethodnoj propoziciji 5.3.3. za Verbruggein model 90 = (9M* | k) vri-

jedi IM*, wy e ¢ N, wy. To povlaci da vrijedi N, wy I- F.

Time je dobiven model koji je tranzitivno stablo konac¢ne visine. No, to stablo moZe imati
beskonacno grana. Preostaje samo prilagoditi proces odabira kona¢no mnogo grana iz Teorema
2.34. u [5] te pokazati da u tom novom modelu, koji éemo oznaciti s N, vrijedi N, wj e &
N, w.

Prvo uvodimo neke oznake koje ¢emo koristiti u nastavku. Neka je 2 Verbruggein model i
w € 2l proizvoljan svijet tog modela. Znamo da za n € N postoji samo kona¢no mnogo medu-
sobno neekvivalentnih formula G ¢ija je modalna dubina manja ili jednaka n, ije su varijable iz
skupa Prop te za koje vrijedi 2, w I G. Konjunkciju tih konaéno mnogo formula oznacavamo s
X2 1z toga slijedi da za svaki n € N vrijedi A, w I x/1. Za modele 911 9’ koristit ¢emo sljedece
oznake: M= (W, R {S,,:weWHIF)iN = (W' R {S, :weW} ).

Prvo definiramo niz skupova svjetova (Set;);cn. Neka je Setg = {w}. Pretpostavimo da je

za neki i € N definiran skup Set;. Tada skup Set;, | dobivamo na sljedeci nacin:

* za svaki svijet v € Set; promotrimo skup svih formula oblika —(G > H) koje su medu-
sobno logicki neekvivalentne, Cija je modalna dubina manja ili jednaka k, Ciji je skup
propozicionalnih varijabli podskup od Prop te za koje vrijedi 9,v I- =(G > H). Takvih

je formula kona¢no mnogo, pa ith moZemo oznaciti s Fo, Fy, ..., F,, zanekim € N.

Sadazasvakii€{0,1,...,m},izN,vIF F; = —~(Gr> H) slijedi da postoji neki svijet u € 0N
takav da vrijedi vRu i O, u IF G te za svaki skup svjetova V. C W takav da vrijedi uS,,V

postoji svijet v/ € V za koji vrijedi 91,V ¥ H.

U skup Set;;| stavimo po jedan takav svijet u za svaki i € {0,1,...,m} te taj postupak

ponovimo za svaki svijet v € Set;.

Time smo dobili niz skupova svjetova (Set;);cn. Lako je indukcijom dokazati da je svaki
skup Set; konacan te da za svaki svijet v € Set; vrijedi h(v) > i. Kako je visina modela 91 jednaka

k, slijedi da za svaki i > k vrijedi Set; = 0.
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Definiramo model 9" kao podmodel od 1 ¢&iji je nosa¢ skup W' = (J;cn Set;. Prema pret-
hodnom vrijedi W' = Uﬁ;o Set;. Kako je svaki od skupova Set; konacan, slijedi da je dobiveni

model konacan. Za svaki i € {0, 1,...,k} definiramo relaciju Z; C W x W' ovako:
(w,w') €Z; akoisamoako 91,w' |- lev

Obzirom da za sve svjetove u,v € DNi svakii € N\ {0} vrijedi da 9, v IF x. povlaci M, v xi~ 1,
dobivamo da vrijedi Zy C Z;_; C ... C Zy. Takoder, vrijedi (wgj, w;;) € Z jer vrijedi 9T, wg I- leig'
Pokazat ¢emo da je niz relacija Zy, Zy, ..., Z; jedna k-w-bisimulacija. 1z toga Ce slijediti
N, wi o 1 M, Wi, Sto povlaci N, wi =, M, wj. Zbog N, w Ik F i d(F) < k, tada vrijedi

9, wj I- F. Kako je 9" konaCan Verbruggein model, dobivamo traZenu tvrdnju.

Prvo pokaZimo da vrijedi uvjet (at) iz definicije k-w-bisimulacije. Neka su (w,w') € Zy i
p € Prop poizvoljni. Iz definicije relacije Z slijedi 9t,w’ IF x0. To povla¢i da vrijedi 0, w I p

ako i samo ako 9t,w' IF p.

Pokazujemo sada da vrijedi uvjet (k-w-forth) iz definicije k-w-bisimulacije. Neka je i €
{1,...,k} proizvoljan. Neka su (w,w’) € Z; te u € W takvi da vrijedi wRu. Iz wRu i 9, u I /!
slijedi 9%, w I Ox/~!. Koristenjem dogovora o pokrati < slijedi da vrijedi 9%, w IF =(xi~ 1> L1).
Iz (w,w') € Z; i definicije relacije Z; slijedi 9T,w’ IF x!. Kako je dubina formule —(y:~' > 1)
manja ili jednaka i, iz M, w IF (.~ > L) slijedi da vrijedi 9, w’ I- =(x/~ ' > 1). Iz definicije
skupa W' slijedi da za neki j € N vrijedi w' € Set; pa postoji u’ € Set 1 (pa prema tome u’ € W)
takav da vrijedi 91,4’ IF ¥/~ !. Prema tome vrijedi (u,u’) € Z;_;. Definiramo skup U’ koji sadrzi
svaki svijet ' € W’ zakoji vrijedi w'R'u’ i M, u’ IF i~ 1. 1z prethodnih razmatranja slijedi U’ # 0.

Neka je V' : U' — Z(W’) proizvoljna funkcija takva da za svaki svijet ' € U’ vrijedi
u'S|,V'(u'). Neka je V"' =, ey V'(u'). Pretpostavimo suprotno, tj. da za svaki skup V ta-
kav da vrijedi uS,,V postoji svijet v € V takav da za svaki svijet v € V" ne vrijedi vZ;_1V'.
Posljednje je prema definiciji relacije Z;_ ekvivalentno s 0,v' I —x/~!, a to je ekvivalentno s
N, viF- xé,‘l. Prema tome, imamo da za svaki skup V takav da vrijedi uS,,V postoji svijetv €V
takav da D, v IF = \/,ycyn xé,_l. Istaknimo da je zbog kona¢nosti skupa W’ (pa onda i V" C W’)
posljednja disjunkcija konacna (pa je time dobro definirana navedena formula). Dakle, dobili
smo da za svijet u € W takav da wRu imamo da za svaki skup svjetova V. C W takav da uS,,V
ne vrijedi I,V I\ cyn xé,_l. To znaci da vrijedi 9T, w IF — (}(L’;_l >\ yeyr xé,_l ) Dubina pret-
hodne formule je najvise i pa iz M, w' IF x!, slijedi 91, w' IF — (x,i’l >\ yeyr xé,_l). Kako je

w' € Set;, zaneki j € N, to je odabran neki svijet u” € Set;; takav da vrijedi 9, u” I ! iza
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svaki skup X’ za koji vrijedi 'S, X', ne vrijedi 0, X’ I+ \/scyn %' '. Tada je posebno u” € U’
pa posebno ne vrijedi 91,V (u”) I\ ,ycyr xi,_l. No, to znadi da postoji svijet v/ € V/(u") C V"
takav da vrijedi D,V IF =/ ycpr xé,_l, §to je u kontradikciji s DM,V |-\ ycpn xé,_l (jer vrijedi
VeV iy Ik g h.

Dakle, vrijedi uvjet (k-w-forth) iz definicije k-w-bisimulacije. PokaZimo joS da vrijedi uvjet
(k-w-back). Nekajei€ {1,...,k} proizvoljan. Neka su (w,w’) € Z; te u’ € W' C W takvi da vri-
jedi wRY. Tz w'R'W slijedi wR, pa iz togaid,u IF x', ! slijedi 90,w/ IF Ox’; . Koristenjem
dogovora o pokrati <, to znaéi da vrijedi 0w’ IF (x5 ' > L). Iz (w,w') € Z; i definicije rela-
cije Z; slijedi 9, w' IF %, $to je ekvivalentno s 9, w I x/,. Kako je dubina formule —(y’, ' > L)
manja ili jednaka i slijedi da vrijedi 9, w IF —( x,i,_] > 1 ). Tada postoji svijet u € W takav da
WRu i 0, ul- x;,’l, Sto je ekvivalentno 0, u’ IF xffl. Prema tome vrijedi (u,u’) € Z;_1. Defini-
ramo U kao skup svih takvih svjetova u € W za koje vrijedi wRu i D, u I- xlifl. Iz prethodnih

razmatranja slijedi U # 0.

Nekaje V : U — & (W) proizvoljna funkcija takva da za svaki svijet u € U vrijedi uS,,V (u).
Definiramo V" = |,y V (u). Kako se skup U sastoji od svih svjetova u za koje vrijedi wRu
i Mul- !, dobivamo da vrijedi DM, w I ¥, ' >V, ,cpn xi~!. Tako sada skup V” C W nije
nuzno konacan, prethodna disjunkcija je kona¢na ako promatramo samo medusobno logicki
neekvivalentne formule y/~! ¢ija je modalna dubina najvise i — 1. Iz (w,w') € Z; i Cinjenice
da je dubina formule x’, ' > \/,cyn x:~! najvise i, slijedi 9, w' I x5 ' > V,yepn 0!, Sada iz
N, u' I+ x;,‘l slijedi da postoji skup V' takav da vrijedi u'S/,V' i M,V - \/,cyn xi7". 1z toga
odito slijedi da za svaki svijet v € V' postoji svijet v € V" za koji vrijedi M,V IF x/~1, ;.

(v,v') € Z;_1. Prema tome, vrijedi i uvjet (k-w-back). [ |

Svojstvo kona¢nih modela za logiku interpretabilnosti IL dokazano je i u [39] ali koriStenjem
metode filtracije. Metodom filtracije dokazano je svojstvo konacnih modela i za razna proSirenja
logike interpretabilnosti: za logike ILM i ILM to je napravljeno u ¢lanku [39], za logiku ILW* u

Clanku [31] te za logike ILPg i ILR u ¢lanku [32]. ViSe o tome moze se vidjeti u poglavlju 7.
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6. VAN BENTHEMOV TEOREM

Kako bismo dokazali teorem karakterizacije, potrebne su nam neke tehnicke leme. Leme se
dokazuju na slican nacin kao u slucaju logike GL u ¢lanku [8]. U ovom poglavlju sa ¢ ¢emo
oznacavati signaturu dvosortne logike prvog reda koja je dana u definiciji 4.1.1, pri ¢emu je
skup Prop iz te definicije konacan. Za o-strukturu 91 reé¢i ¢emo da je kona¢na ako je skup N™

konacan.

6.1. METODA DEKOMPOZICIJE

Sljedeca lema je analogon leme 4.5. iz Clanka [8]. Prije te leme istaknimo Cinjenicu da svaka

konacna uredena o-struktura ima korijen.

Lema 6.1.1. Neka je signatura ¢ pridruZena k ¢lanom skupu propozicionalnih varijabli Prop.
Tada za svaki ¢ € N postoji prirodan broj N(g, k) tako da za svaku kona¢nu uredenu o-strukturu
M postoji o-podstruktura N’ od I takva da vrijedi: |(N')®| < N(q,k), o-struktura O sadrzi
R™-najvedi element strukture N i (N, w) =, (W, w'), pri &emu je svijet w korijen o-strukture

M, a svijet w je korijen o-strukture V.

Dokaz. Prema pretpostavci u signaturi 6 imamo samo k relacijskih simbola P,. Lako se vidi
da tada postoji samo konacno mnogo logicki neekvivalentnih o-formula ¢iji je kvantifikatorski
rang najvise ¢ te imaju jednu slobodnu varijablu x. Neka je n broj takvih o-formula 1 oznac¢imo

skup svih takvih o-formula s .%. Definiramo N(q,k) = 2".

Neka je 91 konacna uredena o-struktura s korijenom w. Neka je m = [N'™| te s w; ozna¢imo
R™-najvecéi element skupa N™. Ako vrijedi m < N(q,k) tada kao trazenu o-podstrukturu 9V
mozZemo uzeti 1.

Promotrimo slucaj kada vrijedi m > N(q,k). Opisat ¢emo postupak dobivanja prave o-

podstrukture 9" od N takve da (N')™ ima barem jedan element manje od N™ te za koju vrijedi
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wi € (N)® 1 (M,w) =, (N, w), pri Cemu je w' korijen od N'. Tada uzastopnim primjenama

opisanog postupka dobivamo trazenu o-podstrukturu 9%, od 91 takvu da je |[N}°| < N(q,k).

Promatramo o-strukturu 91 koja ima m svjetova, pri Cemu vrijedi m > N(q,k). Za svaki
v € N™ promotrimo skup o-formula %, = {¢ | ME @[v]i ¢ € F} C.Z. Skup % ima najvise
n elemenata, pa prema tome razli¢itih skupova .%, ima najvise 2" (jer vrijedi %, € P (%),
a|Z(%)| =2". Kako je [N®| =m > N(q,k) = 2" tada iz Dirichletovog principa slijedi da
postoje barem dva razliita svijeta vi, v, € N tako da vrijedi .%#,, = .%,,, tj. za svaku o-formulu

¢(x) kvantifikatorskog ranga najviSe g vrijedi sljedeca ekvivalencija:
MNE @[vi] akoisamoako 9Tk @[vy]. (6.1)

Zbog linearnosti uredaja vrijedi to¢no jedno od: viR™v; ili voR™v|. Bez smanjenja opéenitosti
moZemo pretpostaviti da vrijedi v{R”'v,. Oznacimo s D1y, Ny, M) 1 N, sljedece o-podstrukture

od D1 koje su definirane ovako:

NP ={veN"|vR™,}, N}=0,

NP ={veN"|vRMWiliv=yv}, Nj=N°,
(ND® = {veN® [vRMv},  (N])* =0,
(NH® ={veN® | nRMiliv=v,}, (N))*=N".

Iz pretpostavke (6.1) primjenom teorema 8.5.1. slijedi da branitelj ima pobjednicku strategiju
u Ehrenfeuchtovoj igri G,(,v1,M,v2). Propozicija 8.6.3. povlaci da tada branitelj ima po-
bjedni¢ku strategiju u Ehrenfeuchtovoj igri G4(M2,vi, M), v2). Tada iz teorema 8.5.1. slijedi
(M2, v1) =¢ (M, v2).

Sada iz (1, w) =, (M1, w), (M2,v1) =4 (9, v2) primjenom propozicije 8.6.6. dobivamo
(M &N, wvr) =4 (M1 &M, wip). Iz toga jednostavno slijedi (M) &Ny, w) =4 (M &M, w).
Definirajmo o-strukturu 9" = 91; $97,. Kako ocito vrijedi 9 = N; &N, tada imamo (9T, w) =,
(N, w).

Obzirom da za o-strukturu 9V vrijedi v; ¢ (N')™, dobivamo da vrijedi |(N')®| < m te iz

wi € (N})" slijedi wy € (N')™. Dakle, trazena o-struktura je 97’ ]

Fiksirajmo g € N 1 neki konacan skup propozicionalnih varijabli Prop. Neka je o signa-
tura iz definicije 4.1.1. nad tim konacnim skupom Prop. Iz Cinjenice da je signatura ¢ ko-
nacna slijedi da postoji samo kona¢no mnogo medusobno neekvivalentnih o-formula @(x) ¢iji

je kvantifikatorski ranga najviSe ¢ — 1. Oznacimo broj takvih o-formula s n te ozna¢imo takve
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o-formule s @;(x), ¢2(x), ..., @,(x). Tada oznacavamo s o, signaturu kao u definiciji 4.1.1.
pri ¢emu se skup unarnih simbola koje promatramo sastoji od novih unarnih relacijskih simbola
01, 02, ..., Opn. Intuitivno, zamisljamo da za o-formulu @;(x) imamo u signaturi 6, jedan novi

simbol Q;, za svakii € {1,2,...,n}.

Neka je 91 Verbruggein model, wy € 9t proizvoljan svijet tog modela te 91" g-saturirano
raspetljavanje iz svijeta wo. Neka je w* € 91" proizvoljan te neka je p jedinstveni maksimalni
R*-put od korijena w{, do svijeta w*. Za svijet v* € p definiramo sljedeci skup:

SP(v) ={vi € M* | (v'R*v] iliv] = V") i ne vrijedi (vyR™v] ili v5 = v])

za svaki v; takav da v'R*v; i (vR*w™ ili v = w™)}.

Upravo definirani skup S”(v*) nazivamo sloj (eng. slice).

Slika 6.1: Verbruggein model 9" s istaknutim skupovima S”(v7), za svaki svijet v puta p od

korijena w(, do svijeta w*

Skup SP(v*) zamisljamo kao skup svih svjetova podstabla od stabla 9t* ¢iji je korijen v* te
kojem smo uklonili sve elemente na putu p koji su R*-sljedbenici svijeta v* i sve R*-sljedbenike
tih svjetova. Na slici 6.1. prikazan je primjer 3-saturiranog raspetljavanja nekog modela 901 iz
svijeta wy € 9 te su oznaceni skupovi S”(v]), za sve svjetove v} iz puta p = {w{,v*,u*,w*}.

Kao sto je vidljivo sa slike, skup {S”(v}) | vi € p} €ini jednu particiju skupa svih svjetova W*.
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Prema tome, za proizvoljno raspetljavanje 9Jt* i put p u 9t*, mozemo definirati preslikavanje n”
koje svakom svijetu v € 9t* pridruzuje jedinstveni svijet n?(v) takav da vrijedi v € SP(n?(v)).

Uocimo da na taj nacin svakom svijetu v € 9t* mozemo pridruZiti jedinstveni svijet n”(v) € p.

Za proizvoljan put p u Verbruggeinom modelu 9t* i svijet v* € p skup svjetova SP(v¥)
poistovjeéujemo s Verbruggeinom podmodelom 91" modela 9t* &iji je nosa¢ SP(v*). Takoder
u nastavku ¢emo svaki Verbruggein model 9" promatrati kao oy-strukturu ili o-strukturu na
nacin opisan u tocki 4.1. To posebno znaci i da Verbruggein model S”(v*) poistovjecujemo s

pripadnom o-strukturom ili o-strukturom.

Za svaki svijet w* € 9" definiramo o -strukturu £, (901", w*) ovako:
1) L™ ={v' e M" | v'R*w* ili v = w*}
(i) L*=22(L")
(ii1) v}‘qu(im*’W*)vé ako i samo ako ViR*v;

(iv) (vi,v3,V*) € $% W) ako i samo ako VES:TV*

W)

(v) zasvakiie€ {1,2,...,n}, vrijedi: Qf"(im* v* ako i samo ako vrijedi SP(v*) F ¢@;[v*].

Drugim rijeCima, ako s p ozna¢imo jedinstveni maksimalni R*-put iz korijena w; do svijeta
w* u modelu IM* tada se L™ sastoji od svih svjetova modela 9" koji se nalaze na tom putu
p. Uvjet (v) zamisljamo kao oznacavanje svakog svijeta v* puta p skupom o-formula @;(x)
kvantifikatorskog ranga najvise ¢ — 1 za koje vrijedi S” (v*) F ¢;[v*]. Tada £, (9", w*) moZemo
shvatiti kao prikaz o-strukture )t* kao linearno uredenog skupa o-podstabala koje razlikujemo
do na =, (linearni uredaj < moZemo zadati ovako: S”(v}) < SP(v3) ako i samo ako vi = v}
ili vR*v3). Prikaz o-strukture 901" sa slike 6.1. kao linearno uredenog skupa podstabala S” (v7),
za V] € p, prikazan je na slici 6.2.

Sljedeca lema analogon je leme 4.6. iz [8]. Istaknimo prije te leme Cinjenicu da za proizvo-
ljan Verbruggein model 9, ¢ € N, g-saturirano raspetljavanje 9t* iz svijeta w € 901 te svijet

v* € " vrijedi da je svijet w* korijen o-strukture £, (90", v*).

Lema 6.1.2. Neka su 91 i 9, dva Verbruggeina modela te 91} i 915 njihova g-saturirana

raspetljavanja iz svijeta wi € 911 odnosno svijeta wy € 91y, tako da vrijedi:
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Slika 6.2: Prikaz o,-strukture 90t* sa slike 6.1. kao linearno uredenog skupa podstabala S” (v7),

zavi € p.

(a) za svaki svijet w* € 9] postoji svijet v € M5 takav da vrijedi (£,(O],w*),w}) =41
(£4(M3,v7),w3)

(b) za svaki svijet v* € 93 postoji svijet w* € M takav da vrijedi (£, (M7, w*),w]) =41
(L4(O5,v*),w3).

Tada vrijedi (97, w]) =, (M5, w5).

Dokaz. 1z teorema 8.5.1. slijedi da je dovoljno dokazati da postoji pobjednicka strategija brani-
telja u Ehrenfeuchtovoj igri G, (97, w}, M5, w3). Promotrimo dvije moguce situacije u 1. rundi

te igre:

(1.) izazivaC je izabrao o-strukturu 91} i neki svijet w* € 91]. Tada branitelj bira onaj svijet
v* € M5 za koji prema pretpostavci (a) leme vrijedi (£, (9], w*),w) =41

(Lq(M3,V7), w3).

(2.) izazivaC je izabrao o-strukturu 91 i neki svijet v* € 915. Tada branitelj bira onaj svijet
w* € M za koji prema pretpostavci (b) leme vrijedi (£,(9], w*), w}) =41

(Lq(M5,v7),w3).

Bez smanjenja opcCenitosti pretpostavimo da je u 1. rundi nastupila situacija (1.). Time su nakon
1. runde fiksirane o,-strukture £,(9}, w*) i £,(95,v*) te preostaje opisati strategiju branitelja
u preostalih ¢ — 1 rundi Ehrenfeuchtove igre G, (90}, wi, 5, w3).

Strategija branitelja je osigurati da nakon §to je proslo r rundi, pri ¢emu su u tih r rundi

redom odabrani svjetovi w*, Wipys oo Wiep) 12 9] te svjetovi V¥, Vi oo Vi) 12 M, vrijedi
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(2(1( T,W*%WT,UP(W?I))» SRR np(w?rfl))) =q-r

, , (6.2)
(Sq(m;‘)*)awa Tlp (V?l))a KRS} Tlp (V?r—l)))
te za svaki i, ako suwy, ),...,w{; , elementi od S (n? (wzkl.))) da tada vrijedi
(SP(MP (W))Wl yse W) Zgor (7 (7 (V) sV ) (6.3)

Tvrdnja (6.2) treba nam samo kao pomoc¢na tvrdnja. Dokazujemo je istovremeno s tvrd-
njom (6.3). Iz tvrdnje (6.3) ocito slijedi traZeni rezultat. Naime, kako su razli¢iti skupovi
SP (np(w’(kl.))) te razli¢iti skupovi Sp(npl(v’(‘l.>)) medusobno disjunktni te prema (6.3) i definiciji
Ehrenfeuchtove igre vrijedi w(, ... w(; ) = v{;).--V(;) € Part(Sp(np(w(l.))),Sp (n? (v(i)))),

slijedi W*W?l) Wy V*VZ]) y -V>(kq71) € Part(9], ). To znaci da je branitelj pobijedio

u ¢ rundi ove igre a onda iz teorema 8.5.1. slijedi traZena tvrdnja (9}, w)) =, (M5, w3).

Zar=1tvrdnja (6.2) glasi (£,(OM],w*),w}) =,-1 (£4(9T;,v*),w}), Sto vrijedi po pretpos-

tavci. Tvrdnja (6.3) je trivijalno ispunjena (jer nemamo drugih w>("j) iz SP(nP(w*))).

Pretpostavimo da nakon r rundi vrijede tvrdnje (6.2) i (6.3). Bez smanjenja opcenitosti
pretpostavimo da je u (r+ 1). rundi izaziva¢ odabrao o-strukturu 91} i neki svijet x* iz te o-
strukture. Promatramo dva slucaja: postoji neki i < r takav da skup SP(n?(x*)) veé sadrzi svijet
wZ‘i) i ne postoji takav i < r.

Promotrimo prvo slucaj kada postoji neki i < r takav da skup SP(n?(x*)) veé sadrzi svi-

L . . C . P (P (o .
jet wiy. Neka su wi, ,...,w(; svi svjetovi koji su elementi skupa § (nP(x*)). 1z Wi €

SP(nP(x*)) slijedi SP(n?(x*)) = Sp(np(w?l.))), a onda po pretpostavci (6.3) imamo:
(PPN W0 W) S (S (0P O D00V ):
To znaci da branitelj ima pobjednicku strategiju u sljedecoj Ehrenfeuchtovoj igri:
Gq_r(Sp(n”(x*)),wzkjl) . .w’(kjk),S”,(n”/(vzki)))vz‘jl) . .v’(kjk)).

Obzirom da vrijedi x* € SP(n?(x*)), branitelj moze slijede¢i tu strategiju odabrati neki svijet
vt e Spl(nl’/(viki))). Time branitelj ima pobjednicku strategiju u preostalih ¢ — r — 1 rundi te

igre, tj. ima pobjednicku strategiju u sljedecoj igri:
Gy r1 (SP(MP (), Wi WX 8P (7 (Vi) Vi) - vy ) -
Iz teorema 8.5.1. slijedi da vrijedi sljedece:
(SP(MPQ)) W]y oW ) Zqmret (ST (P () Vs V)
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Time smo dobili da ako branitelj u ovoj rundi igre odgovori na izazivacev izbor svijeta x* iz-
borom svijeta y* tada vrijedi analogon tvrdnje (6.3) za slucaj r + 1 (istaknuli smo pritom samo
skupove S”(nP(x*)) i S”' (n?” (v*)) jer za ostale skupove S” (np(w?i))) i sv (np, (v’(kl.))) koji ne
sadrZe svijet x* odnosno svijet y*, i dalje vrijedi tvrdnja (6.3) za slucaj r + 1). Preostaje jo$ pro-

vjeriti da u ovom slucaju vrijedi i analogon tvrdnje (6.2) za slucaj r+ 1, tj. da vrijedi sljedece:
£q(mT7W*)7WT7 np (Wikl)) )ty np (W?rfl)) ’ np(X*) Eq—r—l

£q(£m§a V*)7W§7 Tlp/ (V?l)) PR np/ (v?rfl)) ) np/(y*)'

No, obzirom da je za neki i < r, x* € S (np(w?l.))) iy"e Spl(np/(vz‘l.))) slijedi n?(x*) =

n? (wE"i)) in? (y*)=n” (V?i))’ traZena tvrdnja ekvivalentna je pretpostavci (6.2).

Preostaje jo§ promotriti slu¢aj kad ne vrijedi da postoji neki i < r takav da skup SP(n?(x*))
vec sadrZi svijet wz‘i). Drugim rije¢ima, skup S”(n?(x*)) ne sadrzi niti jedan prethodno odabrani
svijet wz‘i). Vrijedi n? (x*) € £,(9],w*) jer se po definiciji preslikavanja %, n”(x*) nalazi na
putu p. Iz pretpostavke (6.2) i teorema 8.5.1. slijedi da branitelj ima pobjednicku strategiju

sljedecoj igri:
Gyr (Lo, W), 07 (wiy) 0P (Wi, y) s g (5,0, 0 (viy)) P (V) ).

Iz nP(x*) € £,(9M7,w*) slijedi da branitelj prema toj strategiji moZe odabrati neki svijet v €
£,(0;,v*) takav da ima pobjednicku strategiju u preostalih ¢ — r — 1 rundi te igre, tj. da ima

pobjednicku strategiju u igri

Gy r1 (L4, W"), 0P (W]y)) 0P (W), ) ) 1P (%), € (D0,v),n” (V) - (Vopy)V).
Teorem 8.5.1. tada povlaci da vrijedi

(24 (50707 Oy ). P ()P (37)) =g

/

(Lg(5,9°), 07 (V) ... (V- )v).

Kako branitelj ima pobjednicku strategiju u igri

(6.4)

Gy—r—1 (ﬂq(aﬁ’{,w*),nl’(wfl)) ---’7p(W?r—l))np(X*)’Sq(Dﬁ;"*)’npl (i) n” (V?r—l))")’

iz definicije Ehrenfeuchtove igre slijedi
np(w’(kl)) P (Wi )P () = n? (v’(kl)) .. (V’(kr_l))v € Part (L,(97,w*), £,(M3,v")).
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Tada definicija parcijalnog izomorfizma povlaci da za svaku atomarnu formulu y vrijedi slje-

deca ekvivalencija:
L,(7,w*) IF w[n?(x*)] akoisamo ako £,(95,v") IF yv].
Posebno za svaki [ € {1,2,...,n} vrijedi:
L, w*) IF (Q1x)[n?(x*)] ako i samo ako £,(M5,v*) IF (Qx)[v].

To prema uvjetu (v) definicije o -strukture £,(9017,w*) odnosno £,(95,v*), znaci da vrijedi
SP(NP(x*)) =¢—1 SP'(v). Tada iz teorema 8.5.1. slijedi da branitelj ima pobjednicku strategiju
u igri Gy—1(SP(n? (x*)),8” (v)). Prema toj strategiji branitelj tada moZe odabrati neki svijet
y* € §” (v). Pokazimo da tim odabirom vrijede analogoni tvrdnji (6.2) i (6.3) za slu¢aj r + 1, .

da vrijedi

’ ’ ’ (6.5)
(245,07 (1)) (5, m? 07)
te da za sve svjetove WZ‘].I), ey W?jk) koji su elementi skupa S” (n” (x*)) vrijedi
(SPMP )W) Wii) Zgmret (877 NV - V) (6.6)

Istaknimo da je ovdje dovoljno promatrati skup S” (n” (x*)) jer drugi skupovi S” (np (w*l.) )) nisu
promijenjeni pa se za njih traZena tvrdnja (6.6) svodi na pretpostavku (6.4).

Tvrdnja (6.5) slijedi iz (6.4) kori$tenjem da y* € Sp/(v) po definiciji preslikavanja n? pov-
la¢i n”'(y*) = v. Tvrdnja (6.6) slijedi iz S”(n”(x*)) =,—1 S (v). Naime tada branitelj ima

pobjednicku strategiju i u igri

Gy—r-1 (SP(HP(X*))»WE-I)---W?jkyspl(np,(y*))’vzkjl) "‘v?jk)>’

tj. vrijedi tvrdnja (6.6).
[ |

U svrhu iskazivanja i dokazivanja sljedece leme uvodimo prvo neke oznake. Neka je
Verbruggein model i ¢ € N. Za g-saturirano raspetljavanje 9t tog modela iz nekog svijeta
wy te neki svijet a € 9", sa M, oznacavamo Verbruggein podmodel koji je podstablo od 901" s

korijenom a. Za dvije o-strukture 9 i 91 kaZemo da su izomorfne, i piSemo N = T ako postoji
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preslikavanje p koje je parcijalni izomorfizam za koji vrijedi dom(p) =M™ UM® i rng(p) =
N®UN?.

Tvrdnja sljedece leme analogna je napomeni 4.7. u [8].

Lema 6.1.3. Neka je 9t Verbruggein model, ¢ € N\ {0}, wg proizvoljan svijet modela 9t te
9* g-saturirano raspetljavanje modela 901 iz svijeta wy. Neka je n € N\ {0} proizvoljan te neka
su svjetovi ap,ap,...,a, € M* takvi da vrijedi ajR*aR* ... R*a,. Tada za svaki maksimalni

R*-put p koji sadrZi svjetove ay,ay, .. .,a, vrijede sljedece tvrdnje:
(@) (SP(ai),ai) =q-1 (M, a;), zasvakiie€ {1,2,...,n}

(b) postoji maksimalni put p’ = (¢,R*...R*a}) takav da vrijedi a; = d/ i (S” (d}),d}) =41

(SP(a;),ai), zasvakii € {1,2,...,n}.

Dokaz.  (a) Pokazat ¢emo da za svaki svijet w* puta p vrijedi (SP(w*),w*) =,_1 (9., w").
Tada posebno zbog a; € p vrijedi traZena tvrdnja (S”(a;),a;) =41 (9, ,a;), za svaki
i €{1,2,...,n}. Zbog inverzne dobre fundiranosti relacije R* put p je konacan pa mora
postojati R*-maksimalni svijet puta p. OznacCimo taj svijet s u*. Tada prema definiciji
skupa S”(u*) vrijedi SP(u*) = M.. To povlaci da posebno vrijedi (SP(u*),u*) =41
(T, u™).

u*?

Neka je w* € 90" proizvoljan svijet puta p za koji vrijedi w* # u*. Tada svijet w* ima
neposrednog R*-sljedbenika v* za koji vrijedi v* € p. Svijet v* je rije¢ oblika w*(v,1),
za neki svijet v € M ineki [ € {0,1,...,¢ — 1}. Takoder, tada vrijedi S”(w*) = . \
', Prema propoziciji 5.2.5. svijet w* ima barem g neposrednih sljedbenika v; = (v,i),
takvih da su podmodeli Sﬁti* medusobno izomorfni. Opisat ¢emo pobjednicku strategiju
branitelja u Ehrenfeuchtovoj igri G,—1 (7 (w*),w*, 9 ., w*). Ukoliko je izaziva¢ u nekoj
od g — 1 rundi te igre odabrao neki svijet x* € 9. takav da vrijedi x* ¢ S)ﬁj?, za svaki
i €{0,1,...,q— 1}, branitelj moZe odabrati taj isti svijet x* s obzirom da vrijedi x* €

M= N\ = SP(w*) (Gerv: =i, zanekii € {0,1,...,g—1}).

Promotrimo jo$ sluéaj kada je izaziva€ u k-toj rundi, za neki k € {0, 1, ..., ¢ — 1} odabrao

neki svijet x* € M., zaneki i € {0,1,...,q— 1}. Razlikujemo dva slucaja:

(al) izazivaC nije niti u jednoj od proteklih kK — 1 rundi odabrao neki svijet iz 217,. Ozna-

¢imos Qskup {j€{0,1...,g—1} | j#liuprvih k— 1 rundi branitelj nije odabrao
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niti jedan svijet iz Dﬁjj} Taj skup je neprazan jer skup {0,1...,¢—1}\ {/} ima
g — 1 elemenata, dok je u Ehrenfeuchtovoj igri G,—1(S”(w*),w*, 0., w*) prije k-
te runde odigrano k — 1 < g — 1 rundi. Stoga postoji bar jedan j € O, a onda postoji i
j = minQ. Vrijedi da je model im:;f izomorfan s Sm:‘;/ Oznacimo s f izomorfizam

tih struktura. Tada branitelj u ovoj rundi bira svijet f(x*) € M7, .
jl

(a2) izazivaC je u proteklih K — 1 rundi ve¢ odabrao neki svijet xj iz Sﬁi‘?. Tada je u toj
rundi nastupio prethodno opisani slucaj (al), pa je slijedeéi opisanu strategiju u tom
slucaju odabrao svijet f(x7) iz fmj}f, pri cemu je f izomorfizam struktura Dﬁ:[f 1 sm:;.
Tada branitelj u ovoj rundi bira svijet f(x*) € m;:;

Iz opisane strategije slijedi da je a; ...ag—1 +— by ...by—1 € Part(SP(w*), "), pri ¢emu
smo s a; oznacili izbor izazivaca, a s b; izbor branitelja u i-toj rundi ove igre. Dakle, opi-
sana je pobjednicka strategija branitelja u Ehrenfeuchtovoj igri G4—(SP(w*),w*, ",

w*). Iz teorema 8.5.1. slijedi da vrijedi (S”(w*),w*) =,_1 (M., w*).

w*

(b) Zasvakii€ {1,2,...,n}, prema definiciji 5.1.1. ¢injenica a; € 9" znaci da je g; rije¢ nad
alfabetom {(w,) | w € M, I € N}. Neka je (w;,/;) posljednji dio u rijeci a;. Definiramo
dy=aytea,=a._(wi,l;),zai€{2,...,n}. Sada se naisti nacin kao u dokazu (a) tvrdnje,
koriStenjem propozicije 5.2.5. opisuje pobjednicka strategija branitelja u Ehrenfeuchtovoj
igri G, (S (a;),a;,S” (a}),a}). Tada iz teorema 8.5.1. slijedi da vrijedi traZena tvrdnja
(5" (a D,di) =4-1 (SP(ai),a;), zasvakii € {1,2,...,n}.

[

Lema 6.1.4. Za svaki g € N postoji n € N takav da za sve Verbruggeine modele 9 i ' te nji-
hove svjetove w € M iw' € M vrijedi: ako M, w e, MM, W' tada za g-saturirana raspetljavanja

tih modela iz w, odnosno w/, vrijedi (9", w*) =, (I')*, (W')*).

Dokaz. Za svaki g € N postoji do na logicku ekvivalenciju samo kona¢no mnogo o-formula
Ciji je kvantifikatorski rang najviSe g. Oznacimo taj broj medusobno neekvivalentnih formula

sa f(g). Definiramo funkciju n : N — N rekurzivno ovako:
n(0)=0

n(q+1) =N(q,f(q) - (n(q) +1)

pri ¢emu je N funkcija iz leme 6.1.1. Indukcijom po ¢ € N dokazujemo sljedecu tvrdnju:
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za sve Verbruggeine modele M1 M’ te njihove svjetove w € M iw' € M’ takve da
MW o n(g) 9. w' imamo da za g-saturirana raspetljavanja tih modela iz svijeta

w, odnosno svijeta w', vrijedi (90T, w*) =, ((M')*, (W')*).

Pretpostavimo da vrijedi 9, w e () ' w'. 1z definicije funkcije n imamo n(0) = 0
pa iz prethodnog slijedi 9, w «vs o 9, w'. To znadi da svjetovi w i w' zadovoljavaju iste
propozicionalne varijable. Tada za njihova O-saturirana raspetljavanja iz svijeta w, odnosno
svijeta w', vrijedi (97, w*) =¢ ((IM')*, (w')*).

Pretpostavimo sada da za neki g € N vrijedi sljedece:

za sve Verbruggeine modele M1 M’ te njihove svjetove w € M iw' € M’ takve da
MW e () 9, w', imamo da za g-saturirana raspetljavanja tih modela iz svijeta

w, odnosno svijeta w', vrijedi (9T, w*) =, ()", (W)*).

Promotrimo prvo malo poblize §to nam daje induktivna pretpostavka. Neka je )t proizvo-
ljan Verbruggein model te w € 901 njegov svijet. Oznacimo s A,, konjunkciju svih medusobno
neekvivalentnih IL-formula modalne dubine najviSe n(q) koje su istinite na svijetu w. Bududi da
postoji samo konac¢no mnogo (do na logicku ekvivalenciju) |L-formula modalne dubine najvise
n(q), tada je IL-formula A,, dobro definirana. Tada za svaki Verbruggein model 9 i njegov
svijet w' € 9 takav da 9, w' |- A,, vrijedi da su svjetovi w i w' n(g)-modalno ekvivalentni,
pa teorem 3.6.2. povlaci M, w e ) 9, w'. 1z induktivne pretpostavke slijedi da vrijedi
(90, w*) =4 ()", (W)").

U svrhu dokazivanja koraka indukcije pretpostavimo da su 9ty i 991, proizvoljni Verbrug-
geini modeli te wy € 9 1 wy € M, njihovi svjetovi takvi da vrijedi Ny, wy e~ n(g+1) Mo, wy.
Treba pokazati da za (¢ + 1)-saturirana raspetljavanja 2t} i 90t} tih modela iz svijeta w; odnosno

svijeta wy, vrijedi (9], wy) =4 (I, w3).

Koristit éemo lemu 6.1.2. Zbog ocite simetricnosti zahtjeva (a) i (b) te leme dovoljno je za

traZenu tvrdnju koraka indukcije pokazati da je zadovoljen zahtjev (a), tj. da vrijedi:

za svaki svijet w* € 9t} postoji svijet v € M5 takav da vrijedi (£,1 (O], w*),w]) =4

(L1 (05,77),w3).

Neka je svijet w* € 90t} proizvoljan. OCito je o-struktura £, (9], w") konacna i relacija

REa+1 (M) je strogi linearni uredaj (i ¢ je nad konanim Prop), pa prema lemi 6.1.1 postoji
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o-podstruktura 91 (s korijenom (w')*) od £4.41 (9}, w*) s ukupno N < N(q, f(g)) elemenata

koja sadrzi RS+ (M:W")_najveéi element od L4+1(OM],w*) 1 za koju vrijedi sljedece:
(Lg+1(M7,w7), wi) =4 (M1, (W1)").

Kako je R%+1™:%")_najveéi element skupa L4+1(OM7,w*) upravo svijet w*, prethodno povlaci

w* e Ny.

Posebno za strukturu 91 kao o-podstrukturu od Ly 1 (9], w*) vrijedi da je R™ strogi line-

arni uredaj. Znamo da struktura 91; ima samo N svjetova, pa ih moZemo oznaciti s wi,...,wx

tako da vrijedi wiR] ... Rywy. Iz toga slijedi wy, = w*.
Promotrimo sljede¢i put u 917:
p = woRIWIRIW3R] .. .Riw™,
pri cemu je wi = (wy,0).
Iz leme 6.1.3. slijedi da postoji maksimalni R*-put
p'=VviRViR*...R*Vy

iz svijeta v = (w1,0) do nekog svijeta vy, tako da za svaki i € {1,2,...,N} vrijedi S”(w}) =

SP(vi). To povlaci (L4411 (MM, vy ), wi) =4 (L1 (M, W5),w)).

Za svaki i < N neka je 917 ; Verbruggein model induciran podstablom od 9t} s korijenom
Vi te oznaCimo s A; konjunkciju svih medusobno neekvivalentnih |L-formula modalne dubine
najvise n(g) koje su istinite na svijetu v; € 9} ;. Kako takvih IL-formula ima kona¢no mnogo,

IL-formula A; je dobro definirana za svaki i < N.

Definiramo IL-formulu A ovako:
A EA()/\<><A1 /\<>(A2---/\<>AN)---)).

Kako je za svaki i < N formula A; modalne dubine najvise n(q) (kao konjunkcija IL-formula

modalne dubine najvise n(q)) slijedi da je modalna dubina IL-formule A najvise

N(q,f(q))- (n(qg)+1) =n(g+1),

Sto slijediiz N +n(q) < N-(n(q)+1) <N(q,f(q)) - (n(g) +1).
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Iz definicije IL-formule A slijedi 907 (w1,0) I- A, pa pretpostavka 9y, wi evs g1 1) M2, w2
i ¢injenica da je A |L-formula ¢ija je modalna dubina najvise n(g + 1), povlace It} (w2,0) I- A.

To pak znaci da postoji put (za koji zbog leme 6.1.3. moZemo pretpostaviti da je maksimalan)
upR uTR U . .. Rouy,
pri ¢emu je ug = (w2,0), takav da za svaki i < N vrijedi u} |- A;.

Iz pretpostavke indukcije sada slijedi (uzevsi u obzir kako je definirana IL-formula A;, za
svaki i < N) M7 ; =, M5 ;, gdje su M5 ; inducirani podstablima od 3 s korijenom u;, za svaki
i < N. Lema 6.1.3 povlaci da su odgovarajuci slojevi g-elementarno ekvivalentni, pa vrijedi

(Lg+1 (M, w*), W) =¢ (Lg1(M5,v*),w3), Sto je i trebalo pokazati. [
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6.2. DOKAZ VAN BENTHEMOVOG TEOREMA

U ovoj tocki dokazujemo van Benthemov teorem za logiku interpretabilnosti u odnosu na Ver-
bruggeinu semantiku. Van Benthemov teorem za osnovnu modalnu logiku moZe se pronadi,
primjerice, u [5]. Analogon tog teorema za logiku intepretabilnosti u odnosu na Veltmanovu
semantiku dokazan je u [38] i to metodama koje se temelje na bisimulacijskim igrama, a koje
su razvijene u [8]. Kako bismo dokazali van Bethemov teorem koristit éemo rezultate za Ver-
bruggeinu semantiku koje smo dokazali u prethodnim poglavljima.

U ovoj tocki sa o ¢emo oznaCavati signaturu dvosortne logike prvog reda koja je dana u

definiciji 4.1.1.

Teorem 6.2.1. Neka o-formula ¢(x) ekvivalentna je standardnoj translaciji neke IL-formule u
odnosu na Verbruggeine modele ako i samo ako je o-formula ¢(x) invarijantna na w-bisimula-

cije Verbruggeinih modela.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je formula ¢(x) ekvivalentna standardnoj translaciji neke IL-
formule F u odnosu na Verbruggeine modele. Neka su 2T i 9 proizvoljni Verbruggeini modeli
te neka su w € MM i w' € M’ proizvoljni svjetovi takvi da vrijedi M, w e M’ ' w'. Tada iz
propozicije 3.3.6. slijedi M, w = 9, w’. Sada primjenom propozicije 4.2.2. dobivamo da redom

vrijede sljedece ekvivalencije:

MEX) W] & MESL(F)w < MwikF < MWIFF

s MEST(F)W] & MEo(x)W].
Time smo dokazali da je formula ¢(x) invarijantna na w-bisimulacije Verbruggeinih modela.

DokaZimo sada da vrijedi i obratna implikacija iz iskaza teorema. U tu svrhu pretpostavimo
da je o-formula ¢(x) invarijantna na w-bisimulacije Verbruggeinih modela. Primijetimo da je
dovoljno dokazati da je o-formula ¢(x) invarijantna na n-w-bisimulacije Verbruggeinih modela
za neki n € N jer tada propozicija 4.2.4. povladi da je o-formula ¢(x) ekvivalentna standardnoj

translaciji neke |L-formule.

Neka je g kvantifikatorski rang o-formule ¢(x). Iz leme 6.1.4 slijedi da postoji n € N koji
ima svojstvo iz iskaza navedene leme. Tvrdimo da je o-formula @(x) invarijatna za n-w-

bisimulacije. Neka su 99t i 9 proizvoljni Verbruggeini modeli te w € M i w' € M’ proizvoljni
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svjetovi takvi da vrijedi DM, w e, M’ w'. Oznadimo sa IM* g-saturirano raspetljavanje modela
9 iz svijeta w odnosno sa (M')* oznalimo g-saturirano raspetljavanje modela 0 iz svijeta w'.

Iz leme 6.1.4. slijedi da vrijedi sljedeca ekvivalencija:
M E @(x)[(w,0)] akoisamoako (IM')*E @(x)[(w,0)]. (6.7)

Iz propozicije 5.2.3. znamo da vrijedi DM, w e M (w,0) 1 M W o (I)*,(W,0).

Buduéi da je po pretpostavci o-formula ¢(x) invarijantna na w-bisimulacije tada iz pret-

hodne ekvivalencije 1 (6.7) slijedi da redom vrijede sljedece ekvivalencije:

MEQ)W] & MEEX)[w0)] <« (M) FeH)[(w,0)]
s MEe) W]

Time smo dokazali da je o-formula ¢(x) invarijantna na n-w-bisimulacije. |

Time smo dokazali van Benthemov teorem karakterizacije za logiku interpretabilnosti u
odnosu na Verbruggeinu semantiku koriStenjem slabih bisimulacijskih igara, a ne klasi¢nim
metodama koje koriste @-saturirane modele. Problem postojanja saturiranih Verbruggeinih mo-
dela je otvoren, kao S$to je otvoren i problem postojanja saturiranih GL-modela. Rjesavanje tog
problema moglo bi dovesti do alternativnog dokaza tog teorema. Obzirom da je inverzna dobra
fundiranost relacije R jedino svojstvo Verbruggeinih modela koje nije definabilno u logici prvog
reda, nalaZenje saturiranih GL-modela ne bi trebalo biti teZe od nalaZenja saturiranih Verbrug-

geinih modela.
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W-BISIMULACIJE

U ovom poglavlju razmatramo nekoliko znanstvenih ¢lanaka koji koriste bisimulacije Verbrug-
geinih modela i njihova svojstva u dokazivanju glavnih rezultata tih ¢lanaka. Pokazat ¢emo
da ti rezultati i dalje vrijede ako koristimo w-bisimulacije Verbruggeinih modela umjesto bisi-
mulacija Verbruggeinih modela. Preciznije, analizirat ¢emo koja se svojstva bisimulacija Ver-
bruggeinih modela koriste u dokazima tih rezultata 1 vidjeti da analogna svojstva zadovoljavaju

w-bisimulacije Verbruggeinih modela.

7.1. FILTRACIJE VERBRUGGEINIH MODELA

U teoremu 5.3.4 koristili smo metodu selekcije kako bismo pokazali da logika interpretabilnosti
IL ima svojstvo kona¢nih modela s obzirom na Verbruggeinu semantiku. U ¢lanku [39] to je po-
kazano koriStenjem metode filtracije. Metoda selekcije Cesto se ne moZe jednostavno poopCiti
kako bi se primijenila u dokazivanju svojstva kona¢nih modela za ostale sisteme poput ILM ili
ILMp. Razlog je u tome Sto od Verbruggeinih modela zahtijevamo dodatna svojstva koja se pro-
vodenjem metode selekcije Cesto gube, pa dobiveni konacan Verbruggein model nije onaj koji
nam je potreban (Sto tada zahtijeva dodatan netrivijalan posao kako bismo dobili trazeni mo-
del). Tu se metoda filtracije pokazala uspjesnijom. Tako su pomocu nje u ¢lanku [39] pokazana
i svojstva kona¢nih modela za logike interpretabilnosti ILM i ILMj s obzirom na Verbruggeinu

semantiku.

Svojstva bisimulacija izmedu Verbruggeinih modela koja su koriStena u [39] istaknuta su u

lemi 2.2. tog ¢lanka:

Neka su N, M i M Verbruggeini modeli. Tada vrijedi:
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(a) Ako suw € W iw' € W bisimulirani tada su i modalno ekvivalentni.
(b) Identiteta {(w,w):w e W} CW x W je bisimulacija izmedu O i .
(c) Inverz bisimulacije izmedu modela M i N je bisimulacija izmedu YN’ i M.

(d) Kompozicija bisimulacijaZ CW xW'iZ' CW' xW" je bisimulacija izmedu
modela M i M.

(e) Unija neprazne familije bisimulacija izmedu modela M i I je takoder bisi-

mulacija izmedu modela I i 9N'. Prema tome postoji najveéa bisimulacija

izmedu M i N

Tvrdnje leme vrijede i za w-bisimulacije Verbruggeinih modela: svojstvo (a) za w-bisimu-
lacije dokazali smo kao tvrdnju (b) propozicije 3.3.6, dok smo ostala svojstva dokazali u propo-
ziciji 3.2.1. Pritom nismo eksplicitno iskazali da je unija svih w-bisimulacija izmedu dva Ver-
bruggeina modela 91 i M’ najveca w-bisimulacija izmedu tih modela. No, to se lako dobiva iz
tvrdnje (d) propozicije 3.2.1. Oznacimo s ~gy najvecu w-bisimulaciju na 9, tj. w-bisimulaciju
izmedu modela 911 9. 1z propozicije 3.2.1 takoder slijedi da je ~gy jedna relacija ekvivalencije

naW.

Prije opisa metode filtracije koja je koriStena u ¢lanku [39] istiCemo svojstva bisimulacije
Verbruggeinih modela koja se u tom ¢lanku koriste. Oba svojstva slijede izravno iz definicije

bisimulacije Verbruggeinih modela 2.1.1.

Neka su N i M dva Verbruggeina modela i Z CW x W' bisimulacija. Tada vrijedi:

(forth’) za svaki par (w,w') € Z i za svaki svijet u € W takav da vrijedi wRu, postoji

svijet u' € W' takav da vrijedi uZu'

(back’) za svaki par (w,w') € Z i za svaki svijet u' € W' takav da vrijedi w'R'W, postoji

svijet u € W takav da vrijedi uZu'.

Glavna ideja metode selekcije jest odabrati konacan broj prikladnih svjetova polaznog mo-
dela. Za razliku od toga, u metodi filtracije koristimo neku relaciju ekvivalencije medu svjeto-
vima pocetnog modela kako bismo dobili novi model ¢iji su svjetovi klase ekvivalencije u po-
laznom modelu. Odredenom daljnjom transformacijom izdvajamo samo kona¢no mnogo klasa
ekvivalencije ¢ime se dobiva konacan model (Ciji svjetovi su te klase). Sada ¢emu navedenu

konstrukciju opisati detaljnije.
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Klase ekvivalencije koje se promatraju za zadani model 9t dobivene su koriStenjem najvece
bisimulacije ~gn na 97t koja je ujedno i relacija ekvivalencije na W. U lemi 2.2. iz [39] opisan je
postupak kojim se iz Verbruggeinog modela 9t dobiva struktura M = (VT/,ﬁ, {§W we VT/}7 IF)
tako da je W skup klasa ekvivalencije s obzirom na tu relaciju ekvivalencije. Lema 2.2. iz [39]
pokazuje da je tako dobivena struktura jedan Verbruggein model, tj. da zadovoljava svojstva iz
definicije 1.3.1. Pritom je svojstvo bisimulacije koje se koristi u dokazu svojstava tranzitivnosti
1 inverzno dobre fundiranosti relacije Rte svojstva (iv) iz definicije 1.3.1. svojstvo (back’) za

relaciju ~gy.

Kako je w-bisimulacija ~gy takoder relacija ekvivalencije na W, mozemo nju iskoristiti
umjesto najvece bisimulacije na 9t za dobivanje klasa ekvivalencije. Pritom iz definicije w-
bisimulacije 3.1.1. slijedi da za tu relaciju takoder vrijedi uvjet (back’). Prema tome zakljucu-

jemo da je tom zamjenom dobivena struktura m ponovo jedan Verbruggein model.

Kako bi se pokazalo svojstvo kona¢nih modela za logiku interpretabilnosti IL u dokazu
teorema 3.2. Clanka [39] se za danu formulu A i Verbruggein model 9 na Cijem je svijetu
formula A istinita primjenjuje spomenuta transformacija kako bi se dobio model M na Cijem je
svijetu formula A takoder istinita. No, tako se ne dobiva nuZno konacan Verbruggein model, ali
se dobiva model za &ije duljine R-lanaca moZemo naéi neku gornju ogradu. Zatim se ponovnom
upotrebom te transformacije iz modela M dobiva trazeni konadan model za formulu A. U tu
svrhu koristi se pojam n-bisimulacije te sljedeca svojstva n-bisimulacije koja su iskazana u lemi

3.1. iz tog Clanka.

Neka su 9 i M’ dva Verbruggeina modela te w € W i w' € W’ njihovi svjetovi.

Tada vrijedi:

(a) ako su svjetovi w i w' n-bisimulirani, tada su oni i n-modalno ekvivalentni

(b) u slucaju konacnog skupa propozicionalnih varijabli, ako su svjetovi w i w

n-modalno ekvivalentni, tada su oni i n-bisimulirani.

Svojstvo (a) vrijedi i u slucaju n-w-bisimulacija Verbruggeinih modela S$to je dokazano u
propoziciji 3.3.6. Svojstvo (b) ne vrijedi za n-bisimulacije Verbruggeinih modela — rijeC je
o greSci koju smo opisali u potpoglavlju 2.6. Medutim, to svojstvo vrijedi u slucaju n-w-
bisimulacija Verbruggeinih modela, Sto smo dokazali u teoremu 3.6.2.

Osim toga, u dokazu iz ¢lanka koristi se i sljede¢a tvrdnja:
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Neka je Nt Verbruggein model i m € N. Ako svaki R-lanac u modelu YN ima najvise
m—+ 1 elemenata, tada za sve svjetove w,v € 9N vrijedi sljedeca ekvivalencija:

svjetovi w i v su bisimulirani ako i samo ako su m-bisimulirani.

To svojstvo se jednostavno dokazuje, a takoder se jednostavno dokazuje i analogno svojstvo
u slucaju w-bisimulacija Verbruggeinih modela. S obzirom da za sva svojstva bisimulacija
koja su potrebna u dokazu svojstva konacnih modela za logiku interpretabilnosti vrijede njihovi
analogoni za slabe bisimulacije, zakljuCujemo da taj rezultat vrijedi ako umjesto bisimulacije

koristimo w-bisimulacije Verbruggeinih modela.

U clanku [39] se takoder pokazuje da logike interpretabilnosti ILM i LMy imaju svojstvo
konac¢nih modela. Preciznije, za svaku od tih logika promatraju se Verbruggeini modeli s odre-
denim svojstvom. Za proizvoljnu formulu A, ukoliko neki Verbruggein model ima to svojstvo i
formula A je istinita na nekom svijetu tog modela, treba nac¢i kona¢an Verbruggein model koji
ponovo ima traZeno svojstvo i na ¢ijem je svijetu istinita formula A. Prema tome dovoljno je za
Zeljeno svojstvo X, pokazati da ako Verbruggein model ima svojstvo X da tada i model dobiven
prije spomenutom transformacijom 1 ima to isto svojstvo. Drugim rijeima, treba pokazati da
ta transformacija ¢uva zeljeno svojstvo. Za logiku ILM to je u ¢lanku [39] napravljeno u lemi 4.1,
a za logiku ILMy to je napravljeno u lemi 4.3. U obje te leme od svojstava bisimulacije koristi se
jedino ranije navedeno svojstvo (forth’) koje takoder vrijedi 1 za w-bisimulacije Verbruggeinih
modela. Prema tome zaklju€ujemo da rezultat svojstva konacnih modela za te logike vrijedi ako

umjesto bisimulacija koristimo w-bisimulacije Verbruggeinih modela.
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7.2. ODLUCIVOST LOGIKA INTERPRETABILNOSTI

[LMy 1 [LW*

Prije pregleda rezultata iz clanka [31] uvodimo oznaku koja je koriStena u tom ¢lanku. Za prin-
cip interpretabilnosti X oznacavamo s (X) svojstvo Veltmanovih okvira takvo da vrijedi sljedeca
ekvivalencija: princip X je valjan na nekom Veltmanovom okviru ako i samo ako taj Veltmanov
okvir ima svojstvo (X). Sli¢no oznaCavamo s (X)ge, svojstvo Verbruggeinih okvira takvo da vri-
jedi sljedeca ekvivalencija: princip X je valjan na nekom Verbruggeinom okviru ako i samo ako

taj Verbruggein okvir ima svojstvo (X)gep.

U clanku [31] dokazana je odlucivost logika interpretabilnosti LMy i ILW* (prethodno je od-
lucivost logike interpretabilnosti |LM bila otvoreni problem eksplicitno postavljen u, primjerice,
Clanku [11]). Odlucivost logika interpretabilnosti [LMg i ILW* dokazana je na standardan nacin

(kao u [5]) koji se temelji na sljede¢im svojstvima tih logika:

* potpunost s obzirom na Verbruggeine modele koji zadovoljavaju svojstva (Mp)ge, 0dnosno

(W*)gen (korolar 5. i korolar 6. u [31]) te

* svojstvo kona¢nih modela s obzirom na Verbruggeinu semantiku (korolar 4. u [31] i lema

4.3.u [31)).

Dokaz potpunosti sistema LM, i ILW* s obzirom na Verbruggeine modele koji zadovoljavaju
svojstva (Mp)gen 0dnosno (W*)g., u Clanku [31] koristi transformaciju Veltmanovih modela u

Verbruggeine modele iz definicije 2.4.3. i sljedeca svojstva te transformacije:
* ocuvanje istinitosti iz teorema 2.4.5 (iskazano kao lema 6. u [31])

* ako Veltmanov model 91 ima svojstvo (Mp) tada njemu pridruZeni Verbruggein model

Ver(91) ima svojstvo (Mg)gen (lema 7. u [31])

e ako Veltmanov model 91 ima svojstvo (W*) tada njemu pridruzeni Verbruggein model

Ver(91) ima svojstvo (W), (lema 8. u [31]).

Koristenjem tih svojstava pitanje potpunosti sistema [LMy i ILW* s obzirom na Verbruggeine

modele koji zadovoljavaju svojstva (My)gen 0dnosno (W*)g., svedeno je u dokazu korolara 6.
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odnosno 7. u [31] na potpunost sistema ILMy i ILW* s obzirom na Veltmanove modele koji po-
sjeduju svojstva (My) odnosno (W*), §to je vec ranije bilo dokazano u [11] (teorem 6.1. i teorem

7.1.).

Svojstvo kona¢nih modela logike interpretabilnosti |LMy s obzirom na Verbruggeine modele
dokazano je metodom filtracije u ¢lanku [39] Sto smo analizirali u prethodnoj tocki. Ista tehnika
iskoriStena je i u Clanku [31] kako bi se dokazalo svojstvo kona¢nih modela ne samo logike
interpretabilnosti ILW* nego i logike interpretabilnosti ILW. Potrebna svojstva bisimulacije ista

su kao 1 u Clanku [39], te su svi potrebni rezultati tog ¢lanka iskazani u lemi 3. ¢lanka [31]:

Neka je N Verbruggein model, I" adekvatan skup formula te ~ najveca bisimulacija
na N. Tada je Verbruggein model m filtracija modela Nt u odnosu na I', ~. Ako

je skup I konacan tada je i Verbruggein model M konacan.

U prethodnoj tocki zakljucili smo da vrijedi analogon te leme za w-bisimulacije.

Kako bi se primijenila metoda filtracije iz [39] za dokazivanje svojstva kona¢nih modela
potrebno je dokazati da je svojstvo (W*)g., ocuvano na filtracije, tj. da ako Verbruggein model
901 ima svojstvo (W*),e, tada i model M ima to svojstvo. 1z [52] je poznato da vrijedi ILW*=ILWMj,
pa je dovoljno dokazati da su svojstva (Mp)gen 1 (W)gen, OCuvana na filtracije. Za svojstvo (Mp)gen
to je napravljeno u Clanku [39], §to smo komentirali u prethodnoj tocki. Istaknimo da je u
definiciji 7. Clanka [31] definirano svojstvo Verbruggeinih modela za koje je u lemi 4. tog Clanka
dokazano da je to upravo svojstvo (W), tj. da je princip W valjan na Verbruggeinom okviru §
ako 1 samo ako Verbruggein okvir § ima to svojstvo. Preostalo je samo dokazati da je svojstvo
(W)gen 0Cuvano na filtracije i to je napravljeno u lemi 5. u [31]. Time je dobiven ne samo dokaz
svojstva konacnih modela za logiku interpretabilnosti ILW*, nego i za logiku interpretabilnosti
ILW. U dokazu te leme 5. (stranice 767.1 768. u [31]) nekoliko je puta koriSteno svojstvo (back’)
za bisimulacije, a ve¢ smo istaknuli da to vrijedi i za w-bisimulacije. Prema tome zakljucujemo
da rezultat svojstva kona¢nih modela za te logike vrijedi 1 ako umjesto bisimulacija koristimo
w-bisimulacije Verbruggeinih modela. Istaknimo i da odlucivost logike ILW nije dokazana u
¢lanku [31] na ovaj nacin jer je ona veC otprije poznata iz [20]. Takoder, autori ¢lanka [31]
isticu u napomeni 2. tog ¢lanka da se na ovaj nac¢in moZe dokazati i odluc¢ivost sistema ILM, ILP

te ILW, medutim ti rezultati dobiveni su ve¢ ranije na drugaciji nacin.
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7.3. ODLUCIVOST LOGIKA INTERPRETABILNOSTI

[LPo I ILR

U ¢lanku [32] dokazano je da su logike ILPg i ILR odlucive (v. korolar 37. i korolar 39. u tom
Clanku). Dokaz odlucivosti za te logike je standardan - kao $to smo naveli u prethodnoj tocki.
U tu svrhu u tom ¢lanku je dokazano da logike interpretabilnosti ILPy i ILR imaju svojstvo
konac¢nih modela s obzirom na Verbruggeinu semantiku. Pritom je koriSten pojam bisimulacije.
U ovoj tocki dokazat ¢emo analogone tih tvrdnji uz koriStenje w-bisimulacije Verbruggeinih
modela umjesto bisimulacije Verbruggeinih modela.

Prvo ¢emo iskazati karakteristicne uvjete (Pg)gen i (R)gen. Sljedeci uvjet na Verbruggein
model 901 iskazan je u definiciji 3.7. u ¢lanku [12] te je u lemi 3.8. tog ¢lanka dokazano da je taj

uvjet karakteristi¢no svojstvo (P)gen:
(Vw,x,u € W)(WV,Z € P(W)) (waRuSWV & (WweEVIRWMNZ#0 = (32 C Z)quZ’>.

Zatim navodimo uvjet na Verbruggein model 971 iskazan u definiciji 3.13. u ¢lanku [12] - u lemi

3.14. tog ¢lanka dokazano da je taj uvjet karakteristi¢no svojstvo (R)gen:
(Vi x,u € W)(WV € 2(W)) (wRRuS,V = (VC € € (x,u))(3U CV)(xS,U & R[] € C))

pri Cemu je € (x,u) = {C C R[x] : (VZ)(uSxZ = ZNC # 0)} familija ,skupova izbora” (eng.
choice sets).

Kao $to je istaknuto u prethodnoj tocki, kako bi se primijenila metoda filtracije iz [39] za
dokazivanje svojstva kona¢nih modela potrebno je dokazati da je svojstvo X € {(Po)gen, (R)gen }
ocuvano na filtracije, tj. da ako Verbruggein model )t ima svojstvo X tada i model M dobiven
filtracijom ima to svojstvo. Medutim, u ¢lanku [32] dokazano je da je dovoljno promatrati za
X € {Pg,R} tzv. ILX-strukture za skup formula 2, pri emu je 2 konacan skup formula koji
sadrzi formulu T te koji je zatvoren na potformule 1 jednostruke negacije. Ovdje ponavljamo
definiciju ILX-strukture za skup formula ¥ s obzirom da ¢emo koristiti neka svojstva iz nje u
dokazima koji slijede. U definiciji se koriste sljedee oznake uvedene u Clanku [3]: za |LX-
maksimalno konzistentne skupove w i u te skup formula S piSemo w < u ako za svaki konacan
skup formula §' C S i svaku formulu A vrijedi da A >\ ey G € w povladi —A,0-A € u.
Takoder, koristimo w < u kao pokratu za w <g u, Sto zapravo znac¢i da za svaku formulu A

vrijedi da 0—-A € w povlaci —=A,0-A € u.
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U daljnjem tekstu neka je & neki konacan skup formula koji sadrzi formulu T te koji je
zatvoren na potformule i jednostruke negacije. Sljedeca definicija je dana kao definicija 9.

u [32].

Definicija 7.3.1. Neka je X € {Pg,R} i Z skup formula. Kazemo da je It = (W,R,{S,, : w €
W1}, IF) jedna ILX-struktura za & ako vrijedi:

(i) W = {w : w je ILX-maksimalno konzistentan skup i (3G € 2)(GAO-G € w)}
(i) wRu ako i samo ako vrijedi w < u
(iii) uS,V ako i samo ako vrijedi wRu, V. C R[w| te (VS)(w <su = (v € V)w <gv)
(iv) wlF p ako i samo ako vrijedi p € w.

Pokazuje se da je tako definirana ILX-struktura za skup formula & jedan Verbruggein model
(Iema 11. u [32]). U dokazima koji slijede trebat ¢e nam i sljedeca lema koja se Cesto naziva

lemom o istinitosti s obzirom na skup & (lema 11. u [32]).

Lema 7.3.2. Neka je X € {Pg,R} te neka je 9t jedna ILX-struktura za skup formula &. Tada za

svaku formulu G € Z te svaki svijet w € W vrijedi sljedeca ekvivalencija:
M, w - G ako i samo ako G € w.

Filtracija Verbruggeinog modela )t u [32] nije definirana kao i inaCe koriStenjem skupa
2 nego malo modificiranog skupa I'¢ - tzv. adekvatnog skupa s obzirom na . Navodimo
njegovu definiciju (definicija 32. u [32]) s obzirom da ¢emo neka njegova svojstva koristiti u

dokazu leme 7.3.5.

Definicija 7.3.3. Kazemo da je skup formula I'¢ adekvatan s obzirom na skup formula & ako

vrijedi:
(i) skup I'y je zatvoren na potformule
(i1) za svaku formulu A vrijedidaA € 'y povlati~A €T’y
(i) L>1ely

(iv) za sve formule A i1 B koje su antecedente ili konsekvente neke >-formule iz skupa 'y

vrijedi A>B €Ty
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(v) za svaku formulu A € & vrijedi O-A € ['y.

Kao sto je istaknuto u [32], ukoliko je skup formula & konacan tada je i skup formula 'y
konacan. Takoder je istaknuto u tom ¢lanku i da skup I' zadovoljava i sva svojstva od ¥
koja su ranije bila potrebna u dokazima tvrdnji. Drugim rijeCima, sve ranije dokazane tvrdnje
o filtraciji vrijede i ako se umjesto skupa & koristi skup I';. Sljedeca lema iskazana je kao
lema 34. u [32] te su u njoj sakupljeni svi rezultati iz ¢lanaka koje smo analizirali u prethodnim
tockama. Prije same leme istaknimo neke oznake: najvecu w-bisimulaciju na Verbruggeinom
modelu 9 oznaCavamo s ~ygy, klasu ekvivalencije s obzirom na relaciju ~gy svijeta w € W

oznacavamo s [w] te za proizvoljan skup svjetova V C W s V oznalavamo skup {[w] :we V}.

Lema 7.3.4. Neka je 9 Verbruggein model. Definiramo strukturu 90t = (W,R, {§[W] tw e
W},IF) ovako:

(i) vrijedi [w]R[u] ako i samo ako za neke svjetove w’ € [w] i 4’ € [u] vrijedi w'Ru’ te postoji

formula OA € I'y tako da vrijedi 9%,w' ¥ OA 1 9,4/ IF OA

(ii) vrijedi [u]S:[W]V ako i samo ako vrijedi [w|R[u], V C R [[w]] te za sve svjetove w' € [w] i

i € [u] takve da w'Ru/ vrijedi 'S,,/V' za neki skup V' takav da V' C V

(iii) za svaku propozicionalnu varijablu p € I'¢ vrijedi ﬁ, [w] Ik p ako i samo ako vrijedi
M, w |- p, dok ostale propozicionalne varijable g ¢ 'y interpretiramo na proizvoljan

nadin (primjerice, definiramo 91, (W] W ¢ za sve [w] € W).
Tada je m filtracija modela 9T u odnosu na I'g, ~9y te je Verbruggein model 1 konadan.

Prvo ¢emo provjeriti da lema 35. iz [32] vrijedi ako se koriste w-bisimulacije Verbruggeinih
modela umjesto bisimulacija Verbruggeinih modela. Radi se o tehnickoj lemi koju ¢emo koris-
titi u dokazu leme 7.3.6 kako bi pokazali ouvanje karakteristicnog svojstva (P) e, na filtracije.
lako sada sljedeca lema govori o klasama ekvivalencije s obzirom na w-bisimulaciju ~gy, za
razliku od leme 35. u [32] koja govori o klasama ekvivalencije s obzirom na bisimulaciju Ver-

bruggeinih modela, provjerit ¢emo da dokaz leme ostaje isti.

Lema 7.3.5. Neka je X € {Pg,R} i 9 jedna ILX-struktura za skup &. Tada za sve svjetove

w,v € W vrijedi da wRv povla&i [w]R[v].

Dokaz. Neka su svjetovi w,v € W proizvoljni takvi da vrijedi wRv. Vrijedi w € [w] iv € [V]
pa je za Zeljenu tvrdnju [w]R[v] prema definiciji relacije R dovoljno pokazati da postoji formula

OA € I'g takva da vrijedi 9T, w * OA 1 90, v I OA.
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Iz v € W i definicije ILX-strukture 91 za & slijedi da postoji formula B € & takva da vrijedi
B A O=B € v. Prema definiciji ILX-strukture za & svijet v je ILX-maksimalno konzistentan skup
pa slijedi B € v i O-B € v. KoriStenjem leme o istinitosti s obzirom na skup ¢ (lema 11.
u[32]),izB €viB e Zslijedi M, v IF B. No, ne moZzemo primjenom te leme iz O—B € v dobiti
i 9, v IF OB jer ne vrijedi nuzno O-B € .

Pretpostavimo suprotno, tj. da vrijedi 90T, v #* O—B. Tada postoji svijet u € W takav da vrijedi
VRu i1 M, ul¥ —B, tj. M, ul- B. Kako vrijedi B € &, primjenom leme o istinitosti s obzirom na
skup & slijedi B € u. No, prema definiciji ILX-strukture 90t za &, Cinjenica vRu povlaci da
za svaku formulu F vrijedi da O—F € v povlac¢i —F,0—-F € u. Posebno za formulu B vrijedi
O-B € v padobivamo —B € u, §to je zbog B € u u kontradikciji s maksimalnom konzistentno$¢u
od u € W. Dakle, vrijedi 91, v |- O-B.

Sada iz 9, v - B1iwRv slijedi 91, w ¥ O-B. Kako je B € & prema definiciji skupa Iy, tada
vrijedi O-B € I'y. Prema tome, dobili smo da za formulu O-B € I'y vrijedi 2, w ¥ O-B i
M, v IF O-B. Dakle, traZena formula A je —B. |

Kao §to je istaknuto u ¢lanku [32], gornji dokaz prolazi ne samo pri transformaciji ILX-
strukture 90 u NN nego 1 pri transformaciji M u M.
Sada ¢emo provjeriti da lema 36. u [32] vrijedi ako se koriste w-bisimulacije Verbruggeinih

modela umjesto bisimulacija Verbruggeinih modela.

Lema 7.3.6. Neka je 91 neka ILPy-struktura za & i1 ~gy najveca w-bisimulacija na 91. Tada

filtracija 907 definirana kao u lemi 7.3.4. ima svojstvo (Po)gen-

Dokaz. U svrhu dokazivanja da 9T ima svojstvo (Pg) g, pretpostavimo da vrijedi

WIRIXIR[U]S},V & (V]v] € V)R[[V]] NZ #0.

Potrebno je dokazati da postoji skup Z' C Z takav da vrijedi [u]S}Z".

Iz pretpostavke [w]R[x] i definicije relacije R slijedi da postoje svjetovi wo € [w] i xp € [x]
takvi da vrijedi woRxo.

Neka su svjetovi x’' € [x] i ¥’ € [u] proizvoljni takvi da vrijedi XRu'. 1z xo € [x] i X' € [x]
slijedi xg ~9n X'. Sada iz xo ~gn X' 1 X Ru’ primjenom uvjeta (w-back) za w-bisimulaciju ~gy

slijedi da postoji neprazan skup U, ,, C W takav da za svaki svijet "’ € U,y vrijedi u” ~gp 1’
] postoj1 nep P Ux' u ] ¥ V1]
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U s

u'el, s

X

Slika 7.1

i xoRu” i
za svaku funkciju f: Uy, — (W) takvu da za svaki svijet u” € Uy,

vrijedi u” Sy, f(u") postoji skup V takav da vrijedi u'S,Vy i za svaki 7.1)

svijet v € Vy postoji svijetve | ] f(u”) tako da vrijedi v ~on v'.
"‘HEUx/,u/

Dobivena situacija prikazana je slikom 7.1.
Kako za svaki svijet u” € Uy, vrijedi u” ~gy ' i kako vrijedi u’ € [u] dobivamo da za svaki
svijet u” € Uy, vrijedi u” € [u]. Dakle, vrijedi Uy, C [u].

Po pretpostavci vrijedi [u]S’V[W]V Sto prema definiciji relacije g[w] znaci da vrijedi
(W' € [w]) (" € [u]) <W’Ru" = (V) W'SyV' & V' C V)).

Posebno za svijet wy € [w] i proizvoljan svijet u” € Uy, C [u] iz woRu" (3to se dobiva iz
woRxoRu" koristenjem tranzitivnosti relacije R) slijedi da postoji skup V,» takav da vrijedi
'Sy Vi iV C V.

Neka je V" € V, proizvoljan. Tada je ['] € V. paiz V, C V slijedi '] € V. Po pretpostavci
za svaki svijet [v] € V vrijedi ﬁ[[v]] NZ # 0 pa posebno za svijet V'] € V vrijedi ﬁ[[v”ﬂ N
Z # 0. Prema tome, za svaki svijet v/ € V,» moZemo odabrati svijet z,» € W takav da vrijedi
2] € R[[V"]] NZ. 1z toga slijedi [v"|R[z,], pa iz definicije relacije R slijedi da postoje svjetovi
vo € V'] 120 € [z,v] takvi da vrijedi voRzo. Iz vg € V'] slijedi v ~gn v pa iz toga i iz voRzo

primjenom svojstva (back’) koje vrijedi za w-bisimulaciju ~gy slijedi da postoji svijet z; takav
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da vrijedi v'Rz; i 21 ~om 20 (pa iz z9 € [z,v] slijedi z; € [z,#]). Kako je svijet v/ € V,» bio
proizvoljan, time smo dobili da za svaki svijet v/ € V,» moZemo odabrati neki takav svijet z;.
Definiramo skup Z,» kao skup svih tako odabranih svjetova z;, za svaki svijet v/ € V,». Dakle,

za svaki svijet v'' € V,» postoji svijet z; € Z,» takav da vrijedi v''Rzy, tj. vrijedi
(VV” € VMH)<R[VH] NZy #0). (7.2)

Takoder, kako za svaki svijet z; € Z,» prema definiciji tog skupa Z,» postoji svijet v/ € Vi i

svijet z,» takav da vrijedi z1 € [z,/] € R[] NZ slijedi [z1] = [z,#] € Z, tj. dobili smo da vrijedi

—

Zy CZ. (7.3)
Po pretpostavci za model 9 vrijedi karakteristicno svojstvo (Pg) gen, tj. vrijedi

(Ywa, X2, 10 € W) (WVa,Zy € P(W)) <w2szRquW2V2 & (¥vy € Vo) (R[v2] N Zs # 0)
= (3Z,C Zg)(quxZZ£)>.

Sada za proizvoljan svijet u” € Uy, primjenom te pretpostavke na ¢injenice woRxoRu" S,V
i (7.2), dobivamo da postoji skup Z/, C Z,» takav da vrijedi u”Sy Z!,. 1z Z!, C Z,» slijedi

—_—

Z;,, - Z;, pa tvrdnja (7.3) povlaci Z’; C Z. Dakle, vrijedi
(Vi € Uy 2!, C Z. (7.4)

Neka je f: Uy, — Z(W) preslikavanje koje svakom svijetu u” € Uy, pridruzuje takav
skup Z,. Kako za svaki svijet u” € Uy, vrijedi u"Sy, f(u") Cinjenica (7.1) povlaci da postoji

skup Vx’,’u, takav da vrijedi u'S, x’,,u, i za svaki svijet V' € VX’,M, postoji svijet v € U Z tako
M”GUX/‘M/

da vrijedi v ~gn V. Posljednje povlaci ['] = [v] € U Z!, C Z, pri cemu smo koristili tvrdnju
MNGUX/ W

(7.4). Kako je V' € V) , bio proizvoljan, zakljuCujemo da vrijedi V}, , C Z. Dakle,

za sve svjetove x’ € [x] i u’ € [u] za koje vrijedi x'Ru’ vrijedi V!, , C Z. (7.5)

Definiramo skupove T = U V)é’,u’ 17 =T. Iz (1.5) slijedi Z' C Z pa za trazenu tvrdnju
X €lx],u €[u
R _
preostaje dokazati da vrijedi [u]SMZ’ . Prema definiciji relacije S}, to znaci da mora vrijediti
[X]R[u], Z' € R[[x] te za sve svjetove x' € [x] i u’ € [u] takve da vrijedi x'Ru’ mora vrijediti

'SV’ za neki skup V' za koji vrijedi V/ C Z. Uogimo da [x|R[u] vrijedi po pretpostavci.
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Neka su x’ € [x] i ' € [u] proizvoljni svjetovi takvi da vrijedi x’Ru’. Tada vrijedi v/ SX/VX’,’M, i
prema definiciji skupa Z’ vrijedi V!, , C Z'. Dakle, za x" € [x] i u’ € [u] traZeni skup V' je skup
Vi

Dokazimo jo§ da vrijedi Z' C R[[x]]. Neka je [z] € Z' proizvoljan. Kako je Z' =T slijedi
da postoji svijet 7 € [z] takav da vrijedi 7’ € T. 1z definicije skupa T slijedi da postoje svjetovi
x' € [x]iu' € [u] takvi da vrijedi XRu' iz’ € V), ,. Skup V], , je odabran tako da vrijedi u'Sy V), ,
pa definicija relacije Sy povlaci V), , C R[x']. Sadaizz' € V) , slijedi Z’ € R[x'], tj. vrijedi 'R’
Primjenom leme 7.3.5. dobivamo [¥'|R[Z/]. 1z ¥’ € [x] slijedi [x] = [x] te iz ' € [¢] slijedi [¢/] = [¢]
pa prethodno povlaci da vrijedi [x]R[2], 4. [z] € R[[x]]. Kako je svijet [z] € Z' bio proizvoljan

zakljuCujemo da vrijedi Z' C R [[x]] . Time je dokaz traZene tvrdnje gotov. |

Sada ¢emo provjeriti da lema 38. u [32] vrijedi ako se koriste w-bisimulacije Verbruggeinih

modela umjesto bisimulacija Verbruggeinih modela.

Lema 7.3.7. Neka je 91 neka ILR-struktura za & i ~gy najveca w-bisimulacija na 9. Tada

filtracija M definirana kao u lemi 7.3.4 ima svOjstvo (R) gen-

Dokaz. U svrhu dokazivanja da model M ima svojstvo (R)gen pretpostavimo da vrijedi
(WIR[X]R[u] Sy V
te neka je C € €([x], [u]) proizvoljan. Iz C € € ([x], [u]) slijedi da vrijedi C C R [x]] i
(VZ)([u)SpZ = ZNC #0). (7.6)

Potrebno je dokazati da postoji skup U C V takav da vrijedi [x]S| wU iR[U] CC.
Za svaki svijet X' € [x] definiramo skup Cy = {c € R[X'] : [c] € C}.

Dokazimo prvo da vrijedi sljedeca tvrdnja:
(Fxo € [x]) Buo € [u]) (xoRuo & Cy, € € (x0,up))- (7.7)

Pretpostavimo suprotno. Tada za sve svjetove x' € [x] i u/ € [u] za koje vrijedi X’ Ru’ mora
vrijediti Cy ¢ € (X', u’). Posljednje znaci da vrijedi Cy € R[X'] ili da postoji skup svjetova
7' takav da vrijedi u'SyZ' i Z’NCy = 0. Kako prema definiciji skupa Cy ne moze vrijediti
Cy Z R[x'] dobili smo da za sve svjetove X' € [x] i 4’ € [u] za koje vrijedi X’ Ru’ moZzemo odabrati
neki skup svjetova Z, , takav da vrijedi u'SyZy s i Zy y NCy = 0. Neka je Z = U Ly -

X €lx]u’ €lu
xR’
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Tvrdimo da vrijedi [u]g[xﬁ . Prema definiciji relacije §M to znaci da treba dokazati da vrijedi
X]R[u], Z C R[[x]] te da za sve svjetove X' € [x] i &’ € [u] takve da X'Ru’ vrijedi u'SyZ' za
neki skup Z’ takav da Z' CZ. Po pretpostavci vrijedi [x]R[u]. Zatim, za proizvoljne svjetove
x' € [x]iu’ € [u] zakoje vrijedi x'Ru’ takoder vrijedi u'SyZ, , te prema definiciji skupa Z vrijedi
Zyw € Z. 1z toga slijedi /va/yu/ cZz pa za trazeni skup Z’ iz definicije relacije :S'v[x} za svjetove
¥ 1 u' moZemo uzeti skup Zy . Preostaje jo§ dokazati da vrijedi ZCR [[x]]. Neka je [z] € Z
proizvoljan. Tada postoji svijet 7' € [7] takav da vrijedi 7’ € Z. 1z definicije skupa Z slijedi da
postoje svjetovi x’ € [x] i u' € [u] za koje vrijedi X Ru' i 7' € Z,s . Tada vrijedi u'SyZy ;s iz Cega
slijedi Zy v C R[X']. 1z 7' € Zy ,y tada slijedi 2’ € R[X'], j. vrijedi X'Rz". Primjenom leme 7.3.5.
dobivamo [X'|R[Z]. 1z X' € [x] slijedi [¥'] = [x] te iz 7 € [¢] slijedi [¢/] = [z]. Prema tome dobili
smo da vrijedi [x|R[z], tj. [z] € R[[x]]. Kako je [z] € Z bio proizvoljan slijedi Z C R|[x]]. Dakle,
vrijedi [u] Sy Z.

Iz [u]g[x]z 1 pretpostavke (7.6) slijedi ZNC # (. Prema tome postoji svijet z € Z takav da
vrijedi [z] € ZNC. 1z z € Z i definicije skupa Z slijedi da postoje svjetovi x’ € [x] i u’ € [u] za
koje vrijedi x'Ru’ tako da vrijedi z € Zy . Takoder iz [z] € Ciz € Zy, C R[X'] (§to vrijedi
zbog u'S, ) prema definiciji skupa Cy slijedi z € Cyy. Time smo dobili z € Zy , NCy $to je
u kontradikciji s pretpostavkom Z,s ,» NCy = 0. Dakle, vrijedi tvrdnja (7.7).

Neka su xo € [x] i up € [u] svjetovi za koje vrijedi (7.7). Sad tvrdimo da vrijedi sljedeca
tvrdnja:

(Vy € [x])(3uy € [uo]) (YRuy & Cy € € (y,uy)). (7.8)

Neka je svijet y € [x] proizvoljan. 1z xo € [x] slijedi [xo] = [x] pa dobivamo y € [xp]. To povladi da
vrijedi y ~gn xo. Iz toga i xoRug primjenom svojstva (w-back) za w-bisimulaciju ~gy dobivamo
da postoji neprazan skup U, C W takav da
za svaki svijet u’ € U, vrijedi u’ ~gq ug i yRu' 1 za svaku funkciju
f: Uy — P (W) takvu da za svaki svijet u’ € Uy vrijedi u'S, f(u)
postoji skup V; takav da vrijedi upSy,Vy 1 za svaki svijet Vv € Vi (79)

postoji svijet v € U f(u) tako da vrijedi v ~gy V.
w' €Uy

Vs

Prema tome, za svaki svijet y € [x] moguce je odabrati skup svjetova U, za koji vrijedi upravo
istaknuta tvrdnja (7.9). Dobivena situacija prikazana je slikom 7.2.

Uocimo da je za dokaz tvrdnje (7.8) dovoljno dokazati sljedecu tvrdnju:
(Vy € [x])(Fu, € Uy)(VZ)(uySyZ = ZNCy # 0). (7.10)
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y ~ X0

Slika 7.2

Naime, iz u, € Uy slijedi yRu, te zbog u, ~ay ug vrijedi u, € [up). Takoder, definicija skupa
Cy povlaci Cy C R[y| pa tvrdnja (VZ)(u,S,Z = ZNC, # 0) povlaci Cy € € (y,uy). Dakle, za
dokaz tvrdnje (7.8) dovoljno je dokazati tvrdnju (7.10).

Tvrdnju (7.10) dokazujemo svodenjem na kontradikciju. Pretpostavimo da ne vrijedi tvrdnja
(7.10), tj. da postoji svijet y € [x] takav da za svaki svijet u’ € Uy postoji skup Z,, takav da vrijedi
w'SyZy 1 Z,NCy=0. Neka je y € [x] svijet za kojeg vrijedi prethodno napisana tvrdnja. Tada
za svaki svijet ' € Uy prema toj tvrdnji moZemo odabrati skup Z, sa svojstvima iz te tvrdnje.
Promotrimo funkciju f : Uy, — (W) definiranu s f(u') = Z,. Tada za svaki svijet u’ € U,
vrijedi u'S, f(u') pa iz (7.9) slijedi da postoji skup Vy takav da vrijedi uoSy,Vy i za svaki svijet
V' € Vy postoji svijet v € Uy ey, f(') = Uyey, Zv tako da vrijedi v ~gn V. Prema tvrdnji (7.7)
vrijedi Cy, € € (xo,up) Sto prema definiciji od & (xo,up) znaci da za svaki skup Z’ vrijedi da
upSx,Z' povlati Z' NCy, # 0. Tada posebno za Z' = Vy iz upSy,Vy slijedi V¢ N Cy, # 0. Slijedi da
postoji neki svijet vV € VN Cy,. Iz V' € Vy slijedi da postoji svijet v € [,/ c Uy Z,, takav da vrijedi
vegp V. Izv e UuleUy Z, slijedi da postoji svijet u’ € Uy takav da vrijedi v € Z,/. Po definiciji
skupa Cy, vrijedi C;, € C pa V' € Cy, povladi [V/] € C. Kako vrijedi v ~gy V' slijedi [v] = [/]
pa dobivamo da vrijedi [v] € C. Sada iz toga i v € R[y] (Sto slijedi iz v € Z, i Z,; C R[y| zbog
u'SyZ,s) prema definiciji skupa Cy slijedi v € Cy. 1z toga i v € Z slijedi v € Z,; NCy §to je u
kontradikciji sa suprotnom pretpostavkom da za svaki svijet u’ € Uy, vrijedi Z,, NC, = 0. Dakle,
vrijedi tvrdnja (7.10), a onda i tvrdnja (7.8).

Sad ¢emo dokazati traZenu tvrdnju. Preciznije dokazat ¢emo da postoji skup svjetova U
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takav da vrijedi U C V, [x]S},,U i R[U] C C.

Neka su svjetovi w' € [w] i y € [x] proizvoljni takvi da vrijedi w'Ry. Kako je y € [x] prema
(7.8) postoji svijet uy € [ug] takav da vrijedi yRuy i Cy € € (y,uy). Iz w'Ry, yRu, 1 tranzitivnosti
relacije R slijedi w'Ruy. Po pretpostavci vrijedi [u]g[w}V. Iz toga, w' € [w], uy € [ug] = [u], w'Ruy
i definicije relacije §[W] slijedi da postoji skup svjetova V), takav da vrijedi ‘7; CViuyS,,Vy.

Po pretpostavci model 90T ima svojstvo (R) gen, tj. vrijedi
(Yw,x,u € W)(WV € 2(W)) (waRuSWV = (VC € €(x,u))(3U C V)(xS,U & R[U] C C)).
Prema tome iz w'RyRu,S,/V; i Cy € € (y,uy) slijedi da postoji skup U, ,, C V; takav da vrijedi
¥SwUy yiR[U, ] € C,. Definiramo

U= | Uw,.
w'€[w],y€[x]
w Ry

Kako bismo dokazali da je skup U trazeni skup trebamo dokazati da vrijedi UcCv, [x] §[W}17
i R[U] C C. Za sve svjetove w' € [w]iy € [x] za koje vrijedi w'Ry iz U,y CVj slijedi Uv\fy C ‘7y,
Sto zbog \Z C V povlaci Ij;//y C V. Sada iz definicije skupa U slijedi Ucv.

Dokazimo da vrijedi [x] §[W] U. Prema definiciji relacije S| (w] to znaci da treba vrijediti [W|R[x],
U C R[[w]] te za sve svjetove w' € [w] i y € [x] takve da w'Ry vrijedi yS,/U’ za neki skup U’
takav da vrijedi U’ CU. Po pocetnoj pretpostavci vrijedi [w]R[x]. Pretpostavka [u]g[W]V povlaci
VCR [[w]] paiz U CVslijediU CR [[w]]. Za proizvoljne svjetove w' € [w] iy € [x] takve da
w'Ry skup U, ,, zadovoljava yS,,U,, , te prema definiciji skupa U vrijedi U,y , C U §to povlaci
lm C U. Time smo dokazali da vrijedi [x]g[w]lj :

Preostaje jo§ dokazati da vrijedi R[U] C C. Neka je [z] € R[U] proizvoljan. Tada postoji
svijet t € U takav da vrijedi [t]R[z]. Iz ¢ € U i definicije skupa U slijedi da postoje svjetovi
w' € [w]iy € [x] takvi da vrijedi W'Ry it € Uy . Iz [1]R[z] prema definiciji relacije R slijedi da
postoje svjetovi ¢’ € [t] i 7/ € [z] takvi da vrijedi 'RZ. Kako iz ¢’ € [t] slijedi t’ ~gy ¢, iz toga i
'R’ primjenom svojstva (forth”) koje vrijedi za w-bisimulaciju ~gy dobivamo da postoji svijet
7 takav da vrijedi tRz" 17/ ~on 2. 1z tRZ" it € U,y y slijedi 2 € R[t] C R[U,y ] pa R[U,s ,] C Cy
povladi 7/ € Cy. Po definiciji skupa C, vrijedi 5y C C pa iz prethodnog dobivamo da vrijedi
"] € C. Sada 7/ ~gp 2" i 7 € [¢] slijedi [z] = [¢"] € C. Kako je [z] € R[U] bio proizvoljan,

dokazali smo da vrijedi R[U] C C ¢me je dokaz tvrdnje da je skup U traZeni skup gotov. M

Napomena 7.3.8. U [25] su sakupljeni svi rezultati iz ¢lanaka o filtracijama i odlucivosti koje

smo naveli u ovome poglavlju. U [25] se takoder koristi naziv Verbruggeini modeli umjesto
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generaliziranih Veltmanovih modela i koristi se pojam bisimulacije Verbruggeinih modela. Iako
se ne koristi pojam w-bisimulacije Verbruggeinih modela, tamo je ve¢ navedeno da rezultati koji

su tamo dobiveni vrijede 1 za w-bisimulacije Verbruggeinih modela.
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8. DODATAK

U ovome dodatku pokazujemo da za dvosortnu logiku vrijedi analogon Ehrenfeuchtovog te-

orema koji se za jednosortnu logiku prvog reda moze naci, primjerice, u [9].

Prvo uvodimo oznake koje ¢emo koristiti u ovome dodatku. Koristimo oznaku 7 za pro-
izvoljnu ali fiksnu jednosortnu kona¢nu signaturu za neku jednosortnu teoriju prvog reda koja
sadrzi samo relacijske i konstantske simbole. Signaturu dvosortne logike oznacavamo sa o,
pri ¢emu smatramo da je pripadni skup propozicionalnih varijabli Prop koji se javlja u de-
finiciji te signature, konacan. Za proizvoljan skup M i n € N koristimo sljedecu pokratu:
d" = (ay,ay,...,a,) € M". Koristimo i d"a, | kao pokratu za (aj,ay,...,an,a,+1). Ako je
n jasan iz konteksta, piSemo samo d umjesto @". Takoder, koristit ¢emo oznake v,vy,vs,... za
varijable prve ili druge sorte signature o (ako ¢e njihova sorta biti jasna iz konteksta ili nam

nece u tom trenutku biti vazno koje je tocno ta varijabla sorte).

8.1. EHRENFEUCHTOV TEOREM ZA JEDNOSORTNU

LOGIKU

Sljedeci teorem iskazan je kao teorem 2.2.8. u [9]. U teoremu se spominju Ehrenfeuchtove
igre za jednosortni jezik ¢iju definiciju neCemo ovdje ponavljati. U nastavku ¢emo definirati
pojam Ehrenfeuchtovih igara za dvosortnu logiku prvog reda. Sljedeci teorem navodimo samo

iz razloga kako bi bilo jasnije koja analogna svojstva Zelimo dobiti u dvosortnom slucaju.

Teorem 8.1.1 (Ehrenfeuchtov teorem za jednosortnu logiku prvog reda). Za dane 7-strukture

MiN, mneNtede |M"ibe |N|", ekvivalentno je:

(a) branitelj ima pobjednicku strategiju u igri Gm(‘)ﬁ,ii,m,g)
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Dodatak Ehrenfeuchtov teorem za jednosortnu logiku

(b) ako je @(xi,...,x,) neka 7-formula takva da gr(¢@) < m, tada vrijedi sljedeca ekvivalen-
cija:

ME @d akoisamoako Ok @[b].
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Dodatak Parcijalni izomorfizmi

8.2. PARCIJALNI IZOMORFIZMI

Ehrenfeuchtove igre za jednosortnu logiku prvog reda definirane su koriStenjem pojma parcijal-
nog izomorfizma. Stoga prvo navodimo definiciju i neka svojstva parcijalnog izomorfizma za
jednosortnu logiku prvog reda. Zatim dajemo definiciju parcijalnog izomorfizma za dvosortnu
logiku prvog reda i pokazujemo da vrijede analogna svojstva koja smo istaknuli za parcijalne

izomorfizme za logiku prvog reda.
Sljedeca definicija dana je kao definicija 2.2.1. u [9].
Definicija 8.2.1. Neka su 911 91 proizvoljne 7-strukture. Neka je p preslikavanje takvo da je
dom(p) C|9M|irng(p) C |91|. KaZemo da je p parcijalni izomorfizam izmedu 7-struktura 9
1 91 ako vrijedi:
(i) p je injekcija

(ii) za svaki konstantski simbol ¢ € T je ¢™ € dom(p) i p(c™) = ™

(iii) za svaki n € N, n-mjesni relacijski simbol R € T i sve ay,ay,...,a, € dom(p) vrijedi:
M . N
R™aja...a, akoisamoako R”'p(a))p(az)...p(a,).
Osnovna svojstva parcijalnih izomorfizama koja se koriste u dokazu Ehrenfeuctovog te-

orema za logiku prvog reda iskazana su u sljedecoj lemi. Ta lema iskazana je kao tvrdnja (c)

napomene 2.2.2. u [9].

Lema8.2.2. Neka su i 9 dvije T-strukture, n € N, te neka sud € |9|" i b € |9N|" proizvoljni.

Tada je ekvivalentno:

N

(@) s pla;)) =b;, zai=1,2,...,ni p(c™) = c™, za konstantski simbol ¢ € 7, definirano je

preslikavanje koje je parcijalni izomorfizam izmedu struktura 9% i 1.
(b) za svaku formulu @ (vy,vy,...,v,) takvu da je gr(¢@) = 0, vrijedi:

ME @[d akoisamoako Ok @[b].

(c) za svaku atomarnu formulu @ (vy,vy,...,v,) vrijedi:

ME @[d akoisamoako Ok @[b].
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Dodatak Parcijalni izomorfizmi

Slijedi definicija parcijalnog izomorfizma za dvosortnu logiku te analogon prethodne leme
za dvosortnu logiku. Prisjetimo se da o-formule interpretiramo na o-strukturama oblika 9t =

(MmaM57¢l) 1N = (Nm7N5,¢2)-

Definicija 8.2.3. Neka su 91 i 91 proizvoljne o-strukture. Neka je p preslikavanje takvo da
je dom(p) CM™ U M® i rng(p) C N™ U N®. KaZemo da je p parcijalni izomorfizam izmedu

struktura 91 1 O ako vrijedi:
(i) p je injekcija takva da za svaki a za koji je definirano p(a) vrijedi sljedece:

e akoa € M™ tada p(a) € N®

e ako a € M? tada p(a) € N°.
(ii) za svaki n € N, n-mjesni relacijski simbol R} € ¢ isve aj,ay,...,a, € dom(p) vrijedi

RPayay...a, akoisamoako R}'p(ai)p(az)...p(ay).

Uocimo da signatura o ne sadrzi konstantskih simbola, pa u prethodnoj definiciji za razliku

od one za 7-strukture nema uvjeta na preslikavanje p vezanog uz konstantske simbole.

Za o-strukture 9t i 9 skup svih parcijalnih izomorfizama oznacavamo s Part (90T, 1).

Lema 8.2.4. Neka su 90 i 0N dvije o-strukture, n € N, te neka su @ € || i b € |N|" pro-

izvoljni. Tada je ekvivalentno:

(a) Preslikavanje definirano s
pla;))=bj, zai=1,2,...,n,

je parcijalni izomorfizam izmedu struktura 91 i 1. Tako definirano preslikavanje p ozna-

Gavamo s @ — b.
(b) Za svaku formulu ¢(vy,vy,...,v,) takvu da je gr(¢) = 0, vrijedi:

ME @@ akoisamo ako M E @[b].

(c) Za svaku atomarnu formulu @(vy,va,...,v,) vrijedi:

ME @@ akoisamoako N E @[b].
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Dodatak Parcijalni izomorfizmi

Dokaz. 1z Cinjenice da za svaku atomarnu o-formulu ¢ vrijedi gr(¢) = 0 slijedi da tvrdnja (b)
povlaci tvrdnju (c).

Iz ¢injenice da svaka o-formula ¢ ¢iji je kvantifikatorski rang jednak O ne sadrzi kvantifi-
katore slijedi da je svaka takva o-formula Booleova kombinacija atomarnih o-formula. Time

se lako dobiva (indukcijom po sloZenosti formule ¢) da tvrdnja (c) povlaci tvrdnju (b).

Preostaje dokazati da su tvrdnje (a) i (c) ekvivalentne. U tu svrhu pretpostavimo prvo

da vrijedi tvrdnja (a), tj. da je p parcijalni izomorfizam s navedenim svojstvima. Neka je

@ (v1,v2,...,v,) proizvoljna atomarna o-formula. Tada je ¢ = Ryv;,vj, ...v;, za neki k-mjesni
relacijski simbol R; € . Takoder, kao $to je istaknuto oznakom ¢@(vy,vs,...,v,), u toj O-
formuli ¢ slobodan nastup mogu imati samo varijable iz skupa {v,v2,...,v,}. Kako je svaki

nastup svake varijable u atomarnoj o-formuli slobodan, zakljucujemo da vrijedi v;; € {vi,va,...,

vn}, zasvaki j € {1,2,... k}. Vrijedi

ME @ld akoisamoako MERv,v;,...v;[d]

ako i samo ako  RY'a;aj, .. .a;,

ako i samo ako  R}'p(a;,)p(ai,)...p(a;) (8.1)
ako i samo ako  R}'b; b, ... b;, (8.2)
akoisamo ako OTERyv;vi,...v; [E]

ako i samo ako O E @[b]

Pritom ekvivalencija oznacena s (8.1) slijedi iz pretpostavke da je p parcijalni izomorfizam
i uvjeta (ii) iz definicije parcijalnog izomorfizma, dok ekvivalencija oznacena s (8.2) slijedi iz

pretpostavke da je p injekcija.

Uocimo da je u slucaju kada je relacijski simbol R; zapravo relacijski simbol =, vazno
svojstvo iz definicije parcijalnog izomorfizma da za svaki a € dom(p) vrijedi p(a) € N™ ako
a €M™ i p(a) € N® ako a € M®. Naime, iz pretpostavke R}"a; a;,, tj. @i, = ai,, svojstvo (ii)
iz definicije parcijalnog izomorfizma povla¢i da vrijedi RY'p(a;,)p(as,), 4. p(ai,) = p(as,), .
bi;, = bj,. No, ako je primjerice varijabla v; bila prva sorte te smo joj valuacijom pridruzili
neki a;, € M™, tada da bi dobili da b;, = b;, povla&i Mk (v;, = v;,)[b], mora vrijediti b;, € N,
a ne b;, € N® (jer ne moZemo varijabli v;, prve sorte pridruZiti element iz N°). No, to vrijedi
upravo zbog istaknutog svojstva preslikavanja p iz definicije parcijalnog izomorfizma. Time

smo pokazali da tvrdnja (a) povlaci tvrdnju (c).
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Dodatak Parcijalni izomorfizmi

Preostaje pokazati da tvrdnja (c) povlaci tvrdnju (a). U tu svrhu pretpostavimo da vrijedi

tvrdnja (c), te neka je p preslikavanje definirano ovako:
pla))=b;, zai=1,2,....n.

Potrebno je pokazati da je p parcijalni izomorfizam izmedu struktura 9t i 1. Provjeravamo

zadovoljava li preslikavanje p uvjete (1) i1 (i1) iz definicije parcijalnog izomorfizma.

Pokazimo prvo da je p injekcija. Pretpostavimo da vrijedi p(a;) = p(a;) za neke a;,a; €
dom(p) ={a1,az,...,a,}. 1z definicije preslikavanja p slijedi p(a;) = b; i p(a;) = b;, pa dobi-
vamo da vrijedi b; = b;. Bez smanjenja opCenitosti pretpostavimo da vrijedi b;,b; € N (slucaj
b;i,bj € N® pokazuje se analogno). To znaci da vrijedi M F (v; = vj)[B], pri cemu su v; i v;

varijable sorte to. S obzirom da je v; = v; atomarna o-formula, pretpostavka da vrijedi tvrdnja

(c) povlaci M E (v; = v;)[d], $to je ekvivalentno s ¢; = a;. Dakle, p je injekcija.

Neka je a; € dom(p) = {ay,ay,...,a,} proizvoljan. Bez smanjenja opéenitosti pretposta-
vimo da vrijedi a; € M™ (tvrdnja da a; € M® povlali p(a;) € N® pokazuje se analogno). Vrijedi
a; = a;, pa za varijablu v; sorte to vrijedi 9t F (v; = v;)[d]. Po pretpostavci vrijedi tvrdnja (c),
pa kako je o-formula (v; = v;) atomarna, slijedi 91 = (v; = v;)[b], $to je ekvivalentno s b; = b; te

vrijedi b; € N™ (jer varijabla v; je sorte w). Iz p(a;) = b; slijedi p(a;) € N™. Time smo pokazali
da za preslikavanje p vrijedi uvjet (i) iz definicije parcijalnog izomorfizma.

Preostaje joS pokazati da preslikavanje p zadovoljava uvjet (ii) iz definicije parcijalnog
izomorfizma. Neka je k € N proizvoljan, R| € o proizvoljan k-mjesni relacijski simbol te

ai,,aiy, .. .,aj, € dom(p) ={ay,az,...,a,} proizvoljni. Tada vrijedi:

Ril)'na,-la,-2 ...a;, akoisamoako IME Rv;v;,...v;[d]

akoisamo ako OTFERyv;vi,...v; [75]

ako 1 samo ako R?tb,-1 bi,...bj,

ako i samo ako  RY'p(a;,)plas,). .. p(a;,).

Pritom je u drugoj po redu ekvivalenciji koriStena pretpostavka da vrijedi tvrdnja (c) te je u

posljednjoj ekvivalenciji koriStena injektivnost preslikavanja p.
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Dodatak Ehrenfeuchtove igre za dvosortnu logiku

8.3. EHRENFEUCHTOVE IGRE ZA DVOSORTNU

LOGIKU

Neka su 90 i 0N dvije o-strukture. Neka sum,n e Nted e (M® U M) ibe (N® U N°)".
Ehrenfeuchtovu igru GM?DT,@‘)I,E) igraju dva igraca koje nazivamo izazivac i branitelj.
Igra se odvija u m rundi. U i-toj rundi, za svaki i € {1,2,...,m}, najprije izaziva¢ bira jednu od

o-struktura 21 1 1. Promatramo sljedece slucajeve:

(a) izazivac je odabrao o-strukturu 91. Tada izaziva¢ mora odabrati neki element

e; € (M™ U M?), a zatim branitelj bira neki element f; € (N™ U N*).

(b) izazivac je odabrao o-strukturu 91. Tada izaziva¢ mora odabrati neki element

fi € (N™ U N?), a zatim branitelj bira neki element ¢; € (M™ U M?).

Na taj nacin je u m uzastopnih rundi odabrano m elemenata iz o-strukture 91 i m elemenata

iz o-strukture 1, kako je prikazano u sljedecoj tablici:

—

m.a | nb

1. runda el fi

2. runda e b3

m-tarunda | e fm

Uocimo da u svakoj rundi oba igra¢a mogu birati neki element iz odgovarajuce o-strukture
9 ili N jer iz definicije o-strukture slijedi da su skupovi M™, M®, N i N* neprazni.

Oznadimo € = (e, er,...,ey) i f= (fi,f2,---,fm). Nakon §to je odigrano svih m rundi
branitelj pobjeduje ako vrijedi ae — Zf € Part(9,M) (u slucaju m = 0, taj zahtjev se svodi na
d—be Part(9,M)). U protivnom pobjeduje izazivac. Uo¢imo da je ekvivalentno tome reéi

da izazivaC pobjeduje ako
za neki k < m vrijedi de ...ex — bfi ... fx ¢ Part(9,MN).
Kazemo da igrac (izazivac ili branitelj) ima pobjednicku strategiju u Ehrenfeuchtovoj igri

Gn(IM,d,N, B) ako moze u svakoj od m rundi, bez obzira na odabir drugog igraca, odabrati

elemente koji ga vode do pobjede.
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Cinjenice o Ehrenfeuchtovim igrama koje slijede direktno iz definicije sakupljene su u slje-
decoj lemi (koja je analogon leme 2.2.4. iz [9]). Tvrdnje iz te leme koriste se u dokazu Ehren-

feuchtovog teorema 8.5.1.
Lema 8.3.1. Neka su 9 i 91 dvije o-strukture, n,m e Nte d € (M™ UM®)"ib e (N® U N%)".

(a) Branitelj ima pobjedni¢ku strategiju u igri Go(90,d,0,b) ako i samo ako vrijedi @ — b €
Part(9,M).

(b) Ako je m > 0 tada je ekvivalentno:

(by) branitelj ima pobjednicku strategiju u igri G,,(90,d, ‘XI,B)

(by) zasvakia,] € M™ U M? postoji b, 1 € N™ U N* takav da branitelj ima pobjednicku
strategiju uigri G_1 (9N, dapr1, M, bbpi1) i za svaki b,y 1 € N® U N postoji ans | €

M™ U M?® takav da branitelj ima pobjednicku strategiju u igri G,,—1 (9, day,+1,MN,

an+1)-
(c) Ako branitelj ima pobjednicku strategiju u igri G, (9,4, 0N, B) im' € Ntakavdam' <m
tada branitelj ima pobjednicku strategiju u igri G, (90, d, N, 5)

Prethodna lema daje ideju za definiranje o-formule @2’ u sljedecoj tocki kojom bismo iska-
zali postojanje pobjednicke strategije branitelja u Ehrenfeuchtovoj igri G,,(9,d, N, l;) Ukoliko
je n=20 (4. prije 1. runde nije odabran niti jedan q; te niti jedan b;), tada takvu igru oznacavamo

s G (M, M) umjesto, primjerice, G, (9, 0,91,0).

156



Dodatak o-formule @7

8.4. 0-FORMULE @7

Neka je 90t zadana o-struktura te neka su m,n € Nia € (M™ U M*®)" proizvoljni. Zelimo

definirati 6-formulu ¢Z' takvu da za svaku o-strukturu 1 i b€ (N® U N®)" vrijedi

NkE o [6] akoisamo ako branitelj ima pobjednicku
strategiju u igri G, (90,4, M, D).

Definicija 8.4.1. Neka je 9t proizvoljna o-struktura te neka su m,n € Ni d € (M®UM®)"

proizvoljni. Definiramo c-formulu ¢Z'(v{,v2,...,v,) rekurzivno ovako:
(1) (pg(vl,vz,...,vn) je konjunkcija svih o-formula @(vy,vs,...,v,) koje su atomarne o-
formule ili negacije atomarnih o-formula te za koje vrijedi 9 E @ (vi,vy,...,v,)|[d]
(ii) zam > 0 definiramo o-formulu @' (vy,va,...,v,) na sljedeci nacin:

m—1 m—1
/\ Elvn+l(Pa‘a (Vl,VZ,...Vn+1)/\\V/Vn+1 \/ (P[m (V17V27"'7vn+1)7
aeM™UM?* aeM™UM*

pri cemu u gornjoj konjunkciji 1 disjunkciji promatramo samo logicki medusobno neek-

vivalentne o-formule.

Postavlja se pitanje jesu li o-formule iz prethodne definicije dobro definirane, tj. jesmo li

doista definirali o-formule. Potvrdan odgovor na to pitanje dajemo u sljede¢oj napomeni.

Napomena 8.4.2. Neka je 901 proizvoljna o-struktura. Indukcijom po m € N pokazat ¢emo da
je zaproizvoljan n € Nid € (M™UM?®)" pripadna o-formula @2 (v, v2, ..., v,) dobro definirana.

Prvo promotrimo slucaj kada je m = 0. Neka sun € Nid e (M®UM*®)" proizvoljni. S
obzirom da je signatura ¢ konacna tada o-formula koje su atomarne o-formule ili negacije
atomarnih o-formula, a ¢iji je skup varijabli koje se u njima javljaju podskup od {vy,vs,...,v,},
ima kona¢no mnogo. Tada je konjunkcija iz (i) prethodne definicije konacna, pa zakljucujemo
da je o-formula (pg(vl ,V2,...,Vv,) dobro definirana.

Pretpostavimo da je za neki m > 0 dobro definirana o-formula (pa”zl_l(vl,vz, ooy Vntl)s 28
svakin € Nida € (M®UM®)"*!. Lako se moZe pokazati da zam’ € {0,1,...,m— 1} vrijedi da
je kvantifikatorski rang formule (pé"' jednak m’. Prema tome je kvantifikatorski rang o-formule

qogg_l jednak m — 1. S obzirom da je signatura o-konacna te je skup varijabli koje se javljaju
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u toj formuli podskup od {vi,vy,...,v,¢1}, takvih je medusobno logicki neekvivalentnih o-
formula samo kona¢no mnogo. Stoga su konjunkcija i disjunkcija iz (ii) definicije o-formule

(v1,va,...,v,) konacne, pa je o-formula @2 (v{,vs,...,v,) dobro definirana.
a s Vil ) paj a Vi )

Osnovna svojstva o-formula koje smo definirali u ovoj tocki isticemo u sljedecoj lemi.

Lema 8.4.3. Neka je 9 proizvoljna o-struktura te neka su m,n € Nid € (M®UM?)" pro-

izvoljni. Tada vrijedi
(@) gr(¢7)=m
(b) MFE ¢Z'|d]
(c) za svaku o-strukturu N te b € (N™ U N®)" vrijedi sljedeca ekvivalencija:

NE @2 [b] akoisamo ako @+ b € Part(9M,MN).

Dokaz. Tvrdnje (a) 1 (b) dokazuju se indukcijom po m € N. Dokazimo tvrdnju (c). Neka je 91
proizvoljna o-struktura i b € (N™ U N®)". Po definiciji o-formule (pg(vl V2. .., V) tvrdnja N

(pg [E] ekvivalentna je tome da za svaku atomarnu o-formulu @(vy,v,,...,v,) vrijedi sljedece:
ME @@ akoisamo ako I FE @[b].

Sada lema 8.2.4 povladi @ — b € Part (9, M).
|

Ako o-struktura 91 nije jasna iz konteksta, tada koristimo oznaku @y - za o-formulu ¢7'.

Takoder, u slu¢aju n = 0 (tj. d je prazan niz), piSemo @y, ili samo @™ za o-formulu Qg ;.
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8.5. EHRENFEUCHTOV TEOREM ZA DVOSORTNU

LOGIKU

Sada ¢emo iskazati verziju Ehrenfeuchtovog teorema za dvosortnu logiku prvog reda. Taj te-

orem koristimo u poglavlju 6.

Teorem 8.5.1. Neka su 9% i 91 proizvoljne o-strukture, n,m € Nte @ € (M™ U M*)" i b €
(N™ U N*)". Tada je ekvivalentno:

(a) branitelj ima pobjednicku strategiju u igri G, (9, d,MN, B)

—

(b) vrijedi 9 = @[5]

(c) ako je o-formula @(vy,vy,...,v,) kvantifikatorskog ranga manjeg ili jednakog m, tada
vrijedi:
ME @[d akoisamoako Ok @[b].

Dokaz. Redom pokazujemo sljedece: tvrdnja (c) povlaci tvrdnju (b), tvrdnje (a) i (b) su ekvi-

valentne te tvrdnja (a) povlaci tvrdnju (c).

Pretpostavimo prvo da vrijedi tvrdnja (c). Prema tvrdnji (a) leme 8.4.3. vrijedi gr(¢Z') = m
te prema tvrdnji (b) te leme vrijedi 9t F @Z'[a]. Sada tvrdnja (c) povlaci da za c-formulu

O2(vi,v2,...,v,) vrijedi N F @F [B] Dakle, tvrdnja (c) povlaci tvrdnju (b).
Ekvivalenciju tvrdnji (a) i (b) dokazujemo indukcijom po m € N. Za bazu indukcije promo-
trimo slucaj kada je m = 0. Tada vrijede redom sljedece ekvivalencije:
branitelj ima pobjednicku strategiju u igri Go(90,d,N, b)
ako i samo ako @+ b € Part(9M,MN)

ako i samo ako 9k @7 D).

Pritom prva od gornje dvije ekvivalencije slijedi iz tvrdnje (a) leme 8.3.1, dok druga ekvivalen-

cija slijedi iz tvrdnje (c) leme 8.4.3.

Pretpostavimo da za neki m > 0 vrijedi da je za svaki k € N te sve a; € (M™ U M®) i b) €
(N™ U N*)* postojanje pobjednicke strategije branitelja u igri G,,_1 (9, ay, N, 1;1) ekvivalentno
s Ok @2 by].
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DokazZzimo sada da tvrdnja vrijedi za m > 0. Prema tvrdnji (b) leme 8.3.1, postojanje po-

bjednitke strategije branitelja u igri G,,(9M,d, M, b) ekvivalentno je sljedecem:

za svaki a, 11 € M™ U M?® postoji b, 1 € N"™ U N* takav da branitelj ima pobjed-
nicku strategiju u igri G,,—1 (9N, day 1, m,anH) i za svaki b, € N U N® postoji
ay+1 € M™ U M® takav da branitelj ima pobjednicku strategiju u igri

Gm,1 (f)ﬁ, ﬁan+1 5 m, an+1).
Prema pretpostavci indukcije prethodno je ekvivalentno sljedeem (za k =n+1):

za svaki a, 11 € M™ U M?® postoji b, 1 € N® U N* takav da vrijedi
NE g [bbyi1] i za svaki b1 € N™ U N* postoji a1 € M™ U M?

—

takav da vrijedi M E @7 [bb,1].

adp+1

Konacno, prethodno je ekvivalentno s (pri ¢emu ¢emo a, oznaciti s a)

MNE < /\ Elvn+1(Pg1a_l(V17V2,---Vn+l)> [B]

aeM™UM*

i N k= (‘v’vn+1 \/ (Pgnal(vtha"'?er-l)) [b]ﬂ

aEM™UM*

—

4. NE @B,

Preostaje joS pokazati da tvrdnja (a) povlaci tvrdnju (c). To takoder pokazujemo indukci-
jom po m € N. Neka je prvo m = 0 te pretpostavimo da branitelj ima pobjednicku strategiju
u igri Go(9M,d@,M,b). Neka je @(vi,va,...,v,) proizvoljna o-formula &ji je kvantifikatorski
rang jednak 0. Prema tvrdnji (a) leme 8.3.1. postojanje pobjedniCke strategije branitelja u igri

Go(9M,d@, M, b) povlati @ — b € Part (9, N). Tada iz leme 8.2.2. slijedi:

ME @[d akoisamoako Ok @[b].

Pretpostavimo da za neki m > 0 vrijedi da za svaki k € N te sve @] € (M™ U M®)¥ i by €
(N™ U N¥)¥ postojanje pobjednike strategije branitelja u igri G,,_ (9,a},M, by ) povladi da za

svaku o-formulu @(vy,vy,...,v;) kvantifikatorskog ranga manjeg ili jednakog m — 1 vrijedi:

ME [a;] akoisamoako 9k @[b)]. (8.3)
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U svrhu dokazivanja koraka indukcije pretpostavimo da postoji pobjednicka strategija bra-
nitelja u igri G,,(9,@, M, b). Neka je @ (v, vy, ..., v,) proizvoljna o-formula kvantifikatorskog
ranga manjeg ili jednakog m. Ako je kvantifikatorski rang te o-formule manji ili jednak m — 1
tada traZena tvrdnja slijedi iz pretpostavke indukcije te ¢injenice da tvrdnja (c) leme 8.3.1. pov-
la¢i da postoji pobjednicka strategija branitelja u igri G,,—1 (9, d, N, Z) Prema tome je dovoljno
promotriti samo o-formule @(vy,vs,...,v,) ¢iji je kvantifikatorski rang to¢no m. Tada je ta o-
formula proizvoljna Booleova kombinacija o-formula oblika ¢ = Jvy pa je dovoljno pokazati
tvrdnju za takve o-formule. Uo¢imo da u o-formuli (Ivy)(vy,va,...,v,) varijabla v nije slo-

bodna pa mozemo bez smanjenja opéenitosti pretpostaviti da je varijabla v razli¢ita od varijabli

Vi, V2, ..., V,. Stoga moZemo tu varijablu u nastavku oznacavati s v, 1.

Pokazujemo da ako vrijedi 9 F v, w[a] tada imamo 9 & Jv,, w[b] (obratan smjer
pokazuje se analogno). Iz 9 & Jv,;y[d] slijedi da postoji a € (M™UM?®) takav da vrijedi
M E y[d,a]. Po pretpostavci postoji pobjednicka strategija branitelja u igri G,,(90,d, M, b), pa
tvrdnja (b) leme 8.3.1. povladi da za a € M™ U M® postoji b € N U N* takav da branitelj ima
pobjednicku strategiju u igri Gy, (9, da, M, bb). 1z posljednjeg te M = y|d,a] i Cinjenice da
je qr(y) < m—1 te tvrdnje (8.3) iz pretpostavke indukcije, slijedi 91 F w[b,b]. Prema tome
vrijedi 91 & Jv,..1 w[b], §to je i trebalo pokazati.

[ |

Ako promatramo samo o-formule koje su recenice tada dobivamo sljedeci korolar prethod-

nog teorema.

Korolar 8.5.2. Za o-strukture 911 91 te m € N ekvivalentno je:
(a) branitelj ima pobjednicku strategiju u igri G,, (9, 91)
(b) vrijedi M F @™

(c) M=, MN.
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8.6. NEKE PRIMJENE EHRENFEUCHTOVIH IGARA

Prvo ¢emo definirati uredenu o-strukturu te pokazati jednu primjenu Ehrenfeuchtovih igara ve-
zanu uz odredene o-podstrukture uredene o-strukture. Zatim ¢emo definirati uredenu sumu
dvije uredene o-strukture te pokazati jednu primjenu Ehrenfeuchtovog teorema vezanu uz ure-

denu sumu dvije uredene o-strukture.

Prije sljedece definicije prisjetimo se da po definiciji signatura o sadrZi jedan binarni rela-

cijski simbol R te da za proizvoljnu o-strukturu 9t mora vrijediti R C M™ x M™.

Definicija 8.6.1. Neka je 9t proizvoljna c-struktura. Ako je skup (M™,R™) linearno ureden

tada o-strukturu 9t nazivamo uredenom o-strukturom.

Sljedeca lema jednostavna je posljedica definicije parcijalnog izomorfizma. Tu lemu ko-
ristit ¢emo u dokazu propozicije 8.6.3. u kojoj primjenjujemo Ehrenfeuchtove igre u slucaju

odredenih o-podstruktura uredenih o-struktura.

Lema 8.6.2. Neka su 9t i 9 proizvoljne o-strukture te neka je M’ neka o-podstruktura od
9 i 9V neka o-podstruktura od M. Ako vrijedi p € Part(9M,N) te dom(p) C (M )® U (M')* i
rng(p) C (N)® U (N')*, tada vrijedi p € Part(9,2).

Propozicija 8.6.3. Neka je 91 uredena o-struktura te neka su aj,ay € M™ i m € N proizvoljni.
Neka je 9% o-podstruktura od 21 takva da je N° = {a] € M™ | a = @} ili a,R™'d} } i N} = M®
te neka je O, o-podstruktura od 90 takva da je N¥ = {d} € M™ | a = d} ili &aR™d}} i N5 =
M?*. Ako branitelj ima pobjednicku strategiju u igri G,,(9,a1,9M,az), tada ima pobjednicku

strategiju i u igri G,,(My,a1, Ny, az).

Dokaz. Oznacimo pobjednicku strategiju branitelja u igri G,,(9M, a1, M, ay) sa St. Pokazimo

da je to ujedno i pobjednicka strategija u igri G, (M1, a1,MNo,az).

Neka je i € {1,2,...,m} proizvoljan. Promotrimo dvije moguce situacije u i-toj rundi igre

Gm(mlaalamZ;aZ)-

(1.) Izaziva¢ je odabrao o-strukturu ; i neki ¢; € Ny° UN7. Iz NP UN7 C M™ UM? slijedi

e; € M™ UM?®. Tada primjenom strategije St branitelj odabire f; € M™ UM?.

(2.) Izaziva je odabrao o-strukturu N, i neki f; € NY UN3. Iz NP UN5 C M™ UM? slijedi

fi € M™® UM?®. Tada primjenom strategije St branitelj odabire ¢; € M™ UM®.
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Kako je St pobjednicka strategija branitelja u igri G,,,(9,a1,9%,a;) dobivamo (prema de-
finiciji Ehrenfeuchtove igre) da vrijedi p = (ajejez...em— axfifa-.. fin) € Part(9,9). Do-
voljno je pokazati da vrijedi dom(p) C N® UN7 i rng(p) C N¥’ UNj;. Tada lema 8.6.2. povlaci
p € Part(M,M,), a onda iz definicije Ehrenfeuchtove igre G,,(911,a1, M7, a2) slijedi da je bra-
nitelj pobijedio u toj igri.

Pokazimo sada da vrijedi dom(p) C N° UNj. Neka je a| € dom(p) proizvoljan. Tada
vrijedi a] = a; ili d| = ¢;, zaneki i € {1,2,...,m}. U sluaju a] = a; uo¢imo da iz definicije
o-strukture 91; slijedi a; € N{°. Neka je sadai € {1,2,...,m} proizvoljan i pokaZimo da vrijedi
e; € NP UN]. Taj e; izabran je u i-toj rundi, pri ¢emu je bila nastupila prethodno opisana situacija
(1.) ili situacija (2.). U situaciji (1.) vrijedi e; € N° UN7, pa preostaje promotriti situaciju (2.).
U toj situaciji izabran je neki f; € N UNj;. Tada vrijedi f; € N¥° ili f; € N5. U sluCaju f; € Ny
iz definicije o-strukture M, vrijedi aaR™ f;. 1z p(ay) = a2 i p(e;) = f; slijedi p(a1)R™ p(e;), pa
definicija parcijalnog izomorfizma povlaéi a;R™e;. Definicija o-strukture 91; povladi e; € NP.
U slucaju f; € N5 = M?, iz p(e;) = f; i svojstva (i) iz definicije parcijalnog izomorfizma slijedi

e; € M? :Nf.

Preostaje jo§ pokazati da vrijedi rng(p) C NY’ UN35. Neka je a), € rng(p) proizvoljan. Tada
vrijedi @y = ay ili d5 = f;, zanekii € {1,2,...,m}. U sluCaju @), = a, uoCimo da iz definicije
o-strukture 91, vrijedi ap € Ny°. Neka je sadai € {1,2,...,m} proizvoljan i pokaZimo da vrijedi
fi € N UN3. Taj f; izabran je u i-toj rundi, pri ¢emu je bila nastupila prethodno opisana situacija
(1.) ili situacija (2.). U situaciji (2.) vrijedi f; € Ny’ UN3, pa preostaje promotriti situaciju
(1.). U toj situaciji izabran je neki ¢; € N{° UN;. Tada vrijedi e; € N{° ili ¢; € Nj. U slucaju
e; € NP’ iz definicije o-strukture 91; slijedi a1RMe;. 1z definicije parcijalnog izomorfizma slijedi
p(a1)R™ p(e;), $to zbog p(ar) = aa, p(e;) = f; povla&i aR™ f;. Definicija c-strukture N,
povlaci f;i € NY°. U slucaju e; € Ni = M®, iz p(e;) = f; 1 svojstva (i) iz definicije parcijalnog
izomorfizma slijedi f; € M® = N3.

Za dvije o-strukture 97 i 91 moguce je definirati pojam disjunktne unije tih o-struktura na
analogan nacin na koji je to napravljeno u slucaju 7-struktura. Medutim, lako je pokazati da
u tom slucaju disjunktna unija dviju uredenih o-struktura vise nije uredena o-struktura. Zbog
toga se definira pojam uredene sume dviju uredenih o-struktura. Lako je pokazati da je tako

dobivena o-struktura ponovo jedna uredena o-struktura.
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Definicija 8.6.4. Neka su 21 i 0 dvije uredene o-strukture takve da vrijedi M NN® =0 i
M* N N® = (. Definiramo uredenu sumu o-struktura 9t i 91, u oznaci 9 & N, kao o-strukturu

(M™ UN™ M° U N* @) pri Cemu je:
(i) ¢(P)=P™UP™, za svaki unarni relacijski simbol P € &
(i) ¢(R) = RMURM™U(M™ x N™)
(i) ¢(S)=SMus™.

U slu¢aju da su uredene o-strukture 9t i N takve da ne vrijedi M NN™ =0 ili M*NN* =0
tada moZemo promatrati njihove izomorfne kopije. Tada bi, primjerice, umjesto skupova M"™,
M?*, N® i N* redom promatrali skupove M™ x {1}, M® x {1}, N® x {2} i N® x {2}. Naravno,
tada bi trebali 1 prilagoditi interpretaciju relacijskih simbola iz signature o s obzirom na ovako

promijenjene domene.

Disjunktnost domena u o-strukturama iz kojih se dobiva uredena suma vazna je u sljedecoj
lemi. Tu lemu koristit ¢emo u dokazu propozicije 8.6.6. u kojoj primjenjujemo Ehrenfeuchtov

teorem u slucaju uredene sume.

Lema 8.6.5. Neka su 91, 91,, 91 1N, uredene o-strukture takve da su definirane o-strukture
M PNy 191 &Ny, Nekasuny,ny € Nte py = (d'lm — Eln]) € Part(i)ﬁl,‘ﬁl) ipy)= (6?2"2 —
Z;ZM) € Part (M, N,) proizvoljni. Tada vrijedi p = (a1a> — b l;z) € Part(M @M, Ny ©&Ny).

Dokaz. Pokazujemo da preslikavanje p zadovoljava uvjete iz definicije 8.2.3. Uoc¢imo da je to

preslikavanje dobro definirana funkcija zbog disjunktnosti skupova (M{PUM7) i (NPUN3).

Pokazimo prvo da vrijedi svojstvo (i) iz definicije 8.2.3. Neka su a;,a; € dom(p) takvi da
vrijedi p(a;) = p(aj). 1z a; € dom(p) = dom(p1) U dom(p>) slijedi da vrijedi to¢no jedno od
sljedeca dva sluéaja: a; € dom(py) ili a; € dom(p;). Bez smanjenja opCenitost pretpostavimo
da vrijedi a; € dom(p) (slucaj a; € dom(p,) pokazuje se analogno). Tada je p(a;) = pi(a;) €
rng(p1). 1z p(a;) = p(a;) sada slijedi p(a;) € rng(p1). Tada mora vrijediti a; € dom(p;). U

protivnom bi iz a; € dom(p,) dobili p(a;) € rng(p>), §to bi znacilo p(a;) € rng(p1) Nrng(p2),

)
a to je u kontradikciji s rng(p1) Nrng(p2) = 0. Dakle, dobili smo da vrijedi a;,a; € dom(p1),
pa slijedi p;(a;) = p(a;) = p(a;) = p1(a;). Sada injektivnost preslikavanja p; povlaci a; = a;.

ZakljuCujemo da je p injekcija.
Neka je a € dom(p) proizvoljan. Pokazimo da a € M{® U MY povlaci p(a) € Ny’ U Ny

(analogno se pokazuje da a € M U M5 povlaci p(a) € Nf UN3). Iza € M UMY slijedia € M}
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ili a € MY . Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da vrijedi a € M (slu¢aj a € MY’ pokazuje
se na analogan nacin). Iz a € dom(p) i a € M7 slijedi a € dom(p; ), pa tada zbog svojstva (i) iz
definicije parcijalnog izomorfizma za preslikavanje py, iz a € MY slijedi pi(a) = p(a) € N}".
Tada vrijedi p(a) € N’ UNY. Dakle, preslikavanje p zadovoljava svojstvo (i) iz definicije 8.2.3.

Preostaje joS pokazati da preslikavanje p zadovoljava i svojstvo (ii) iz definicije 8.2.3. Neka
je n € N proizvoljan i R| € ¢ proizvoljan relacijski simbol. Neka su ay,as,...,a, € dom(p)
proizvoljni. Promatramo dva slucaja Ry # Ri Ry = R.

U slucaju kad R; € o nije relacijski simbol R, iz definicije uredene sume slijedi R?ﬁl@mz =
R?ﬁ‘ U Ri]mz i R??‘@mz = R‘ln1 U R?tz. Pretpostavimo da vrijedi R?ﬁl@mzalaz ...ay,. Tada vrijedi
Rflmlalaz coap il Rflmzalaz ...an. Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da vrijedi
R?ﬁlalaz ...ap. 1z definicije relacije R slijedi ajay...a, € dom(py). Svojstvo (ii) iz definicije
parcijalnog izomorfizma za preslikavanje p; povlaci da tada vrijedi R?t‘ pi(a)pi(az)...pi(an),
tj. (uz koristenje p(a;) = a;, za svakii € {1,2,...,n}) vrijedi R(in'p(al)p(az) ...play). Slijedi
R?Tl@mzp(al)p(az) ...p(ap). Tvrdnja da R?tl@mzp(al)p(az) ...p(a,) povlaci R?ﬁl@mzalaz e
a, pokazuje se analogno.

Promotrimo jos slucaj kad je R; € o relacijski simbol R (tada je n = 2). Iz definicije uredene
sume slijedi RMOM2 = RM (y R (g (MP x MY) i R¥P = Ry R U (NP x NY).
Pretpostavimo da vrijedi R4 a,. Tada vrijedi R™aja, ili R™ajas ili (ar,a3) € MP x
MY . U slucaju R™ a4 i u sluéaju R”2a a; tvrdnja se dokazuje kao i ranije. U sluaju a; € MY
iay € MY, svojstvo (i) iz definicije parcijalnog izomorfizma za preslikavanja p; i p, povlaci
pi(a1) = p(a1) € NP i pa(az) = p(az) € N¥. Dakle, vrijedi R*1“™2p(a;)p(ay). Tvrdnja da

RMLEM, play)p(ay) povlaci RYuEM2 g, 4y pokazuje se analogno. L

Prije sljedeée propozicije uvodimo jednu oznaku radi lakSeg zapisa. Ako su 91 i 1 neke
o-strukture, m,n € N te @ € (M® UM®)" i b € (N® UN®)", tada piSemo (90,d) =,, (MN,b)
ako za svaku o-formulu @(xy,x2,...,x,) kvantifikatorskog ranga manjeg ili jednakog m vrijedi
sljedeca ekvivalencija:

ME @d akoisamoako Nk @[b].

Propozicija 8.6.6. Neka su 91y, 91y, I 1 N, proizvoljne o-strukture, ni,ny,m € N te a) €
(MPUMSY™, @& € (MPUMS)™, by € (NPUNS)™ i by € (NPUN)™. Tada vrijedi:
(@) ako (M1,a1) =m (M1,b1) i (M, @) = (M2, 52) tada (M & My, d1d@2) = (Mg &My,
b1by)
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(b) ako M| =, Ny 1My =, Mo, tada Ny BN =, M B Ny,

Dokaz. Istaknimo prvo da je tvrdnja (b) posljedica tvrdnje (a) za ny = n, = 0. Prema tome,

dovoljno je dokazati da vrijedi tvrdnja (a).

Pretpostavimo da vrijedi (9,a)) = (‘ﬁl,l;l). Tada iz Ehrenfeuchtovog teorema 8.5.1.
slijedi da branitelj ima pobjednicku strategiju u igri G, (Sml,d'l,‘ﬁl,l;l). Oznacimo tu strate-
giju sa St;. Sli¢no iz (My,d) =, (M2, by) slijedi da branitelj ima pobjednicku strategiju u
igri Gm(mz,d'z,mz,l;z). Tu strategiju ¢emo oznaciti sa St,. Iz definicije Ehrenfeuchtove igre
slijedi da su St; i St; pobjedniCke strategije branitelja i u igrama G;(9;, 4,9 ,51 ), odnosno
Gk(mz,d’z,mz,l;z), za svaki k < m. 1z Ehrenfeuchtovog teorema 8.5.1. slijedi da je dovoljno

pokazati da branitelj ima pobjednicku strategiju u igri G,,(9; & My, a1a>,M SNy, b, 1 1;2)

Promotrimo prvo sluc¢aj kada je m = 0. Prema tvrdnji (a) leme 8.3.1. postojanje pobjednicke
strategije branitelja u igri Go(9; & My, a1az, M & 9’(2,51 1;2) ekvivalentno je tome da vrijedi
@\ — bibs € Part (9 &My, Ny &Ny). Po pretpostavcei vrijedi da branitelj ima pobjednicku
strategiju u igri Go(9y,a1, My, a>) i pobjednicku strategiju u igri Go(ml,zi,mz,l?z). Tvrdnja
(a) leme 8.3.1. povlaci aj — b € Part(OM, M) 1d> — by € Part(M,M;). Lema 8.6.5. povlaci

traZenu tvrdnju aya; — bib, € Part(OM &My, 9 ©M).

Zam > 0 opisat ¢emo strategiju braniteljau 1. rundi. Na kraju e biti jasno da je time opisana
strategija branitelja kada se iz neke k. runde prelazi u (k+1). rundu, zak € {1,...,m—1}. Dvije

su moguce situacije u 1. rundi igre G, (9% ® My, a1a>, My @mz,El l;z):
(1.) izazivaC je odabrao o-strukturu 9t & M i neki ey € MP UM} UM UM,
(2.) izazivac je odabrao o-strukturu 91; &9, i neki fi € N UN7 UNY UN3.

Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je nastupila situacija (1.). Tada vrijedi to¢no jedan
od sljedecih slucajeva: e; € MP° UMj ili e; € MY UMj5. Bez smanjenja opcenitosti pretpos-
tavimo da vrijedi e; € M° UM; (drugi slucaj dokazuje se analogno uz koristenje strategije
St, umjesto strategije St1). Tada koriStenjem strategije St branitelj za taj e; moZe odabrati
f1 € N° UNj koji bi ga odveo do pobjede u igri G; (9,4}, ‘ﬁl,l;l). To prema definiciji Ehren-
feuchtove igre znaci da vrijedi aje; — I;lfl € Part(M,M,). Sada iz @ — by € Part (M, 07)
i 8.6.5. slijedi ajase, — Elngl € Part (9 & My, Ny &Ny). 1z definicije Ehrenfeuchtove igre

slijedi da branitelj nije izgubio u ovoj rundi. |
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ZAKLJUCAK

Glavni rezultat ove disertacije je dokaz analogona van Benthemovog teorema karakterizacije
za logiku interpretabilnosti u odnosu na Verbruggeinu semantiku. U tu svrhu u disertaciji su
dane nove definicije bisimulacija i bisimulacijskih igara za Verbruggeinu semantiku logike in-
terpretabilnosti koje se redom nazivaju w-bisimulacije 1 w-bisimulacijske igre. Napravljena je
usporedba svojstava tih novih definicija sa svojstvima bisimulacija 1 bisimulacijskih igara za
Verbruggeinu semantiku koje su se do sad koristile u literaturi. Dokazano je da w-bisimulacije
1 dalje zadrzavaju sva dobra svojstva bisimulacija, ali da vrijedi vazna razlika u odnosu na bisi-
mulacije: ako je skup propozicionalnih varijabli koji promatramo konacan tada su (n-)modalno
ekvivalentni svjetovi (n-)w-bisimulirani. Razmatrani su i znanstveni ¢lanci koji koriste bisimu-
lacije Verbruggeinih modela i njihova svojstva u dokazivanju glavnih rezultata tih ¢lanaka. Radi
se 0 znanstvenim ¢lancima u kojima se razmatraju svojstvo kona¢nih modela i odlucivost raznih
prosirenja logike interpretabilnosti |L. U disertaciji je dokazano da ti rezultati i dalje vrijede ako
se koriste w-bisimulacije Verbruggeinih modela umjesto bisimulacija Verbruggeinih modela.
Sto se ti¢e buduéih istraZivanja, s obzirom da je dokazan van Benthemov teorem, postav-
lja se pitanje je li moguce dokazati analogon van Benthem-Rosenovog teorema (vidi [40]) za
logiku interpretabilnosti u odnosu na Verbruggeinu semantiku, tj. verziju van Benthemovog te-
orema karakterizacije u odnosu na kona¢ne Verbruggeine modele. Analizom pojednostavljenog
dokaza tog teorema koji je dao M. Otto (vidi [34]) lako je vidjeti da je velik broj potrebnih re-
zultata za dobivanje analogona tog teorema dokazan u ovoj disertaciji. Klju¢ni tehnicki problem

koji preostaje rijesiti kako bi se dobio Zeljeni analogon glasi ovako:

za dani Verbruggein model N koji je stablo s korijenom w treba konstruirati Ver-
bruggeine modele M i M" s pripadnim svjetovima w' € M i w" € M tako da

cinjenice M, W ens Mw © M W' s (M [ 1), w poviace M W' =, M W'

Pritom je prirodni broj ¢ € N unaprijed zadan te je [ =29 — 1.
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Zakljucak

Zatim, postavlja se pitanje je li moguée upotrebom w-bisimulacija umjesto bisimulacija
dokazati svojstvo konacnih modela za proSirenja logike interpretabilnosti za koje to jo$ nije
dokazano ili barem dati krade dokaze vec postojeéih dokaza svojstva kona¢nih modela nekih

prosirenja logika interpretabilnosti.
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sijenja 2020. godine zaposlen je kao asistent na UCiteljskom fakultetu SveuciliSta u Zagrebu.
U sijecnju 2020. godine zaposlen je kao asistent na Matematickom odsjeku Prirodoslovno-
matematickog fakulteta, gdje radi i danas. Osim toga radio je 1 kao honorarni asistent na Fakul-
tetu strojarstva i brodogradnje u zimskom semestru ak. god. 2021./2022. i 2022./2023.

Odrzao je nekoliko priopéenja na medunarodnim znanstvenim skupovima od kojih se po-
sebno isti¢e priopéenje na skupu Workshop on Proof Theory, Modal Logic and Reflection Prin-
ciples u Bernu (Svicarska) 2023. godine.

Koautor je jednog objavljenog ¢lanka:

* S. Horvat, T. Perkov, M. Vukovié, Bisimulations and bisimulation games between Ver-

brugge models, Mathematical Logic Quarterly 69(2023), 231-243.
te jednog ¢lanka prihvadenog za objavljivanje:

* S. Horvat, T. Perkov, Correspondence theorem for interpretability logic with respect to

Verbrugge semantics, Rad HAZU, Matematicke znanosti.
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Zivotopis

Bio je suradnik na dva projekta Hrvatske zaklade za znanost: projektu ,,Formalno rasudi-
vanje i semantike" (UIP-05-2017-9219) te projektu ,,Izracunljive strukture, odlucivost i sloze-
nost" (IP-2018-01-7459). Godine 2021. dobio je nagradu ,,Stipe Vidak" Matematickog odsjeka
Prirodoslovno-matematickog fakulteta za istaknuti doprinos u radu sa studentima te tri nagrade
,,Brdo” Studentskog zbora Prirodoslovno-matematickog fakulteta za najboljeg asistenta po iz-

boru studenata.
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IZJAVA O IZVORNOSTI RADA

Ja, , student/ica Prirodoslovno-matematickog

fakulteta Sveucilista u Zagrebu, s prebivalitem na adresi
,OIB

JMBAG , ovim putem izjavljujem pod materijalnom i kaznenom

odgovornos¢cu da  je  moj  zavrdni/diplomski/doktorski rad = pod  naslovom:

, isklju¢ivo moje autorsko djelo, koje je u

potpunosti samostalno napisano uz naznaku izvora drugih autora i dokumenata koristenih u radu.

U Zagrebu,

Potpis
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