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Uvod

Algebarske konstrukcije su konstrukcije kod kojih se veliine potrebne za konstrukciju
najprije izraze algebarski, a tek zatim konstruiraju. U ovom diplomskom radu, problem
rjesivosti konstrukcije pravilnog n-terokuta zasniva se na rjeSavanju ciklotomske jednadzbe
7" — 1 = 01 povezuje geometriju, algebru i teoriju brojeva.

U prvom poglavlju prikazat ¢emo vrhove pravilnog mnogokuta u kompleksnoj rav-
nini koriste¢i trigonometrijski oblik kompleksnog broja. Uz pomo¢ Moivreove formule,
dokazat ¢emo da se vrhovi pravilnog n-terokuta mogu identificirati s rjeSenjima pripadne
ciklotomske jednadzbe.

U drugom poglavlju opisat ¢emo elementarne konstrukcije pravilnih mnogokuta. Ele-
mentarne konstrukcije (konstrukcije izvedive ravnalom i Sestarom) zasnivaju se na kons-
trukcijama pravaca i kruznica, Sto algebarski odgovara konstrukcijama rjeSenja linearne i
kvadratne jednadzbe. Svodenjem pripadne ciklotomske jednadzbe na nekoliko linearnih i
kvadratnih jednadzbi, dokazat ¢emo da se elementarno mogu konstruirati pravilni trokut,
Cetverokut, peterokut 1 sedamnaesterokut. Takoder cemo dokazati da se iz konstrukcija
pravilnih n-terokuta lako mogu izvesti konstrukcije pravilnih 2n-terokuta, a posebno ¢emo
konstruirati Sesterokut, osmerokut, deseterokut, dvanaesterokut i Sesnaesterokut. Nadalje,
dokazat ¢emo da se za relativno proste brojeve p i ¢, uz poznate konstrukcije pravilnih
p-terokuta i g-terokuta, moze konstruirati i pravilni pg-terokut, Sto ¢emo ilustrirati na pri-
mjeru petnaesterokuta.

U tre¢em poglavlju dokazat ¢emo da pravilan sedmerokut, deveterokut i trinaesterokut
nije moguce konstruirati samo ravnalom i Sestarom jer se njihove ciklotomske jednadZbe
svode na kubne jednadZbe Cija rjeSenja nisu elementarno konstruktibilna. Medutim, ta
rjeSenja se mogu konstruirati trisekcijom kuta koja je izvediva uz uvodenje dodatnog alata,
na primjer trake papira. Koristeéi trisekciju kuta konstruirat éemo pravilni sedmerokut,
deveterokut i trinaesterokut.



Poglavlje 1

Algebarski pristup pravilnim
mnogokutima

Konstrukcije pravilnih mnogokuta najjednostavnije se analiziraju u kompleksnoj ravnini.
U ovom poglavlju najprije ¢emo se prisjetiti osnovnih pojmova vezanih uz kompleksne bro-
jeve. Zatim ¢emo prikazati vrhove pravilnog mnogokuta koristeci trigonometrijski oblik
kompleksnog broja te ¢emo dokazati da su vrhovi pravilnog n-terokuta upravo rjeSenja
jednadzbe 7" — 1 = 0.

1.1 Kompleksni brojevi u Gaussovoj ravnini
Svaki kompleksni broj z € C moZe se jednoznacno prikazati u obliku
z=a+bi, a,bekR,

koji se zove standardni oblik kompleksnog broja. Pri tom se a zove realni dio kom-
pleksnog broja z i piSe se @ = Re z, a b imaginarni dio od z i piSe se b = Im z. Stoga je
z=Rez+ilmz.

Geometrijski se kompleksni brojevi prikazuju u kompleksnoj ili Gaussovoj ravnini gdje
se svakom kompleksnom broju z = a + bi pridruzuje to¢ka Z = (a, b). Dakle, realni dio
kompleksnog broja prikazujemo na osi x, a imaginarni dio na osi y (slika 1.1).

Broj 7 = a — bi zove se konjugirano kompleksni broj broja z = a + bi, a realan broj
Izl = Vz-Z = Va? + b2 > 0 zove se modul ili apsolutna vrijednost broja z. Konjugirano
kompleksnom broju Z u kompleksnoj ravnini odgovara to¢ka Z = (a, —b). Primijetimo da
je tocka Z osnosimetri¢na to¢ki Z s obzirom na os x (slika 1.1).

Sli¢no, tocka koja je osnosimetricna tocki Z s obzirom na y-os ima koordinate Z =
(—a, b) (slika 1.1).
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Z = (a, )

Slika 1.1: Prikaz kompleksnih brojeva u Gaussovoj ravnini

Svaki kompleksan broj z € C \ {0} mozZe se zapisati u trigonometrijskom obliku
z=r(cosg +isinyp)

jerjea =rcosg, b =rsing, gdje je r = |z] modul od z. Kut ¢ Sto ga zatvaraju pozitivni
dio x-osi 1 duZina OZ naziva se argument broja z (slika 1.2). Zbog periodi¢nosti, argument
je odreden do na viSekratnik od 2. Stoga se za argument ¢ broja z uzima kut ¢ za koji je

0 < ¢ < 2n. Tada je on jednoznacno odreden sa z i oznacava se sa arg z, dok se sa Arg z
oznacava skup {¢ + 2kn | k € Z}.

Z = (rcosp,rsinp)

Slika 1.2: Trigonometrijski oblik kompleksnog broja

Za kompleksni broj z = r(cos ¢ + i sin ¢) moze se matematickom indukcijom dokazati
poznata Moivreova formula

7" = r''(cos ng + i sinnyp).
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1.2 Prikaz pravilnih mnogokuta u kompleksnoj ravnini

Pravilan mnogokut je mnogokut kojemu su sve stranice medusobno sukladne i svi unutar-
nji kutovi medusobno sukladni. Promotrimo jednakokracan trokut ¢ija je osnovica jedna
stranica pravilnog n-terokuta, a kutovi uz osnovicu su polovine unutarnjih kutova tog n-
terokuta (slika 1.3). Taj trokut zovemo karakteristi¢ni trokut pravilnog n-terokuta. Ku-
tovi uz osnovicu tog trokuta imaju mjeru %, a kut nasuprot osnovici ima mjeru 27” (taj
kut se naziva srediSnji kut pravilnog n-terokuta). Svaki pravilni n-terokut sastoji se od n
takvih trokuta koji su svi medusobno sukladni prema KSK teoremu o sukladnosti. Uo¢imo
da su 1 visine tih trokuta medusobno sukladne. Zaklju€ujemo da svakom pravilnom mno-
gokutu moZemo opisati i upisati kruznicu te da se srediSta tih kruZnica podudaraju i nalaze
u sjeciStu simetrala unutarnjih kutova tog mnogokuta. Krakovi karakteristicnog trokuta su

polumjeri opisane kruZnice, a visina je polumjer upisane kruZnice.

Slika 1.3: Karakteristi¢ni trokut pravilnog n-terokuta

Promotrimo pravilni n-terokut upisan u jedini¢nu kruznicu tako da mu je jedan vrh u
tocki 1 na osi x (slika 1.4). Tada mu je prvi sljedeci vrh ocito tocka
2n 2n

£ =C0S— +isin —.
n n
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Slika 1.4: Vrhovi pravilnog n-terokuta

Drugi vrh je

2 2
cos (2-—ﬂ)+isin (2-—”),
n n

odnosno prema Moivreovoj formuli

2
2r . 2w )

cos — +isin—| =¢&°.
n

n
Analogno slijedi da su ostali vrhovi &%, &*,...,&""!, a n-ti vrh jednak je poc¢etnom vrhu na
x-0si, odnosno
" 2. 2x\"
g =|cos— +isin—| =1.
n n
Dakle, svi vrhovi imaju oblik
k
2km . 2km 2 .. 2«
e = cos == +isin— = (cos—+zs1n—) , k=0,1,....,.n—-1,
n n n n

1 rjesenja su jednadzbe
7" =1.
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DokaZimo da vrijedi i obratno. Neka je z = r(cos ¢ + i sin ¢) kompleksan broj takav da
je " = 1. Tada je prema Moivreovoj formuli

r"(cosny + isinng) = 1.
Usporedba lijeve 1 desne strane daje

r"cosnp =1,

r"sinng = 0.
RjeSavanjem ovog sustava dobivamo r = 1 te cosng = 1 1 sinng = 0 iz Cega slijedi da je

2k
gaz—n,keZ.
n

Uvrstimo li r = 11 ¢ = 2% natrag u z = r(cos ¢ + i sin¢), dobivamo z = cos 22 + i sin 22,

odnosno z = & za neki k € Z. Prema teoremu o dijeljenju s ostatkom, svaki k € Z moZe se
jedinstveno prikazati u obliku k = ng + r, gdjeje r € {0, 1,...,n— 1}, paje

2kr_ 2nqm+2rr 2rm

= — +2qnr
n n n
1 vrijedi
0< 2T T _ o
n n
odakle slijedi arg £* = 2% Prema tome, {¢': k€ Z} = {¢": r = 0,1, ...,n—1}. Dakle, skup
svih razli¢itih rjeSenja jednadzbe 7" = 1 je {1,¢,...,&"!}. Ta rjeSenja leZe na jedini¢noj

kruznici, a kako je 1

20+ Drr 2rm 2
u_ﬂ:—ﬂ, r=0,1,....,n-1,
n n n

to znaCidasu 1,¢,...,&" ! vrhovi pravilnog n-terokuta upisanog u jedini¢nu kruZnicu.

Zan > 1, jednadzba
'—1=0

zove se jednadzba diobe kruznice ili ciklotomska jednadzba. Ova jednadZba ima n
razli¢itih rjeSenja 1, &, &2, ..., &""! koja se nazivaju n-ti korijeni iz jedinice. Oni n-ti kori-
jeni iz jedinice koji nisu rjeSenja jednadzbe

F-1=0, k<n,

nazivaju se primitivni n-ti korijeni iz jedinice.



Poglavlje 2

Konstrukcije pravilnih mnogokuta
ravnalom i Sestarom

U ovom ¢emo poglavlju, polazeci od ciklotomske jednadzbe, dokazati da su pravilni trokut,
Cetverokut, peterokut i sedamnaesterokut elementarno konstruktibilni te ¢emo za svaki od
njih izvesti po jednu mogucu geometrijsku konstrukciju. Takoder ¢emo dokazati izvedi-
vost elementarne konstrukcije pravilnog pg-terokuta uz poznate elementarne konstrukcije
pravilnih p-terokuta i g-terokuta pri ¢emu su p i g relativno prosti. Zatim ¢emo ovaj re-
zultat primijeniti na konstrukciju pravilnog petnaesterokuta iz poznatog pravilnog trokuta i
konstrukciju iz poznatog pravilnog peterokuta. Prilikom konstrukcije pravilnog n-terokuta,
polumjer njemu opisane kruzZnice uzimamo za jedini¢nu duljinu.

2.1 Osnovne konstrukcije

Ravnalom i Sestarom moguce je konstruirati:
e pravac koji prolazi kroz dvije razli¢ite zadane tocke,
e sjeciSte dvaju pravaca (ako postoji),
e kruZnicu sa srediStem u zadanoj tocki koja prolazi kroz drugu zadanu tocku,
e sjeciste pravca i kruZnice (ako postoji),
e sjeciste dviju kruZznica (ako postoji).
Ove ¢emo konstrukcije zvati osnovnim konstrukcijama.

Definicija 2.1.1. Svaki slijed od konacno mnogo izvedenih osnovnih konstrukcija zvat
C¢emo konstrukcijom pomocu ravnala i Sestara, odnosno elementarnom konstrukcijom.

7
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Definirat ¢emo neke temeljne konstrukcije koje ¢emo smatrati poznatim operacijama u
sloZenijim konstruktivnim zadacima:

2.2

prijenos duZina,

prijenos kutova,

konstrukcija simetrale i poloviSta duZine,

konstrukcija simetrale kuta i polovista luka,

konstrukcija pravca koji prolazi danom tockom i koji je paralelan s danim pravcem,
konstrukcija okomice iz dane tocke na dani pravac,

dijeljenje duZine na jednake dijelove i u danom omjeru,

konstrukcija trokuta ako su mu poznate sve tri stranice,

konstrukcija kruznog luka iz ¢ijih se tocaka vidi neka duZina pod danim kutom.

Algebarska metoda

Algebarska metoda rjeSavanja konstruktivnih zadataka svodi se na to da traZenu duljinu
duZine izrazimo pomocu duljina zadanih duZina koriste¢i osnovne racionalne operacije
(zbrajanje, oduzimanje, mnoZenje, dijeljenje) 1 kvadratni korijen, a zatim tu duZinu kons-
truiramo iz zadanih duZina.

Ako imamo zadane duZine duljina a, b i c, te ako je n bilo koji prirodni broj veéi od 1,
tada algebarskom metodom mozemo konstruirati duzinu duljine x ako je

x=a+b, x=a-b, x=n-a,
a o . .
x=-, x=—, (primjenom Talesovog teorema o proporcionalnosti)
n c
x = Vab, (primjenom Euklidovog teorema)

x= Va*+b?>, x= Va®>-b? (primjenom Pitagorinog teorema).

Posebno, neka su zadane jedini¢na duZina te duzine duljina a i b. Tada moZemo konstruirati
i duzine duljina

x = Va.

a
x=a-b, x=-—,
b
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a+b a

a b a—>b b

na

- ~
.7 & X \\\
’ ’, AY
v s \ S
’ ’ \ s
’ 27 \ \
/ s N \
U St \ A a
Vi s a,b b 3 ]l
s \ \
1 , .
! > N ’
g Sy ’
s ¥
2 2
a b a _b

Slika 2.1: Konstrukcije osnovnih algebarskih izraza
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2.3 Analiticka metoda

Osnovnu ideju za nalaZenje opéeg postupka za rjeSavanje geometrijskih problema imao
je Frangois Viete! krajem XVI. stoljeéa, a u prvoj polovici XVIL. stolje¢a njegove ideje
usavrsili su i upotpunili René Descartes? i Pierre de Fermat®. Viete je prvi dofao na ideju
algebarskog pristupa geometrijskim problemima. Fermat i Descartes poopéili su Vieteovu
algebarsku metodu primjenom koordinata tako Sto su uspostavili vezu izmedu krivulja 1
jednadzbi. Descartesova ideja za op¢i postupak rjeSavanja geometrijskih problema u osnovi
je vrlo jednostavna.

Ako u ravninu uvedemo koordinatni sustav, tada svakom pravcu odgovara jedna line-
arna jednadzba s dvije nepoznanice, a presjeku dvaju pravaca odgovara rjeSenje sustava
dviju jednadzbi koje predstavljaju te pravce i obratno, svakom sustavu od dvije linearne
jednadzbe s dvije nepoznanice odgovara par pravaca koji Ce se sjeci ili ne, ovisno o tome
ima li taj sustav rjeSenje ili ne. Na sli¢an nacin, svaka se konstrukcija moZe svesti na
rjeSavanje niza jednadzbi odredene vrste 1 obratno, ako je moguce dokazati da se neke
tocke u ravnini dobiju rjeSavanjem niza jednadzbi odgovarajuce vrste, to znaci da postoji
konstrukcija tih tocaka pomocu krivulja odgovarajuceg tipa.

Svaka duZina odredena je svojim krajnjim toCkama, a te tocke odredene su svojim
koordinatama. Dakle, svaka se duZina moZe prikazati pomocu koordinata svojih krajnjih
toCaka. Svakom pravcu u ravnini odgovara linearna jednadzba oblika

ax+by+c=0, a*+b* #0,
a svakoj kruZnici odgovara kvadratna jednadzba oblika
¥+ +ax+by+c=0, da+b* >4

Znamo da se svaka konstrukcija provodi nizom temeljnih konstrukcija, a one se provode
nizom osnovnih konstrukcija, odnosno svode se na odredivanje presjeka pravaca i kruZnica.
Stoga, provedemo li osnovne konstrukcije analitickom metodom, dokazat ¢emo da vrijedi
sljedeci teorem.

Teorem 2.3.1. DuZinu duljine x moZemo konstruirati pomocu ravnala i Sestara ako i samo
ako je x neki nenegativni realni broj kojeg moZemo dobiti iz duljina konacno mnogo za-
danih duZina pomocu konacno mnogo racionalnih operacija i konacno mnogo vadenja
kvadratnih korijena.

1Franc;ois Viete (1540. — 1603.), francuski matematicar
ZRené Descartes (1596. — 1650.), francuski matematicar, fizi¢ar i filozof
3Pierre de Fermat (1601. — 1665.), francuski matematicar i pravnik
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Dokaz. 1. Pravac zadan dvjema to¢kama
JednadZba pravca odredenog tockama (x1,y;) 1 (x2,y,) dana je sa

Y2—)1
X2 — X1

y=-y1 = (x = xp).

ZapiSemo li tu jednadZzbu u obliku
ax+by+c=0,
dobit ¢emo da je

a=y —Yya,
b=x,—x,

C=X1Y2 = yiX2,

a te izraze znamo elementarno konstruirati.

2. Sjeciste dvaju neparalelnih pravaca
Neka su jednadZbe dvaju neparalelnih pravaca

aix+byy+c =0,
a)x + byy+c, =0.
RjeSavanjem gornjeg sustava jednadzbi, dobivamo koordinate sjeciSta danih pravaca

bic, —c1by ciay —a;c;
Xs = —F——F— Ys = —FV—75 -
alb2_b1a2’ ab, — biay

3. Kruznica zadana srediStem 1 jednom to¢kom
JednadZba kruZnice zadane srediStem (xo, yo) 1 jednom to¢kom (x;, y;) dana je sa

(x = x0)” + (v — y0)> = (x1 — x0)” + (1 = Y0)™.
ZapiSemo li tu jednadZbu u obliku
¥+y +ax+by+c=0,
dobit ¢emo da je

a = —2xy,
b = =2y,

c=x+yi—(x1 = x0)* = (y1 — yo)*.

11
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4. SjeciSta kruZnice 1 pravca
Neka su jednadZbe pravca i kruZznice redom

aix+byy+c =0,
x2+y2+a2x+b2y+cz =0.
RjeSavanjem gornjeg sustava u slucaju b; # 0, dobivamo koordinate sjeciSta

B 1 a; Ci
=2 L B Z4AC, yo=-T 8
ST oA oA IS ETH ™ T b

pri emu je
A =al + b3,
B = agb% + 2a,c1 — alblbz,
C= C% —b1byc + b%Cz.

U slucaju by = 01 a; # 0 dobivamo

B
xg =L ye = —— + VB2 - 4AC,

ay 2A
pri Cemu je

A= a%,

B = a%bz,

C= c% —ayacy + a?cz.
5. Sjecista dviju kruznica
Neka su jednadZbe dviju kruznica

x2+y2+a1x+b1y+cl =0,

x2+y2+a2x+b2y+cz =0.
Oduzmemo li drugu jednadzbu od prve, dobivamo jednadzbu pravca

(@ —a)x+ (b —by)y+ci—c;=0

koji je potencijala dviju zadanih kruZnica pa se ova konstrukcija svodi na prethodnu.

12
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S obzirom na to da ravnalom konstruiramo pravce, a Sestarom kruZnice, lako zakljucuje-
mo da je problem konstrukcije ravnalom i Sestarom rjesiv ako i samo ako se moZe svesti na
rjeSavanje niza linearnih i kvadratnih jednadzbi. Dakle, prevedemo li geometrijski problem
na algebarski jezik, mozemo zakljuciti:

Pravilan n-terokut moZe se konstruirati ravnalom i Sestarom ako i samo ako se jednadZba
7" — 1 = 0 moZe rijesiti nizom linearnih i kvadratnih jednadzbi.

Znamo da vrijedi
'=1=(z- 1)(z"_1 +77 4z 1).
Ocito je 1 uvijek jedan n-ti korijen iz jedinice, odnosno rjesenje jednadzbe 7" — 1 = 0.
Preostalih n — 1 vrhova pravilnih mnogokuta dobivamo rjeSavanjem jednadzbe

n—1 n—-2

77+ +-+z+1=0. (2.1)

Rjesavanjem jednadZzbe (2.1) za slucajeve n = 3 i n = 4 dokazat ¢emo rjeSivost konstruk-
cija pravilnog trokuta te pravilnog cetverokuta.

Konstrukcija pravilnog trokuta

UvrStavanjem n = 3 u jednadZbu (2.1), dobivamo kvadratnu jednadZbu
F+z+1=0,

¢ija rjeSenja

Q2=

—1 ﬁi
2

— +
2
znamo elementarno konstruirati.

Geometrijska konstrukcija pravilnog, tj. jednakostrani¢nog trokuta vrlo je jednostavna.
Neka je k(O, 1) jedini¢na kruZnica sa sredistem u ishodistu te neka je AB promjer te
kruznice koji leZi na osi x. OCcito tocka A(1,0) odgovara prvom vrhu pravilnog trokuta
(slika 2.2).

Neka je M poloviste duzine OB. Povucimo okomicu na AB kroz tocku M koja sijece
kruZnicu k u to¢kama C i D. Buduéi da je k jedini¢na kruznica i M poloviste duZine OB,
iz pravokutnog trokuta AOMC slijedi

1Y V3
IMC| = IOCE = |OME = 4|12 _(E) = g



POGLAVLIJE 2. KONSTRUKCIJE RAVNALOM I SESTAROM 14

Analogno, IMD| = %5 Uzmemo li u obzir predznake koji predstavljaju poloZaj tocaka
u koordinatnom sustavu, imamo da je C (—%, %g) iD (—%, —g), Sto su upravo koordinate

preostala dva vrha pravilnog trokuta.

A(1,0)

Slika 2.2: Konstrukcija pravilnog trokuta

Konstrukcija pravilnog cetverokuta

Uvrstavanjem n = 4 u jednadZbu (2.1), dobivamo kubnu jednadzbu
24+ +z+1=0,

koju mozemo zapisati u obliku umnoska linearne i kvadratne jednadzbe
@+D(Z+1)=0,

1z Cega slijede rjeSenja
z=-1, z3=4=%i

koja opet znamo elementarno konstruirati.
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ZapiSemo li rjeSenja jednadzbe z* — 1 = 0 u obliku uredenih parova, dobit éemo tocke
(1,0),(0, 1), (-1,0) 1 (0, —1) Cija je geometrijska konstrukcija trivijalna.

Neka je ponovno k(O, 1) jedini¢na kruZnica sa sredi$tem u ishodistu i neka su ABi CD
njena dva promjera koja leZe na osima x i y, redom. Tada su ocito to¢ke A, B, C i D vrhovi
pravilnog Cetverokuta, tj. kvadrata (slika 2.3).

C(0,1)

| D0, 1)

Slika 2.3: Konstrukcija pravilnog cetverokuta

2.4 Konstrukcija pravilnog peterokuta
Vrhovi pravilnog peterokuta rjeSenja su jednadzbe
2-1=0,

odnosno
(z— 1)(z4+z3+zz+z+ 1):0.

Kako je zp = 1 trivijalno rjeSenje, treba rijesiti jednadzbu

2+ +z+1=0.
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Podijelimo li cijelu jednadZbu sa z?, dobivamo

1 1
ZH+z+1+-+5=0.
z z

Lijevu stranu moZemo grupirati u obliku

1 1
(z2+2+—2)+(z+—)—1:0.
z z

Uvodenjem supstitucije x = z + i gornja jednadZzba prelazi u
F¥+x-1=0
¢ija su rjeSenja

X1 =—5 %

o DN | =
s

[zx=z+ % dobivamo kvadratnu jednadZbu z© — xz + 1 = 0 ¢ija su rjeSenja

X+ Vx2—-4 | x-Vx?-4
i .
2 2
UvrStavanjem x; 1 x, dobivamo rjeSenja

1+15 10+2v5 “1- 15 10-2v5
+i . 3= i
4 4 ’ 4 4

koja znamo elementarno konstruirati.

214 =

Neka je k(O, 1) jediniéna kruZnica sa sredi$tem u ishoditu te neka je AB promjer te
kruznice koji lezi na osi x. Ocito tocka A(1,0) odgovara prvom vrhu pravilnog peterokuta
(slika 2.4).

Neka je tocka C takva da je OC polumjer kruZnice koji leZi na pozitivnom dijelu osi y
i neka je M poloviste duZine OB. Iz pravokutnog trokuta AMOC slijedi

1\ 3
ICM| = |OCP + |OMP. = 12+(_) _ Y5

2 2

Neka je P poloviste duzine CM i k, (P, %) kruZnica sa srediStem u P polumjera 31. Neka su
K 1 L sjecista kruznice k; i duzine CM takva da je |CK| < |CL|. Tada je

|CK| = |CP| - |PK| =

ICL| = |CP| + |PL| =

slo s
o el N I
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& A|<1+f5.¢10+2\/§>
4 : 4

a (1\/5 v/10f2\/5>
3 9
4 4

A(1,0)

Sy

N (—1 +v5 —V10+ 2\/3>
? 4 4
Slika 2.4: Konstrukcija pravilnog peterokuta

Neka su K’ 1 L' tocke na osi x takve da je |OK’| = |CK|1|OL'| = |CL|te vrijedi |[K'A| < |L’A|.
Povucimo okomicu kroz K’ na AB i ozna¢imo sjeciita te okomice s kruZnicom k sa A, i
A,. Sli¢no, povucimo okomicu kroz L’ na AB i ozna&imo sjecista te okomice s kruzZnicom
k sa A3 1 A4. 1z pravokutnih trokuta AOK’A; 1 AOL’Aj slijedi

\/5_1]2: J10+2+5

4 4 ’

IK'Ail = VIOAIP - [OK'P = J 12 - (

2
541 \10-24/5
IL'As = |OASP — [OLR = le_(\/_; J = .

4

Analogno, |K'A,| = —‘1({:2\6 1|L'A4] = —'10;2\/5. Uzmemo li u obzir odgovarajuée predz-

nake za poloZaj to¢aka u koordinatnom sustavu, slijedi da su upravo tocke Ay, A, A3 1 Ay
preostala Cetiri vrha pravilnog peterokuta.
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2.5 Konstrukcija pravilnog sedamnaesterokuta

Vrhovi pravilnog sedamnaesterokuta (slika 2.5) rjeSenja su jednadzbe
-1=0,

odnosno

(Z—l)(Zl6+le+Zl4+Zl3+le+le+ZIO+ZQ+ZS+Z7+Z6+ZS+Z4+Z3+ZZ+Z+1):O-

Slika 2.5: Vrhovi pravilnog sedamnaesterokuta
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Kako je zp = 1 trivijalno rjeSenje, treba rijesiti jednadzbu
OB+ N 1 P+ B+ T+ P+ P+ A+ 2+ 24241 =00 22)

Podijelimo li cijelu jednadZbu sa z®, dobivamo

1 1 1 1 1 1 1
PH7+L 42+ 42+ Pzl S S+ S+ £ =0
z 2 B BB ST g

Uvodenjem supstitucije z + % = X imamo

1 1
zz+—2:x2—2, 24— =x-3x,
< <
1
z4+—4:x4—4x2+2, 2+ —=x -5 +5x,
5
< <
1
L=+ 9 -2, == -7+ 140 - Tx,
< Z
1
2 =2 - 82+ 20" - 1647 +2,
Z

pa prethodna jednadzba postaje
X+ xT = 7x0 -6 + 15x* + 10x° — 1027 —4x+ 1 = 0. (2.3)

Znamo da su z; = cos 2% + isin2Z, k = 1,...,16, rjeSenja jednadZbe (2.2), pa zbog

. .o _ l .o .
prethodne supstitucije x = z + - vrijedi

1 _ ( 2k . 2k7r) ( 2kn . 2krm
Xx=z+— =2 +7Z =|cos — +isin — | + [cos — —isin —

% 17 17 17 17
2%k
= 2 cos 1—7” k=1,...,16, (2.4)

odnosno znamo da su rjesenja jednadzbe (2.3):

2 32 ar 307

=2 — =2 N =2 — =2 —_

X cos 7 cos 7 X cos 7 cos 7

6 287 8 261

=2 — =2 - =2 — =2 —_

X3 cos 7 cos 7 X4 cos 7 cos 7
107 247 127 22
X5—2COSF—2COSF, x6—ZCOSF—ZCOSW,

14 20 16 18
x7:2005—ﬂ:2005—ﬂ x3:2cos—ﬂ:2cos—ﬂ.

17 17° 17 17
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Promotrimo brojeve
Vi=X1+Xp+X4+Xg, Yo=X3+ X5+ Xg+ X7.
Odredimo kvadratnu jednadzbu cija su rjeSenja y; i y,. ZapiSimo tu jednadzbu u obliku

y2+a1y+a0:O.

Kako su xi,..., xg sva rjeSenja jednadzbe (2.3), prema Vieteovim formulama vrijedi
X1+ X+ X3+ X4+ X5+ Xg+ X7+ x5 = —1,
odnosno
yi+y2=-1

Iz (2.4) slijedi

2ir 2jr
XiXj = 2cosﬁ . 2COSF

i+ i i i

= 2[cos @+ m + coS =z ,

17
Sto moZemo krace zapisati kao

2 + xy, zai=j,

xxy={ 0 = 2.5)

Xitj t Xji—j, Za i # J,

pri ¢emu zbroj i 1 j raCunamo modulo 17, a apsolutnu vrijednost razlike koristimo jer je
kosinus parna funkcija. Takoder, vrijedi

X = X17-k- (2.6)
Koristeci (2.5) 1 (2.6), izraCunajmo y;y;:

(.X] + X + X4 + )Cg)()C3 + X5 + X¢ + X7)

yiy2

X1X3 + X1 X5 + X1 Xg + X1X7 + XpX3 + XpX5 + XoXg + X2X7

+ X3X4 + X4X5 + X4Xe + X4X7 + X3X8 + X5X8 + XgXg + X7X3

X4+ Xp+ X+ X4+ X7+ X5+ Xg + Xg + X5 + X1 + X7+ X3 + Xg + X4 + Xo + X5
+X7+X+ X9+ X +Xot+ X2+ X1+ X3+ X1+ X5+ X3+ X3+ X4+ X+ X5+ X
=4x; +3x +3x3 + 3x4 + 4x5 + 2x6 + 3x7 + 2x5 + 2X9 + X10 + 2X11 + X153 + X14 + X5
=4(x; + X + X3+ X4 + X5+ Xg + X7 + xg) = —4.
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Buducdi da vrijedi

yi+y=-1,
yiy2 = -4,
to y; 1y, zadovoljavaju jednadZzbu
F+t—4=0,
Cija su rjeSenja
-1+ V17
l1,2 = T

Odredimo koje je od njih y; = x; + x; + x4 + xg, a koje y, = x3 + x5 + x¢ + x7. [z (2.4) znamo
da je

Y1 =X +Xp+ x4+ X3
27 47 8m 167r)

= 2|cosS — + cos — + coS — + coS —
17 17 17 17

=4|c 3n ﬂ+0 C
= osl7c0s17 cs17 os17

bis 5n 47r)

127 47r)

=4|cos 3ﬂcos cos cos
B 17 17 17 17

Kako je kosinus padajuca funkcija na [0, 7], vrijedi

T 3 dr S5t T
1 =cos0>cos— >cos— >cos— >cos— >cos— =0,

17 17 17 17 2
pa slijedi da je y; > 0. Dakle,
~1+ V17 -1- V17
1= — 5 Y2 = — s 2.7)

Nastavljamo postupak sa yi, tj. zapiSimo ga u obliku
Y1 =up +u,

gdje je
U =x;+x4, Uy =Xy + Xg.
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Sli¢no kao prije, vrijedi da je

uuy = (x1 + x4)(x2 + x3g)
= X1X2 + X1Xg + Xo2X4 + XgX3g
=X3+X]+X9g+ X7+ Xg+ X2+ X2+ X4

=X1+tXp+ X4+ Xg+ X3+ X5+ Xg + X7

=1 + y2 = _19
pa su u; i u, rjeSenja jednadzbe
£ —yit—1=0.
Iz uy = x1 + x4 SllJCdl
8
U = ZCos—ﬂ + ZCos—ﬂ > 0,
17 17
pa je
y1+\/yf+4 Yi— Ay +4
= = — 2.8
Uy > U > (2.8)
Neka je sada
Y2 = Uz + Uy,
gdje je
Us = X3+ X5, Uy = Xg + X7.
Analogno,

usuy = (X3 + x5)(X6 + x7)
= X3Xg + X3X7 + X5X¢ + X5X7
=Xg+ X3+ X0+ Xg+ X1 +X+X12+ X2
=X1+ X+ X4+ X3+ X3+ X5+ Xg+ X7

=yi+yn=-1

pa su us 1 uy rjeSenja jednadzbe
£ —yt—1=0.

[z us = x5 + x5 slijedi

6 10
Uz = 2cos—7T +2005—ﬂ
17 17
7
=2co0s — —ZCos—ﬂ > 0,
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pa je

Y2+ \/)’§+4
- 2 "

Konac¢no, napiSimo u; u obliku

Y2 — \/)%"‘4

us 4

u;y = X1 + x4.
Ocito je
2 ¢cos 2m > 2cos 8m
X] = — — = X4.
! 17 17 ™
Nadalje,

X1X4 = X3 + X5 = U3,

pa su x; i x4 rjeSenja jednadzbe
tz—u1t+u3 =0.

Odavde zbog x; > x4 slijedi

up + 1/uf—4u3 up — 1/u%—4u3

X1 = D) ’ X4 = D)
Iz (2.4) slijedi da je
2r 1
cos 7 = 3%

Kada u to uvrstimo (2.12), dobivamo

2 1
cos 7 = Z(ul + 1/14%—4u3).

Uzmemo li sada u obzir (2.9) i (2.8), imamo

Konacno, uvrStavanjem (2.7) dobivamo

23

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

w1
cos%zﬁ[\/ﬁ—l+ \/34—2\/ﬁ+2\/17+3\/1_—\/170+38\/ﬁ], (2.15)

a taj izraz znamo elementarno konstruirati.
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Neka je ko(O, 16) kruznica sa srediitem u ishodistu polumjera 16 te neka je AB pro-
mjer te kruznice koji leZi na osi x (slika 2.6). Tocke O(0,0),C(0,4) i D(1,4) vrhovi su
pravokutnog trokuta AOCD iz kojeg slijedi

|OD| = |OCP? + |CDP = V42 + 12 = V17.

Slika 2.6: Konstrukcija pravilnog sedamnaesterokuta

Neka je k'(O, |OD|) kruznica sa srediét_em u ishodistu polumjera |OD| = V17. Ozna¢imo
sa Dy sjeciSte kruznice kK’ s duzinom OA. Tada je |OD,| = V17. Neka su E; i E;, totke na
osi x takve da je |E\D,| = |D1E>| = 11|OE,| < |OFE,|. Tada je |E1E;| = 21

|OE,| = V17 - 1.

Neka je kg, (E,,|OD|) kruznica sa srediStem E; polumjera |OD| = V17 (slika 2.7).
Oznacimo sa F sjeciSte kruZnice kg, s duZinom OB. Tada je |[FE,| = V17. Neka je G
poloviste duZine FE, i kg(G,|GE,|) kruZnica sa srediitem G polumjera |GE;|. Povucimo
okomicu na os x u tocki E; 1 ozna¢imo sa H sjeciSte te okomice s kruznicom k. Tada je
AFHE, pravokutan trokut nad promjerom FE, kruZnice kg pa vrijedi

E(H| = VIE\EJlEF| = {2 V17,

Neka je tocka J na okomici kroz tocku E; takva da je |HJ| = 31 |E,J| < |EH|. Povucimo
paralelu sa osi x kroz toCku J i neka je tocka K na toj paraleli takva da je |[JK| = 51
|OJ| < |OK)|. Tada je AHJK pravokutan trokut iz kojeg slijedi

|HK| = V|HJP? + |JK]> = V32 + 52 = V34
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Neka je ky(H,|HK|) kruzZnica sa srediStem H polumjera |[HK|. Oznacimo sa K, sjeciSte

kruZnice ky s duzinom OA. Tada je |HK| = |[HK,| i AHE, K, je pravokutan trokut iz kojeg
slijedi

|E\K\| = VIHK, 2 — |[E;H? = 34 - 2V17.

——__ |H
I A WY
= X
i /7| 7 N
Ey // P g
N
/7, 3
ly
\
U
\
l
\
f \
Fl G E Dy | K;
° o o o P
| J | By
\ !
\ /
\\ /
W /
X ¥
LS 7
X N A d

Slika 2.7: Konstrukcija pravilnog sedamnaesterokuta

Neka su tocke L, M i N na osi x takve daje |K L] = 17+3 \/ﬁpri ¢emu je |OK,| < |OL],
|LM| = 170+38 \/ﬁpri ¢emuje |OL| < |[OM|1|NL| = 1 pri emu je |ON| < |OL| (slika 2.8).

k P

Q
K, I P M
o0 @ O
O L

Slika 2.8: Konstrukcija pravilnog sedamnaesterokuta
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Neka je P poloviste duzine NM i kp(P,|PM|) kruznica sa srediStem P polumjera |[PM|.
Povucimo okomicu na os x u tocki L i oznacimo sa Q sjeciSte te okomice s kruZnicom kp.
Tada je ANQM pravokutan trokut nad promjerom NM kruznice kp iz Cega slijedi

ILO| = \INLI|LM| = 170 + 38 V17.

Neka je k; (L, |LQ|) kruZnica seiredﬁtem L polumjera |LQ]| (slika 2.9). Oznacimo sa
Q, sjeciste kruznice k; s duzinom K, L. Tada je |LQ,| = |LQ| i

K\ O\l = |K\L| - |LOy| = 17 + 3V17 — /170 + 38 V17.

kp = =g
7 by
e N
/ \
/ \
\
K, | L :
oo o s ,
/
E[ \Ql N /
§ /
3 /
S 7/
~ 7

Slika 2.9: Konstrukcija pravilnog sedamnaesterokuta

Neka je to¢ka R na osi x takva da je |[RK;| = 1, pri ¢emu je |OR| < |OK;| (slika 2.10).
Neka je S poloviste duZine RO, i ks(S,|S O]) kruznica sa sredistem S polumjera |S Q.
Povucimo okomicu na os x kroz tocku K i oznalimo sa T sjeciSte te okomice s kruznicom
ks. Tada je ART Q; pravokutan trokut nad promjerom RQ; kruZnice kg iz Cega slijedi

IK\T| = \IRK,||K, 0| = \/17+3\/1_— V170 + 38 V17.

Neka su tocke Ty i T, na osi x takve da je |K T | = |T\T»| = |K,T|, pri cemu je |OK;| <
|OT;| < |OT,|. Povucimo okomicu na os x kroz to¢ku 7,. Oznacimo sa A; i A, sjecista te
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okomice s kruznicom ky(O, 16). Tada je
|OT,| = |OE\| + |E\Ky| + |[K Ty| + |TT|

=Vi7-1+ \/34—2«/ﬁ+2\/17+3\/1_— \170 +38V17
JT

2
= 16cos —,
17

tj. AA, je stranica pravilnog sedamnaesterokuta.

Prisjetimo se da smo na pocetku konstrukcije uzeli kruznicu ko polumjera 16. Neka je
k(O, 1) jedini¢na kruZnica sa sredi§tem u ishodistu. Sjecista kruZnice k s duZinama OA i
OA, bit ée to¢no rjesenja £° i &' jednadzbe z!” — 1 = 0. Preostale vrhove lako dobijemo
prenoSenjem odgovarajuceg kuta ili stranice pravilnog sedamnaesterokuta.

- ~
e \ N
s \ ki
7 \ AN
\ N
"5
T % \
7 \1 \\
/ “
/ ' \
1
! 1 \
I \ b
1 A | Q[
o o o o——0 © 0
o E, R l\ S i I
I
I
\ '
/
\ 4 7
\ ]
N l' /
\ ] 4
N M £
N ] » 7z
N S /’ 7
fow é =
s R

Slika 2.10: Konstrukcija pravilnog sedamnaesterokuta
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2.6 Konstrukcije joS nekih pravilnih n-terokuta

Do sada smo dokazali da se elementarno mogu konstruirati pravilni trokut, Cetverokut,
peterokut 1 sedamnaesterokut. Njihovi srediSnji kutovi jednaki su zn—” zan = 3,4,5117,
redom. Uzastopnim raspolavljanjem tih sredi$njih kutova, dobivamo srediSnje kutove

2
n -2k’

1z Cega slijedi da se elementarno mogu konstruirati i pravilni n-terokuti za

keN,

n=3-25 n=4.2" npn=5.28 n=17-2f keN.

Posebno, elementarno se mogu konstruirati pravilni Sesterokut i dvanaesterokut (slika 2.11),
osmerokut i Sesnaesterokut (slika 2.12) te deseterokut (slika 2.13).

Napomenimo da je pravilni Sesterokut moguée puno jednostavnije konstruirati, medutim
ovdje pokazujemo kako se pravilni Sesterokut moze dobiti iz ve¢ konstruiranog pravilnog
trokuta.

Slika 2.11: Konstrukcija pravilnog Sesterokuta i dvanaesterokuta
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Slika 2.13: Konstrukcija pravilnog deseterokuta

29
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Do pred kraj 18. stoljeca bile su poznate samo konstrukcije pravilnog trokuta i petero-
kuta. Problem konstrukcija pravilnih n-terokuta u potpunosti je rijesio Gauss* sljede¢om
tvrdnjom:

Pravilni n-terokut moZe se konstruirati ravnalom i Sestarom ako i samo ako je n potencija
od2ilijen =2"pipy...ps gdjejer e NU{O}, s € N, a py,...,ps su razliciti Fermatovi
prosti brojevi.

Fermatovi brojevi su oblika 2% + 1, k € N, a do danas je poznato samo pet prostih medu
njima: 3,5,17,257,65537 (redom za k = 0,1, 2, 3,4).

Za dokaz prethodne tvrdnje potrebno je ozbiljnije poznavanje algebre i njime se neCemo
baviti u ovome radu (dokaz se moZe pronaci u [9]).

U ovom poglavlju vidjeli smo kako konstruirati pravilni n-terokut ako je n jedan od prva
tri Fermatova prosta broja. Kako se u Gaussovom teoremu pojavljuje produkt razli¢itih
Fermatovih prostih brojeva, prirodno je pitati se moze li se konstruirati pravilni pg-terokut
ako je moguce konstruirati pravilni p-terokut i/ili pravilni g-terokut.

Teorem 2.6.1. Neka su p i g relativno prosti prirodni brojevi te n = pq. Pravilni n-terokut
moguce je elementarno konstruirati ako i samo ako je moguce elementarno konstruirati
pravilni p-terokut i pravilni g-terokut.

Dokaz. Ako je pravilni n-terokut konstruktibilan, tada znamo konstruirati srediSnji kut

2r 2«
()0 = — =
n pq
odnosno znamo konstruirati
2r . 2
pe=— 1 qo=—.
q p

Dakle, n jednakih dijelova na koje smo podijelili kruZnicu moZemo grupirati u p grupa od
po g dijelova ili u g grupa od po p dijelova.

Obratno, pretpostavimo da znamo konstruirati pravilni p-terokut i pravilni g-terokut.
Neka su

2j 2j
zj:cos£+isin£, j=0,...,p—1,

p p

2h 2h
zh:cos—n+isin—ﬂ, h=0,...,q—-1,

q q

4Carl Friedrich Gauss (1777. — 1855.), njemacki matematicar, fizicar, astronom i geodet
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rjeSenja ciklotomskih jednadZzbi

redom. Tada je

( 2jr .. 2j7T)( 2hn . 2h7r)
Z;zp = |cos — +isin — |[cos — +isin —
p 4 q q
i h i h
:cos2ﬂ(l+—)+isin2ﬂ(l+—)
JZ P 9
iq + h iq+h
:COSZJT(]q p)+isin27r(Jq p).
pPq pq

Kako su p i g relativno prosti, postoje a, b € Z takvi da je
aqg+bp =1.
Neka je k € Z. Definiramo j € {0,1,...,p—-1}ihe€{0,1,...,g— 1} sa

j=ak(mod p) i h=bk(modq).

Tada vrijedi
plj—ak 1 gq|h-bk,
pa
pqljq—akq 1 pq|hp—Dbkp,
odakle slijedi
pq | (jq + hp) — k(aq + bp),
odnosno
rql(jg + hp) — k.
Konacno,
jq + hp = k (mod pq).
Stoga je
2k . 2km
ZjZp = COS — + 181N —
rq rq
2kr . 2km
=Ccos— +isin— = 7.
n n

Razlicite z; dobijemo zak =0,1,...,n— 1.
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Dakle, ako g puta konstruiramo vrhove z; pravilnog p-terokuta i to tako da svaki put
zapo¢nemo konstrukciju od vrha z;, pravilnog g-terokuta za razli¢ite h = 0, ...,qg — 1, dobit
¢emo sve vrhove pravilnog pg-terokuta, tj. n-terokuta.

Takoder, ako p puta konstruiramo vrhove z;, pravilnog g-terokuta i to tako da svaki put
zapo¢nemo konstrukciju od vrha z; pravilnog p-terokuta za razlicite j = 0,..., p— 1, dobit
¢emo opet sve vrhove pravilnog pg-terokuta, tj. n-terokuta. O

Konstrukcija pravilnog petnaesterokuta

Promotrimo pravilan 15-erokut. Broj n = 15 moZemo rastaviti na proste faktore p = 3 i
g = 5. Znamo da su vrhovi pravilnog trokuta, peterokuta i petnaesterokuta redom

2i 2i
zj:cos%r+isin%, j=0,1,2,

2h 2
2 :cosT”Hsin?”, h=0,1,2.3,4,

2(jg + h 2(jg + h
(Jg + hp)m +isin (Jg + p)ﬂ_

e =8 TS 15

PrikaZzimo tabli¢no brojeve

jq+ hp (mod 15), p=3, g=>5.

h\j 0 1 2
0 [0-5+40-3=0 |1-5+0-3=5 2-5+0-3=10
I |0-5+1-3=3 |1-5+1-3=8 2-5+1-3=13
2 10:5+2-3=6 |1-5+2-3=11 2-54+42-3=16(mod 15) =1
3 10:543:3=9 |1-54+3-3=14 2:543-3=19(mod 15) =4
4 [0-5+4-3=12|1-5+4-3=17(mod 15)=2|2-5+4-3=22(mod 15) =7
Vidimo da smo dobili upravo sve vrijednosti k = 0, ..., 14.

Tri stupca predstavljaju tri pravilna peterokuta ¢iji su poc€etni vrhovi u vrhovima pra-
vilnog trokuta (slika 2.14).

Pet redaka predstavlja pet pravilnih trokuta ¢iji su pocetni vrhovi u vrhovima pravilnog
peterokuta (slika 2.15).
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Slika 2.14: Konstrukcija pravilnog petnaesterokuta iz pravilnog trokuta

Slika 2.15: Konstrukcija pravilnog petnaesterokuta iz pravilnog peterokuta

33



Poglavlje 3

Konstrukcije pravilnih mnogokuta
trisekcijom kuta

Prije izvodenja konstrukcija potrebno je navesti koja sredstva dopustamo pri konstrukciji.
To mozZe biti samo ravnalo, samo Sestar, ravnalo i Sestar, a moguce je dodatno koristiti i
umetanje pravca, konusne presjeke i dr.

U prethodnom poglavlju najprije su izvedene elementarne konstrukcije pravilnih n-
terokuta za n = 3,4,51 17, a zatim iz tih konstrukcija i elementarne konstrukcije pravilnih
mnogokuta zan = 6,8,10,121 16.

Iz Gaussovog teorema slijedi da nije svaki pravilni n-terokut elementarno konstrukti-
bilan. Preciznije, Gaussov teorem kaze da se pravilni n-terokut moze elementarno kons-
truirati ako i samo i ako je n potencija broja 2 ili je n produkt potencije broja 2 i konacno
mnogo Fermatovih prostih brojeva. Posebno, ako je n neparan, tada je moguce elemen-
tarno konstruirati pravilni n-terokut ako i samo ako je n Fermatov prost broj ili produkt
Fermatovih prostih brojeva.

Kako 7,9 1 13 nisu Fermatovi prosti brojevi ni produkti takvih brojeva, iz Gaussovog
teorema slijedi da pravilan sedmerokut, deveterokut i trinaesterokut nije moguce elemen-
tarno konstruirati.

U ovom poglavlju dokazat ¢emo da je navedene mnogokute mogucée konstruirati uz
pomoc trisekcije kuta te da za dijeljenje kuta na tri jednaka dijela opcenito nisu dovoljni
samo ravnalo 1 Sestar.

Trisekciju kuta moguce je izvesti na viSe nacina, ovisno o tome koja su sredstva dopuste-
na. Ovdje ¢emo pokazati Arhimedovu trisekciju kuta uz pomo¢ umetanja pravca. Umeta-
nje pravca takoder se moZe izvesti na viSe nacina, a u ovom radu pokazat ¢emo umetanje
pravca pomocu trake papira. Koristeci trisekciju kuta, izvest ¢emo po jednu moguéu ge-
ometrijsku konstrukciju pravilnih n-terokuta za slucajeve n = 7,91 13.

34
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3.1 Kubna jednadzba i nerjeSivost trisekcije kuta
ravnalom i Sestarom

Da bismo dokazali sljedeci teorem, potreban nam je pojam kvadratnog proSirenja polja
racionalnih brojeva dodavanjem elemenata. Konkretno, ako polje Q proSirimo sa p; =
VA, A, €Q, p; ¢ Q, dobivamo Q(p;) = {a + bp; : a, b € Q}. Postupak moZemo nastaviti
tako da Q(p;) proSirimo sa p, = VA5, A, € Q, p» & Q(py), pa dobivamo Q(p,0,) =
{a+bpy: a,b,e Q(py)} itd. Ako je a + bp; = 0 za neke a,b € Q, zbog p; ¢ Q slijedi
a = b = 0. Nadalje, ako je a + bp, = 0 zaneke a,b € Q(py,...,pr-1), tadajea =b = 0.
Prema teoremu 2.3.1, duZina duljine x je elementarno konstruktibilna ako i samo ako x
mozemo izraziti pomoc¢u kona¢no mnogo racionalnih operacija i konacno mnogo vadenja
kvadratnih korijena. S obzirom na to da pri konstruiranju polazimo od jedini¢ne duZine,
duzina duljine x je elementarno konstruktibilna ako i samo ako je x € Qili x € Q(poy, ..., pr),

gdjejep; = A, A;j€Q, p; ¢ Qo1 ....pj1).
Teorem 3.1.1. Ako kubna jednadzba
C+rax+ax+ap=0 (3.1)

s racionalnim koeficijentima nema racionalnih rjesenja, tada niti jedno njeno rjesenje nije
elementarno konstruktibilno.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Prema osnovnom teoremu algebre, jednadzba treceg stup-
nja ima to€no tri rjesenja, a kako kompleksna rjeSenja dolaze u paru, znamo da kubna jed-
nadzba ima barem jedno realno rjeSenje. Neka jednadZzba (3.1) ima realno rjeSenje x; koje
po pretpostavci nije racionalno. Budu¢i da su rjeSenja jednadzbe (3.1) po pretpostavci ele-
mentarno konstruktibilna, postoje brojevi p; = VA,...,or = VA, k> 1, A; €Q, p; ¢

Q(pl, . ,pj—l)’ takvi daje X € Q(pl, . ,pk), ali X1 ¢ Q(pl, . apk—l)-
Kako je x; € Q(py, ..., px), slijedi da je x; oblika

X1 =p+qpe. P.q€Qpr,....p-1), g #0.
Uvrstimo i x; = p + gpx u (3.1), dobivamo
x? +a2xf+a1x1 +ayp =P+ Qpr =0,
gdje je
P=p’+3pg’Ac+a (P2 + quk) +ap+ag € Q1. Pk-1)s
Q =3p’q + ¢ Ar + 2a:pq + a1q € Qpy, . .., pr-1).-
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Ako bi vrijedilo da je Q # 0, onda bi bilo p, = —P/Q, tj. pr € Q(o1,...,pr-1), Sto je
suprotno pretpostavci. Dakle, Q = 0, iz Cega slijedidajei P = 0.
Ako uvrstimo x, = p — goi u jednadzbu (3.1), dobivamo

x; + azxg +a,x; +ag = P - Qpy,

pa P = Q = 0 povlaci da je P — Qp, = 0. Dakle, x, je drugo rjeSenje jednadzbe (3.1).
Uoc¢imo da je x; + x, = 2p # 0 jer bismo iz pretpostavke p = 0 dobili kontradikciju sa

X1 ¢ Q(pl, .. -’pk—l)-

Neka je x; treCe rjeSenje jednadzbe (3.1). Iz Vieteove formule x; + x, +x3 = —a; slijedi

daje X3 = —a2—2p. Kakoje a, € Qte p € Q(pl, ce ,pk_l), Slljedl daje X3 € Q(pl, ce ,pk_l).
Ponovimo li gornji postupak za x3 € Q(poy,...,0r1), doci éemo do zakljucka da je x; €
Q(o1, - . ., pr—2), Sto je kontradikcija. O

Teorem 3.1.2. Ako neka kubna jednadzba
C+ax+ax+ap=0

s cjelobrojnim koeficijentima ima racionalno rjesSenje x,, tada je taj x; cijeli broj i djelitelj
slobodnog clana ay.

Dokaz. Neka je x| = 5, p € Z,q € N, rjeSenje zadane jednadzbe. Tada vrijedi
3 2
(2) +Clz(£) +a13+a020.
q q q

MnoZenjem cijele jednadZbe sa ¢° dobivamo
p3 + azpzq + alpq2 + a0q3 =0, 3.2)

odnosno

P’ = —q(ap® + aipg + aq’).

Bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da su p i g relativno prosti brojevi pa
slijedi da je g = 1. 1z (3.2) takoder slijedi
avg’ = —p(p* + apg + arq’).

Kako su p i g relativno prosti, p ne dijeli g, pa onda ni ¢>. Dakle, iz prethodne jednakosti
mozZemo zakljuciti da je p djelitelj slobodnog ¢lana a.
]
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NerjeSivost trisekcije kuta ravnalom i Sestarom

Da bismo dokazali nerjesivost trisekcije kuta ravnalom i Sestarom, dovoljno je to dokazati
za neki poseban kut.
Na temelju Moivreove formule imamo

3
cosSp +ising = (cos ¢ + isin f) ,
3 3
odnosno
Cos@ +ising = (cos3 g —3cos g sin’ g) + i(3 cos’ g sing — sin® g) , (3.3)
iz Cega slijedi
sin @ = 3 cos? g sing — sin’ g
odnosno
sin = 3sin§ — 4sin’ g. (3.4)

Neka su zadani jedini¢na duZina 1 kut ¢. Tada sin ¢ moZemo smatrati zadanom veli¢inom,
asin £ trazenom veli¢inom. Uvodenjem supstitucije

. . @
sing =g, sinz=x

u jednadzbu (3.4), dobivamo
4x* = 3x+a=0.

Mnozenjem cijele jednadzbe s 2 te uvodenjem supstitucije y = 2x dolazimo do
vy =3y +2a=0. (3.5)

Promotrimo slucaj trisekcije kuta Z. Znamo da je sin g =
li to u jednadzbu (3.5), dobivamo

%, odnosno a = % Uvrstimo

Yy =3y+1=0. (3.6)

Da bi rjesenja jednadzbe (3.6) bila elementarno konstruktibilna, ta bi jednadZba prema
teoremu 3.1.1 morala imati racionalno rjesenje, a to rjeSenje bi moralo biti djelitelj od 1.
Kako niti 1 niti —1 nisu rjeSenja ove jednadzbe, jednadzba (3.6) nema niti jedno racionalno
rjeSenje. Dakle, nije moguce provesti trisekciju kuta £ ravnalom i Sestarom.

Buduc¢i da smo za a mogli uzeti neograni¢eno mnogo vrijednosti koje takoder vode
do nerjesivosti odgovarajuée konstrukcije, zaklju¢ujemo da ima neizmjerno mnogo kutova
Cija trisekcija nije izvediva ravnalom 1 Sestarom.
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3.2 Arhimedova trisekcija kuta

Vidjeli smo da trisekcija kuta opcenito nije rjeSiva koriStenjem samo ravnala i Sestara.
Medutim, dokazat ¢emo da se takva konstrukcija eventualno moze rijeSiti uz pomo¢ dodat-
nog pomagala. Arhimed! je, pored ravnala i Sestara, za trisekciju kuta koristio traku papira.
OpiSimo detaljnije tu konstrukciju.

Zadan je kut 3¢ s vthom O. OpiSimo kruZnicu polumjera r oko vrha O i ozna¢imo
sjecista kruznice s krakovima zadanog kuta sa A i B (slika 3.1). Umetnimo sada pravac
BPQ na sljedec¢i naCin. Na rub trake papira nanesimo tocke P i Q tako da je |[PQ| = r.
PoloZimo tu traku papira tako da tocka Q ostaje na pravcu OA te joj rub stalno prolazi kroz
tocku B 1 to tako dugo dok to¢ka P ne padne u to¢ku na kruZnici. Povucimo sada paralelu
s pravcem BPQ koja prolazi kroz vrh O. Dokazimo da je ta paralela upravo trisektrisa kuta
LAOB.

Bududi da je |OP| = |PQ| = r, trokut AOPQ je jednakokracan. Tada je kut ZOPB =
2/0QP kao vanjski kut trokuta AOPQ. Takoder, |OP| = |OB| = r pa je 1 trokut AOPB
jednakokracan, odnosno vrijedi da je ZOPB = /OBP. Kako je dani kut ZAOB vanjski kut
trokuta AOBQ, vrijedi

LAOB = /0QB + £tOBQ = 3¢.

Slika 3.1: Arhimedova trisekcija kuta

I Athimed (oko 287. — 212. pr. Kr.), starogr¢ki matematicar, fizi¢ar i astronom
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3.3 Konstrukcija pravilnog sedmerokuta

Vrhovi pravilnog sedmerokuta (slika 3.2) rjeSenja su jednadzbe
7 -1=0,

odnosno
(Z—1)(26+25+z4+z3+z2+z+1):0.

Slika 3.2: Vrhovi pravilnog sedmerokuta

Kako je zp = 1 trivijalno rjeSenje, treba rijesiti jednadzbu
S+ ++2+2+z+1=0.
Podijelimo li cijelu jednadZbu sa z°, dobivamo

1 1 1
2+ +z+l+ -+ +5=0.
z 2z

1 1 1
(z3+—)+(z2+—)+(z+—)+1:0.
z z? 4

Grupiranje daje

39

(3.7)
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Uvodenjem supstitucije z + £ = x dobivamo 2>+ & = x* =21z’ + & = x’ — 3x pa prethodna
jednadzba prelazi u kubnu jednadzbu

C+xP-2x-1=0. (3.8)

Analogno kao 1 kod jednadzbe (3.6), jednadZzba (3.8) nema niti jedno racionalno rjeSenje
pa prema teoremu 3.1.1 rjeSenja te jednadZbe nisu elementarno konstruktibilna, ¢ime je
dokazana nerjeSivost konstrukcije pravilnog sedmerokuta ravnalom i Sestarom.

Medutim, pravilni sedmerokut moze se konstruirati tako da se kubna jednadZba geome-
trijski rijesi trisekcijom kuta. Iz (3.3) znamo da je

6 6 6
cos 8 = cos’ § —3cos § sin’ §
odnosno
cos 30 = 4cos® @ — 3 cosb. (3.9

Supstituirajmo najprije x = % (y — 1) u jednadzbu (3.8). Sada imamo

y —21y-7=0. (3.10)

fw) =y
Slika 3.3: Grafi¢ki prikaz rjeSenja jednadzbe y* — 21y — 7 = 0.

Stavimo p(y) = y* — 21y — 7. Kako je p(=5) < 0, p(=1) > 0, p(0) < 0i p(5) > 0, to se po
jedno rjeSenje jednadZzbe p(y) = 0 nalazi unutar svakog od intervala (-5, —1), (-1, 0),(0, 5).
Buducdi da se sva rjeSenja jednadZbe (3.10) nalaze unutar intervala [— V28, V28], moZemo
u tu jednadZbu uvesti supstituciju y = V28 cos 6 pa ona prelazi u

7@(400539—30050):7. (3.11)
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Izraz u zagradi prepoznajemo kao cos 36 pa imamo

‘ -

1
cos 30 = =

V28 2

S

RjeSenja ove jednadzbe su

1
30 = arccos —— + 2kn, k=0,1,2,
27

odnosno
0 ! arccos — 0 ! arccos —— + 27T i 6 ! arccos —+ 47T
1 =3 h =3 - 1 03=3 =
2«/_ 3 2\/_ 2\/_
Neka je
2k 2k
Zk :cos7ﬂ+isin7ﬂ, k=1,...,6.
Sli¢no kao i prije, definiramo
1 2k
Xk—Zk+——Zk+Zk—ZCOS—7T k=1,...,6,
Zk 7

pa su rjesenja jednadzbe (3.8) jednaka

2 12 4 10 6 8
x1=2COS—ﬂ=2COS—”, x2:2cos—n:2(:os—n, x3—2(:os—ﬂ—2czos—ﬂ
7 7 7 7 7 7
a jedino pozitivno rjeSenje je x;. Uvrstimo li x; i y = V28 cos @ u prethodnu supstituciju
y =3x+ 1, dobivamo

2
2V7 cos = 6cos7ﬂ+l

odnosno

2 7 1
00577r = T\/_COSQ—E. (3.12)
Sada preostaje izabrati kut 6 tako da se dobije vrijednost kosinusa iz x;, a ne iz x; ili
x3. Bududi da je arkus kosinus strogo padajuéa funkcija na intervalu [0, 1], vrijedi

Vi 1 1 T
— = arccos — < arccos —— < arccos(Q = o

6 2 27

iz Cega slijedi
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Supstituiramo li 6, = % arccos 2+ﬁ u (3.12), kona¢no dobivamo
2 7 1 1 1
cos7ﬂ = T\/_cos (§ arccos ﬁ) ~ g (3.13)

Sada se konstrukcija pravilnog sedmerokuta svodi na trisekciju kuta Ciji je kosinus *ﬁ

Konstrukciju provodimo na sljedeci nacin:

Neka je (O, 1) jedini¢na kruZnica sa sreditem u ishodiitu te neka je AB promjer te
kruznice koji lezi na osi x. OCcito tocka A(1,0) odgovara prvom vrhu pravilnog sedmero-
kuta (slika 3.4).

Slika 3.4: Konstrukcija pravilnog sedmerokuta

Neka je M poloviste duzine OB i neka je K jedno sjeciite kruznice k i okomice na AB
kroz toCku M. 1z pravokutnog trokuta AOMK slijedi

1V V3
[KM| = \|OKP — |0MF = \/12—(5) - g
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Oznacimo tocku L na polumjeru OB tako da vrijedi |OL| = %lOBl = % Tada je |[ML| =
élOBI. Iz pravokutnog trokuta AKML slijedi

KL = VIKMP + |MLP = 4 (?)2 = (é)z = g

Primjenom trigonometrije pravokutnog trokuta dobivamo

(KLM IML| !
cos =——=—
KLl 2+/7

Time smo dobili da je kut ZKLM = 3.

Preostaje provesti Arhimedovu trisekciju tog kuta (slika 3.4). Neka je k,(L, |[KL|) kruz-
nica sa srediStem L polumjera |KL|. Umetnimo pravac KPQ tako da je P na kruZnici k,,
O na pravcu AB te vrijedi |PQ| = |KL|. Kako je trokut APQL jednakokracan i ZPLQ =
LPQL = ¢, vrijedi
POl 2IKL|
1z Cega slijedi

|LQ| = 2|KL|cos ¢ = 2ﬁ cos (l arccos L)
3 3 247
te

7 1 1 1
|0Q0| = |LO| - |OL| = ZT\/_ cos (§ arccos ﬁ) -3

Oznacimo sa N poloviste duZine OQ. Sada imamo

7 1 1 1
|ON| = icos — arccos —— | — —,
3 3 247 6

aiz (3.13) znamo da je

21
ON| = —.
| | = cos 7

Povucimo okomicu u to¢ki N na AB. Ozna¢imo sa A; i A, sjeciSta te okomice s kruZnicom
k. Tocke A,,A 1 Ay su tri uzastopna vrha pravilnog sedmerokuta. Preostale vrhove lako
dobijemo prenoSenjem kuta ¢ ili duZine AA;.

Takoder, primijetimo da bisekcijom srediSnjeg kuta pravilnog sedmerokuta moZemo
konstruirati pravilni Cetrnaesterokut (slika 3.5).
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Slika 3.5: Konstrukcija pravilnog Cetrnaesterokuta

3.4 Konstrukcija pravilnog deveterokuta

Vrhovi pravilnog deveterokuta (slika 3.6) rjeSenja su jednadZzbe
Z-1=0.
Primjenom formule za razliku kubova dobivamo
(Z-1)(L+2+1)=0.

Buduéi da smo veé¢ dokazali konstruktibilnost rjeSenja jednadzbe z> — 1 = 0, preostaje
rijesiti jednadzbu
L+ +1=0.
Podijelimo li cijelu jednadZbu sa z°, dobivamo
1
2+1+—==0.
23

Uvodenjem supstitucije x = z + % dobivamo kubnu jednadzbu

X -3x+1=0. (3.14)
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Slika 3.6: Vrhovi pravilnog deveterokuta

Kao i ranije, jednadzba (3.14) nema niti jedno racionalno rjeSenje pa njena rjeSenja nisu
elementarno konstruktibilna. Dakle, pravilni deveterokut nije moguce konstruirati samo
ravnalom i Sestarom.
No, pravilni deveterokut takoder mozemo konstruirati koristeci trisekciju kuta. Prisje-
timo se da smo ranije konstruirali pravilni trokut ¢iji je srediSnji kut jednak 23—” Podijelimo
2r

li taj kut na tri jednaka dijela, dobit ¢emo ¢ = <, a to je upravo srediSnji kut pravilnog

deveterokuta. U nastavku provodimo trisekciju kuta ZAOC pravilnog trokuta.

Konstruirajmo pravac CPQ tako da je P na kruznici k, Q na pravcu AB te vrijedi da je
|PQ| = |OC|. Povucimo paralelu s pravcem CPQ kroz vrh kuta O i1 oznaimo sa A; jedno
sjeciSte paralele 1 kruZnice k (slika 3.7). Tocke A 1 A; su dva vrha pravilnog deveterokuta.
Preostale vrhove lako dobijemo preno$enjem kuta ¢ ili duZine AA,.

Sli¢no kao prije, bisekcijom srediSnjeg kuta pravilnog deveterokuta mozemo konstru-
irati pravilni osamnaesterokut (slika 3.8).



POGLAVLIJE 3. KONSTRUKCIJE TRISEKCIJOM KUTA 46

s TR
/ b,
,/ N
o, -
/A/' A\
Vg ‘\\
/,/ K \\ °
14 B3
i \ \
/ ! A
I o A
o! o 18 ®
Vi i
\ ! 7|
\! 7
| 7|
\.
\.
\.
o
\V
N
) S )
S~ ==

Slika 3.8: Konstrukcija pravilnog osamanesterokuta
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3.5 Konstrukcija pravilnog trinaesterokuta

Vrhovi pravilnog trinaesterokuta (slika 3.9) rjeSenja su jednadzbe
Z13 -1= 0,
odnosno

(z—l)(z12+z“+z10+z9+z8+z7+z6+z5+z4+z3+z2+z+1)=().

e’ = (1,0)

Slika 3.9: Vrhovi pravilnog trinaesterokuta

Kako je zp = 1 trivijalno rjeSenje, treba rijesiti jednadzbu
i T e e WAl Tl o T I |}
Podijelimo li cijelu jednadZbu sa z°, dobivamo

1 1 1 1 1 1
L+t z bt s Ss+<+ < =0
2 2 2 Pz
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Uvodenjem supstitucije z + % = x dobivamo

1 1 1
TH5=x-2 DH+5=x-3x I+o=x"-4r+2
z z bl
5 1 5 3 6 1 6 4 2
z+—5:x—5x + 5x, Z+—6=X—6X +9x" -2,
z 4

pa prethodna jednadZba postaje
X+ -5xt -4 +6xr +3x-1=0. (3.15)

Neka je
277+,_ 2r
= — n—.
Z cos13 is 3

Sli¢no kao kod sedamnaesterokuta, vrijedi

xk:zk+§k:zk+§:2cos%, k=1,...,12, (3.16)
pa su rjeSenja jednadzbe (3.15) jednaka
x1:2c:os?—73rz2coszl4—3ﬂ, x2:2cos%:2cos%r,
x3:2003%:2c0s210—3ﬂ, x4:2cos%:2cos%r,
x5:2cosllo—3ﬂ:2cosll6—3ﬂ, x6:2005112—3ﬂ:200s114—3ﬂ.

Ova rjeSenja mozemo podijeliti u dvije skupine:
X1, X3, X4 1 X2, X5, X6.
Pokusajmo naci jednadZbu ¢ija su rjeSenja xy, x3 i x4. ZapiSimo tu jednadZzbu kao
3 2 _
X +ax*+ax+ay=0.
Iz Vieteovih formula slijedi

X1+ X3+ X4 =—ay,
X1X3 + X1X4 + X3X4 = ay, (3.17)

X1X3X4 = —Ay.
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Sli¢no kao 1 prije, vrijedi
2 + x5, zai= j,
Xixj = l = (3.18)
Xivj + Xji—jj, Zal+ ],
pri cemu zbroj i i j raCunamo modulo 13. Primijenimo li (3.18) na (3.17), dobivamo
X1X3 + X1 X4 + X3Xq4 = Xg4 + Xo + X5 + X3 + X7 + X1,

X1 X3X4 = (.X'4 + XQ)X4 = X4Xg + XoXg =2+ Xg + Xg + X3.
Bududi da je x; = x13-, vrijedi da je xg = x71 x5 = X3, iz Cega slijedi

X1X3 + X1 X4 + X3Xq4 = Xg4 + X2 + X5 + X3 + Xg + X1,

X1X3X4 = 2 + X5 + X6 + Xo.
Iz Vieteovih formula znamo da vrijedi
X1+ X+ X3+ X4 + X5+ xg = —1, (3.19)

paje
Xo+ X5+ X6 =—1—(x1 + x3 + x4). (3.20)

Sada zakljucujemo da vrijedi

-1,
1= (x; + x3 4+ x4).

X1X3 + X1X4 + X3X4

X1X3X4
Dakle, xi, x3 1 x4 su rjeSenja jednadzbe
XA (=x; = x5 —x)X° + (=Dx + (=14 x; + x3 + x4) = 0.

Preostaje izraCunati x; + x3 + x4. Ozna¢imo #; = x; + x3 + x4 1, = X, + X5 + X¢. Tada
prethodna jednadzba ima oblik

Xt —x—-1+1=0 (3.21)

ivrijedity + 1, = —1te

Hhit ()C] + x3 + X4)(X2 + x5 + X6)

X1X2 + X1 X5 + X1 Xg + X3X2 + X3X5 + X3Xg + X4X2 + X4X5 + XgXg

X3+ X1+ Xeg+Xq4+Xg+ X5+ X5+ X1+ X5+ Xo

+X4+X3+ X+ X2+ Xg4+ X1+ X3+ X2

3(x1 + X2 + X3+ X4 + X5 + Xg) = —3.
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Dobivamodajet; +, = -1 1it1t, = =3, pasu t; i t, rjeSenja kvadratne jednadzZbe

-1+ V13

£ +t-3=0, odakleslijedi t,= 2

Odredimo koje je od njih x; + x3 + x4, a koje x, + x5 + x¢. Buduci da je kosinus strogo
padajuca funkcija na intervalu [0, 7], za x;, x3 1 x4 dobivamo

2 2 6 6
X :2cosl—73r > 20031—;: V3, x3:200s£ > 20051—72T:O,
8 8
=2 — 2 — =-1
X4 cos 1= > 2c0s ,

iz Cega slijedi da je t; = x; + x3 + x4 > 0. Dakle,

-1+ V13 . -1- V13
= 1 =

h Hh =

2 2
Vratimo li sada #; u (3.21), dobivamo jednadzbu
1- V13 1 - V13
x3+T\/_x2—x—l—T\/_=O,

Cija su rjeSenja x, x3 1 x4. Nadalje, kako je x, + x5 + x¢ =1, 1

X2X5 + XoXg + X5Xg = X7 + X3 + Xg + X4 + X11 + X1
=Xt X3+ X5+ X4+ X2+ X = —1,
XaX5Xe = (X7 + X3)X6 = (X6 + X3)Xg = X6X6 + X3X6

:2+X12+X9+X3 =2+ x+x4+x3= 1—(X2+X5+X6),
to su xy, X5 1 X6 rjesenja jednadzbe

5 1+ V13, 1+ V13
+—x —x-1-— =
2 2
Dakle, dobili smo da se jednadzba (3.15) moZze faktorizirati kao

(x3—x—1+#(x2—1))(x3—x—1+1+2—\/B(x2—1))20,

X 0.

pri cemu je x; = 2cos % vece pozitivno rjeSenje jednadzbe dobivene iz prvog faktora, tj.

ﬂ(ﬁ—l):o.

3
S x—1+
X X 5

(3.22)



POGLAVLIJE 3. KONSTRUKCIJE TRISEKCIJOM KUTA 51

Sli¢no kao kod sedmerokuta, uvedimo supstituciju

=

== 3.23
x=3 5 (3.23)

u jednadZbu (3.22). Nakon sredivanja i mnoZenja sa 27 dobiva se jednadzba

3(VI3-1) Vi3

> y—26+5V13 = 0.

y -

Kada u ovu jednadzbu uvedemo supstituciju y = ¢ /2 (13 — \/B) dobivamo

4z3—3r:% 2—ﬂ.

Slika 3.10: Grafi¢ki prikaz rjeSenja jednadzbe 41° — 3t = % 2 - %

Stavimo p(t) = 45 — 3t — %\/2— % Kako je p(-1) < 0, p(—%) >0, p0) <01
p(1) > 0, to se po jedno rjeSenje jednadzbe p(f) = O nalazi unutar svakog od intervala
(-1, —%), (—%, 0), (0, 1). Budu¢i da su sva rjeSenja prethodne jednadZbe unutar intervala
[-1, 1], moZemo uvesti supstituciju ¢ = cos € pa imamo

1 513
4cos’f—3cosf = = [2 - ——,
COS COS 3 13
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odnosno koriStenjem formule (3.9),

1 5vVI13
= _42-_'=
cos 30 > N
1z Cega slijedi
9 1 1 ) 5vV13
= —ar — -
3 4rccos > 3

Izrazimo kut 6 preko arkus tangensa. Vrijedi

513

2
1=1L. 2= 2
o l1-cos?36 (2 13)_77+20x/ﬁ_(2\/ﬁ+5)

tg=36 =

2 - 2
cos? 36 (l - ﬂ) 27
2 13
odakle slijedi
2
(2V13+5) 3
tg39: T:T(Z\/ﬁ+5)’
paje
\/§(2 V13 + 5)
30 = arctg
9
odnosno
1 V3(2Vi3+5)
6=— .
3 9

Uvrstimo li x; te y = 1 4/2 (13 - \/E) 1t = cos 6 natrag u (3.23), slijedi

2t V13-1 1
COSB— B +E 8(13—\/5)c0s[§-

paje

1 \/5(2\/E+5)

1 V3(2Vi3+5)

2
12005% = VI3-1+ 8(13— \/E)cos(g-

Sada samo preostaje konstruirati pravilan trinaesterokut koristeci ovaj izraz.

52

(3.24)
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Za pocetak, transformirajmo ? (2 V13 + 5). Za jednostavnu konstrukciju bilo bi po-
godno da se g (2 V13 + 5) moze prikazati kao koli¢nik dvaju brojeva (oblika a+b \/ﬁ)

koji predstavljaju duljine kateta nekog pravokutnog trokuta, te da je /8 (13 - \/B) duljina

hipotenuze, jer bi tada kut 6 bio trecina jednog Siljastog kuta u tom trokutu. PokuSajmo
izraCunati duljine kateta metodom neodredenih koeficijenata. Neka su duljine kateta

\/§(a+b«/§) i c+dV13, a.b.c.deZ.

Tada dobivamo sustav jednadzbi

\/§(a+b\/ﬁ) \/§(ZN/E+5)

c+dVi3 9 ’

(V3(a+bVI3)) +(c+dVi3) =8(13 - VI3).

Kada iz prve jednad?be izrazimo V3 (a +b \/ﬁ) 1 taj izraz supstituiramo u drugu jed-
nadzbu, dobivamo

227 +(2V3 +5)
27

(c+aV13) =8(13- V13),

odakle slijedi
2
(c+dVI3) =62-14V13.

Kvadriramo li izraz na lijevoj strani te prebacimo sve ¢lanove na istu stranu, dobivamo
jednadzbu
¢+ 13d% - 62 + V13(2cd + 14) = 0.

Buducdi da su c i d cijeli brojevi, slijedi
CH+13d°=62 i cd=-T.

Iz druge jednadzbe zakljucujemo (c,d) € {(7,-1),(=7,1),(1,=7),(=1,7)} 1 lako provje-
rimo da samo prva dva para zadovoljavaju prvu jednadzbu. Kako mora biti ¢ + d V13 > 0,
tojec+dV13 =7 - V13. Sada je

2vV1
a+b\/1_:(c+d\/ﬁ)¥

:(7_ \/B)—Z\/§+5 =1+ VI13.
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Dakle, katete su duljina

V3(1+V13) i 7- Vi3,
a hipotenuza duljine

8(13 - \/ﬁ)

Kateta duljine V3 (1 + \/ﬁ) je visina jednakostrani¢nog trokuta u kojemu je 1 + V13 du-

ljina polovine stranice, a V13 je duljina hipotenuze trokuta &ije su katete duljina 2 i 3.

Provedimo sada konstrukciju pravilnog trinaesterokuta.

Neka je ko(O, 12) kruznica sa srediitem u ishodistu polumjera 12 te neka je AB promjer
te kruZnice koji leZi na osi x. Na polumjeru OA konstruirajmo to¢ke H(3,0) i K(5,0), a na
okomici na polumjer OA kroz totku H konstruirajmo tocku L(3, 3) (slika 3.11).

Slika 3.11: Konstrukcija pravilnog trinaesterokuta
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Tada iz pravokutnog trokuta AKHL slijedi

IKL| = |LH]? + |[KH]? = V32 + 22 = V13.
N_eka je kx(K,|KL|) kruZnica sa srediStem u K polumjera |KL|. Ekminica sijeCe duZinu
OK utotki Q (5 — V13,0). Neka je M(6,0) poloviste polumjera OA te neka je ky (M, |MQ))

kruZnica sa sredistem M polumjera [M Q| = 1+ V13. Ta kruZnica sije¢e duZinu MA u tocki
R (7 + V13, 0). Konstruirajmo jednakostranicni trokut APQR. Duljina njegove stranice

jednaka je
ROl =7+ V13- (5- V13) =2(1 + V13).
Kako je M poloviste od RQ, to je PM visina jednakostrani¢nog trokuta APQR iz &ega
slijedi da P ima koordinate (6, V3(1 + VI3)).
Neka je kg (R, 2IOAI) kruznica sa srediStem R polumjera %IOAI. Ta kruZnica sijece OA
u toeki T (VI3 - 1,0) (slika 3.12).

Slika 3.12: Konstrukcija pravilnog trinaesterokuta
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Tada vrijedi
|MP|
tg /ATP = ——
IMT]|
odnosno
V3 (1 + VI3)
LATP = arctg ———,
7- V13
a vrijedi i

ITP| = \ITMP + |[MPP
- \/(7_ x/ﬁ)2+(@+ \/5)2 = 104 -8 VI3 = \8(13 - V13).

Podijelimo kut /AT P na tri jednaka dijela. Neka je S tocka u kojoj trisektrisa sijece
kruznicu k7(T,|T P|). Konstruirajmo okomicu na polumjer OA koja prolazi tockom § i
oznadimo sa V to¢ku u kojoj ona sije¢e polumjer OA. Toc¢ke u kojoj ta okomica sijece
kruznicu kp ozna¢imo sa A; 1 A,. Tada je

1
|OV| = |OT| + |T P| cos (ngTP)

=Vi3-1+ \/mcos[%arctg\/i(i;\/%ﬁ)),
\/§(2\/ﬁ+5))

1
=VI3-1+ 8(13—m)cos[§arctg 9

pa vrijedi da je

2
ovV|=12 —,
|OV| cos 3

tj. AA, je stranica pravilnog trinaesterokuta.

Sli¢no kao kod sedamnaesterokuta, tri uzastopna vrha pravilnog trinaesterokuta bit ¢e
sjecista jedini¢ne kruZnice k(O, 1) s duZinama OA;, OA i OA,, redom. Preostale vrhove
dobijemo prenoSenjem odgovarajuéeg kuta ili stranice pravilnog trinaesterokuta.

Takoder primijetimo na slici 3.12 da se toCke V 1 R gotovo podudaraju. Neka je A}
sjeciSte kruznice ko s okomicom na os x kroz R i neka je A), sjeciSte kruZnice ko s pravcem
TP, pri cemu su A’ i A} s iste strane osi x. Ako za konstrukciju pravilnog trinaesterokuta
umjesto tocke A; koristimo tocku A/ ili umjesto tocke A, tocku A}, tada dobivamo dvije
odli¢ne pribliZzne konstrukcije.
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Sazetak

Algebarske konstrukcije pravilnih n-terokuta svedene su na konstrukcije rjeSenja ciklotom-
ske jednadzbe z” — 1 = 0. U ovom diplomskom radu razlikuju se dva tipa konstrukcija:
elementarne konstrukcije (izvedive samo ravnalom i Sestarom) te konstrukcije trisekcijom
kuta (uz dodatno koriStenje trake papira). Algebarskom metodom elementarno su kons-
truirani pravilni trokut, cetverokut, peterokut i sedamnaesterokut. Opcenito, pravilan n-
terokut moZe se konstruirati ravnalom i Sestarom ako i samo ako je n potencija broja 2
ili je n produkt potencije broja 2 i kona¢no mnogo razli¢itih Fermatovih prostih brojeva.
Posebno, pravilni sedmerokut, deveterokut i trinaesterokut nije moguce elementarno kons-
truirati. U ovom radu njihove su konstrukcije izvedene trisekcijom kuta.



Summary

Algebraic constructions of regular n-gons are reduced to constructions of solutions to the
cyclotomic equation 7" — 1 = 0. In this thesis, two types of constructions are distinguished:
elementary constructions (straightedge and compass constructions), and constructions by
angle trisection (with the additional use of a paper strip). A regular triangle, quadrilateral,
pentagon, and heptadecagon are constructed elementarily by using algebraic methods. Ge-
nerally, a regular n-gon can be constructed with a straightedge and compass if and only if
is a power of 2 or the product of a power of 2 and a finite number of distinct Fermat prime
numbers. In particular, a regular heptagon, nonagon, and tridecagon cannot be constructed
elementarily. In this thesis, they are constructed by angle trisection.



Zivotopis

Rodena sam 28.4.1995. u Pakovu. Skolovanje sam zapo&ela u osnovnoj $koli Ivana Go-
rana Kovaci¢a u Pakovu. Nakon zavrSetka osnovne Skole, 2010. upisujem prirodoslovno-
matemati¢ku gimnaziju Antun Gustav Matos, takoder u Dakovu. Po zavrSetku srednjoskol-
skog obrazovanja, 2014. godine upisujem studij na Matemati¢kom odsjeku Prirodoslovno-
matematickog fakulteta u Zagrebu, gdje najprije studiram na Preddiplomskom sveucilis-
nom studiju Matematika, a 2018. se prebacujem na Preddiplomski sveuciliSni studij Mate-
matika, smjer nastavnicki. Godine 2020. stje€em titulu sveuciliSne prvostupnice edukacije
matematike te iste godine upisujem Diplomski sveucili$ni studij Matematika i informatika,
smjer nastavnicki.



	Sadržaj
	Uvod
	Algebarski pristup pravilnim mnogokutima
	Kompleksni brojevi u Gaussovoj ravnini 
	Prikaz pravilnih mnogokuta u kompleksnoj ravnini

	Konstrukcije pravilnih mnogokuta ravnalom i šestarom
	Osnovne konstrukcije
	Algebarska metoda
	Analitička metoda
	Konstrukcija pravilnog peterokuta
	Konstrukcija pravilnog sedamnaesterokuta
	Konstrukcije još nekih pravilnih n-terokuta

	Konstrukcije pravilnih mnogokuta trisekcijom kuta
	Kubna jednadžba i nerješivost trisekcije kuta ravnalom i šestarom
	Arhimedova trisekcija kuta
	Konstrukcija pravilnog sedmerokuta
	Konstrukcija pravilnog deveterokuta
	Konstrukcija pravilnog trinaesterokuta

	Bibliografija

