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Uvod

Teorija multiagentnih sustava (MAS) u sebi povezuje dva velika podru¢ja matematike: te-
oriju upravljanja i teoriju grafova. Teorija upravljanja usko je vezana uz razvoj inZenjerstva
i tehnologije. Radi se o jednoj od matematickih grana gdje svi problemi dolaze iz realnog
svijeta te zahtijevaju matematicke alate kako bi se moglo upravljati raznim sustavima. Te-
orija upravljanja koristi linearnu algebru i numericku matematiku kao svoje glavne alate.
Takoder, vaznu ulogu imaju Hardyjevi prostori i pripadne norme. Norma H,, jedno je od
vaznijih parametara koji opisuje znacajke nekog sustava.

Teorija MAS-a ubrzano se razvija zahvaljujuéi razvoju znanosti o mrezama te ima pri-
mjene u raznolikim disciplinama poput fizike, robotike, zrakoplovstva, elektrotehnike, bi-
ologije i psihologije.

Vaznu ulogu u teoriji MAS-a igraju usmjereni grafovi. Neusmjereni grafovi intenzivno
se proucavaju te su se razvili odgovarajuéi algebarski i spektralni alati za proucavanje tak-
vih grafova. S druge strane, usmjereni grafovi postali su predmet intenzivnijih istraZivanja
tek u zadnjih dvadesetak godina.

U ovom radu proucava se pitanje upravljanja, to jest osjetljivosti multiagentnih sustava.
Proucavanje osjetljivosti svodi se na racunanje H,, norme djelovanja poremecaja na MAS
koji je opisan neusmjerenim ili usmjerenim grafom. Racunanje H. norme numericki je
vrlo zahtjevan proces. Motivacija za ovaj rad bio je Clanak [14] u kojem se pokazuje
da se za povezane neusmjerene grafove raCunanje H,, norme svodi na racunanje Moore-
Penroseovog pseudoinverza, $to je numericki jako povoljno.

Cilj ovog rada bio je testirati vrijedi li isti rezultat za MAS-e na usmjerenim grafo-
vima pod istim uvjetima kao i za neusmjerene grafove. Testiranje se provodilo na slu¢ajno
generiranim grafovima uz pomo¢ Python biblioteke NetworkX.

Ovaj rad strukturiran je na sljede¢i nacin: u prvom poglavlju donosimo kratki pregled
pojmova 1 rezultata iz teorije upravljanja. U drugom poglavlju predstavljaju se rezultati
za neusmjerene 1 usmjerene grafove. Kratki uvod u MAS-e dan je u tre¢em poglavlju. U
cetvrtom poglavlju prezentiramo rezultat iz [14] koji je bio motivacija ovog rada te dono-
simo izvod analognog rezultata za MAS-e na usmjerenim grafovima. Rezultati testiranja
predstavljeni su u petom poglavlju.






Poglavlje 1

Uvod u teoriju upravljanja

1.1 Vremenski invarijantni sustavi u prostoru stanja
Definicija 1.1.1. Sustav obicnih diferencijalnih jednadzbi (ODJ) oblika

x(t) =Ax (@) + Bu(?) x(®)eR", u@eR", y@) eR?
y(t) = Cx(t) + Du(t), AeM,, BeM,,, (1.1)
x(0) = xo, CeM,, DeM,,,

nazivamo vremenski invarijantni sustavi (LTI) zapisan u prostoru stanja.

LTI sustav (1.1) oznacavamo sa G = (A,B,C,D) ili G = [ Ié g ]

Funkciju u nazivamo ulaz, a vektor y nazivamo izlaz.

Napomena 1.1.2. Sustav (1.1) je linearan. Takoder, sustav (1.1) je vremenski invarijantan
buduci da vrijedi:

() =u(@-T) .

. , =y =yt-T).

x0) :=x()
Napomena 1.1.3. Sustav (1.1) je linearni sustav ODJ prvog reda s pocetnim uvjetom,
stoga rjeSenje postoji i jedinstveno je (vidi [23]).

Definicija 1.1.4. Za kvadratnu matricu A € M, definiramo matricnu eksponencijalnu
Junkciju sa:
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Propozicija 1.1.5. Za autonomni sustav, (u = 0):

{x (1) = Ax (),

+(0) = x. (1.2)

rjesenje je dano s x (1) = e*'xy, t > 0.

Definicija 1.1.6. Sustav
x(1) = Ax (1),
x(0) = xo,

Jje interno stabilan ako za sve xy € R" vrijedi lim,_,, x (t) = 0.

Definicija 1.1.7. KaZemo da je matrica A € M, Hurwitzova ako je Re (1) < 0 za sve
svojstvene vrijednosti matrice. Ovdje s Re (1) oznacavamo realni dio kompleksnog broja
A

Propozicija 1.1.8. Sustav (1.2) je interno stabilan ako i samo ako je matrica A Hurwitzova.

Propozicija 1.1.9. Rjesenje sustava ODJ
x(t) =Ax () + Bu(t),
x(0) = xo,

dano je sa
t

x(t) = exy + f A" By (1) dr, t>0. (1.3)
0

Propozicija 1.1.10. Neka je dan sustav G = (A, B,C, D). Tada je preslikavanje u — y
dano sa
y (1) = Ce*xo + (g * u) (t) + Du (1), (1.4)

gdje smo sa g oznadili funkciju g (t) = Ce'B, a g * u oznacava konvoluciju funkcija g i u.
Dokaz. Primijenimo rjeSenje (1.3) na preslikavanje u# — y i dobivamo
y(@®) =Cx(t) + Du(t)
t
= Cellxy + f Ce*" ™ Bu (1) dr + Du (1)
0

= Cexy + (g * u) () + Du (7).

Opsiran pregled pojmova i rezultata teorije upravljanja moze se pronaéi u [5] 1 [25].
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1.2 Frekvencijska domena

Funkcija prijenosa

Definicija 1.2.1. Laplaceova transformacija funkcije f : [0, +00) — R je preslikavanje

s L)) =[(9):= fomf(r) e*"dr, seC.
Napomena 1.2.2. Opcenito kod ovakve dejiinicije ostaje pitanje konacnosti integrala iz
definicije. Ovdje se uzima da je domena od f skup svih s € C za koje integral konvergira.
Primjer 1.2.3. Kada na sustav (1.1) djelujemo Laplaceovom transformacijom dobivamo:
sx(s) :Afc(s)+Bit(s)} £(s)=(sI—A)'Ba(s)
$(s) =CR(s)+Da(s) {5)(s):(C(sI—A)_lB+D)1?t(s).
Pritom preslikavanje it — y oznacavamo sa
(=G (a(s). (1.5)
Definicija 1.2.4. Za sustav G = (A, B, C, D) definiramo pripadnu funkciju prijenosa kao
G(s)=C(sI-A)"'B+D. (1.6)

Napomena 1.2.5. Uocimo da primjenom Laplaceove transformacije na izraz iz propozi-
cije 1.1.10 moZemo i alternativno doci do formule (1.5). Naime, uzmemo x(0) = 0 pa
primijenimo Laplaceovu transformaciju na funkciju g. Tada zbog g (s) = L(Ce*'B) (s) =
C (sI — A)™' B, dobivamo isti izraz.

Prostor H., i H.,, norma

Opéenito, nije od znacajnog interesa promatrati rjeSenje y za neki specifi¢ni ulazni signal
u. Znacajnije je promatrati samo preslikavanje u +— y te promatrati kako se ponasa y za
cijelu klasu ulaza u. Jedan od pristupa je mjerenje H,, norme sustava G = (A, B, C, D).

Definicija 1.2.6. Za funkcije F u prostoru

H., = { F:C"— C™ : Fje analititka, sup o (F (1)) < 00}
AeCt

definiramo H., normu sa

IF|lo = sup o (F ().
AeCH

Pritom je C* = {1 € C : Re(A) = 0} te je o(-) najveca singularna vrijednost matrice.
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Napomena 1.2.7. MoZe se pokazati da se jednakost u definiciji postiZe upravo na imagi-

narnoj osi, sup o (F (1)) = sup o((F(iw)).
AeC* weR
Izraz F (iw) zovemo frekvencijski odziv za frekvenciju w.

Napomena 1.2.8. Neka je dan sustav G = (A, B,C,D) i G pripadna funkcija prijenosa.
Tada je H,, norma sustava G definirana sa ||G||. = 1G]l -
Analogno, izraz G (iw) zovemo frekvencijski odziv sustava za frekvenciju .

Napomena 1.2.9. Neka je dan sustav G = (A, B, C, D). Tada je pripadna funkcija prije-
nosa G € Hy, ako i samo ako je matrica A Hurwitzova .

Norma H,, mjeri maksimalnu osjetljivost LTI sustava. Naime, Sto je veca vrijednost
H., norme LTI sustav je osjtljiviji i manje stabilan. Takoder, H., norma je klju¢na metrika
za procjenu kvalitete reduciranog modela, to jest H,, norma koristi se kod ocjene aproksi-
macije sustava velikih dimenzija sustavom manjih dimenzija.

Racunanje H, je prilicno zahtjevno. Neki od rezultata pomocu kojih se racuna H,,

norma su sljedeci:
A|B . . :
cD takav da matrica A nema svojstvenih
vrijednosti na imaginarnoj osi.

Tada je ||Gllw < 7y ako i samo ako 5(D) < y i Hamiltonova matrica

Lema 1.2.10. Neka je y > 0 i sustav G =

A+ BR'D*C BR'B*
- l—C* (1+DR'D)C —(A+ BR“D*C)*}

nema svojstvenih vrijednosti na imaginarnoj osi. Pritom je R = y*I — D*D.

Ovaj rezultat otkriva pristup za racunanje H,, norme. Naime, pomocu metode bisekcije,
teoretski bi se mogla naci proizvoljno dobra aproksimacija H., norme. S druge strane zah-
tjev da matrica H nema svojstvenih vrijednosti na imaginarnoj osi treba pazljivo numericki
provjeravati.

A|B
Teorem 1.2.11. Neka jey > 0i sustav G = [T‘T] takav da matrica A nema svojstvenih

vrijednosti na imaginarnoj osi. B
Tada je ||Gl| <y ako i samo ako 6(D) < vy i Riccatijeva jednadzba

A'X + XA+ (XB+C'D) (y'I - D*D)_l (BX+D'C)+C*C=0

-1
ima nenegativno rjesenje X, X = X* takvo da je matrica A + B (yzl - D*D) (B*X + D*C)
Hurwitzova.
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Lema 1.2.12 (Ogranicena realna lema). Neka je y > 0 i sustav G = [ Ié ZB; ]

Sljedece je ekvivalentno:
i.) Matrica A je Hurwitzova i ||Gl|. < 7.

ii.) Postoji simetricna pozitivno definitna matrica P > 0 takva da vrijedi linearna ma-
tricna nejednakost
ATP+PA PB (CT
B'P —yI D' |<0.
C D —vyl

Dokaz teorema 1.2.11, leme 1.2.10 1 leme 1.2.12 moZe se pogledati u [25].

Riccatijeva jednadZba je nelinearna matricna jednadZba. RjeSavanje linearne matri¢ne
nejednakosti je podrucje semidefinitne optimizacije. RjeSavanje Riccatijevih jednadzbi ili
linearnih matri¢nih nejednakosti je numericki zahtjevno samo po sebi, a poveéanje dimen-
zije sustava rjeSavanje €ini jo§S kompleksnijim i sporijim.

Postoje brojni pokusaji da se raCunanje H,, norme ucini numeri¢ki manje zahtjevnim i
vremenski efikasnijim. Neki od recentnijih algoritama dani suu [3]1 [1].






Poglavlje 2

Uvod u teoriju grafova

2.1 Opcenito o grafovima

Definicija 2.1.1. Usmjeren teZinski graf dan je kao trojka G = (‘"V ,E, {w J?k};{,kzl)’ gdje je
V = {vi, ..., vu} neprazan skup vrhova, & C VXV skup bridova i w;; > 0 su teZine bridova.
TraZimo da vrijedi w;, > 0 ako i samo ako (v i vk) €&

Kazemo da su brid e € E i vrh v € V incidentni ako brid e izlazi iz vrha v, to jest ako
postoji vrh v € V takav da je luk e = (v,V) € &.

Definicija 2.1.2. Neka je dan skup susjeda vrha i € V kao N; = {j € V : (j,i) € E}. Za
usmjereni graf G definiramo Laplaceovu matricu L € R™" kao:

-wij, JEN,
L=1[l, 1I;= ]; Wik J =1
EN;
0, inace.

Napomena 2.1.3. Ova definicija moZe se primijeniti i za neusmjereni graf. U tom slucaju
zahtijevamo wj; = wy ;. Tada je Laplaceova matrica neusmjerenog grafa simetricna i
pozitivno definitna. Za usmjeren graf je opcenito: wiy # wy ;.

Napomena 2.1.4. Ekvivalentno, za graf G mogu se uvesti matrica susjedstva A i in-degree
matrica D. Matrica A definira se kao n X n matrica Ciji su stupci i retci indeksirani po
vrhovima te je na poziciji a;; = w;j ako je (v I: v,-) € &, a nula inace. Matrica D definira se
kao n X n dijagonalna matrica koja na poziciji d;; ima sumu i-tog retka matrice A. Tada se
Laplaceova matrica grafa G moZe definirati kao L := D — A.

9
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Laplaceova matrica na dijagonali prikazuje stupanj pojedinog vrha, a na vandijagonal-
nim elementima prikazane su teZine pojedinog brida.

Primjer 2.1.5. llustrirajmo Laplaceovu matricu na jednostavnom primjeru grafa G, =
{V,E}, gdje suV =1{1,2,3}iE=1{(1,2),(3,2),(2, 1)} prikazanog na slici 2.1. Tada je

1 -1 0
L=|-1 2 -1].
0 0 O

Slika 2.1: Primjer grafa G;.

Kao sto vidimo, za usmjeren graf Laplaceova matrica L ne mora biti simetri¢na.
Opcenito za grafove uvodimo pojam povezanosti i komponenti povezanosti. Za defini-
ciju povezanosti nuzno je uvesti pojmove Setnje i puta, sli¢no kao u [13] 1 [8].
Definicija 2.1.6.
i.) Setnja je niz vrhova i njima incidentnih lukova Vi€, Viy - Vig_1 €y Vin-
ii.) Luk e, nazivamo direktnim lukom Setnje ako je (v, v;,,) € &, a ako je (v;,,,v;) € E
onda ga nazivamo obrnutim.

iii.) Put je Setnja u kojoj su svi vrhovi medusobno razliciti, osim eventualno prvog i zad-
njeg. Direktni put izmedu vrhova v; i v; oznacavat cemo sa v; ~ v;.

iv.) Ciklus je put u kojem su prvi i zadnji vrh jednaki.

v.) KaZemo da je graf povezan ako za svaka dva vrha postoji put medu njima.
Definicija 2.1.7. Podgraf (V’',&') grafa (V,E) je graf u kojemu su V' € Vi& C Ete
vrijedi da su za svaki brid e € & njegovi vrhovi v, ,v,, € V'.

Za neusmjereni graf postoji veza izmedu broja komponenti povezanosti i jezgre Lapla-

ceove matrice (vidi [22]):

Teorem 2.1.8. Neka je dan neusmjeren graf G te neka je L njegova Laplaceova matrica.
Tada je algebarska kratnost svojstvene vrijednosti nula jednaka broju komponenti poveza-
nosti neusmjerenog grafa G.

Drugim rijeCima, za povezan graf G nula je u spektru od L i ima algebarsku kratnost 1.
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2.2 PobliZze o usmjerenim grafovima

Opcenito se Laplaceova matrica L usmjerenog grafa G moZe zapisati u formi M = D - DS
gdje je D prikladno odabrana nenegativna dijagonalna matrica, a S je stohasticka matrica.
Takoder, za bilo koju takvu matricu oblika M = D — DS, vrijedi da su algebarska i geome-
trijska kratnost svojstvene vrijednosti nula jednake [4].

Stovise, postoji veza izmedu jezgre Laplaceove matrice L i strukture grafa iskazana u
teoremu 2.2.4.

Uvedimo nekoliko pojmova kako bismo mogli iskazati taj teorem.

Definicija 2.2.1. Neka je G usmjeren teZinski graf.
i.) G jejako povezan ako za svaki uredeni par vrhova (v,-, v j) postoji direktan put v; ~» v;.
ii.) G je jednostrano (eng. unilaterally) povezan ako za svaki uredeni par vrhova (vl-, v j)
postoji direktan put v ~» v; ili vj ~ v;.
iii.) G je slabo povezan ako je pripadni neusmjereni graf povezan.
iv.) G nije povezan ako nije slabo povezan.
v.) Podgraf koji je jako povezan nazivamo jako povezana komponenta.
Proucavanje nepovezanog grafa svodi se na proucavanje svake komponente zasebno.
Stoga su slabo povezani usmjereni grafovi najopcenitija struktura za proucavanje.
Uvedimo dodatne pojmove kako bi se opisalo pojedine podgrafove.

Definicija 2.2.2.

i.) Zavrhi €V definiramo dostizni skup (eng. reachable set) R(i) = {j €V : i~ j}.

ii.) Doseg R je najveci dostizni skup ili najveci jednostrano dostizni skup.

iii.) Kabala (eng. cabal) B C R je skup vrhova iz kojih se dostiZe cijeli doseg R, to jest
B ={j € R : zasvaki vrth k € R postojij ~» k}. Ako R sadrzi samo jedan vrh, taj vrh
nazivamo korijen.

Neka su sa Ry, ..., R, oznaceni dosezi grafa G.
iv.) Za svaki doseg R; definiramo ekskluzivni dio dosega R; kao skup H; = R; \ | ;; R;.
v.) Sli¢no, definiramo zajednicki dio dosega R; kao skup C; = R; \ H,.

Primjer 2.2.3. Pogledajmo primjer grafa G, sa slike 2.2a preuzetoga iz [24]: Ovdje
svaki doseg ima jednu nepraznu kabalu. Graf G, ima dva dosega R, = {1,2,6,7} i
R, = {3,4,5,6,7} (vidi sliku 2.2b). Ekskluzivni dijelovi su H; = {1,2}, H, = {3,4,5}.
Kabale su B, = {1}, B, = {3,4,5}. Zajednicki dijelovi su C, = C, = {6,7}.
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(a) Primjer grafa G». (b) Dosezi grafa G».

Slika 2.2: Prikaz grafa G, i njegovih dosega.

Postoji veza izmedu jezgre Laplaceove matrice usmjerenog grafa L i broja dosega u
usmjerenom grafu [4]:

Teorem 2.2.4. Neka je dan usmjereni graf G. Tada su algebarska i geometrijska kratnost
svojstvene vrijednosti nula jednake broju dosega.

2.3 Nekoliko tipova grafova Koristenih za testiranje

U nasem radu koristili smo ugradene generatore koje nudi Python biblioteka NetworkX [7]
za generiranje nekoliko vrsta usmjerenih grafova:

e gn_graph

e gnr_graph

e gnc_graph

random_k_out_graph

scale_free_directed_graph.

gn_graph

Generator gn_graph vraca usmjereni graf rastuée mreZe (eng. growing network GN) s n
vrhova. GN graf nastaje tako da dodajemo jedan po jedan vrh tako da ga poveZemo sa
nekim ve¢ kreiranim vrhom. Ve¢ prisutnim vrhovima pridruZene su vjerojatnosti ovisne
o stupnju vrha. Dobiveni graf uvijek je usmjereno stablo. Detaljniji opis dan je u ¢lanku
[10]. Na slici 2.3 nalaze se dva gn_grafa.
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Slika 2.3: Prikaz dva razlicita gn_grafa.

gnr_graph

Generator gnr_graph vraca usmjereni graf rastu¢e mreZe s preusmjeravanjem (eng. growing
network with redirection GNR) sa n vrhova i vjerojatnosti preusmjerenja p. GNR graf nas-
taje tako da dodajemo jedan po jedan vrh tako da ga poveZemo sa nekim ve¢ kreiranim
vrhom. Vrh koji se gada se bira uniformno slucajno. S vjerojatnosti p brid se preusmjeri
sa gadanog vrha na nekog njegovog sljedbenika. Dobiveni graf uvijek je usmjereno stablo.
Detaljniji opis dan je u ¢lanku [10]. Na slici 2.4 nalaze se dva gnr_grafa.

Slika 2.4: Prikaz dva razlicita gnr_grafa.
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gnc_graph

Generator gnc_graph vraca usmjereni graf rastue mreze s kopiranjem (eng. growing
network with copying GNC) sa n vrhova. GNC graf nastaje tako da dodajemo jedan po
jedan vrh tako da ga poveZemo sa nekim ve¢ kreiranim vrhom m i poveZemo novi vrh sa
sljedbenicima od m (vrh v je sljedbenik od m ako m ~» v). Vrh koji se gada se bira unifor-
mno slucajno. Detaljniji opis dan je u Clanku [11]. Na slici 2.5 nalaze se dva gnc_grafa.

Slika 2.5: Prikaz dva razlicita gnc_grafa.

random_k_out_graph

Generator random_k_out_graph vraca slucajni k-out graf sa preferencijalnim vezanjem.
Nastali graf ne mora biti povezan (vidi sliku 2.6b. Detaljniji opis dan je u clanku [18]. Na
slici 2.6 nalaze se dva random_k_out_grafa. k-out graf nastaje ovim algoritmom:

1. Zapocne se s praznim usmjerenim grafom i postavi da svaki vrh ima teZinu .

2. Odabere se vrh u 1 pridruzi mu se izlazni stupanj manji od k. Izlazni stupanj se bira
uniformno slu¢ajno.

3. Odabere se vrh v sa slu€ajnosti proporcionalnoj njegovoj teZini.
4. Dodaje se usmjereni brid (u, v) i poveca se tezinu vrha v za jedan.

5. Ako svi vrhovi imaju izlazni stupanj stane se, inace se vraca na korak 2.
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(a) random_3_out_graf. (b) random_1_out_graf.
Slika 2.6: Prikaz dva razli¢ita random_k_out_grafa, k € {1, 3}.

scale_free_directed_graph

Na slici 2.7 nalaze se dva scale_free_directed_grafa. Ovi grafovi modeliraju stvarne mreze
u kojima nekoliko vrhova ima znacajno veci broj bridova, dok vecina vrhova ima svega
nekoliko bridova. Iz konstrukcije proizlazi da kako mreZa raste, novi vrhovi preferiraju
povezivanje s postoje¢im vrhovima visokog ulaznog stupnja, Sto rezultira pojavom malog
broja vrhova s visokim stupnjem, koji se nazivaju hubovi.

Slika 2.7: Prikaz dva razliCita scale_free_directed_grafa.
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Generator za scale_free_directed_graph koji se nalazi biblioteci NetworkX kreira
multigraf, to jest graf koji moze imati petlje i viSestruke bridove izmedu vrhova. Kako bi
se kreirao usmjereni graf, a ne multigraf, izvorni kod iz NetworkX prepravljen je uz pomo¢
alata ChatGPT [17] kako bi generator vratio usmjereni graf bez petlji.

Generator za scale_free_directed_graph izgleda ovako

import random
def scale_free_directed_graph(n, alpha=0.41, beta=0.54, gamma=0.05,
delta_in=0.2, delta_out=0, seed=None):
G = nx.DiGraph()
G.add_node(0)
nodes = list(G.nodes())
cursor = 0
random. seed(seed)
while len(G) < n:
r = random.random()
if r < alpha:
vV = cursor
cursor += 1
w = random.choice(nodes)
elif r < alpha + beta:

v = random.choice(nodes)
w = random.choice(nodes)
else:
v = random.choice(nodes)
W = cursor
cursor += 1
if v !'= w and not G.has_edge(v, w):

G.add_edge(v, w)
nodes = list(G.nodes())
return G



Poglavlje 3

Uvod u teoriju multiagentnih sustava

3.1 Opcenito o multiagentnim sustavima

U ovom poglavlju dat ¢emo kratki opisni pregled teorije multiagentnih sustava (MAS)
kao u [12]. U drugom dijelu poglavlja ukratko ¢e se predstaviti matematiCki zapis za
sporazumni (eng. consensus) protokol koji se primijenio u ovom radu, a opisan je u [16].

Znanost o mrezama ima Siroku primjenu u inZenjerstvu i raznim znanstvenim disci-
plinama. Njeni koncepti poput sluc¢ajnih i medusobno povezanih mreza pojavljuju se u
istrazivanjima socijalnih mreZa, statisti¢koj fizici, mreZama senzora, ekonomiji te multi-
agentnoj koordinaciji i upravljanju. Interes za znanost o mreZama ima dvojak uzrok.

S jedne strane u brojnim disciplinama - poput biologije i znanosti o materijalima -
postalo je klju¢no steéi dublje razumijevanje kako djelovanje na nizoj razini, to jest medu
elementima, utjeCe na funkcionalnost cjelokupnog viseslojnog sustava.

S druge strane, tehnoloski napredak olakSao je sposobnost sinkroniziranja umrezenih
sustava - poput sustava s viSe vozila i mreZe senzora. Osnovna pretpostavka u znanosti o
mrezama je da struktura i svojstva mreZe utjeCu na dinamicka svojstva nizih razina.

Projektirane distribuirane multiagentne mreZe, poput distribucijskih robota i mobil-
nih mreZa senzora, postavile su nekoliko izazova za sistemsko-teoretsku analizu i sintezu.
Agenti u takvim mreZama moraju uskladeno obavljati zadatke kako bi se postigao globalni
cilj. Pritom imaju ogranicen pristup racunanju, medusobnoj komunikaciji i sposobnosti
opazanja.

Primjeri MAS-a
Neki primjeri MAS-a su model boids, senzorna, socijalna i energetska mreza.

Primjer 3.1.1. Model boids opisivanju i oponasanju leta jata ptica. Nastao je u kontekstu
racunarske grafike i animacije. Model boids ilustrira osnovno svojstvo brojnih MAS-a:

17
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pokretnih agenata zajednicki rjesava globalni zadatak koristeci pravila lokalne interakcije
(eng. using local interaction rules).

Model pokusava opisati kako Zivotinje i ptice uskladuju svoje kretanje unutar krda,
Jjata, stada i rojeva. U ovom racunalnom modelu, svaki agent dizajniran je tako da reagira
na susjednog clana jata koristeci protokol od tri pravila.

Pravila su razmicanje (izbjegavanje sudara sa susjedom), uskladivanje (uskladiti vias-
titu brzinu sa brzinom susjeda) i povezanost (izbjeci odvajanje od susjeda). Specijalan slu-
caj je kada se agenti krecu konstantnom brzinom i uskladuju svoj smjer ovisno o najblizem
susjedu.

Primjer 3.1.2. BeZicna mreZa senzora sastoji se od autonomnih uredaja rasporedenih u
prostoru koji medusobno nadgledaju fizicka stanja ili stanje okoline, poput temperature,
zvukova, vibracija i tlaka. Svaki senzor u mreZi opremljen je uredajem za beZicnu komuni-
kaciju i nekim izvorom napajanja - na primjer baterijom.

Svaki senzor razmjenjuje informacije svojih lokalnih mjerenja s ostalim senzorima u
mreZi kako bi se dostigla tocna procjena varijable koju se prati.

Primjer 3.1.3. Socijalne mreZe sastoje se od pojedinaca i organizacija medu kojima pos-
toje odredene meduovisnosti. Veze se uspostavljaju na razlicitim podrucjima. Na primjer
Jjezicne, kulturalne, financijske, prijateljske i poslovne veze. U ovom podrucju oduvijek se
poseban znacaj davao samoj strukturi mreZe, jer se smatra da struktura drustvene mreZe
ima temeljni znacaj za razumijevanje dinamika drustvenih mreZa.

Primjer 3.1.4. Energetske mreZe su sloZeni sustavi velikih razmjera koji se koriste za do-
vodenje elektricne i mehanicke energije od izvora putem distribucijske mreZe do korisnika.
Energetske mreZe predstavijaju jedan od najkorisnijih umreZenih dinamickih sustava. Po-
treba da se poveca efikasnost proizvodnje i iskoristivost energije dovela je do posebnih
rjesenja kao sto su "smart grid" sustavi.

Znacajke MAS-a

Navedeni primjeri iz razliCitih disciplina dijele nekoliko vaZznih znacajki sa ostalim umre-
Zenim MAS-ima. Ukratko, ti se sustavi sastoje od:

(1) dinamickih jedinica, koje ponekad imaju mogucnost odlucivanja te moguénost prima-
nja i odaSiljanja informacija medu sobom.

(2) mreze za razmjenu signala, koja moZe biti ostvarena Zicanim ili beZi¢nim protokolima
u inZenjerstvu, kemijskim reakcijama u bioloskim sustavima i psiholoskim i sociolo-
Skim interakcijama u druStvenim mreZama.

Temeljno svojstvo umreZenih sustava, koje ih razlikuje od sustava koji se tradicionalno
proucavaju u teoriji upravljanja jest prisutnost mreze i utjecaj mreze na cjelokupni sustav.
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Staticke, dinamicke i slu¢ajne mreze

Geometrija interakcija igra vaznu ulogu u analizi 1 sintezi umreZzenog MAS-a neovisno
o tome razmjenjuju li se informacije preko mreZe ili aktivnim opaZanjem te neovisno o
tome je li razmjena beZi¢na, kemijska, fiziCka ili socioloSka. Odredivanje interakcijske
geometrije i interakcijskog protokola je sloZen proces.

Ako se bridovi u grafu shvacaju kao medij za razmjenu informacija medu vrhovima na
pripadnim bridovima, ta razmjena moZe biti usmjerena ili neusmjerena. Drugim rijecima,
moguce je da razmjena teCe samo u jednom smjeru. Osim smjera kojim putuje razmjena
informacija, promatraju se razli¢iti oblici mreZa koji se mogu podijeliti u tri grupe:

e Staticne mreZe: Bridovi su u ovim mreZama konstantni, to jest ne mijenjaju se u
vremenu. Primjer takve mreZe je elektroenergetska mreza.

e Dinamicke mreze: U ovim mrezama postoji moguénost da neki bridovi nastaju i
nestaju s protokom vremena. Drugim rijeCima, skup bridova je ovisan o vremenu.
Bridovi se Cesto prikazuju kao funkcije ovisne o stanju agenata u mreZi. Primjer
takvog sustava su pokretni roboti koji imaju senzore kratkog dometa. Bridovi nastaju
kada se jedan robot nade u dometu drugoga te nestaju kada jedan od njih izade iz
dometa drugoga.

¢ Slucajne mreZe: Ove mreZe predstavljaju specijalan sluc¢aj dinamic¢kih mreza u ko-
jem je postojanje nekog brida dano vjerojatnosnom distribucijom, a ne determinis-
ticki ili na temelju geometrijskih uvjeta opaZanja.

Moze se uociti da analiza svakog od ovih tipova mreza zahtijeva razliCite alate. Za
statiCne mreZe analiza se oslanja na teoriju LTI sustava. Analiza dinamickih mreZa vodi
na koriStenje Ljapunovljeve teorije stabilnosti. Slucajne mreZe proucavaju se uz pomoé
vjerojatnosnih metoda.

Protokoli razmjene informacija

U matematickoj analizi MAS-a Cesto se pretpostavlja idealizirani model razmjene informa-
cija kao §to je odasiljanje. Dinamika agenata pojednostavljena je te se opisuje pomocu jed-
nostrukog i dvostrukog integratora ili pomocu LTI sustava. U stvarnom svijetu, umreZeni
sustavi Cesto se sastoje od agenata s netrivijalnim dinamikama koji razmjenjuju informacije
pomocu sloZenih interakcijskih protokola.

Primjeri protokola razmjene informacija koji se Cesto koriste su:

o Konsenzus/sporazum/uskladivanje: agenti dolaze do globalnog dogovora (eng.
agreement) na temelju vrijednosti stanja
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e Formacija: agente se dovodi u Zeljeni geometrijski oblik
e Zadatak: rasporedivanje zadataka medu nekoliko agenata

e Pokrivenost: maksimalno Sirenje mreZe bez da dode do razdvajanja medu agentima,
a da pritom cijelo podrucje ostane pokriveno

¢ Rojenje (eng. flocking/swarming): agenti oponasaju pojave iz prirode poput leta
ptica u jatima ili leta roja pcela

e DruStvene mreZe i igre: analiza utjecaja medudjelovanja na ishode igara i drustvene
interakcije

e Rasprostranjena procjena (eng. distributed estimation): uspostavljanje grupe
senzora za skupnu procjenu odredenog fenomena od posebnog interesa

3.2 Problem sporazuma na grafu

Ovaj odjeljak bazira se na radu [16] 1 knjizi [21].
Neka je dan teZinski usmjeren graf G = ((V 6, {w Jlk}’;,k=1) kao u definiciji 2.1.1. Do-
datno, bilo koji podskup vrhova J C V nazivat éemo klaster.

Definicija 3.2.1. Neka je sa x; € R oznacena vrijednost u vrhu v;, i € {1,...,n}. Izraz
G, = (G, x) gdje je x = (x1,...,x,)" nazivat cemo mreza (algebarski graf) sa vrijednosti
X € R" i topologijom (tokom informacija) G.

KaZemo da se vrhovi v; i v; slaZu ako x; = x;.

KaZemo da su vrhovi postigli konsenzus/sporazum ako vrijedi

X;=xj, zasvakii,je{l,...,n}.

Kadgod vrhovi postignu sporazum, zajednicka vrijednost za sve vrhove x; naziva se
vrijednost grupne odluke (eng. group decision value).

Napomena 3.2.2. Vrijednost x; za vrh v; moZe oznacavati neku fizikalnu velicinu poput
poloZaja, temperature, napona itd.

Definicija 3.2.3. Neka je svaki vrh grafa dinamicki agent odreden dinamikom
X = f (i, up), ie{l,...,n}.

Dinamicki graf/dinamicka mreZa je dinamicki sustav sa stanjem (G, x) u kojem se vri-
Jednosti x postupno razvijaju u skladu sa mreznom dinamikom x = F(x,u), gdje je s F
oznacena matrica F = [ f (x1,u1) ..., f (X4, un)]T.
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Definicija 3.2.4. Neka je y : R" — R funkcija u varijablama x,, . . ., x, i neka je s a = x (0)
oznacen pocetni poloZaj sustava.

X - konsenzusni problem u dinamickom grafu je distribuirani nacin racunanja y (a)
primjenjujuci ulaze u; koji ovise samo o poloZaju vrha v; i njegovih susjeda.

Kazemo da je povratna sprega

ui:ki(le,...,xjmi) (31)
protokol sa topologijom G ako klaster vrhova J; = {v ir eV jmi} zadovoljava svojstvo
Ji € {vi}UN,, gdje je N; = {je€V:(ji e &} skup susjeda vrha i. Dodatno, ako je
card(J;) < nzasvakii € {1,...,n}, kaZemo da je protokol (3.1) distribuirani protokol.

Navedimo nekoliko primjera protokola ;. Prva dva su predstavljena u [16], a treci u
[21] 1 [20].

Primjer 3.2.5. Konsenzusni protokol u; moze biti linearan i zadan sa

ui:-Zw,-j(x,-—xj), ie{l,...,l’l}.

JEN;

Ovaj protokol ukljucuje n dinamickih agenata koji su medusobno povezani vezama za raz-
mjenu informacija. Brzina promjene svakog agenta odredena je sumom relativnih poloZaja
u odnosu na susjedne agente.

Primjer 3.2.6. MoZe se uzeti da u sustavu postoji kasnjenje 7;; > 0 koje pripada bridu e;;.
U tom slucaju, sporazumni protokol dan je sa

u(t) = — Z Wij [Xi(f = Tij) — Xx(t = Tij)] .

JEN;

Primjer 3.2.7. Primjer sporazumnog protokola drugog reda dan je sa:

u; = Z Wij [(Xi = x;) —y(% — xj)] .

JEN;

Parametar y opisuje ¢vrstocu spoja medu razlic¢itim varijablama sustava poput poloZaja i
brzine.






Poglavlje 4

Upravljanje multiagentnim sustavima

Struktura MAS-a na usmjerenom grafu algebarski je vrlo sli¢na strukturi MAS-a na neus-
mjerenom grafu. U ovom odjeljku donosi se glavni rezultat iz [14] koji je bio motivacija za
ovaj rad te je iskazan u teoremu 4.1.1. U odjeljku 4.2 prezentirat ¢e se formalni izvod za us-
mjerene grafove. Zelimo istraZiti ratunanje maksimalnog utjecaja induciranog poremecaja
na cjelokupni MAS. Poremecajem djelujemo na jednog ili viSe agenata. Utjecaji poreme-
¢aja na agente kvantificirati ¢e se u smislu H,, norme. Vrijednost H,, norme predstavlja
mjeru osjetljivosti MAS-a na poremecaj w. Preciznije, gledamo H., normu preslikavanja
w > Y, Sto se svodi na raCunanje H,, norme funkcije prijenosa LTI sustava (4.5).

4.1 MAS na neusmjerenom grafu

U ¢lancima [14] 1 [15], MAS modeliran je kao neusmjereni teZinski graf gdje je svaki
vrh/agent linearna ODJ drugog reda.

Neka je G neusmjereni teZinski graf koji opisuje komunikacijsku strukturu MAS-a1 L
pripadna Laplaceova matrica. Dinamike agenata opisane su sa (4.2). Stabilizacija mrezZe
izvrSava se pomocu konsenzusnog protokola (4.3). Poremecaji kojima djelujemo na MAS
modelirani su matricom E. Matrica E i parametri , 81y opisani su u izvodu formule (4.4).

MozZe se pokazati da tada je funkcija prijenosa LTI sustava (4.4) pridruzena MAS-u na
neusmjerenom tezinskom grafu dana s:

1
—-L*E, s=0,
Fp(s)=3"7 (4.1)
—VVI(L-u(s)I,)'E, s#0.
Y +isa

Ovdje je L* Moore-Penroseov pseudoinverz od L, a funkcija u je dana s (4.13).

23
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Kljucan rezultat

Glavni rezultat za MAS-e na neusmjerenom grafu uzima u obzir strukturu funkcije pri-
jenosa (4.1) pridruzenog LTI sustava. MoZe se pokazati da se H, norma za veliku klasu
MAS-a na neusmjerenim grafovima postiZe u nuli, $to bitno pojednostavljuje racunanje H.,
norme Cak i za sustave puno vecih dimenzija. Formalni iskaz dan je u sljedeCem teoremu:

Teorem 4.1.1. Neka je y < af ili (y >aBil||L] < %Zﬁ)) Tada je za svakii € {1,...,n}

IFille = o (F; (0)) = [|F; (0) [z

— i=0 — i=0
i=1 2250 i=1
— i=2 — =2
— =3 2.00 A — i=3
— i=4 — =4
— i=5 1754 — i=5
i=6 5 i=6
= = 1.50
G 0)
= \ = 1.251 \
N . N\ 1.00 1,
0.75 N\
-l . 3
0759,
0.50
0.50
0.25
0.0 02 0.4 06 08 10 0.0 02 0.4 0.6 0.8 10
s s
@a=p=y=1 ®)y>aB,a==05,y=1.

Slika 4.1: Preslikavanje s — ||F(s)||, za neusmjereni graf G; sa slike 4.2.

)
OO~

Slika 4.2: Neusmjereni graf Gs3.

Funkcija F; je funkcija prijenosa sustava (4.5) kada na vrh i djelujemo smetnjom w;.
Drugim rije¢ima, svakom vrhu i € V grafa G pridruZimo sustav oblika (4.5) te raunamo
H., normu pripadne funkcije prijenosa F;. Dobivena vrijednost ||F}||. predstavlja mjeru
osjetljivosti MAS-a na smetnju w;.
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Teorem 4.1.1 pokazuje da je dovoljno izracunati normu funkcije prijenosa u nuli. Ovime
se racunanje H,, norme svelo na ratunanje Moore-Penroseovog pseudoinverza. Pseudo-
inverz Laplaciana za usmjerene grafove je vazan objekt u mnogim disciplinama pa postoji
obilje literature koje obraduje nacine za njegovo efikasno raCunanje, npr. [19], [9] 1 [2].

Na slici 4.1a vidimo oblik preslikavanja s — ||F;(s)||, za neusmjereni graf sa slike 4.2
kada su zadovoljene pretpostavke teorema 4.1.1, a na slici 4.1b slucaj kada pretpostavke
teorema 4.1.1 nisu zadovoljene.

4.2 MAS na usmjerenom grafu

U ovom odjeljku prikazat e se rigorozan pristup za racunanje H,, norme za neusmjerene
grafove. S obzirom da nije poznato gdje se postize maksimum funkcije s — ||F;(s)||, cilj
je razviti numericki efikasan pristup za raCunanje H,, norme funkcije F;.

Iako se MAS s poremecajem w moZe prikazati kao LTI blok-sustav dimenzija 2n X 2n
pokazuje se mogucim sve racune svesti na dimenziju Laplaceove matrice L grafa G. U
ovom pristupu racunanje H, norme vodi na rjeSavanje niza sustava oblika Ax = b. Uz
pomo¢ Schurove dekompozicije matrice A, sustav Ax = b svodimo na trokutasti sustav.
Dodatno, ovisno o dimenziji jezgre Laplaceove matrice L grafa G, dimenzija samog troku-
tastog sustava smanjuje se na rjeSavanje trokutastog sustava velicine (n — k) X (n — k).

Zapis reduciranog sustava

Neka je dan usmjeren graf G = ((V ,E,{w j,k};{k:]) kao u definiciji 2.1.1 te pripadna matrica L
kao u definiciji 2.1.2. Neka k oznaCava broj dosega u usmjerenom grafu G. Neka usmjereni
graf G ima n vrhova, to jest n linearnih agenata s dinamikama:

i= T+ K+ oy, ToKo>0, (42)

gdje su y;, u; 1 w; skalarne funkcije, a n; je faktor smetnje.

Funkcija y; predstavlja stanje MAS-a, u; predstavlja ulaz, a w; predstavlja izvanjsku
smetnju i-tog agenta, i € {1,...,n}.

Dinamika agenata (4.2) predstavlja realni dvostruki integrator.

Sinkronizacija mreZe postiZze se primjenom decentralizirane izlazne povratne sprege
(eng. output-feedback), koja je spomenuta u primjeru 3.2.7, dane s:

— _ KO VXA X
u; KC;MW,]([Xi] [X,D (4.3)

gdjesu K > 01i C =[c; ca] sacy,co > 0. Sa N; oznadili smo skup svih susjeda vrha i, to
jest Ni={jeV: (i e &}
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Prirodna pretpostavka je da je pripadni neusmjereni graf povezan. Ako nije povezan,
moZze se rastaviti na k samostalnih MAS-a, gdje k oznacava broj komponenti povezanosti.
Autori u [14] pretpostavljaju da smetnje w; ne moraju biti medusobno nezavisne, stoga
u skupu svih smetnji {w;, . . ., w,} pretpostavljajudaihje k € {1, ..., n} razliCitih {w;, ..., w; }.

T T
Tadaje[wl,...,wn] :H[wil,...,wik] gdje je H € M, dana s

1, w;,=uw;
Hj = ’ ,‘/v l"]:l,...,n, r=1,...,k.
0, 1inace,

Sa E = diag(ny,...,n,)H € M, oznaCena je matrica smetnji. Pretpostavlja se da je
n; # 0ako H; # 0, to jest ako se izvrSi smetnja i-tog agenta, onda pripadna teZina nije
nula. Iz toga slijedi da je matrica E punog ranga.

Ako se iskoristi da je L Laplaceova matrica usmjerenog grafa koji pripada MAS-u
dinamika zatvorene petlje (4.2) i (4.3) postaje

¥+ Ty I, + LKKc))y + LKKcy x = Ew, 4.4)
T ~—— ——
= =a =y

gdiesusuy = (1. xn) 10 = (Wi .., w;)

Razlika u jednadzbama MAS-a na usmjerenom i neusmjerenom grafu sastoji se samo
u Laplaceovoj matrici grafa L. U sluaju neusmjerenog grafa, matrica L je simetricna
pozitivno definitna matrica, dok za usmjereni graf matrica L nije simetricna.

Funkcija prijenosa MAS-a

U prvom koraku cilj je pomocu redukcije dinamike zatvorene petlje do¢i do formule za
~ -1 o
funkciju prijenosa F (s) = C (is - A) B.

Gledamo slucaj kada su svi wy, kK = 1, ..., n jednaki nula osim i-tog, pa matrica E ima
oblik £ = w;. Tada se sustav 4.4 pomocu supstitucije x = (y, ) svodi na sljedeci LTI
sustav:

xX=Ax+ Bi(l)l‘,
y=Cx, (4.5)

gdje su matrice A € R?>?" B € R>>! C € R™?" dane sa:

Oan In
Lﬂ,ﬁ%—aJ’ @By >0,

A
(4.6)
B:Pm} c:@lmd.

€;
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Matrica L je pripadna Laplaceova matrica grafa G. 1z konstrukcije matrice A 1 teorema
2.2.4slijedidaje O € 0 (A) i da je algebarska kratnost od O jednaka k. Stoga pripadna funk-
cija prijenosa F; (s) = C (is — A)™" B; nije u prostoru H.,. Problem predstavlja ¢injenica da
funkcija prijenosa F; nije definirana u nuli s obzirom da se nula nalazi u sprektru.

Napomenimo da se ovdje ne radi o specijalnom slucaju ve¢ se ova situacija cesto javlja
u MAS-ima koji rade na principu uskladivanja. Naime, takvi sustavi teZe k relativnom,
a ne apsolutnom uskladivanju te dovode do uskladuju¢e mnogostrukosti (eng. consensus
manifold), a ne do jedne toCke ravnoteze.

Kako bismo uklonili nulu iz spektra, definirajmo matricu

W= [‘0/ (I)] e R0 @.7)
gdje matrica V € R™"® razapinje ortogonalni komlement jezgre Ker L tako da vrijedi
VTV = I,. Odabrat éemo matricu V posebne strukture, preciznije odabrat ¢emo je pomocu
Schurove dekompozicije matrice L.

Teorem 4.2.1. (Schurova dekompozicija) Neka je A € C™" i neka su Ay,...,A, svoj-
stvene vrijednosti od A u proizvoljnom poretku. Tada postoji unitarna matrica Z i gornje
trokutasta matrica T tako da je A = ZTZ* i T; = A, i = 1,...,n. Ako je A € R™" i ako
su sve svojstvene vrijednosti od A realne, onda je T takoder realna i Z se moZe odabrati
realna ortogonalna.

Zapis A = ZTZ" zovemo Schurova dekompozicija od A, a matrica T se zove Schurova
forma matrice A.

Neka je sa
L=27TZ" 4.8)
dana Schurova dekompozicija za Laplaceovu matricu usmjerenog grafa L. Gorenjetroku-
tastu matricu 7" biramo tako da se na prvih k dijagonalnih mjesta nalaze nule, pa uvodimo
zapis Z = [Vy V], Vo € M.y, V € M, . Drugim rije¢ima, u matrica V sastoji se od n — k
stupaca matrice Z koji pripadaju nenul svojstvenim vrijednostima matrice L.
Uvodenjem supstitucije x = WX, reducirani LTI sustav dan je s:
)’:(:' = Afc + Eiwi,
y = C‘Sc,
gdje je A = WI'AW, B, = W'B;i C = CW. Primjenom definicije matrice W (4.7), sustav
(4.6) zapisujemo kao:

(4.9)

i Or—kyx(n—k) vt @.fy>0
—yLV  —BI, —aL|’ o ’
(4.10)

B - [O(n—k)XI]’ C = [V Onxn] :

€;
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Matrica A je Hurwitzova, a to je jako vaZno svojstvo trenutnog sustava jer garantira
postojanje rjeSenja LTI sustava. Takoder, matrica A modelira dinamiku MAS-a u odnosu
na relativne udaljenosti medu agentima. Uocimo da je u ovom pristupu vektor stanja di-
menzije 2n — k.

Izvod funkcije prijenosa reduciranog sustava

Cilj je doci do eksplicitne formule za funkciju prijenosa reduciranog LTI sustava
~ -1~
Fi(s)=C (is - A) B; . Najprije, za s # 0 dobivamo da je

_ T -1 T -1
(is—A) b Vi (s)” (is j—lﬂl+aL)V V CI)(s)_1 , @10
—y®(s)" LV is® (s)
gdje je funkcija @ dana s
@ (s5) = —s°1 + isBl + isaL + yLVV'.
Zbog (4.8), vrijedi L = LVVT. Stoga funkciju ® moZemo zapisati u obliku
O (s) = (isa+y)(L—pu(s) D), (4.12)
gdje je funkcija ¢ dana s
s —is
(s = 21 (4.13)
isa+y
Stoga je funkcija prijenosa reduciranog LTT sustava za s # 0 dana s
T
Fi(s)=C(is—4) B ‘14

=VV®(s) e, s#0.
S obzirom da 0 € o (L), matrica ®(0) nije invertibilna.
R -
Kako bismo dobili formulu za F; (0) = C (—A) B; prvo raCunamo inverz matrice —A.

-1
Racun je isti kao u [15]. Izracunat ¢emo blokove (—A) = [i“ 212]:
21 Ax

A An||0w-pxpety =V _J
Axy Ay ’}/LV ﬁln + aL ’
Ow-rixty  —VT ||An An _J

’}/LV ﬁln + alL A21 A22 )
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Raspisujemo po komponentama i dobivamo uvjete za matrice Ay, Ajn, Az 1 Ags:

YALLV =1, (4.15)
—An VT + A (BT +al) =0, (4.16)
vARLV =0, 4.17)
Ay VT + Ay BT + L) =1, (4.18)
~VTAy, =1, (4.19)
~VTA, =0, (4.20)
yLVA, + (Bl + L) Ay, =0, (4.21)
YLVA;, + (Bl + aL) Ay, = 1. (4.22)

Relacije (4.17) 1 (4.20) su zadovoljene ako Ay, = 0. 1z (4.18) koriStenjem daje VIV = [
dobivamo da je A;; = —V. Zbog toga odmah vrijedi (4.19). 1z (4.15) 1 (4.22) preostaju
uvijeti za Aj:

YARLV =1,
)/LVA]Z =1
1z posljednje jednadZzbe imamo da je
1 -1
YWILVAL =V = Ap==(V'LV) V'
Y
Konacno, iz formule za A 1 (4.16) slijedi:

1 -1
Ay =—(VILV) VI BI+al)V.
Y

Zbog L = LVVT vrijedi (4.21). Na kraju, zaklju¢ujemo da je vrijednost funkcije prijenosa
za s = 0 jednaka

% (VTLV)_I VT (Bl +al)V % (VTLV)_I 1%

F,0)=|V O
[V o] o )

i
¢ (4.23)

_ %(VTLV)_I Ve,

4.3 Numericka implementacija

Iz izraza (4.14) 1 (4.24), slijedi formula za funkciju prijenosa F;:
1 _
—(vLV) Ve, s=0,
Fi(s)=37 (4.24)
VVID(s) e, s # 0.
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Preostaje iskoristiti strukturu Schurove dekompozicije matrice L = ZTZ" iz (4.8) da se
pojednostavi raCunanje inverza funkcije ®. Ra¢unamo:

1
isa+7y

Fi(s) = VVI(L-pus)D e

1
= - VVIZ(T = u(s) D' Z7¢,;.
sa+vy

Potom se iskoristi zapis Z = [V, V], VIV = I te da su V7 i V,, ortogonalne, pa je
VVTZ = V[0, I]. 1z toga dobivamo

1
isa +

Fi(s) = [Ona V(T =)' Z"e.
Y

T
Uvedimo blok zapis vektora (ZTe,-) = [Zg ZIT] ,Zo € My1,Z, € M,_t,. Time dolazimo
do formule:

Fi(s) = V(T —u(s)D" Z;. (4.25)

isa+y

Zapisimo matricu T iz Schurove dekompozicije L = ZTZ" kao blok matricu

_|Tu Ty,
r=ly 1)

gdje blok matrica T, € M na dijagonali ima 0, a T, € M,_ - ima ne-nul svojstvene
vrijednosti. Raspis funkcije prijenosa u nuli pomocu blok matrica je oblika:

21 T Tn To|[VI].\" T
F,-(O)—;/V(V Vo V][O TzzHVOT}V) Ve, (4.26)

Koristeci svojstva od Vj i V kao maloprije, za vrijednost funkcije prijenosa u nuli do-
bivamo:

1
Fi(0) = —VT, Ve, (4.27)
4

Uocimo da su u formulama (4.27) i (4.25) matrice T5; i (T, — u(s)I) gornje troku-
taste matrice pa se raCunanje inverza svodi na rjeSavanje trokutastog sustava povratnom
supstitucijom Sto je numericki jako povoljno.

Takoder, ovim postupnim raspisom smo pocetni sustav (A, B, C‘) koji je bio dimenzije
2n X 2n, reducirali na rjeSavanje trokutastog sustava dimenzije n — k. Time se omogucuje
efikasnije raCunanje vrijednosti funkcije prijenosa za razliCite s € R.
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Racunanje H,, norme MAS-a

Ispitujemo gdje preslikavanje s — ||F;(s)||> postiZe maksimum jer je

IFilleo = max E: (5) |l2- (4.28)
Zbog (4.27) 1 (4.25), funkcija F; dana je formulom:

1
—VT;} Ve, s =0,

Fi()=47 (4.29)

V(Tyn-us)D"' 2, s#0.

isa+vy

Kroz funkciju p iz (4.13), funkcija prijenosa F; ovisi 1 0 parametrima @, 1 y.

Za svaki vrhi € {1, ..., n} raCumo funkciju prijenosa F; pripadnog LTI sustava (4.5) te
se pomocu Nelder-Meadovog optimizacijskog algoritma (vidi [6]) ispituje gdje preslikava-
nje s — ||[F;(s)|l, postize maksimum. Priroda funkcija F; nije unaprijed poznata pa se za
dodatnu provjeru koristi vrlo jednostavna metoda istoCkavanja vrijednosti funkcije ||F||c
na unaprijed zadanoj domeni [0, (L)), gdje desna granica domene ovisi o normi Laplace-
ove matrice ||L||, npr. u ovom radu koriStena je: r (L) = 5||L||. Na taj se nacin provjerava je
li Nelder-Meadov algoritam slucajno zapeo u nekom lokalnom ekstremu.

U slucaju pronalaska funkcije prijenosa F; takve da se maksimum preslikavanja s —
||F;(s)||> ne postiZze u nuli, to jest || Fi|| # ||Fi(0)]|>, testirani graf smatra se kontraprimjerom
te ga se sprema za daljnje proucavanje njegove strukture i ostalih znacajki.






Poglavlje 5

Rezultati testiranja

U ovom poglavlju prezentirat e se rezultati testiranja. Za neusmjerene grafove vrijedi re-
zultat teorema 4.1.1 prema kojem se H,, norma funkcije prijenosa F; za svakii € {1,...,n}
dostize u nuli: ||Fil| = ||F; (0) ||, uz odredene uvjete na parametre @, 1.

Testiranje se sastojalo u traZzenju usmjerenih grafova kod kojih postoji vrh i € V takav
da se vrijednost ||F||.. ne dostiZze u nuli!. Drugim rije¢ima, kako bismo izmjerili osjetlji-
vost MAS-a na poremecaj izazvan na vrhu i, nije dovoljno izracunati vrijednost ||F; (0)|[,.
Funkcija prijenosa F; ovisi 1 o parametrima @, 1 y. U ovom testiranju pretpostavljamo
@, = 1 te da parametar vy poprima vrijednosti u skupu {0.1,0.2, ..., 1.0}.

Vrijednost H,, norme funkcije prijenosa ||Fj|l. 0znacava mjeru osjetljivosti MAS-a
kada nekom smetnjom djelujemo na vrh i. Vrh i za koji izraz ||F||., ima najveéu vri-

vrhom s oznakom vy_. Vrh i ¢ija funkcija prijenosa F; ne dostize maksimum u nuli, zvat
¢emo istaknutim vrhom s oznakom v;, . Istaknutih vrhova moZe biti vise.

OpisSimo ukratko postupak koji smo proveli za testiranje jednog grafa. Neka je dan us-
mjereni graf G sa skupom vrhova V. Svakom vrhu i € V pridruZzujemo funkciju prijenosa
F; danu sa (4.29).

Funkcija F; je funkcija prijenosa LTI sustava (4.5) kada vrh i ometamo smetnjom w; 2.

Drugim rijeCima, svakom vrhu i € V grafa G pridruzimo LTI sustav oblika (4.5) te
promatramo gdje preslikavanje s — ||F;(s)||> postiZe maksimum.

'Strogo formalno ne moZemo reéi da funkcija prijenosa ne postize maksimum u nuli, jer je funkcija
prijenosa F;(s) vektorska funkcija. No, ponekad ¢emo reci da funkcija prijenosa F; ne dostize maksimum u
nuli te pritom podrazumijevati da se maksimalna vrijednost norme ||F; (0) ||, ne dostiZze u nuli. Vidi (4.28).

2Skradeno éemo reéi funkcija prijenosa vrha i.

33
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Analiza kontraprimjera

U ovom testiranju, kontraprimjerom se smatra usmjereni graf s barem jednim istaknutim
vrhom. Kontraprimjere se trazilo medu ovim klasama grafova opisanima u odjeljku 2.3:

gn_graph

gnr_graph

gnc_graph
random_k_out_graph
scale_free_directed_graph.

U testiranju je generirano oko 500 usmjerenih grafova iz svih pet klasa. Pronadeno
je tridesetak razliCitih kontraprimjera. Svi pronadeni kontraprimjeri pripadaju jednoj od
tri klase: scale_free_directed_graph, gn_graph i random_k_out_graph. Predstavit e se
jedan kontraprimjer iz svake od tih klasa.

Razlozi zbog kojih se predstavljaju upravo ovi kontraprimjeri su sljedeci:

Graf D kao primjer iz klase scale_free_directed_graph koji ima jedan istaknuti vrh
te viSe od jednog dosega. Na njemu Ce se svaki doseg promatrati kao zaseban MAS.

Graf N kao primjer iz klase gn_graph. Na ovom grafu testirat e se utjecaj zatvaranja
ciklusa na cjelokupni MAS.

Grafovi Jg, J7, Jis pripadaju klasi random_k_out_graph za k = 1. Kod ovih se
grafova povecanjem broja vrhova povecava broj istaknutih vrhova.

Uocili smo da kod svih grafova kontraprimjera, postojanje istaknutog vrha i ovisi o
parametru y. Za sve pronadene kontraprimjere postoji kriticna vrijednost y; nakon koje
graf postaje kontraprimjerom. Drugim rijeCima, za y € (0,v;) graf nije kontraprimjer jer
ne postoji istaknuti vrh. No, za y € [y;, 1] istaknuti vrh postoji.

Za svaki kontraprimjer predstavit Ce se:

struktura grafa: dosezi, kabale, zajednicki 1 ekskluzivni dijelovi;

gdje se nalaze najosjetljiviji vrh i istaknuti vrhovi s obzirom na strukturu grafa te
vidjeti njihov ulazni 1 izlazni stupanj;

graf svih funkcija prijenosa F; te zasebno onih za istaknute vrhove;

ovisnost maksimizacijske tocke s,,; 0 parametru 7.

Sa s,,; # 0 oznacili smo maksimizacijsku tocku u kojoj se dostiZe vrijednost ||F|«.
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5.1 Graf D - scale_free_directed_graph
Graf D je primjer grafa sa 10 vrhova i 13 bridova iz klase scale_free_directed_graph (vidi

sekciju 2.3). Graf ima dva ciklusa. Na grafu D svaki doseg promatrati ¢emo kao zaseban
MAS te jesu li najosjetljiviji 1 istaknuti vrh ostali isti. Graf D prikazan je na slici 5.1a.

Struktura grafa - doseg, kabala, zajednicki i ekskluzivni dio

Doseg Kabala Zajednicki dio Ekskluzivni dio
R, =1{0,1,2,3,5,6,8} {8} {0,2,3,5, 6} {8, 1}

R, =1{0,2,3,4,5,6} {4} {0,2,3,5,6} 4)

R; =1{9,6,7} {9} {6} 9,7}

Graf D je slabo povezan i ima tri dosega. Svaki doseg ima samo jedan vrh u kabali.
Vrh 6 nalazi se u zajednickom dijelu svih dosega.

Izdvojeni vrhovi

ILIl 3.0 | Broj dosega 3 \

vrh | in-degree  out-degree | vy; [|Fil| |F;(0)]
Ve, 8 0 1 2.3664
Vi L 1 2 0.81 | 0.793 0.7902

Kod grafa D, vrh 8 je najosjetljiviji, a vrh 1 je istaknuti vrh. Oba vrha pripadaju istom
dosegu te pripadaju ekskluzivnom dijelu tog dosega.

Vrh 1 istaknut je jer u njemu funkcija prijenosa F'; ne poprima maksimum u nuli. Vrh 1
ima jedan ulazni brid te dva izlazna brida. Za vrijednosti parametra y € {0, yo),7¥o = 0.81
funkcija F; poprima maksimum u nuli, dok za y > 0.81 maksimum ne dostiZe u nuli.

Funkcija prijenosa

grafa D te su im pripadni dosezi R; 1 R, relativno veliki. Takoder, dosezi R; 1 R, imaju
relativno velik broj vrhova u presjeku. Vrh 8 nema ulaznih bridova, kao ni vrh 4.

Istice se funkcija prijenosa F; koja pripada vrhu 1. Funkcija prijenosa F'| nije monotona
nego ima lokalni ekstrem izvan nule te opet trne u nula za s — oo (vidi sliku 5.2a). Funkcije
prijenosa za sve ostale vrhove su monotono padajuce i trnu u nula za s — oo.

Ovisnost maksimizacijske tocke s,,, i parametra y

Na slici 5.2b, moze se uociti monotona ovisnost maksimizacijske tocke s,,, funkcije F; o
parametru y. Ovisnost nije linearna, ali nije daleko od linearne.
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(a) Graf D. (b) Funkcije prijenosa grafa D.
Slika 5.1: Graf D i funkcije prijenosa F;.
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(a) Istaknuta funkcija F'y grafa D. (b) sopi~y graf za graf D.

Slika 5.2: Funkcija prijenosa F; koja ne postize maksimum u nuli grafa D i ovisnost mak-
simizacijske toCke s,,, 1 parametra y za graf D.
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POdgrafovi Dl, D2 i D3

Svakom od dosega R, R,, R; pridruzeni su pripadni podgrafovi D, D, i D;. U ovom
odjeljku ¢e se pojam podgrafa i dosega Cesto poistovjetiti. Kada se u ovom odjeljku referira
na doseg podrazumijeva se podgraf grafa D; generiran vrhovima koji pripadaju dosegu
R;, i € {1,2,3} 1 bridovima unutar tog dosega. Svaki od podgrafova po konstrukciji je
graf sa jednim dosegom. Grafovi D; 1 D, prikazani su na slici 5.3, a graf D; na slici 5.7a.
Grafovi D, i D, su slabo povezani, a graf Dj je jednostrano povezan.

Grafovi D, i D,

Izdvojeni vrhovi podgrafa D,

ILIl 3.0 | Broj dosega 1 \

vrh | in-degree  out-degree | vy; 1l |F;(0)]
vy, 8 0 1 4.8403
Ve, 1 1 2 0.15 | 1.056 0.9258

vrh, no iznos norme ||F|| se takoder povecao (1.056 > 0.793). Kriti¢ni y, za vrh 1 vise
nije 0.81 nego je sada 0.15.

Izdvojeni vrhovi podgrafa D,

ILIl 3.0 | Broj dosega 1 \

vrh | in-degree  out-degree | y; [|1F| |F;(0)
vy, 4 0 1 3.6515
Vi U 1 2 09| 0915 0.9129

Doseg R, sadrzi 6 vrhova i 8 bridova. U dosegu R, nisu ni vrh 1 ni vrh 8. Sa slike

osjetljivost poCetnog sustava (3.6515 > 2.3664). Istaknuti vrh u kojem funkcija prijenosa
ne dostize maksimum u nuli je vrh 0. Kriti¢ni y, za vrh 0 je sada 0.9.

Ovisnost maksimizacijske tocke s,,, i parametra y u grafovima D, i D,

Na slikama 5.6a 1 5.6b, moZe se uociti da postoji monotona ovisnost izmedu maksimizacij-
ske tocke s,,, 1 parametra y za vrh 1 u dosegu R; i za vrh 0 u u dosegu R,. U ovom slucaju
ovisnost nije linearna, no nije daleko od linearne ovisnosti.
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(a) Podgraf za doseg R;. (b) Podgraf za doseg R».
Slika 5.3: Podgrafovi Dy, 1 D, pridruZeni dosezima R; i R,.
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(a) Funkcije prijenosa F; grafa D;. (b) Funkcije prijenosa F; grafa D».
Slika 5.4: Funkcije prijenosa F; podgrafova Dy, i D;.
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(a) Istaknuta funkcija F; u dosegu R;.

Slika 5.5: Funkcije prijenosa koje ne dostizu maksimum u nuli podgrafova D; i1 D,.
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Slika 5.6: Ovisnost maksimizacijske tocke s,,, 1 parametra y za grafove D; 1 D;.
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(b) Istaknuta funkcija F u dosegu R».
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(b) sopi~y graf za funkciju Fo u dosegu R;.
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40
Graf D;
Izdvojeni vrhovi podgrafa D;
ILIl 1.0 | Broj dosega 1
vrh | in-degree  out-degree | y; | ||[Fill  |Fi(0)|
v, 9 0 1 1.4142

Doseg R; sadrzi 3 vrha 1 2 brida. U podgrafu D; sve funkcije prijenosa F; dostizu
maksimum u nuli. Vrh 9 je najosjetljiviji vrh, a osjetljivost ovog MAS-a manja je od
osjetljivosti pocetnog MAS-a (1.4142 < 2.3664). Na slici 5.7b se vidi da su vrhovi 61 7

jednako osjetljivi.

[IFits)I

0.4 4

e 0:0 Oj2 0.‘4 0.‘6 0:8 1.‘0
(a) Graf Ds. (b) Funkcije prijenosa F; grafa Ds.

Slika 5.7: Graf Dj; i funkcije prijenosa F;.
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5.2 Graf N - gn_graph

Graf N (vidi sliku 5.8a) je primjer iz klase gn_graph opisane u sekciji 2.3. Graf N sadrzi 9
vrhova i 8 bridova. Na ovom grafu testiralo se kako dodavanje novih bridova koji zatvaraju
ciklus utjece na osjetljivost pojedinih vrhova.

Struktura grafa - doseg, kabala, zajednicki i ekskluzivni dio

Doseg Kabala Zajednicki dio Ekskluzivni dio
Ry =1{0,2,4,5,6,7} {7} {0} {2,4,5,6,7}

R, =1{0,1} {1} {0} {1}

R; =1{8,0,3} {8} {0} {8,3}

Graf N je slabo povezan i ima tri dosega. Svaki doseg ima samo jedan vrh u kabali.
Vrh 0 nalazi se u zajednickom dijelu sva tri dosega.

Izdvojeni vrhovi

ILIl 3.0 | Broj dosega 3 \

vrh | in-degree  out-degree | vy; [|Fil| |F;(0)]
vy, 71 0 1 3.2417
Ve O 1 1 0.66 | 0.9263 0.8965

istom dosegu te pripadaju ekskluzivnom dijelu tog dosega. Vrh 7 pripada kabali dosega
R,. Doseg R, kojem pripada vrh 7 je relativno velik. Vrh 7 nema ulaznih bridova.

Vrh 6 istaknut je jer pripadna funkcija prijenosa Fg ne poprima maksimum u nuli. Vrh
6 ima jedan ulazni i jedan izlazni brid. Za vrijednosti parametra y € (0,vy),vo = 0.66
funkcija prijenosa Fg poprima maksimum u nuli, dok za y > 0.66 funkcija prijenosa F
maksimum ne dostiZe u nuli.

Funkcija prijenosa

IstiCe se funkcija prijenosa F¢ koja pripada vrhu 6 (vidi sliku 5.9b). Funkcija prijenosa Fe
nije monotona nego ima lokalni ekstrem izvan nule te opet trne u nula za s — oo. Funkcije
prijenosa za sve ostale vrhove su monotono padajuce i trnu u nula za s — oo (vidi sliku

5.8b).

Ovisnost maksimizacijske tocke s,,, i parametra y

Na slici 5.9b moZe se uociti da postoji monotona ovisnost izmedu maksimizacijske tocke
sopt funkcije Fg 1 parametra y. U ovom sluCaju ovisnost nije linearna, ali nije ni daleko od
linearne.
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(a) Graf N. (b) Funkcije prijenosa grafa N.
Slika 5.8: Graf N 1 funkcije prijenosa F;.
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(a) Istaknuta funkcija F grafa N. (b) sopr — y graf za graf N.

Slika 5.9: Funkcija prijenosa Fg koja ne postize maksimum u nuli grafa N i ovisnost mak-
simizacijske toCke s,,, 1 parametra y za graf N.
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Grafovi N84, N87 i N51

U ovom primjeru proucava se na koji nacin mala promjena topologije grafa, tocnije do-
davanja brida koji zatvara ciklus utjece na osjetljivost MAS-a odredenog grafom N. Sva
tri grafa Ng4, Ng7 1 N5; imaju 9 vrhova 1 9 bridova. Graf Ng4 (na slici 5.10a) dobiven je
dodavanjem brida (8, 4). Graf Ng; (na slici 5.11a) dobiven je dodavanjem brida (8, 7). Graf
N5, (na slici 5.11b) dobiven je dodavanjem brida (5, 1).

Struktura grafa Ny,
Doseg Kabala Zajednicki dio Ekskluzivni dio
Rl = {0’ 2a4a 5’ 6’ 7} {7} {07 25 4} {5’ 65 7}
R, =1{0, 1} {1} {0} {1}
R; ={0,2,3,4,8} {8} {0,2,4} {8,3}

Izdvojeni vrhovi podgrafa Ng,

ILIl 3.0 | Broj dosega 3 \
vrh | in-degree  out-degree | y; | ||Fi|| |Fi(0)|
v, 1 0 1 1.895

Graf Ng4 ima 9 vrhova i 9 bridova. U grafu Ng, broj dosega jednak je kao u grafu N. Sve
funkcije prijenosa F; dostizu maksimum u nuli (vidi sliku 5.10b). Funkcije prijenosa za sve
vrhove su monotono padajuce. Osjetljivost sustava Ng, je manja od osjetljvosti pocetnog
sustava N (1.895 < 3.2417). Najosjetljiviji je vrh 7 kao i u po€etnom sustavu N. Vrh 7 u
oba slucaja pripada kabali dosega R;.

1.754

1.50 1

1.251
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1.00 42
B
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0
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5

(a) Graf Ng4 zatvaranjem ciklusa (8,4). (b) Funkcije prijenosa F; grafa Ngg.
Slika 5.10: Graf Ng,4 i funkcije prijenosa F;.
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Grafovi N87 i N51

Struktura grafa Ng;
Doseg Kabala Zajednicki dio Ekskluzivni dio
R; =1{0,2,3,4,5,6,7,8} {8} {0} {2,3,4,5,6,7, 8}
R, =10, 1} {1} {0} {1}

Za razliku od grafa N koji ima tri dosega, graf Ng; ima samo dva dosega R;, R,. To je
vrha pripadaju istom dosegu te pripadaju ekskluzivnom dijelu dosega R;. Vrh 8 pripada
kabali dosega R;. Za razliku od N, gdje vrh 8 ima izlazni stupanj 1, sada vrh 8 ima izlazni
stupanj 2. Promjena u najosjetljivijem vrhu je oCekivana jer se dostiZni skup vrha 8 sastoji
od 8 vrhova, to jest poremecaj na vrhu 8 utjeCe na 7 vrhova. DostiZni skup vrha 7 sadrZi 6
vrhova kao i u grafu N.

Izdvojeni vrhovi podgrafa Ng;

ILIl 3.0 | Broj dosega 2 ]

vrh | in-degree  out-degree | v; [|F;l| |F;(0)]
Ve, 8 0 2 4.4546
Vo 1 1 1 0.77 | 1.2231 1.2025

Vrh 7 istaknut je jer u njemu funkcija prijenosa F; ne poprima maksimum u nuli (vidi
sliku 5.13a). Vrh 7 ima jedan ulazni i jedan izlazni brid.

Za vrijednosti parametra y € (0,v0),vo = 0.77 funkcija F; poprima maksimum u
nuli, dok za y > 0.77 F7 ne dostize maksimum u nuli. Osjetljivost sustava Ng; vea nego
osjetljivost pocetnog sustava N (4.4546 > 3.2417).

Struktura grafa Ns,
Doseg Kabala Zajednicki dio Ekskluzivni dio
R, =10,1,2,4,5,6,7} {7} {0} {1,2,4,5,6,7}
R, =1{8,0,3} {8} {0} {8,3}

Izdvojeni vrhovi podgrafa Ns;

ILIl 3.0 | Broj dosega 2 \

vrh | in-degree  out-degree | v; [|Fil| |F;(0)]
Ve, 7 0 1 3.4534
Vs O 1 1 0.62 | 0.9591 0.9188

U ovom grafu dodavanje brida (5, 1) dovelo je do zatvaranja ciklusa te kao i za Ng7,
graf N5; ima samo dva dosega R, R;.
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pripadaju istom dosegu te pripadaju ekskluzivnom dijelu dosega R;. Vrh 7 pripada kabali
dosega R;. Vrh 7 ima jedan izlazni brid te nema ulaznih bridova.

Vrh 6 istaknut je jer u njemu funkcija prijenosa Fg ne poprima maksimum u nuli. Vrh
6 ima jedan ulazni i jedan izlazni brid.

Za vrijednosti parametra y € (0, ¥o) ,vo = 0.62 funkcija F¢ poprima maksimum u nuli,
dok za y > 0.62 Fg ne dostize maksimum u nuli. Osjetljivost sustava Ns5; neznatno je veca
je nego za pocetni MAS N (3.4534 > 3.2417).

q‘ A/@) g :::inijeuo

© \@ @/

\\@/’ ‘\@/:\@

V\@
(a) Graf Ng;. (b) Graf Ng7.
Slika 5.11: Grafovi Ng; 1 N5; dobiveni zatvaranjem ciklusa (8,7) 1 (5,1)
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(a) Funkcije prijendsa F; grafa Ng;. (b) Funkcije prijenosa F; grafa Ns;.
Slika 5.12: Funkcije prijenosa F; grafova Ng7 i Ns;.
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(a) Istaknuta funkcija F7 u grafu Ng;. (b) Istaknuta funkcija Fg u grafu Ns;.

Slika 5.13: Funkcije prijenosa koje ne dostizu maksimum u nuli grafova Ng; 1 Ns;.

0.225
0.200
0.175
0.150
é 0.125
0.100
0.075

0.050

0.80 0.85 0.90 0.95 1.00 0.65 0.70 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 1.00
Y 14

(@) sopr-y graf za Ng;. (b) sopi-y graf za Ns;.

Slika 5.14: Ovisnost tocke maksimuma s, i parametra y za grafove Ng7 1 Ns;.

Funkcija prijenosa grafova Ng; i Ns;

U grafu Ng; istiCe se funkcija prijenosa F; koja pripada vrhu 7 te se u grafu Ns; istice
funkcija prijenosa F¢ koja pripada vrhu 6 (vidi sliku 5.13). U oba slucaja funkcije nisu
monotone nego imaju lokalni ekstrem izvan nule te trnu u nula za s — oo. Funkcije
prijenosa F; za sve ostale vrhove grafa Ng; 1 grafa N5; su monotono padajuce i trnu u nula
za s — oo (vidi sliku 5.12).

Ovisnost maksimizacijske tocke s,,, i parametra y grafova Ng; i N5,

Na slici 5.14, moZe se uociti da postoji monotona ovisnost izmedu maksimizacijske tocke
Sopt 1 parametra y za vrh 7 u grafu Ng; 1 za vrh 6 u grafu Ns;. Ovisnost je skoro pa linearna.
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5.3 Tri slicna grafa: Jq, J7, Ji5

Grafovi Jg, J7, Ji5 pripadaju klasi random_k_out_graph za k = 1 opisanoj u odjeljku 2.3.
Sva tri grafa su jednostrano povezani, a mozemo opisati kao graf koji sadrzi jednosmjeran
ciklus sa direktnim putom od kabala do ciklusa. Razlikuju su u ukupnom broju vrhova.
Graf Jg ima 6, graf J; ima 7, a graf J;5 ima 15 vrhova.

Graf J¢ - random_Kk_out_graph(6, 1)

Struktura grafa - doseg, kabala, zajednicki i ekskluzivni dio

Doseg Kabala Zajednicki dio Ekskluzivni dio

{0,1,2,3,4,5} {5} 0 {0,1,2,3,4,5}
Graf Jg ima 6 vrhova i 6 bridova. Prikazan je na slici 5.15a. Graf Js ima jedan doseg R, te
kabala sadrzi samo vrh 5.

Izdvojeni vrhovi

ILIl 2.0198 | Broj dosega 1 \

vrh in-degree  out-degree | 7y |Fil  |F:(0)
VH., 5 0 1 6.442
Vo 3 1 1 0.13 | 1.043 09129

ulaznih bridova. Vrh 3 istaknut je jer u njemu funkcija prijenosa F3 ne poprima maksimum
u nuli. Vrh ima jedan ulazni i jedan izlazni brid.

Za vrijednosti parametra y € (0, o) ,vo = 0.13, funkcija F3 poprima maksimum u nuli,
dok za y > 0.13 funkcija prijenosa F3; maksimum ne dostiZe u nuli.

Funkcija prijenosa

IstiCe se funkcija prijenosa F'; koja pripada vrhu 3 (vidi sliku 5.16a). Funkcija prijenosa F3
nije monotona nego ima lokalni ekstrem izvan nule te opet trne u nula za s — oco. Funkcije
prijenosa za sve ostale vrhove su monotono padajuce i trnu u nula za s — oo.

Osjetljivost sustava iznosi 6.442, vrijednost osjetljivosti ostalih vrhova manja je od 2.5
(vidi sliku 5.15b).

Ovisnost maksimizacijske tocke s,,, i parametra y

Na slici 5.16b, moze se uociti da postoji monotona ovisnost izmedu maksimizacijske tocke
Sopt 1 parametra vy za vrh 3 u grafu Js. Ovisnost nije linearna, ali nije ni daleko od toga da
bude linearna.
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(a) Graf Jg. (b) Funkcije prijenosa F; grafa Je.
Slika 5.15: Graf J¢ 1 funkcije prijenosa F;.
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(a) Istaknuta funkcija F'3 grafa Jg. (b) sops~y graf za graf J.

Slika 5.16: Funkcija prijenosa F5 koja ne postize maksimum u nuli grafa Jg 1 ovisnost
maksimizacijske tocke s,,, 1 parametra y za graf Js.
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Graf J; - random_k_out_graph(7, 1)

Graf J; nastao je ubacivanjem jednog dodatnog vrha u graf J4 te je tada uoceno da graf J;
ima dva istaknuta vrha. Prikazan je na slici 5.17a.

Struktura grafa - reach, cabal, exclusive, common

Doseg Kabala Zajednicki dio Ekskluzivni dio
{0,1,2,3,4,5,6} {2} 0 {0,1,2,3,4,5, 6}
Graf J; ima jedan doseg R; te kabala sadrzi samo vrh 2.

Izdvojeni vrhovi

ILIl  2.0198 | Broj dosega 1 \ \

vrh in-degree  out-degree | ; [|Fi| |F;(0)]
V., 2 0 1 7.6718
v 3 1 1 0.09 | 1.2063 0.9258
Sopt 5 1 1 0.89 | 1.198 1.1952

ulaznih bridova. Vrhovi 3 1 5 su istaknuti jer u njima funkcije prijenosa F3 i Fs ne po-
primaju maksimum u nuli (vidi 5.18a). Oba vrha 3 1 5 imaju jedan ulazni i jedan izlazni
brid.

Za vrijednosti parametra y € (0, 7y3),vs = 0.09, funkcija F3 poprima maksimum u nuli,
dok zay > 0.09 funkcija F; maksimum ne dostize u nuli. U grafu J7, vrh 3 ima ulazni brid
iz kabale te je za njega kriti¢ni yy = 0.13. Kriti¢ni y se smanjio u odnosu na graf J.

Takoder, za vrijednosti parametra y € (0,7ys),ys = 0.89, funkcija Fs poprima maksi-
mum u nuli, dok za y > 0.89 funkcija prijenosa F's maksimum ne dostiZe u nuli.

Funkcija prijenosa

Isticu se funkcije prijenosa F5 i F5 koje pripadaju vrhu 3 i vrhu 5 (vidi sliku 5.18a). Funk-
cije prijenosa F’5 i F5 nisu monotone nego imaju lokalni ekstrem izvan nule te nakon mak-
simalne vrijednosti trnu u nula za s — oo. Funkcije prijenosa za sve ostale vrhove su
monotono padajuce 1 trnu u nula za s — oo (vidi sliku 5.17b).

Ovisnost maksimizacijske tocke s,,, i parametra y

MoZe se uociti da postoji monotona ovisnost izmedu maksimizacijske tocke s,,, 1 parame-
tra y za vrhove 3 1 5 u grafu J; (vidi sliku 5.18b).
Vrh 3 je blizi kabali nego vrh 5 te je kriti¢ni y3 < ys.
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(a) Graf J;. (b) Funkcije prijenosa F; grafa J;.
Slika 5.17: Graf J; i funkcije prijenosa F;.
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(a) Istaknute funkcije F3, Fs grafa J;. (b) sop: —y graf za J;.

Slika 5.18: Funkcije prijenosa F3 i F5 koje ne postiZzu maksimum u nuli grafa J; i ovisnost
maksimizacijske toCke s,,, 1 parametra y za graf J;.
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Graf J;5 - random_Kk_out_graph(15, 1)
Graf Ji5 nastao je ubacivanjem osam dodatnih vrhova u graf J;. Graf J;5 ima 7 istaknutih

vrhova (vidi sliku 5.19).
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Slika 5.19: Graf Jis.
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(a) Funkcije F; grafa Jis. (b) Funkcije F; grafa J;5 u log skali.
Slika 5.20: Funkcije F; grafa J;5
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Struktura grafa - doseg, kabala, zajednicki i ekskluzivni dio

Doseg Kabala Zajednicki dio Ekskluzivni dio
{O’ 1’2, 3, 47 5’ 6’ 77 8’ {0} @ {0’ ]‘,2’ 37 4, 5, 67 7’ 8’
9,10,11,12,13, 14} 9,10,11,12,13, 14}

Graf J;5s ima jedan doseg R, te kabala sadrzi samo vrh 0. Vrh 0 je ujedno najosjetljiviji

vrh. Takoder, vrh 0 ima jedan izlazni brid te nema ulaznih bridova. Svi ostali istaknuti
vrhovi imaju jedan ulazni i jedan izlazni brid.

Izdvojeni vrhovi

ILIl | 2.0198 | Broj dosega | 1
vrh in-degree | out-degree | v; [|lFi| |F;(0)]
Vh., 0 0 1 19.0158
1 1 1 0.06 | 2.3948 0.9661
2 1 1 0.08 | 2.2931 1.3166
3 1 1 0.11 | 2.1965 1.5492
Viop 4 1 1 0.14 | 2.1071 1.7127
5 1 1 021 | 2.028 1.8257
6 1 1 048 | 1.9648 1.8974
7 1 1 0.95 | 1.9333 1.9322

Graf J;5 ima sedam istaknutih vrhova. Istaknuti vrhovisu 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7.

Za vrijednosti parametra y € (0,y,),y; = 0.06, funkcija prijenosa F'; poprima maksi-
mum u nuli, dok za y > 0.06 funkcija prijenosa F; maksimum ne dostiZze u nuli. Vrh 1 je
vrh najbliZi korijenu grafa te se moze uociti da je kriti¢ni vy za vrh najbliZi korijenu ovdje
manji nego u grafovima J7 1 Jis.

Zay € (0,v2),v, = 0.08, funkcija F, poprima maksimum u nuli, dok za y > 0.08
funkcija F, maksimum ne dostize u nuli. Za y € (0,vy3),y; = 0.11, funkcija F5 poprima
maksimum u nuli, dok za y > 0.11 funkcija F3 maksimum ne dostiZe u nuli.

Zay € (0,v4),y4 = 0.14, funkcija F4 poprima maksimum u nuli, dok za y > 0.14
funkcija F, maksimum ne dostiZze u nuli. Zay € 0, ys),ys = 0.21, funkcija Fs poprima
maksimum u nuli, dok za y > 0.21 funkcija F's maksimum ne dostiZe u nuli.

Zay € (0,v6),vs = 0.48, funkcija F¢ poprima maksimum u nuli, dok za y > 0.48
funkcija F¢ maksimum ne dostiZze u nuli. Za y € 0, y7),y7 = 0.95, funkcija F; poprima
maksimum u nuli, dok za y > 0.95 funkcija F; maksimum ne dostiZe u nuli.

Moze se uociti da se vrijednost kriticnog parametra y; povecava s poveanjem duljine
puta od kabale do vrha i.

Osjetljivosti sustava Jg, J7 1 Ji5 su redom 6.442 < 7.6718 < 19.0158. Sustav J;s je
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Funkcija prijenosa

Isticu se funkcije prijenosa F;, i € {1,2,...,7} jer one ne postizu maksimum u nuli (vidi
sliku 5.21a). Funkcije prijenosa F; za i € {1,2,...,7} nisu monotone nego imaju lokalni
ekstrem izvan nule te trnu u nula za s — oco. Takoder moZe se uociti da je vrijednost
funkcije prijenosa vrha u nuli manja $to je vrh bliZi korijenu grafa (vidi tablicu s izdvojenim
vrhovima grafa Jis i sliku 5.21a).

S druge pak strane, ako je vrh bliZe korijenu tada je vrh osjetljiviji. Za ostale vrhove i
funkcije prijenosa su monotono padajuée i trnu u nula za s — oo (vidi sliku 5.20a).

Ovisnost maksimizacijske tocke s,,, i parametra y

Na slici 5.21b, moze se uociti da postoji monotona ovisnost izmedu maksimizacijske tocke
Sopt 1 parametra y za vrhove 1,2,3,4,5,6 1 7 u grafu Jis. Ovisnost nije linearna, ali nije
daleko od linearne. Takoder, moZemo uociti da postoji neka vrsta monotonosti. Ako je put
od korijena do vrha i, dulji nego put od korijena do vrha j, onda je vrijednost y; > ;.
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2.0 A 7
5
1.8+ 0151
= 4 -
L Q
i ]
=163
- 0.10 A
i=1
1.4 4 5 —_— =2
— i=3
1.2 — i=4 0.05 4
— i=5
i=6
1.0 4 —_
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(a) Istaknute funkcije grafa Jis. (b) sopr — 7y graf za Jis.

Slika 5.21: Funkcije prijenosa F;, i € {1,2,...,7} koje ne postiZu maksimum u nuli grafa
Ji5 1 ovisnost maksimizacijske toCke s,,, 1 parametra y za graf Js.
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Sazetak

Jedan od ciljeva ovog rada bio je razviti numericki efikasan pristup ispitivanja osjetljivosti
multiagentnog sustava na poremecaje izazvane na svakom vrhu zasebno. U ovom radu,
kao mjeru osjetljivosti multiagentnog sustava uzeli smo H,, normu preslikavanja w +— y,
gdje je sa w oznacen inducirani poremecaj pojedinih vrhova, a sa y stanje multiagentnog
sustava. Uz to, cilj je bio traZzenje usmjerenih grafova za koje se H,, norma ne dostiZe u nuli
te izdvojiti i dodatno prouciti takve grafove. U radu su predstavljena tri razli¢ita usmjerena
grafa s tim svojstvom.






Summary

This thesis has had two aims. One goal was to efficiently calculate the sensitivity of a
multiagent system when its nodes are disturbed. As a sensitivity measure of a multiagent
system we took the H,, norm of the mapping w +— y, where w stands for an induced
disturbation of some nodes, and y is state of the multiagent system. The second purpose of
this thesis was to search for directed graphs for which the H,, norm is not attained at zero
and additionaly study those graphs. Three different directed graphs with that property are
presented in this thesis.
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