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Uvod

U danas$nje vrijeme, velike koli¢ine podataka prikupljaju se 1 pohranjuju u razli¢itim obli-
cima. Grafovske baze podataka istaknule su se kao jedan od nacina za ucinkovitu pohranu,
upravljanje 1 analizu podataka sa slozenom strukturom. U kontekstu grafovskih baza poda-
taka, regularni upiti na putovima postali su jedni od klju¢nih upita za dobivanje relevantnih
informacija iz grafova.

Cilj ovog diplomskog rada je implementacija klju¢nih algoritama regularnih upita na
putove. Pritom je vaZno dokazati rezultate o sloZenosti za svakoga od njih.

Na kraju e se svi teoretski rezultati provjeriti u praksi nizom eksperimenata.

Rad ce dati pregled primjene grafovskih baza podataka 1 algoritama za izraCunavanje
regularnih upita na putove. Biti Ce istaknuti razliciti modeli baza, implementacija, kao i
eksperimenti koji ¢e pokazati uspjeSnost razvijenih algoritama. Diplomski rad pridonosi
razumijevanju i razvoju grafovskih baza podataka u kontekstu regularnih upita na putove.






Poglavlje 1

Osnovne definicije

1.1 Grafovske baze podataka

Predmet proucavanja ovog rada neki su algoritmi koji se izvode nad podatcima spremlje-
nima u strukturi koju zovemo grafovska baza podataka. Postoji puno razli¢itih definicija
za nju, no u ovom radu koristit ¢e se sljedeca.

Definicija 1.1.1. Neka je Vrhovi skup identifikatora vrhova i Bridovi skup identifika-
tora bridova, pri ¢emu je Vrhovi N Bridovi = (. Uz to, neka je Oznake skup oznaka.
Grafovska baza podataka je uredena cetvorka (V, E, p, 1), pri Cemu je:

e V C Vrhovi konacan skup vrhova,
e E C Bridovi konacan skup bridova,

o p: E — VXV totalna funkcija. Ako je p(e) = (vi,V2), to znaci da je e usmjereni brid
od vy do vy,

e 1: E — Oznake totalna funkcija koja bridu pridruzuje oznaku.

Na sljedecoj stranici nalazi se primjer baze koja ¢e nam i poslije posluZiti.
Jezici za upite na grafovskim bazama podataka zasnivaju se (izmedu ostalog) na traze-
nju putova izmedu dva ¢vora na grafu.

Definicija 1.1.2. Put u grafovskoj bazi G = (V, E, p, A) je niz
P = Voeéiviexva...e,v,

gdjejen >0, e; € E, p(e;) = (vi—1,Vv;) za svakii = 1,...,n. Ako je p put u G, definiramo
oznaku puta kao niz oznaka bridova oznaka(p) := A(e;)... A(e,). Pocetak puta oznaca-
vamo s izvor(p) := vy, kraj puta s cilj(p) := v, i duljinu puta s l(p) := n (broj bridova
koje obilazi). KaZemo da je put p:
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Slika 1.1: Primjer jednostavne grafovske baze na kojoj ¢emo izvrSavati algoritme.

e SETNJA za bilo koji p,

e STAZA ako p ne ponavlja bridove,

e ACIKLICAN ako p ne ponavlja nijedan vrh,

e JEDNOSTAVAN ako p ne ponavlja vrhove, osim eventualno izvor(p) = cilj(p).

Dodatno, za dani skup puteva P nad grafovskom bazom G, kaZem da je p € P NAJKRACI
put u P, ako vrijedi (p) < I(p’), za svaki p’ € P. Koristimo oznaku Putovi(G) da bismo
oznacili sve putove u G.
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1.2 Modeli grafovskih baza podataka

U ovom odjeljku prikazat cemo dvije definicije grafova koje se Cesto koriste (primjerice u
[1]). Za obje definicije najprije dajemo motivaciju.

Promotrimo Sto najcesée ¢vorovi i bridovi predstavljaju u raznim slucajevima uporabe.
Zamislimo da imamo neku domenu koja nam je zanimljiva. Objekte u njoj predstavljat
¢emo ¢vorovima. Odnose izmedu objekata prikazujemo bridovima. Medutim, Sto ako
Zelimo da objekti mogu biti u razli¢itim odnosima? Za to nam treba dodatna informacija
te tako dolazimo do potrebe za definiranjem grafova s oznacenim bridovima.

Definicija 1.2.1. Graf s oznacenim bridovima je par (V, E) gdje je
1. V C Vrhovi konacan skup vrhova,
2. ECVXO0znakexV.

Grafovi s oznacenim bridovima (kakav je primjerice na Slici 1.2) masovno se koriste
u praksi, najpoznatiji primjer su podatci koji su povezani u globalnu mrezu - Resource
Description Framework (skraceno: RDF).

(_ Napredne baze podataka )
A

Cpradaie

(_ Profesor )

‘ predaje

~

(_ Baze podataka )

Slika 1.2: Primjer grafa s oznacenim bridovima.

Nadalje, Sto kada Zelimo prikazati dva objekta vy, v, koji su povezani bridovima gdje
svi imaju jednu te istu oznake e, ali svaka se veza (brid) odnosi na razlicite znacajke od
v1? Dakle, Zelimo viSe bridova medu vrhovima, ali na raspolaganju nam je samo oznaka
brida. U slucaju prethodne definicije to nije moguce: E je skup pa on ne moZe sadrZavati
viSe od jednog objekta (v;, e, v,). U ovom slucaju, umjesto binarnih relacija, veze moZemo
prikazivati n-arnim relacijama, za n > 2. To znaci da ¢emo dozvoliti da i bridovi 1 vrhovi
za svaku znacajku/svojstvo (od njih konacno mnogo) mogu spremati podatak/vrijednost.
Definiramo jos izraZajniju vrstu grafova: grafove svojstava.
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Definicija 1.2.2. Graf svojstava je uredena petorka (V, E, p, A, o), pri Cemu je:

1. V C Vrhovi konacni skup vrhova,

2. E C Bridovi konacni skup bridova t.d. VN E = 0,

3. p: E = (V x V) totalna funkcija,

4. A: (VUE) - Oznake,

5. 0: (VUE)X Svojstva — Vrijednosti parcijalna funkcija pri cemu je Svojstva

konacan skup svojstava, a Vrijednosti skup vrijednosti. o zovemo funkcijom svoj-
stava.

Primjer baze u skladu s gornjom definicijom dan je na Slici 1.2: Ako bismo Zeljeli

........

1 e8:ziviU L n6 : Osoba

n7 : Grad

n8 : Institucija

ime = Suknovci ime = Zoran
ime = PMF M
drzava = Hrvatska drzava = Hrvatska \
TSTTTSy L I
S W -e7:prati: e T
Le9: 2 R ool
" Dujiéi = Prat ) £ od=1990
R S \_ pozicija = profesor
ime = Josipa . __]777C i
ECET=D N
i 1e5: prati |
ime = Antea vel: prati \ N .
5 Ve . ime = Andrej
drzava = Hrvatska godine = 23 X L .
v e2: prati ! zanimanje = znanstvenik

zanimanje = arhitekt status = zaposlen

G -
:,e4:prati: ,..-../‘v
{5d 25020 joo s pra
"""" pETTT

Slika 1.3: Primjer grafovske baze koja predstavlja drustvenu mrezu

definirati slucaj u kojem omogucéujemo viSe vrijednosti na bridovima ili vrhovima, ko-
domenu funkcije o u tocki 5. u Definiciji 1.2.2 (skup Vrijednosti) zamijenili bismo
s P(Vrijednosti). Trenutno najpoznatija grafovska baza podataka, Neo4lJ, zasniva se
na ovom modelu grafa. Ona omogucuje spremanje najvise jedne vrijednosti u brid, vise
vrijednosti u ¢vor i najvise jednu vrijednost u svako svojstvo.

Uoc¢imo da je pocetna definicija koju koristimo upravo druga navedena definicija bez
da uzimamo u obzir podatke (prve Cetiri znacajke, bez koriStenja o).
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Simuliranje izmedu razlicitih modela baza

U nastavku pokazujemo kako razli¢iti modeli baza mogu jedni druge simulirati kao $to je
objasnjeno u [9]. Najprije pokazujemo kako model baze koja ima vrhove s vise podataka
svesti na model bazu koja ima samo jedan podatak u svakom bridu.

student1 ‘2‘0&,\.‘“5_
studentl _—"
ime: Mateo
Mateo
godine: 23
oy Spoy
spol: muski

T muski

Slika 1.4: Svodenje jednog vrha s viSe vrijednosti na graf gdje svaki vrh ima jednu vrijed-
nost.

Primjer 1.2.3. Pretpostavimo da postoji baza s vise podataka u nekom ¢voru. Odaberimo
jedan takav ¢vor oznake v i podacima prikazanima kao rjecnik {(x;,y;), 1 < i < n}, gdje je
n > 1 broj podataka. Tada transformaciju ¢vora vrsimo na sljedeci nacin:

1. za svaki (x;,y;), 2 < i < n, dodamo u bazu ¢vor v; s podatkom y; te oznaceni brid
(v, xi, vi),

2. &voru v ostavimo podatak yi, a ostale pobrisemo.

Dakle, baze s viSe podataka u ¢vorovima mogu se svesti na one s jednim podatkom.
PokaZimo u idu¢em primjeru kako bazu s podacima u bridovima moZemo svesti na bazu s
bridovima bez podataka.

Primjer 1.2.4. Pretpostavimo da postoji grafovska baza s barem jednim podatkom u bri-
dovima. Tada ¢vorovi imaju dodatni podatak tip_¢&vora, a bridovi tip_brida. Neka su
V1 i v, Cvorovi tipa t te (vy, e, Vv,) oznaceni brid s barem jednim podatkom p tipa s. Tada
transformaciju u grafovsku bazu bez bridova koji imaju podatke vrsimo na sljedeci nacin:

1. Izbacimo brid (vi, e, v»),
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tip_brida = veza

korisnikM korisnikL
tip_&vora = korisnik stvoreno=25-10-20 tip_¢vora = korisnik
godine = 23 godine = 22
korisnik korisnik
Q Q
veza_in ~ veza_out
godine = 23 = iy »| stvoreno = 25-10-20 godine = 22
korisnikM korisnikL

Slika 1.5: Pretvaranje baze s podacima u bridovima u bazu s bridovima bez podataka.

2. Dodamo ¢vor s podatkom p (i, ako ih ima, svim ostalim podacima koji su se nalazili
na bridu) koji oznacimo s v,

3. Dodamo bridove (v1, Syiaz, V) i (V, Siziaz> V2),
4. Dodamo bridove petlje (vi,t,vy) i (v2,1, V7).

Ako je brid imao vise podataka, onda novi ¢vor ima vise podataka pa na njega primjenimo
postupak iz prethodnog primjera.

Sada zakljucujemo da se grafovska baza s viSe podataka u bridovima i ¢vorovima moze
svesti na jednostavniju: s ¢vorovima koji sadrze samo jedan podatak i bridovima koji sa-
drze samo oznaku.
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1.3 Regularni upiti na putove u grafovskoj bazi podataka

Najpoznatiji deklarativni jezici za upite na grafovskim bazama podataka za RDF grafove
su SPARQL, a za grafove svojstava Cypher te Gremlin. Svi jezici za upite u svojoj srzi
implementiraju sljedece dvije operacije: podudaranje uzoraka (eng. match) i navigacijski
upit. U ovome radu bavimo se navigacijskim upitima.

Putovi su osnovni objekti za navigaciju u grafovskoj bazi podataka. Najosnovniji tip
navigacijskog upita je provjera postojanja puta izmedu ¢vorova u grafu, bez obzira na oz-
nake bridova. U praksi se Cesto koriste upiti na putove s dodatnim ograni¢enjima, pri-
mjerice upravo s ogranicenjima na oznake bridova. U gornjem primjeru za druStvenu
mrezu, sada moZemo traZiti putove koji obilaze samo bridove s oznakama prati i tako
traZi pratitelje-od-pratitelja u dubinu.

Klasa navigacijskih upita koje ¢emo proucCavati zovu se regularni upiti na putove
(eng. regular path queries, skraceno RPQ).

Regularni upit na putove je izraz oblika

selector? restrictor (v, regex, 7x)

pri ¢emu je v € Vrhovi, regex neki regularni izraz i 7x varijabla. Varijable selector i
restrictor sluze da bismo precizirali dodatna svojstva oko puteva koje vra¢amo 1 zadaju
se gramatikom:

restrictor : SETNJA | STAZA | ACIKLICAN | JEDNOSTAVAN
selector : NEKI | NEKI NAJKRACI | SVI NAJKRACI
Dio (v, regex, 7x) govori da Zelimo pronaci sve ¢vorove V' u grafu za koje postoji put od v
do V', takav da je oznaka(p) rijeC u jeziku regularnog izraza regex. Oznaka selector?
oznacava da se u (vecini) upita selector moZze, ali i ne mora Koristiti.
S obzirom da skup svih takvih putova moZe biti beskonacan, uloga restrictora je da
specificira koji putevi se smatraju valjanima, dok je uloga selectora filtriranje rezultata

iz danog skupa valjanih putova. Nadalje, formalno definiramo semantiku od RPQ, najprije
bez selectora, a zatim proSirujemo.

Definicija 1.3.1. Neka je G grafovska baza podataka i q neki RPQ oblika
restrictor (v, regex, 7x)

Koristimo oznaku Putovi(G, restrictor) da oznacimo sve putove valjane s obzirom na
restrictor. L(regex) je jezik svih rijeci koje regex generira. Zatim definiramo seman-
tiku od g nad G, oznacenu s [qllg:
[restrictor (v, regex, ?x)lg = {(p,V') | p € Putovi(G, restrictor,izvor)
izvor(p) =v, cilj(p) =V,
oznaka(p) € L(regex)}
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Primjer 1.3.2. Primjerice, Putovi(G, JEDNOSTAVAN) je skup svih jednostavnih puteva,
odnosno onih koji ne ponavljaju vrhove, osim eventualno izvor i cilj. Osim toga, RPQ
"JEDNOSTAVAN (v, regex, ?x)" vraca sve parove (p,V') takve da je p jednostavan put u
grafu od v do V' i oznaka(p) € L(regex).

Konacno, proSirimo semantiku upita da koriste i selectore kako smo ih na pocetku
uveli. Definiciju proSirujemo po slucajevima.

Definicija 1.3.3. Neka je g = restrictor(v, regex, 7x) RPQ kao iz prethodne definicije.
Definiramo po slucajevima:

e [NEKI restrictor (v,regex, ?x)|c za svaki v' takav da postoji (p,v') € [qlc
vraca jedan par (p,V') € [qllg, biran nedeterministicki

o [NEKI NAJKRACI restrictor (v, regex, 7x)|¢ za svaki V' takav da postoji (p, V') €
[qll¢ vraca jedan par (p,Vv') € lqlc, gdje je p neki put najmanje duljine od svih
putova p’ za koje je (p’,V") € [qllc

e [SVI NAJKRACI restrictor (v, regex, ?x)|g za svaki V' takav da postoji (p,V') €
[qlc vraca skup svih parova (p,Vv') € [qllg, gdje su p svi putovi najmanje duljine
od svih putova p’ za koje (p'v') € [[qlc

Nad putovima moZemo promatrati relaciju ekvivalenciju, pri ¢emu su dva puta u relaciji
ako imaju isti cilj v'. Uolimo da je u tom slucaju semantika NEKI i NEKI NAJKRACI
nedeterministi¢ka za pojedinu klasu ekvivalencije kada ona ima viSe od jednog elementa.
Za (gl koristimo oznaku |[¢]lg| da bismo oznacili duljinu svih putova u [¢gllg. To je
upravo suma duljina svih putova u [¢]lg. S obzirom da stroj koji racuna [¢]l¢ sigurno mora
zapisati barem jedan cijeli put, |[¢]ls| bit ¢e nam vaZna kad budemo izrazavali sloZenost
ovog algoritma.



Poglavlje 2

Algoritmi za izracunavanje RPQova

U nastavku se prisjetimo teorije konacnih automata. Najprije za regularni izraz regex s
L(regex) oznacimo jezik koji taj regularni izraz generira. Ponovimo definicije konacnih
automata kao iz [12].

Definicija 2.0.1. Deterministicki konacni automat (skraceno KA) nad abecedom X je ide-
alizirani (matematicki) stroj M := (Q, %, 6, qo, F) koji pored ¥ ima:

e konacan skup Q cije elemente nazivamo stanjima,
o istaknuti element q, € Q koji nazivamo pocetnim stanjem,
e podskup F C Q Cije elemente nazivamo zavrsnim stanjima,

o funkciju prijelaza 6: Q X £ — Q cesto zadanu tablicno.

KaZemo da M prihvaéa rije¢ w = a; ..., € X* ako postoji niz stanja ry,ry,...,1, € Q
takav da je ro = qo, 6(ri_1, ;) = riza sve i € {1,...,n} (takav je jedinstven za zadane M i
w), ter, € F.

Nedeterministicki konacni automat (skraceno NKA) ima sve isto kao deterministicki osim:
e abecedu X, =X U {€},
e umjesto funkcije prijelaza 6 ima relaciju prijelaza 6 C Q X X, X Q.

Svaki regex moze se pretvoriti u ekvivalentan NKA prostorne sloZenosti O(|regex]|).
Postoje razne konstrukcije pretvorbe iz regularnog izraza u automat. Neke od njih su:
Thompsonova, Glushkovova itd. Nadalje, za potrebe ovog rada pretpostavimo da nema
e-prijelaza. 1z tog razloga koristimo Glushkovov algoritam jer on, za razliku od Thompso-
novog, vraca automate bez e-prijelaza. NKA zovemo nedvosmislenim ako ima najvise jedan
prihvacajuéi prolaz za svaku rije¢. Svaki KA je nedvosmislen, ali obrat ne vrijedi.

11
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2.1 Bazni sluéaj: restrictor == SETNJA

U baznome slu¢aju algoritma koje ¢éemo pokazati, izbor restrictora je SETNJA, odnosno
svi RPQ-ovi tog oblika su:

selector SETNJA (v, regex, 7x).

Ovo je (jedini) slucaj u kojem ne piSe selector?, ve¢ selector, Sto znaci da je selector
obavezan. To vrijedi jer je broj Setnji po grafu koji ima petlju neogranic¢en pa ih moramo
nekako ograniciti. U ostalim moguénostima upita (s drugim restrictorom) nemamo
ovaj problem pa za njih selector moZe i ne mora biti prisutan.

Izracunavanje RPQ-ova kombinira pretraZivanje po grafu paralelno s pokretanjem auto-
mata. Ideja kombiniranja grafa i automata u literaturi se moZze na¢i pod imenom produktna
konstrukcija. Sada slijedi jedan od klju¢nih pojmova koje ¢emo koristiti, produktni graf.

Definicija 2.1.1. Neka je dana grafovska baza podataka G = (V,E,p, A) i izraz oblika
q = (v, regex, 7x). Neka je (Q, %X, 9, qo, ') regex-u ekvivalentni NKA.
Produktni graf G je grafovska baza podataka Gy = (Vy, Ex, px, Ax), pri Cemu je:

o V,=VXQ

* Ex={(e,(q1,a,92)) € EX 6| Ae) = a}

o pxle,d) = ((x,q1), (¥, q2)) ako : d = (q1,a, q>), A(e) = a,p(e) = (x,)
o L ((e,d) = Ale).

Intuitivno, produktni graf dobiven je kartezijevim produktom pocetnog grafa i auto-
mata za regex. Za neki g = (v, regex, 7x), sada moZzemo pronaci sve V' dostiZive iz v u
originalnoj grafovskoj bazi G, ali po putu oznaka sigurno pripada u L(regex) tako da u
G trazimo sve vrhove (V',q’) € Vi, pri ¢emu je ¢’ € F, dostiZive bilo kojim putom iz
(v, go). Uocimo klju¢no: u G« ne moramo brinuti pripada li oznaka puta u L(regex) jer je
to osigurano produktnom konstrukcijom.

Dakle, svi takvi v mogu se pronadi koriStenjem jednostavnih algoritama za pretraZi-
vanje (BFS, DFS) po grafu G4 pocevsi s (v, qo). Usputna korist ovog pristupa je da ne
moramo u startu konstruirati cijeli Gy, nego radije tijekom izvodenja algoritma idemo po
susjedima i gradimo graf korak-po-korak.

selector == NEKI(NAJKRACI)?

Najprije ¢emo pokazati algoritam kada je selector NEKI ili NEKI NAJKRACI, tj. za sve
RPQ-ove oblika
g = NEKI (NAJKRACI?) SETNJA (v, regex, 7x).
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Glavna je ideja ve¢ objaSnjena: za grafovsku bazu podataka G i upit g kao gore, mo-
Zemo provesti BFS ili DFS pocevsi od ¢vora (v, gg) u produktnom grafu G, izgradenog od
automata A za regex i G. U nastavku prikazujemo algoritam. Svi algoritmi preuzeti su iz
[3]1[10].

Algoritam 1 Izracunavanje RPQ upita NEKI (NAJKRACT)? SETNJA (v, regex, ?x) na
grafovskoj bazi G = (V, E, p, )

1: function NexaSETNIA(G, qQ)

2 A « konstruirajAutomat(regex) > go pocetno stanje, F' konacna stanja
3 inicijaliziraj red/stog Otvoreni

4 inicijaliziraj rjecnik Posjeceni

5: inicijaliziraj skup DostignutoZavrsno

6

7

8

9

pocetnoStanje « (v, qo, null, 1)
Posjeceni.push(pocetnoStanje)
Otvoreni.push(poetnoStanje)
if veVand g, € F then

10: DostignutoZavrsno.add(v)

11: RjeSenja.add(v)

12: end if

13: while Otvoreni # @ do

14: trenutni « Otvoreni.pop() > trenutni = (n, q, brid,prethodni)
15: for idu¢i = (v, q’,edge’) € Susjedi(trenutni, G, A) do
16: if (n’,q’, %, %) ¢ Posjeceni then

17: novoStanje « (n',q’, brid’, trenutni)

18: Posjeceni.push(novoStanje)

19: Otvoreni.push(novoStanje)

20: if ¢ € F and n’ ¢ DostignutoZavrsno then

21: DostignutoZavrsno.add(n’)

22: put « proNaPIPUT(trenutni).extend(n’, edge’)
23: RjeSenja.add(put)

24: end if

25: end if

26: end for

27: end while

28: return Rjesenja

29: end function

30: function proNaPIPUT(Stanje = (n, g, brid, prethodni))

31: if prethodni == 1 then > PocCetno stanje
32: return [v]
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33: else > Rekurzivni "backtracking"
34: return proNAPIPUT(prethodni).extend(n, brid)
35: end if

36: end function

MoZemo uociti da je osnovni objekt koji promatramo te koji nije odmah jasan cemu sluzi
tzv. stanje traZenja. To je Cetvorka oblika (n, g, brid, prethodni) pri ¢emu je:

n vrh iz G koji promatramo,

q stanje iz A u kojem smo trenutno,

brid je brid s kojim smo dosli u n,

prethodni je pokazivac na prethodno stanje traZenja.

Intuitivno, (n, g) je stanje u G, dok brid i prethodni sluZe za rekonstruiranje puta. Objas-
nimo i varijable koje koristimo u algoritmu:

e Otvoreni je red (u slucaju BFS-a) ili stog (u slu¢aju DFS-a) stanja traZenja sa stan-
dardnim push() i pop() metodama.

e Posjeceni je rjecnik stanja traZenja koje smo vec posjetili u obilasku, a on sluzi
da ne zavrSimo u beskonacnoj petlji. (n, g) je klju¢ da provjerimo je li neko stanje
oblika (n, g, brid, prethodni) posjeCeno. prethodni uvijek pokazuje na stanje koje
je sigurno spremljeno u Posjeceni.

e DostignutoZavrsno je skup vrhova (iz G) koje smo ve€ vratili kao odgovor na upit
pa nas viSe ne interesiraju (NKA ima viSe zavrSnih stanja pa se mozZe dogoditi da na
viSe nacina otkrijemo isti kraj puta).

Nakon $to inicijaliziramo potrebne varijable, zapo¢injemo pretragu s po¢etnoStanje :=
(v, go, null, 1) koje zatim spremamo u Otvoreni i Posjeceni u linijjama 6-8. U lini-
jama 9-11, ako je v vrh u grafu 1 g zavrSno stanje, spremamo v u DostignutoZavrsno
i RjeSenja. To rjeSenje Ce biti put sastavljen od samo jednog vrha. Dalje slijedi petlja
klasi¢nog algoritma pretrazivanja (BFS/DFS) u linijjama 13-27. Petlja se izvrSava dok je
Otvoreni neprazan. U pomoénu varijablu trenutni sprema se stanje trazenja s vrha sto-
ga/pocetka reda. Stanje traZenja je oblika (n, g, brid, prethodni). U ovom trenutku odvija
se pretrazivanje dijela produktnog grafa koje smo spominjali: za trenutno stanje traZenja,
treba gurnuti na stog/red sva nova stanja trazenja. Dakle, za vrh (n, g) € G, pronalazimo
sve njegove susjede (n’, g’), a u stanja trazenja spremamo bridove brid’ do njih te pokazi-
vaCe na prethodna stanja traZenja trenutni koja ¢e posluziti kada budemo rekonstruirali
put. Pritom je vazno da ne posjecujemo susjede (n’, ¢") koji su ve¢ u Posjeceni jer bismo
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inace potencijalno zavrsili u ciklusu nekog puta. novoStanje koje tada dobivamo, spre-
mamo u Posjeceni i Otvoreni. MozZda je g tada i zavrSno stanje: ako jest, a n’ nije veé
prije dostignut, onda smo pronasli rjeSenje. n’ spremamo u DostignutoZavrsno, rekons-
truiramo Setnju i spremamo ju u RjeSenja. Po konstrukciji produktnog grafa, znamo da
je oznaka te Setnje sigurno u L(regex). Za kraj napomenimo jako vaznu ¢injenicu zbog
koje smo napisali da je ovo algoritam i za NEKI i NEKI NAJKRACI selector. Zasto smo
cijelo vrijeme spominjali i BFS i DFS? Upravo zato §to BFS istovremeno trazi najkrace
Setnje do svakog dostizivog ¢vora, a DFS bilo kakve.
SloZenost algoritma sastoji se od dva aspekta:

1. obilazak svih vrhova po produktnom grafu: svaki vrh (n,q) € V X Q moze biti
posjecen najviSe jednom, a kardinalnost skupa stanja je |Vi| = |V X Q| = |V|-|Q| <
Gl - |A| € O(AI - |G)),

2. ispisivanje svih puteva: dok dospijemo u zavr$no stanje, rekonstruiranje puta p traje
|p| koraka - skup svih takvih putova je [¢]lg pa se sjetimo definicije |[¢g]s| 1 zaklju-
cujemo da je to jednako vremenu ispisivanja svih rezultata.

Dakle, ukupna sloZenost algoritma je O(|A| - |G| + |[¢]llg|) pa vrijedi sljedeéi rezultat:

Teorem 2.1.2. Neka je G grafovska baza podataka, i q upit oblika
NEKI (NAJKRACI)? SETNJA(v, regex, 7x)
Ako je A automat za regex, onda Algoritam 1 ispravno racuna [qllc u vremenu

O(A - G| + IlglaD.

selector == SVI NAJKRACI

Za restrictor == SETNJA, jedini preostali slutaj je selector == SVI NAJKRACI,
odnosno svi upiti oblika

SVI NAJKRACI SETNJA (v, regex, 7x)

nad grafovskom bazom G. Da bismo rijesili ovaj problem, potrebno je prosiriti BFS verziju
Algoritma 1 koja ¢e podrzati pronalaZenje svih putova izmedu para (v, V") ¢vorova umjesto
jednog jedinog. Intuicija je jednostavna: za odredivanje najkracih putova nakon dostizanja
V" iz v uz poklapanje na regexu po prvi put, BFS to radi koristeci najkraci put. Duljina tog
puta moZe se upamtiti zajedno s v' i onda svaki sljedeci put kad posjetimo vrh v/, rjeSenje Ce
takoder biti Setnja ¢ija je duljina jednaka spremljenoj. Algoritam prikazujemo u nastavku.
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Algoritam 2 Izracunavanje RPQ upita SVI NAJKRACI SETNJA (v, regex, ?x) na
grafovskoj bazi G = (V, E, p, 1)

1: function SVENAIKRACESETNIE(G, q)

2 A « konstruirajAutomat(regex) > go pocetno stanje, gr zavr$no stanje
3 inicijaliziraj red Otvoreni

4: inicijaliziraj rjeCnik Posjeceni

5: if v € V then

6 pocetnoStanje « (v,qo,0, 1)

7 Posjeceni.push(pocetnoStanje)

8 Otvoreni.push(poetnoStanje)

9

: end if
10: while Otvoreni # 0 do
11: trenutni « Otvoreni.pop() > trenutni = (n, g, dubina,listaPreth)
12: if ¢ == gr then
13: trenutniPutevi <« PRONAPISVEPUTEVE(trenutni)
14: RjeSenja.add(trenutniPutevi)
15: end if
16: for idu¢i = (n',q’, edge’) € Susjedi(trenutni, G, A) do
17: if (n’,q’, %, %) € Posjeceni then
18: (n’,q ,dubina’,listaPreth’) « Posjeceni.get(n’, q’)
19: if dubina + 1 == dubina’ then
20: listaPreth’.add({trenutni,brid’))
21: end if
22: else
23: inicijaliziraj listu 1istaPreth
24: listaPreth.add({trenutni,brid’))
25: novoStanje « (n’,q’,dubina + 1,1istaPreth)
26: Posjeceni.push(novoStanje)
27: Otvoreni.push(novoStanje)
28: end if
29: end for

30: end while
31: end function

32:

33: function proNAPISVEPUTEVE(Sstanje = (n, g, dubina, listaPreth))

34: if l1istaPreth == 1 then > Pocetno stanje
35: return [v]

36: end if
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37: for prethodni = (prethodnoStanje, prethodniBrid) € listaPreth do
38: for prethodniPut € proNAPISVEPUTEVE(prethodnoStanje) do

39: putovi.add(prethodniPutevi.extend(n, prethodniBrid))

40: end for

41: end for

42: end function

Neke se stvari ponavljaju kao i u Algoritmu 1, stoga ¢emo se koncentrirati na one
ideje koje su nove. Ovog puta Zelimo sve najkrace puteve pa zato koristimo BFS, odnosno
varijabla Otvoreni je red. Od automata A koji se generira iz regexa dodatno zahtije-
vamo da je nedvosmislen i da ima jedinstveno zavr$no stanje gr. Glavna razlika ovog i
prethodnog algoritma je kako modeliramo stanje trazenja. Ovdje je stanje traZenje oblika
(n, q,dubina,listaPreth) gdje je:

e n vrh grafa G,
e ¢ stanje od A,
e dubina duljina (bilo kojeg) najkraceg puta od n do v,

e listaPreth je lista pokazivaca gdje svaki pokazuje na neko prethodno stanje
traZenja iz kojeg se najkra¢im raspoloZivim putem moZe u n.

Lista 1istaPreth je vezana lista koja pocinje praznim vrhom i svaki element joj je
par (stanjeTraZenja,brid). Intuitivho, ona nam omogucuje konstruirati sve najkrace
puteve koji dostizu vrh jer ih zasigurno moZe biti i viSe od jednog. stanjeTraZenja
je pokazivac na prethodno stanje trazenja, a brid se koristi da bi se dospjelo do vrha iz
prethodnog stanja trazenja.

Navedimo jo$ neke kljucne razlike u odnosu na prethodni algoritam. Uo¢imo da smo u
Algoritmul u liniji 16 odbacivali stanje u G ako je ve¢ bilo posjeceno. U Algoritmu 2 u
liniji 17 ne odbacujemo vec posjeceno stanje, ve¢ njegovoj pripadajucoj listi listaPreth
dodajemo trenutno stanje 1 pripadajuci brid ako takoder osiguravaju najkraci put. U slucaju
da prvi put posje¢ujemo vrh (n, g), to znaci da smo pronasli prvi najkraéi put do njega pa
inicijaliziramo pripadnu listu.

SloZenost algoritma sastoji se od dva aspekta:

1. sloZenost BFS algoritma na Gy je O(|A| - |G|). To vrijedi jer nakon $to ih ponovno
posjetimo, vrhovi u G4 ne dodaju se u red Otvoreni,

2. ispisivanje svih puteva: opet je to jednako |[¢]sl, $to je za razliku od Teorema 2.2.1
zasigurno dosta veci broj.
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Takoder, uocimo da funkcija svaki put koji pronade u G prode to¢no jednom S$to osigurava
tocnost rjesenja izraCunavanja.

Dakle, ukupna sloZenost algoritma i u ovom je slucaju O(|A| - |G| + |[¢lc|) pa vrijedi
sljedeci rezultat:

Teorem 2.1.3. Neka je G grafovska baza podataka, i q upit oblika
SVI NAJKRACT SETNJA(v, regex, 2x)

Ako je A automat za regex koji je nedvosmislen i ima jedinstveno zavrsno stanje, onda
Algoritam 2 ispravno racuna ([ qll¢ u vremenu

O(Al - 1G| + IlgliD.

2.2 restrictor € {STAZA, ACIKLICAN, JEDNOSTAVAN)}

U ovoj sekciji promatramo ostale sluCajeve, kada je restrictor # SETNJA. Za danu
grafovsku bazu G 1 vrhove v,V u njoj te regularni izraz regex, definiramo sljedeci jezik:

NEKI JEDNOSTAVAN PUT ={(G,v,V’, regex) | postoji jednostavan put podvdov' u G
takav da je oznaka(p) € L(regex) }

Iz [2] moZemo vidjeti da vrijedi da je taj jezik NP-potpun. Definirajmo jezik u kojem
unaprijed fiksiramo regex:

NEKI JEDNOSTAVAN PUT(regex) ={(G,v,V’) | postoji jednostavan put podvdov' u G
takav da je oznaka(p) € L(regex) }

Pokazat ¢emo da vrijedi sljedeci rezultat
Teorem 2.2.1. Neka je X abeceda i w € ¥* duljine barem 2. Izracunavanje jezika
NEKI JEDNOSTAVAN PUT (w)*
je NP-potpuno.

Da bismo dokazali prethodni teorem, potreban nam je jaci rezultat koji je dokazan u
sljede¢em potpoglavlju.
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PROBLEM HOMEOMORFIZMA USMJERENOG PODGRAFA
Zapocinjemo s definicijom jezika HOMEOMORFIZAM PODGRAFA koja je sli¢na u [7]:

Definicija 2.2.2. Neka je H = (Vy, Ey) graf. Za proizvoljni graf G oznacimo s Putovi(G) :=
{p: pje put u G}. Problem homeomorfizma podgrafa za fiksni graf H definiramo kao slje-
deci jezik:
HOMEOMORFIZAM PODGRAFA(H) :={{(G,v,e) | G = (V,E) graf, v: Vy — V injekcija,
e: Ey — Putovi(G) injekcija t.d. su
(Y a,b € Ey) e(a) i e(b) medusobno
disjunktni putovi (osim ili pocetak ili kraj

ako ga dijele)}

Ako je H usmjereni graf, definiramo HOMEOMORFIZAM USMJERENOG PODGRAFA(H) :=
HOMEOMORFIZAM PODGRAFA(H) N {(G,v,e) | G usmjeren graf}

U literaturi se moZe naci da je nekoliko netrivijalnih instanci HOMEOMORFIZAM PODGRAFA
rijeSeno algoritmom polinomne vremenske sloZenosti.

Medutim, mi se bavimo usmjerenim podgrafovima za koje rezultat koji dokazujemo
kaZe da je problem usmjerenog podgrafa za usmjerene grafove NP-potpun, osim u tri-
vijalnim slucajevima kada je H usmjereno stablo dubine 1 (bridovi ili ulaze u ili izlaze
iz korijena) - svodi se na provjeru postojanja puta izmedu dva ¢vora, $to je polinomno.
Nastavljamo s dokazivanjem problema usmjerenog podgrafa za usmjerene grafove NP-
potpun, osim kada je H stablo dubine 1.

Do kraja dokaza potrebne su 3 leme iz kojih ¢e slijediti dokaz.

Lema 2.2.3. Neka je P podgraf od Q i HOMEOMORFIZAM PODGRAFA(P) NP-teZak. Tada je
i HOMEOMORFIZAM PODGRAFA(Q) NP-teZak.

Dokaz. Za P = (Vp, Ep) usmjereni podgraf od usmjerenog grafa Q = (Vy, Ep) Zelimo
pokazati da vrijedi

HOMEOMORFIZAM PODGRAFA(P) <, HOMEOMORFIZAM PODGRAFA(Q).

Dakle, neka su dani graf G = (V, E), injekcija g: Vp — Viinjekcijam: Ey — Putovi(G).
Cilj je u polinomnom vremenu konstruirati graf H = (Vy, Ey), injekciju h: Vo — Vg i
injekciju n: Ey — Putovi(H) tako da vrijedi (HP je skra¢ena oznaka za HOMEOMORFIZAM
PODGRAFA):

(G,g,m) e HP(P) < (H, h,n) € HP(Q)

Neka je Q\ P graf koji se sastoji od bridova u Q koji nisu u P, zajedno sa svim susjednim
vrhovima. Konstruiramo H na sljede¢i nacin: dodamo u G kopiju od Q \ P, gdje vrh n od
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Q\ P koji je takoder vrh od P preslikan u g(n) u G. g proSirimo u 4 tako da na svim vrhovima
iz P ostavimo iste vrijednosti, a sve vrhove iz Q \ P preslikamo u odgovaraju¢e u H \ G
Sto je upravo jednako Q \ P. Prosirimo preslikavanje m u preslikavanje n na sljedeci nacin:
za sve bridove iz Eg ostavimo iste vrijednosti, a sve nove bridove a’ iz Q \ P preslikamo u
skup koji sadrzi samo put duljine 1 te njegov brid oznac¢imo s a’.

Dakle, po konstrukeiji vrijedi smjer = . DokaZimo obratni smjer.

Obratnu tvrdnju dokazujemo indukcijom po broju bridovau Q\ P. Ako je Q\ P prazan,
tvrdnja ocito vrijedi jer nema novih bridova koji bi se trebali preslikati u nove skupove
medusobno disjunktnih skupova.

Pretpostavimo da je Q \ P neprazan i (H, h,n) € HP(Q).

Ako je za svaki brid a u P n(a) skup disjunktnih puteva u G (po definiciji je u H, ne
mora biti u G), onda tvrdnja odmah vrijedi. Dakle, pretpostavimo da za neki brid p iz P
vrijedi da n(p) sadrzi put koji nije u G. Jedini dodavani putevi su oni duljine 1 pa n(p)
sadrzi put koji prolazi samo jednim bridom ¢’ koji je u H i nije u G. S obzirom da slika
bilo kojeg brida a iz Q \ P s barem jednim krajem koji nije u P moZe kao svoju sliku imati
jedino odgovarajuci put s jednim bridom a” u H (ili paralelan mu brid), oba kraja od ¢’
moraju biti u G. Da bi oba kraja od ¢’ bila u G, ali ne 1 sam brid ¢’, morao je postojati
brid g iz Q \ P koji je prisilio ¢" da bude dodan u H. Brid ¢’ mora biti cijela slika od p,
jer inaCe homeomorfizam 4 ne bi preslikavao u medusobno disjunktne puteve; dakle, p i ¢
su paralelni u Q. Preslikavanje 4’ formirano medusobnim mijenjanjem vrijednosti /(p)
i h(g) je homeomorfizam iz Q u H. Restrikcijom domene od 4’ na Q \ {g} pokazali smo da
je O\ {g} homeomorfan podgrafu od H \ {¢g’} pa po pretpostavci indukcije vrijedi da je P
homeomorfan podgrafu od G. O

Dokaz je isti za P i Q usmjerene grafove.

Lema 2.2.4. Promotrimo podgraf na Slici 2.1. Pretpostavimo da postoje dva medusobno
disjunktna puta koji prolaze kroz podgraf - jedan izlazi iz A i drugi ulazi u B. Tada put koji
izlazi iz A je morao poceti u Ci put koji prolazi kroz B morao je izaci u D. Nadalje, postoji
toc¢no jedan dodatni put kroz podgraf i on je neki od sljedeca dva:

8—29-510-4—>11 ii §—-9 10 -4 >11,

ovisno o putu koji izlazi iz A.

Dokaz. Nazovimo put koji izlazi iz A, A-put. On mora Koristiti brid 1 ili 1’. Podgraf je
simetrican pa pretpostavimo da koristi brid 1. Dakle, takoder mora Koristiti brid 2.

Put koji ulazi u B zovemo B-put i on ne moZze Koristiti brid 6, dakle mora koristiti brid
6’ 1 brid 2’. Ne moZe koristiti brid 1’ pa mora po bridu 7’ u bridu 9. A-put ne moZe po 6,
pa mora po 3 i 4. Ne moze koristiti brid 10 pa mora po bridu 5 i uéi kroz C. B-put ne moze
koristiti brid 10 pa mora Koristiti brid 12 i iza¢iu D. Put8 - 9 —» 10 - 4 — 11 jeu
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Slika 2.1: Podgraf "sklopka" s oznacenim bridovima

ovom sluc¢aju blokirani 8 — 9" — 10" — 4" — 11’ je slobodan. Uo¢imo da ako put ulazi
u 8, mora izaci u 11’ s obzirom da su 3’ i 12’ blokirani. Sli¢no, ako put izlazi u 11" mora
uéiu 8. |

Podgraf na Slici 2.1 zove se "sklopka". MoZemo nanizati proizvoljno mnogo sklopki
1 opet primijeniti lemu tako da spojimo bridove C i D od jedne sklopke s bridovima A1 B
druge i tako dalje redom. Ideja sklopke je sljedeca: ako vizualiziramo graf kao na Slici 2.2
s Cetiri vrha i dva brida, onda, kako je u ovom problemu moguce koristiti samo jedan od
putova8 -9 - 10—-4 - 11 ii 8 -9 — 100 - 4 — 11’, tako se i u tom grafu
mozZe putovati po vertikalnim bridovima, dok okomita linija simbolizira da se ne moze po
oba istodobno.

Dalje slijedi posljednja potrebna lema.

Lema 2.2.5. Neka je usmjereni graf P sadrZan od dva disjunktna usmjerena brida i Cetiri
susjedna vrha. Tada je jezik HOMEOMORFIZAM USMJERENOG PODGRAFA(P) NP-teZak.
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By

O O
Slika 2.2: Shema sklopke

Dokaz. Svest ¢emo poznati 3 — CNF problem na problem homeomorfizma podgrafa za
zadani P iz iskaza. Fiksirajmo formulu F s varijablama x;...x; i klauzulama ¢, ...1.
Konstruiramo graf G na sljedeci nacin:

O/)... )O
\O°°°O<—O<—OI

Slika 2.3: Podgrafovi za svaku varijablu x;

Za svaku varijablu x; napravimo podgraf kao sa Slike 2.3.

Definiramo da visina stupca bude jednaka ukupnom broju pojavljivanja literala x; i —x;.
S obzirom da je k literala, tako naniZemo i spojimo bridom tih k£ podgrafova: najdonji vrh
podgrafa za x; s najgornjim za x;, i tako dalje.

Osim toga u graf dodamo vrhove ny, ..., n; koji odgovaraju klauzulama 7, ...,# pri
¢emu iz svakog n; izlaze 3 brida i ulaze u n;,, za svaki i. Takoder je tu i brid od najdonjeg
vrha zadnjeg podgrafa za x; do ny.
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Sada za svaki literal y koji se pojavljuje u klauzuli #; zamijenimo jedan od bridova
izmedu n;_; 1 n; 1 jedan brid u stupcu pridruzen y sa sklopkom.

Konacno, pokrijmo eventualne vrhove sklopki koji nemaju i izlazni i ulazni brid. Takva
su Cetiri pa jo§ dodamo vrhove oznacene s W, X, YiZ.Bridiz Y identificiramo s ulazom B
u prvu sklopku, brid s izlaza D od posljednje sklopke spojimo s najgornjim vrhom podgrafa
od x; 1 joS dodamo brid od n; do Z. C ulaz od zadnje sklopke spojen je brid koji ide od W
do njega i A izlaz od prve sklopke spojimo s bridom da ide u X. Primjer je pokazan na Slici
2.4 1 oznaCimo ovakav graf s Gp.

Tvrdimo da postoje dva medusobno disjunktna puta od Wdo Xiod Y do Z u Gy ako i
samo ako je fomula F ispunjiva, tj. postoji interpretacija I tako da je I(F) = 1. Pretpos-
tavimo da je F ispunjiva. Tada put od Y do Z moZe pro¢i jedino kroz stupac s -y ako i
samo ako je I(y) = 1. Tada s obzirom da je u svakoj klauzuli #; barem jedan literal zado-
voljen, uvijek ¢e postojati barem jedan put sklopke koristan za i¢i od n;_; do n;. Put od
W do X onda prolazi po svim sklopkama po onom putu po kojem drugi put nije prosao.
Obratno, ako postoje dva medusobno disjunktna puta od W do X1 od Y do Z u Gf, onda
moraju prolaziti kroz sklopke kao u Lemi 2.2.4. Dakle, put od Y do Z mora pro¢i kroz sve
podgrafove od x;eva i kroz vrhove ny do n;. Tako definiramo i interpretaciju: postavimo da
je I(y) = 1 ako i samo ako put od Y do Z koristi stupac pridruzen —y. Konstrukcija ovog
grafa je izracunljiva u polinomnom vremenu, pa je time dokaz gotov. O

Primijenimo sve leme na krajnji cilj i glavni rezultat.

Teorem 2.2.6. Neka je P bilo koji usmjereni graf (osim trivijalnih slucajeva). Tada je
HOMEOMORFIZAM USMJERENOG PODGRAFA(P) NP-potpun.

Dokaz. Jezik je u NP jer za (G, v,e) € HOMEOMORFIZAM USMJERENOG PODGRAFA(P) jer
se u polinomno vremena provjeri jesu li v i e injekcije s trazenim svojstvima. Svi slucajevi
usmjerenih grafova (osim trivijalnih) su ako graf sadrzi neki od sljede¢ih podgrafova:

1. dva disjunktna brida, jedan ili oba mogu biti petlja,
2. put od dva brida koji posjecuje tri razlicita vrha ili
3. ciklus duljine 2.

Ako pokazemo da je problem NP-potpun za svakog od prethodna 3 slucaja, onda primjenom
Leme 2.2.3 slijedit ¢e tvrdnja teorema. Lema 2.2.5 je rijesila prvi slucaj kada nema petlji.
Ako bi bilo petlji, onda bismo identificirali u grafu Gy W s X i/ili Y s Z pa bismo opet mogli
primijeniti istu konstrukciju. Za drugi slucaj, identificiranje u Gr X s Y rjeSava problem
i konac¢no u treCem slucaju u G identificiramo parove vrhova W, Z i X, Y pa moZemo
lemu primijeniti i u ovom slucaju. m|
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¥ ¥
B input of
first switch

D output of
last switch

j?H
C input of
last switch

to x,

A output of
o first switch

8,

Slika 2.4: Primjer izgleda grafa G iz Leme 2.2.5, izvadeno iz [4]

JEDNOSTAVNI PARNI PUTEVI

Primjenimo sada Teorem 2.2.6 u slucaju kada je P usmjereni put duljine 2, odnosno P =
({u, v, w}, {(u,v), (v, w)}, kao Sto je pokazano u [6]. Neka je (G, h, e) € HOMEOMORFIZAM
USMJERENOG PODGRAFA(P) (odnosno, skraceno (G, h, e) € HUP(P)), proizvoljan. S obzi-
rom da je & injekcija, to znaci da vrijedi

(G, h,e) € HUP(P) < postoji jednostavni put od h(u) do h(w) preko h(v)
Motivirani ekvivalencijom definiramo jezik:

PUT PREKO VRHA :={(G, s,t,m) | G usmjereni graf u kojem
postoji jednostavni put od s do ¢ preko m}.
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Dakle, dokazali smo HOMEOMORFIZAM USMJERENOG PODGRAFA(p) <, PUT PREKO VRHA.
Po definiciji: PUT PREKO VRHA je NP-potpun.
Definiramo jo$ jedan problem:

JEDNOSTAVNI PARNI PUTEVI :={(G, s, ) | G usmjereni graf, od s do ¢

postoji jednostavni put parne duljine}

DokazZimo da je i on NP-potpun svodenjem s jezika PUT PREKO VRHA.
Teorem 2.2.7. JEDNOSTAVNI PARNI PUTEVI je NP-potpun jezik.

Dokaz. Zelimo svesti u polinomnom vremenu PUT PREKO VRHA na JEDNOSTAVNI PARNI
PUTEVI. Neka je tako (G, s,t,m) € PUT PREKO VRHA. Iz G = (V, E) konstruiramo novi
usmjereni graf G’ = (V', E’):

Vi =V \{m}) x{1,2}) U {m},
E" = {((u,2), v, ) | (u,v) € E} U{((u,2),m) | (u,m) € E}
UA{(m, (u, D)) | (m,u) € EYU{((u, 1), (u,2)) |u €V \ {m}}

Promotrimo graf G’ kada iz njega izbacimo sve bridove kojima je jedan od vrhova m.
Svi bridovi u tome slucaju su izmedu skupova {(#,2) | u € V}i{(u,1) | u € V} pajeto
zapravo bipartitni graf. Dakle, svaki put koji ide iz jednog skupa i zavrSava u drugom je
neparne duljine, osim ako ne prode preko m. Dakle, vrijedi ekvivalencija:

postoji put parne duljine od (s, 1) do (z,2) u G" <= postoji put od s do ¢ preko m u G
Time je dokaz gotov. O

Sada imamo sve potrebno za dokazati Teorem 2.2.1

Dokaz. Pokazimo najprije da je jezik iz NP.

Neka je (G,v,w) € NEKI JEDNOSTAVNI PUTEVI(w*). Rezultat dokazujemo primje-
nom Teorema o certifikatu koji je dokazan u [11]. Uzmimo da je certifikat put p koji
pocinje u v i zavrSava u w. Sada je samo potrebno u O(|p|) provjeriti je li to zaista put od v
do Vv'. Dakle, po Teoremu o certifikatu, jezik je iz NP.

Neka je X kona¢na abeceda i w rijeC iz £* duljine barem 2. PokaZimo da je jezik NEKI
JEDNOSTAVAN PUT ((w)*) NP-potpun. Uzmimo u obzir najjednostavniji slucaj, kada je
Y = {0} 1w = 00. Tada regex (00)* generira jezik svih rijeci parne duljine sastavljenih
samo od 0, odnosno RPQ vraca sve jednostavne puteve Ciji je izvor v parne duljine. Za graf
G = (V,E), v € V, oznacimo jezik svih puteva parne duljine:

PARNI PUTEVI(V) := {{p,V) |V €V, |p| paran i jednostavan put od v do v’}
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Dakle, pokazali smo da vrijedi
PARNI PUTEVI(v) <, NEKI JEDNOSTAVAN PUT((00)")

pa je time dokaz gotov. O

Stoga, ¢ak i ako fiksiramo to¢no odredene regexe, opet ne mozemo izbjeci eksponen-
cijalnu sloZenost.

Dakle, "najbolji" poznat algoritam za traZzenje takvih putova je ispitivanje svih moguéih
putova u produktnom grafu. Medutim, grafovi iz stvarnog svijeta nisu toliko komplicirani
kako ¢emo pokazati u eksperimentima.

Najprije éemo pokazati algoritam u slu¢aju selector == (SVI NAJKRACI)?.

selector == (SVI NAJKRACI)?

U ovom odjeljku promatramo algoritam kada je selector == (SVI NAJKRACI)?i
restrictor € {STAZA, ACIKLICAN, JEDNOSTAVAN}.

Algoritam 3 Izratunavanje RPQ upita (SVI NAJKRACI)? restrictor (v, regex, 7x) na
graf. bazi G = (V, E, p, 1) pri ¢emu je restrictor € {STAZA, ACIKLICAN, JEDNOSTAVAN}

1: function SviREsTRINGIRANIPUTOVI(G, q)

2 A « konstruirajAutomat(regex) > go pocetno stanje, F' skup zavrSnih stanja
3 inicijaliziraj red/stog Otvoreni

4 inicijaliziraj rje¢nik Posjeceni

5: inicijaliziraj skup DostignutoZavrsno

6 pocetnoStanje « (v, qo, 0, null, 1)

7 Posjeceni.push(poetnoStanje)

8 Otvoreni.push(poetnoStanje)

9: if veVand g, € F then
10: DostignutoZavrsno.add(v)

11: RjesSenja.add({v,0))

12: end if

13: while Otvoreni # 0 do

14: trenutni « Otvoreni.pop() » trenutni = (n, g, dubina, brid, prethodni)
15: for idu¢i = (n',q’, edge’) € Susjedi(trenutni, G, A) do

16: if vaALIANPRUELAZ(trenutni, idué¢i, restrictor) then

17: novi <« (n',q’,dubina + 1, brid’, trenutni)

18: Posjeceni.push(novi)

19: Otvoreni.push(novi)

20: if ¢’ € F then
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21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:
34:
35:
36:
37:
38:
39:
40:
41:
42:
43:
44.
45:
46:
47:
48:
49:
50:
51:
52:
53:
54:
55:
56:
57:
58:
59:
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put <« proNaPIPUT(NOVi)
if !(SVI NAJKRACI) then
RjeSenja.add(put)
else if n’ € DostignutoZavrsno then
DostignutoZavrsno.add({n’, dubina + 1))
RjesSenja.add(put)
else
optimalna « DostignutoZavrsno.get(n’).dubina
if dubina + 1 == optimalna then
Rjesenja.add(put)
end if
end if
end if
end if
end for
end while
return RjeSenja
end function

function vaLIANPRDELAZ(Stanje, iduci, restrictor)
S « stanje
while s # 1 do
if restrictor == ACIKLICAN then
if s.n == iduéi.n then
return False
end if
else if restrictor == JEDNOSTAVAN then
if s.n == iduci.n and s.prethodni # L then
return False
end if
else if restrictor == STAZA then
if s.brid == idué¢i.brid then
return False
end if
end if
S « s.prethodni
end while
return True
end function




28 POGLAVLIJE 2. ALGORITMI ZA IZRACUNAVANJE RPQOVA

Kao 1 uvijek, algoritam iz regexa najprije konstruira automat A s poCetnim stanjem
qo- Intuitivno, on nabraja sve puteve u produktnom grafu i odbacuje one koji pritom ne
zadovoljavaju restrictor. Da bismo imali ispravnost algoritma, opet zahtijevamo da A
bude nedvosmislen.

Stanje traZzenja u ovome slucaju je hibrid stanja trazenja Algoritma 1 i 2: petorka
(n, q, dubina, brid, prethodni) pri cemu je:

e n vrh iz G koji promatramo,

e ¢ stanje iz A u kojem smo trenutno,

e brid je brid s kojim smo dosli u n,

e dubina duljina (bilo kojeg) najkraceg puta od n do v,

e prethodni je pokazivaC na prethodno stanje traZenja.
Na pocetku inicijaliziramo varijable:

e Otvoreni: kaoido sada, red za stanja traZenja u slu¢aju BFSa kada je selector ==
SVI NAJKRACI, stog u slu¢aju DFS kada selectora nema.

e Posjeceni: skup vec posjeCenih stanja traZzenja - u prethodnim algoritmima sluzio
je za odbacivanje rjesenja, a ovdje ne sluzi nicemu jer se odbacivanje provjerava po-
mocénom funkcijom. Ipak, nije izbaCen jer je dosta koristan za otkrivanje pogreSaka
u implementaciji.

e DostignutoZavrs3no: u Algoritmu 1 ovo je bio skup, a ovdje ¢e biti rjeénik parova
(n, dubina) jer ¢im prvi put dodemo do n, to ¢e zbog BFSa biti i najkraci put pa je
ovo mjesto gdje ¢emo spremiti najkracu dubinu. U slucaju DFSa, linija 22 ¢e biti
ispunjena pa ova varijabla nema nikakvu ulogu.

Pomocna funkcija u linijama 40-59 rekurzivno provjerava hoce li dodavanje svakog no-
vog vrha zadovoljiti restrictor. Krene od kraja i zavrsi na poCetku, pritom svaki vrh/brid
usporedujuci s potencijalnim novim vrhom/bridom te ga ovisno o (ne)poklapanju prihvati
ili odbaci. Napomenimo da se to odnosi na put u obi¢nom grafu G, ne u produktnom Gy.

Ako je prijelaz valjan, onda konstruiramo novo stanje traZenja koje gurnemo u Posjeceni
1 Otvoreni. Ako je stanje automata u stanju traZzenja bilo zavrSno, pronasli smo novi put
koji kao i u Algoritmu 1 rekonstruiramo iz stanja traZzenja novo. Medutim, jo§ nismo
sigurni spremamo li ga u rjeSenja:

1. ako ne zahtijevamo selector == SVI NAJKRACI, onda spremamo,
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2. inace ako smo prvi put dostigli zavrSno stanje s tim vrthom iz G, onda je to sigurno
najkraci put pa ga spremamo. Usput spremamo i u DostignutoZavrsno.

3. inace ako smo vec bili s tim vrthom u zavrSnom stanju, onda moramo da je dubina
optimalna. Ako jest, spremamo rjeSenje i u tom slucaju.

Sto se sloZenosti ti¢e, opet zahtijevamo da je automat A nedvosmislen jer inade bi-
smo ista rjeSenja brojili viSe puta. Iako uvjet zaustavljanja nije provjeravan preko skupa
Posjeceni, zasigurno je konacno putova koji mogu biti valjan za svaki od restrictora
pa se algoritam sigurno zaustavlja. Nazalost, zbog toga u najgorem sluc¢aju moramo proci
sve moguce puteve u produktnom grafu.

SloZenost u ovom slucaju sastoji se od:

1. obilaZenja svih mogucih putova - svaki je duljine najvise |V| + 1 jer se (po uvjetima
restriktora) vrhovi iz G ne ponavljaju (osim eventualno prvog i zadnjeg u slucaju
restrictor = ACIKLICAN) te je svaki vrh u G, koji se posjeti na tom putu jedan
od njih |V|-|Q|. Ovdje je klju¢na nedvosmislenost, inace bi se identi¢ni putovi mogli
pronadi §to je svakako. Stoga, svi mogudi putovi obilaze se u O(|(A| - |G])'G])

2. kao i uvijek do sad, o€ito jo§ dodamo |[¢g]s|-
Stoga vrijedi sljedeci rezultat.
Teorem 2.2.8. Neka je G grafovska baza podataka, i q upit oblika
(SVI NAJKRACI)? restrictor(v, regex, 7x)

pri ¢emu je restrictor € {STAZA, JEDNOSTAVAN, ACIKLICAN}). Ako je A automat za
regex koji je nedvosmislen, onda Algoritam 3 ispravno racuna [qllc u vremenu

O((A1 - 1G)" + lqTcl) .

selector == NEKI (NAJKRACI)?

Jedino nam je preostao slucaj kada je selector NEKI ili NEKI NAJKRACI. Sre¢om, to zah-
tjeva minimalnu promjenu Algoritma 3. S obzirom da traZzimo neki put, viSe nije potrebno
pamtiti dubinu pa tako DostignutoZavrsno moZe biti obican skup, a ne rjecnik. Tada
je linije 21-29 dovoljno zamijeniti dodavanjem vrha n’ u DostignutoZavrsno ako n’ nije
ve¢ u tom skupu i pritom u RjeSenja dodati trenutni otkriveni put. Dakle, kada pronademo
neki put do »’, onda viSe ne spremamo kao rjeSenja putove koji dolaze do n’. Standarno
vec, selector je NEKI NAJKRACI u slucaju BFSa, a NEKI u slu¢aju DFSa. Primijetimo da
ovdje vise nije nuzno da automat bude nedvosmislen jer vraéamo samo neKki put. Isto kao
u prethodnom slucaju, u najgorem slucaju svi obilazimo sve puteve u produktnom grafu
pa, i ovdje, vrijedi sliCan rezultat sloZenosti:
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Teorem 2.2.9. Neka je G grafovska baza podataka, i q upit oblika
NEKTI (NAJKRACI)? restrictor(v, regex, 7x)

pri Cemu je restrictor € {STAZA, JEDNOSTAVAN, ACIKLICAN). Tada moZemo racunati

[glc u vremenu

O((AI - 1GD'! + IlTgll6l)



Poglavlje 3

Implementacija

Navedeni algoritmi implementirani su u programskom jeziku Python. Ispod prikazujemo
strukturu repozitorija koji je implementiran za ovu upotrebu. Repozitorij je javno dostu-
panna https://github.com/mdujic/diplomski te ga se moze koriStenjem sustava za
verzioniranje Github kopirati naredbom

git clone https://github.com/mdujic/diplomski.git

/rpg_evaluation/
| graph_database/
| core/
k__init__.py
trie.py
L,class Trie
.__graph.py
class Edge
class EdgeTrie
class Graph
| regex_transform/
k__init__.py
automaton.py
Lg,class Automaton
pfests/
| __init__.py

S obzirom da smo u svim algoritmima zahtijevali da ne postoje e-prijelazi, pretvaranje
1z regularnog izraza u NKA provedeno je Glushkovovim algoritmom koji to, za razliku od

31
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Thompsonova algoritma, osigurava. Za to je koriStena vanjska biblioteka FAdo. OpiSimo
ideju algoritma i promotrimo primjenu kakva je u navedenoj biblioteki. Sve operacije
pretvorbe regexa u NKA odvijaju se u klasi Automaton.

3.1 Glushkovov algoritam

Za dani regularni izraz e, Glushkovov algoritam konsturira nedeterministicki automat koji
prihvaca L(e). Konstrukcija se odvija u 4 koraka, koji odmah pokazujemo na primjeru za
e = (a(ab)")* + (ba)*:

1. Izraz "lineariziramo": svako slovo abecede koje se pojavljuje u izrazu preimenujemo,
tako da se svako slovo pojavljuje najviSe jednom u novom izrazu e¢’. Oznacimo s A
staru abecedu, a B novu: B = {ay, a», b3, by, as}. Novi ¢’ moZe izgledati ovako:

e = (a1(ayb3)")* + (bsas)*

2. Neformalno definiramo i odmah racunamo P(e’), D(e’) 1 F(¢'):

P(e') = {prva slova rijec¢i iz L(¢')} = {ai, bs}

D(¢’) = {zadnja slova rije¢i iz L(¢)} = {ay, b3, as)

F(¢') = {susjedni dvoslovi u L(¢')}
={ajay,a1a, ab3, bzay, byay, bsas.asb,}

A(e) ={ef N L) = {€}

3. Konstruiramo automat od:

e pocetnog stanja (ne nalazi se u B) kojeg oznaimo Pocetno,
e skupom stanja {Pocetno} U B,
e relacijom prijelaza {(x,y,y) | xy € F(e')} U {(Pocetno,y,y |y € P(e')},

e skupom zavr$nih stanja D U {PocCetno} (napomena: pocetno stanje je uklju-
¢eno jer A(e’) = {€}, inaCe samo D)

4. Uklonimo "linearizaciju": za svako slovo ¢ € B svako (*, t, *) iz relacije prijelaza za-
mijenimo odgovarajuc¢im (*, s, *) pri ¢emu je linearizacijom s bio postao ¢. 1z teorije
automata: prethodni automat prepoznavao je tzv. lokalni jezik (PB* N B*D) \ B*(B*\
F)B*) pa vrijedi da automat nakon postupka reverznog "linearizaciji" prepoznaje po-
cetni jezik za koji smo trazili automat, L(e).
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Izvedimo sada algoritam iz biblioteke FAdo. Pretpostavljamo da radimo na operacij-
skom sustavu Linux koji ima instaliran Python i pip. Najprije instaliramo FAdo bibli-
oteku koriStenjem naredbe pip install fado. éitanjem dokumentacije na [8], vidimo
da klasa NFA u biblioteci FAdo ima sljedeée varijable:

e States (lista) - skup stanja,

e sigma (skup) - abeceda,

e Initial (skup) - skup indeksa pocetnih stanja,
e Final (skup) - skup indeksa zavr$nih stanja,

e delta (rjecnik) - relacija prijelaza.

Ucitavanjem regularnog izraza naredbama

A
=

from FAdo.fa import
from FAdo.reex import *
from FAdo.fio import *

r = StrZregexp("(a(ab)v':)-:\-u_f_u(ba)*n)
nfa = r.nfaGlushkov()

ispisuje se novonastali objekt

NFA ((

[’Initial’, ’a’, ’2’, ’b’, ’4’, ’5’°],
[’b’, ’a’],

[’Initial’],

[’Initial’, ’a’, ’'b’, ’5’],

"[(’al, la” ’al)’ (lal’ la” !2’)’ (12” ’b” 7bl)’

(’b” ’a” la’)’ (’b” ’a” ’2’)’ (’Initial’, lb” !4’)’

(’Initial’, ’a!’ ’ai)’ (!4’, ’a” !5!)’ (!5’, ’b” l4’)]ll))
a to se onda moZe vizualizirati naredbom nfa.display() gdje dobivamo sljedeci iz-

laz:

3.2 NKA s jedinstvenim zavrSnim stanjem

U jednom od algoritama zahtijeva se da automat bude bez e-prijelaza i s jedinstvenim
zavrSnim stanjem. Ekvivalentan automat moZemo konstruirati na sljedeci nacin: za dani
NKA bez e-prijelaza
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Slika 3.1: NKA dobiven Glushkovovim algoritmom

1. dodamo novo stanje f,

2. za svaki prijelaz (s,a,t) pri Cemu je ¢ zavrSno stanje, u relaciju prijelaza dodamo

(s,a, f),
3. skup zavr$nih stanja proglasimo jednakim {f}.

Ako to izvedemo na automatu sa Slike 3.1, novi automat e izgledati kao na Slici 3.2.
Sada smo rijesili sve probleme vezane za konstrukciju automata iz regularnog izraza pa
je vrijeme da objasnimo kako konstruirati jezgru: grafovsku bazu podataka.

3.3 Implementacija grafovske baze podataka

Jezgra i osnovna struktura je klasa Trie, poznata i pod imenom prefiksno stablo. Ona
se najceSce koristi za efikasnu pohranu 1 pretraZivanje stringova. Upotreba se odnosi na
pretrazivanje, indeksiranje i1 funkcije automatskog dovrSavanja.

Glavna prednost koriStenja Trieja je da omoguéava brzo pretraZivanje i dohvacéanje
temeljeno na prefiksu. Smanjuje prostor pretrazivanja tako da samo pretrazuje grane stabla
koje su potrebne.

U naSem slucaju koristimo dvorazinski Trie koji pretpostavlja leksikografski poredak
elemenata koje unosimo. Elementi su upravo bridovi. VaZno je odmah istaknuti da za
svaku oznaku brida formiramo zaseban Trie, tako da se u jednome objektu tog tipa nalaze
samo bridovi koji dijele zajedni¢ku oznaku.

Objasnimo obje razine:
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Slika 3.2: NKA s jedinstvenim zavr$nim stanjem dobiven opisanim postupkom na automat
sa Slike 3.2.

1. Razina O (razina prefiksa)

e prefix_1vl je vektor koji sadrzi prefikse - u ovom sluc¢aju izvore bridova,
e clementi se ne ponavljaju,
e prefiksi se spremaju leksikografski da bi se trazenje po njima vrSilo binarnim,
a ne sekvencijalnim traZenjem.
2. Razina 1 (razina podataka)
e data_1vl je vektor koji sadrZi pridruZene vrijednosti prefiksima - u ovome
slucaju to su odredista bridova,

e offsets je vektor koji prati pomake unutar niza data_lvl za svaki prefiks i
omogucuje efikasno pretrazivanje svih bridova s istim vrhom,

e raspon izmedu offsets[i] i offsets[i+1] udata_lvl odgovara broju bri-

dova kojima je izvor i.

Ista ideja implementacije Trieja moze se vidjeti u [3] pod imenom Compressed Sparse
Row koju prikazujemo na Slici 3.3.
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src index tgt
ni 0 > n2
n4 2 n4
_\—> ni

n2

Slika 3.3: Primjer grafovske baze slijeva i pripadaju¢i Compressed Sparse Row zdesna,
izvadeno iz [3]. Vidimo da su u polju src indeksi svih vrhova iz kojih izviru bridovi s
oznakom ’a’, ato sunl in4.

Time smo objasnili kako pohranjujemo bridove na najniZoj razini. Na viSoj razini,
svaki brid spremamo u objekt klase Edge koji ima varijable source, target, label i id.

Klasa EdgeTrie je razina apstrakcije iznad Trie u kojoj rjeSavamo problem spremanja
oznaka. Naime, ona ima rjenik trie_map kojem kljuceve predstavljaju oznake bridova,
a vrijednosti su objekti klase Trie koji spremaju sve bridove s istom oznakom. Dakle,
koliko god je razli¢itih oznaka bridova, toliko je kljuceva u rjecniku.

Za kraj, klasa Graph je najvisi sloj apstrakcije pomocu koje korisnik unosi graf i u
kojem su implementirani svi RPQovi.

Pokazimo kako primjer sa Slike 1.1 bude spremljen u upravo objasnjenim klasama. To
mozZemo napraviti primjerice da u datoteci rpg_evaluation/tests/test_main.py na
liniji 18 otkomentiramo naredbu breakpoint (). Zatim pokrenemo testove naredbom
pytest rpg_evaluation/tests/test_main.py
Kada dostigne do tocke prekida, imat éemo dostupno konzolu u kojoj éemo moci ispivati
naredbe kao u nastavku.

Ispisujemo najprije graph.edge_trie.trie_map da bismo vidjeli kako su sprem-
ljene oznake:

(Pdb) graph.edge_trie.trie_map

{
’a’: <rpq_evaluation.graph_database.core.trie.Trie
object at 0x7£f361658d990>,
b’ : <rpq_evaluation.graph_database.core.trie.Trie
object at 0x7f36163fa310>

}

Kao §to vidimo, kljucevi su sve oznake koje se pojavljuje u bazi, a vrijednosti su klase
Trie koje sadrzavaju sve bridove koje dijele istu oznaku. IspiSimo Trie irazmake za 'a’.
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(Pdb) graph.edge_trie.trie_map[’a’].print()
Trie:

(Pdb) graph.edge_trie.trie_map[’a’].print_offsets()
Offsets:

0: (0,2)
1: (2,3)
2: (3,4)
3: (4,5)

Dakle, na prvoj razini se nalazi svi prefiksi (izvori bridova), a na drugoj su pripadajuce vri-
jednosti (odredista bridova). Na drugoj razini vrijednosti pridruZene razlicitim prefiksima
razdvojene su znakom ’*’. Vidimo, primjerice, da iz vrha 0 izlaze dva brida s oznakom
’a’, Sto znaci da je 1 njihov razmak u drugoj razini jednak dva ( stoga (0,2) ). 1z ostalih
vrhova na prvoj razini izlazi samo jedan brid s oznakom ’a’. Sli¢no je i za oznaku 'b’.

(Pdb) graph.edge_trie.trie_map[’b’].print()

Trie:

L®: ®,1;2!3’
Ll: :‘\‘2:‘:47‘:47‘:4*

(Pdb) graph.edge_trie.trie_map[’b’].print_offsets()
Offsets:

0: (0,1)
1: (1,2)
2: (2,3)
3: (3,4)






Poglavlje 4

Eksperimenti

Eksperimenti koji ¢emo izvoditi biti ¢e ili na sintetiCkim podacima koji ée sluziti kao
"stres"-test, ili nad stvarnim podacima da vidimo kako se zapravo algoritmi ponaSaju u
situacijama koje se odvijaju u stvarnom svijetu.

Eksperimenti ¢e se izvoditi se na operacijskom sustavu Ubuntu 22.04 na racunalu
s 32 GB radne memorije 1 13. generacijom Intelovog i7 procesora. Nalaze se u mapi
/rpg_evaluation/tests/.

Konkretno, to su Python skripte /rpq_evaluation/tests/test_diamond.py u
kojoj se nalaze eksperimenti nad sintetickim podatcima te skripta
/rpg_evaluation/tests/test_facebook.py koja sluzi eksperimentiranju nad pojed-
nostavljenim grafom medusobnih prijateljstava odredene skupine ljudi s drusStvene mreze
Facebook.

Obje skripte imaju tri tipa testova uz koje ¢emo odmah reci koje slucajeve upita pokri-
vaju:

1. def test_any_walk(...),

e NEKI (NAJKRACI)? SETNJA(v,regex, ?x),
2. def test_all_shortest_walk(...),

e SVI NAJKRACI SETNJA(v,regex, 7x),
3. def test_restricted(...),

e (selector)? restrictor (v,regex,?x)takodajerestrictor # SETNJA
1 selector proizvoljan.

Skripte se pokrecu Pythonovim okvirom pytest koji "olakSava pisanje malih, Citljivih
testova i mozZe se skalirati da podrZzava kompleksno funkcionalno testiranje aplikacija i
biblioteka" (kao Sto stoji u [5]).

39
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Osim S§to testovi mogu biti ru¢no pokretani, oni se mogu automatizirati, $to je moguc-
nost koju sustav za verzioniranje Github pruza. Naime, datoteka
.github/workflows/python-app.yml koju smo definirali sluzi da prilikom svakog sla-
nja s lokalnog racunala na udaljeni repozitorij (odnosno komande git push, testovi bivaju
automatski pokrenuti te ako svi nisu zadovoljeni, korisniku se Salje mail s porukom na ra-
cun s kojim je registriran na Github. Time se osiguravamo da kod koji se piSe prolazi
neku vrstu provjere ispravnosti te korisnik ne mora stalno pokretati program da vidi je li on
ispravno radi. Naime, dovoljno je napisati dovoljno opcCenite testove koji ¢e pokretanjem
samo jedne komande vratiti poruku jesu li svi zadovoljeni i moze li korisnik neometano
nastaviti raditi.

U testovima koji su napisani, omoguceno je istovremeno spremanje rezultata u datoteke
1 ispisivanje na komandnu liniju. Ipak, vremenski je zahtjevno pokretati svaki test vise
puta pa se i to moZe automatizirati. Naime, datoteka /rpq_evaluation/testing.sh
je bash skripta koja sluzi upravo tome: pytest naredbu za svaku od navedenih skripti
pokrece koliko god puta Zelimo (zadano 100 puta). Svako izvodenje neke od skripti traje
40 — 80 sekundi pa je tako ocekivano vrijeme eksperimenata 1 — 2 sata po skripti, Sto znaci
sveukupno 2 — 4 sata. Naravno, to je u slucaju racunala nad kojim se vrSe eksperimenti.
Eksperimenti u naSem slucaju su vrSeni zasebno za sinteticki i zasebno za realni skup
podataka. Izvodenje 100 puta testova trajalo je:

e test_diamond.py: 5966.18 sek ~ 99,43 min ~ 1, 66 sati,
e test_facebook.py: 6860.24 sek ~ 114,33 min ~ 1,91 sati,

Sto znaci da je ukupno trajanje testova trajalo otprilike 3 i pol sata.

U nastavku prikazujemo sve csv tablice koji prilikom eksperimentiranja nastanu. To
zgodno prikazujemo u NerdTreeju uredivaca teksta NeoVim na Slici 4.

Napomenino, prije nego Sto prijedemo na analizu rezultata, kako svaka funkcija ima
implementirano zavrSetak rada kada broj rezultata dosegne vrijednost varijable limit ili
kada vrijeme izvrSavanja dosegne vrijednost varijable timeout.

4.1 Umjetni primjer s eksponencijalno mnogo slucajeva

Promotrimo primjer baze sa Slike 4.2. Za nju vrijedi da su svakom 3k-tom elementu pri-
druZena dva susjeda, 3k + 1 1 3k + 2, a svaki 3k + 1 1 3k + 2 ima samo jednog susjeda
3k + 3. S obzirom da izgledom asocira na dijamant, nadalje ovaj primjer zovemo "primjer
dijamant". Za takvu bazu s ukupno n = 3k + 1 (u primjeru sa Slike 4.2 vrijedi n = 13,)
vrhova lako je izracunati da vrijedi

ISVI NAJKRACI SETNJA (0, a*, 7x)| € 20®.
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nvim . 59x55

all_shortest_walk_46_100000_60.csv
all_shortest_walk_46_1_60.csv
any_shortest_walk_1500_False_100000_60.csv
any_shortest_walk_1500_False_1_60.csv
any_shortest_walk_1500_True_100000_60.csv
any_shortest_walk_1500_True_1_60.csv
restricted_acyclic__46_100000_60.csv
restricted_acyclic__46_10_60.csv
restricted_acyclic_all_shortest_46_100000_60.cs
restricted_acyclic_all_shortest_46_10_60.csv
restricted_acyclic_any_46_100000 csv
restricted_acyclic_any_46_10_60.csv
restricted_acyclic_any_shortest_46_100000_60.cs
restricted_acyclic_any_shortest_46_10_60.csv

icted_simple__46_100000_60.csv

icted_simple__46_10_60.csv

restricted_simple_all_shortest_46_100000_60.csv
restricted_simple_all_shortest_46_10_60.csv
restricted_simple_any_46_100000_60.csv
restricted_simple_any_46_10_60.csv
restricted_simple_any_shortest_46_100000_60.csv
restricted_simple_any_shortest_46_10_60.csv
restricted_trail__46_100000_60.csv
restricted_trail__46_10_60.csv
restricted_trail_all_shortest_46_100000_60.csv
restricted_trail_all_shortest_46_10_60.csv
restricted_trail_any_46_1600000_60.csv
restricted_trail_any_46_10_60.csv
restricted_trail

any_shortest_46_100000_60.csv
restricted_trail_any_shortest_46_10_60.csv

ts/

__init_
facebook.csv
test_diamond.py
test_facebook.py
test_main.py
test_wikiRfA.py
wikiRfA.csv
__init__.py
testing.sh*

Slika 4.1: Rezultati eksperimenata, spremni za obradu.

Isto tako, ocito je
INEKI (NAJKRACI)? SETNJA (0,a", ?x)| € O(n).

Jedna varijanta testova koju ¢emo izvrSavati je na upravo opisanoj bazi izraCunati upit
s regularnim izrazom a*.

Druga varijanta testova biti ¢e na alternativnoj bazi koja se od one sa Slike 4.2 razlikuje
samo u oznakama bridova koji ulaze u posljednji vrh. Njih ¢emo zamijeniti iz ’a’ u
’b’. Na njima ¢emo izvrSavati upit s regularnim izrazom a*b i selektori koji ¢e biti na
raspolaganju su NEKI i NEKI NAJKRACI. Dakako, rezultat izratunavanja takvih upita je 1
upit za broj ¢vorova > 1.
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Uoc¢imo da za svaki put u grafu vrijedi da nema ponavljanja ni vrhova ni bridova pa
su svi putovi koji su SETNJA, ujedno i STAZA, ACIKLICAN i JEDNOSTAVAN. Medutim,
nemojmo se odmah zaletiti, to ne znaci da je vrijeme izvrSavanja isto! Kako smo opisali
po rezultatima sloZenosti, jedino upiti za restrictor = SETNJA nemaju eksponencijalnu
sloZenost. To ¢emo vidjeti i po rezultatima eksperimenata.

@é -E j<=) @g'“—
oS s A

Slika 4.2: Grafovska baza s eksponencijalno mnogo putova

Iako smo klju¢ne znacajke eksperimenata koje mozemo ocekivati ve¢ istaknuli, u nas-
tavku prikazujemo potvrdu tih tvrdnji i u praksi. Analize csv tablica napravljene su u mapi
/rpq_evaluation/tests/visualization/ te pripadajuci grafovi s rezultatima nalaze
se u mapama /rpq_evaluation/tests/visualization/diamond_visualized/ iu
/rpg_evaluation/tests/visualization/facebook_visualized/ paéemo neke za-
nimljive rezultate koje smo tamo vizualizirali i ovdje prikazati.

Ako je varijabla neprekidna (npr. vrijeme), rezultate prikazujemo s istaknutom prosjec-
nom vrijednosti i standardnom devijacijom oko nje.

Testovi s def test_any_walk(...)

Na Slici 4.3 moZemo vidjeti rezultate testiranja. Iznad svakog grafa se nalazi iz koje je
on tablice potekao. Nakon imena all_shortest_paths slijede opisi varijabli koji su
koriSteni prilikom testiranja. Eksperiment provodimo tako da postupno povecavamo broj
¢vorova u grafu 1 pritom testiramo vrijeme izvrSavanja i broj rjeSenja. Vrijeme izvrSavanja
preciznije testiramo postavljanjem malog 1imita, konkretno 10, a broj rjeSenja ispitujemo
testovima u kojima je 1imit= 10000.

U svakom testu postavljene su 4 znacajke:

e broj max_n - najveci broj ¢vorova u grafu,
e logicka vrijednost shortest - je li provodimo BFS ili DFS u algoritmu,

e najveci mogudi broj rjeSenja 1imit,
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e najduZe moguce vrijeme izvrSavanja timeout.

Dakle, imena grafova su shodno tome oblika
any_shortest_walk_{max_n}_{shortest}_{limit}_{timeout}.csv §to predstav-
lja iz koje tablice su podaci. Napomenimo da u ovome grafu, zbog linearne sloZenosti,
u svakom koraku broj ¢vorova u grafu n povecavamo za 102 te je ukupan broj putova u
njemu jednak n.

S rezultata moZemo vidjeti da je dohvacanje malog broja rezultata tim sporije Sto je
veci broj ¢vorova u grafu. S druge strane, broj puteva za 1imit od 10000 je linearan, kao
Sto smo i ocekivali.

Osim testova u kojem trazimo sve moguce putove po primjeru "dijamant", mozZemo
traziti i samo jedan najdulji put. To se postiZe ako za regularni izraz postavimo a*b, a
bridove koji ulaze u vrh s najvecim bridom ozna¢imo s "b’ (sve ostale s *a’). Rezultate i
u tom slu¢aju mozemo vidjeti na Slici 4.4.

any_shortest_walk_1500_False_100000_60.csv any_shortest_walk_1500_True_100000_60.csv
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Slika 4.3: Rezultati za primjer "dijamant" za def test_any_walk sreg. izrazom a".
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Slika 4.4: Rezultati za "dijamant" u kojem trazimo 1 put pomoc¢u funkcije test_any_walk

any_shortest_walk_one_solution_1500_False_10_60.csv

& ukupnoputeva ® © © @ ® ® @ | \rijeme

F0.008
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riieme:
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|1
}*M
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1 103 205 307 409 511 613 715 817 91910211123122513271429
n

1reg. izraza a*b na bazi s novim oznakama bridova koji ulaze u zadnji vrh.
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ZakljuCak: za regularni izraz a*, ukupno puteva je linearno. Vrijeme raste brze od
linearnog, a $to je veci broj vrhova, to viSe varira vrijeme izvodenja.

Testovi s def all_shortest_walk(...)

Sli¢no kao u prethodnim testovima, imena grafova su oblika
all_shortest_walk_{max_n}_{limit}_{timeout}.csv. Kao Sto smo objasnili gore,
broj putova je eksponencijalan pa u ovom slucaju n u svakom koraku povecavamo za 3 te
i na Slici 4.5 vidimo potvrdu u praksi teoretskog zakljucka Za mali broj upita vrijeme
izvodenja je otprilike identicno dok je ukupan broj rjeSenja, potvrdeno i u praksi, ekspo-
nencijalan.

all_shortest_walk_46_100000_60.csv

100000 { & ukupno puteva b vrijeme

80000

60000 o I 1.00

40000 -

UKUpNO puteva

20000

° t
L] *
o{® e e o 0 06 0 0 @ ¢ . - I 0.00

n

Slika 4.5: Rezultati testiranja primjera "dijamant" za def test_all_shortest_walk.

Zakljucak: zorno se vidi da ukupan broj puteva raste eksponencijalna, a vrijeme pove-
¢avanjem broja ¢vorova sve vise varira.

Testovi s def restricted_walk(...)

Kako smo vec¢ objasnili, def restricted_walk ispituje sve moguce puteve u grafu pa je
eksponencijalne sloZenosti. U svim slu€ajevima smo n povecavali za 3 te radili s 1imitom
od 10° i najve¢im brojem &vorova 46. Rezultati izvodenja za svaki od restrictora koji
nisu SETNJA mogu se vidjeti na Slikama 4.6, 4.8 i 4.11. Osim toga, kao i u testovima za
def any_walk, testovi za jedan put nalaze se na 4.7, 4.9 1 4.10.

Vidimo da odabir restrictora bitno ne mijenja izvodenje programa. Za male vri-
jednosti vrijeme izvrSavanja ne mijenja se ovisno o broj ¢vorova u grafu. S druge strane,
odabir selectora bitno mijenja vrijeme izvodenja. Oni selectori koji traze neki put, a
takvi su NEKI i NEKI NAJKRACT izvriavaju se u linearnom vremenu. Drugi pak, koji traze
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sve putove, a takav je SVI NAJKRACT ili slu¢aj kada testiramo bez selectora, izvrSavaju

se u eksponencijalnom vremenu.

Imena grafova su u obliku test_diamond_results/restricted_{restrictor}_
{selector}_{max_n}_{limit}_{timeout}.csv pri ¢emu suizmedu ostalih ve¢ objas-
njenih, restrictor i selector nizovi znakova (eng. string) koji definiraju koji restrik-

tor 1 selektor se koristi.

uKUpnO puteva

Slika 4.6: Rezultati testiranja primjera "dijamant" za def test_restricted pri Cemu je
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Slika 4.7: Rezultati testiranja primjera "dijamant" za def test_restricted pri Cemu je
restrictor = STAZA kada vra¢amo jedan put.

restricted_simple__46_100000_60.csv restricted_simple_all_shortest 46_100000_60.csv
1000001 & ukupno puteva } vijeme 1000001 & ukupno puteva b vijeme [22
2.0
80000 4 80000 rz.o
@ . FL5 © °
% 60000 4 @ 60000 ris
B @ B L7
2 e 2 £
° S o 2
g oS & H
g 40000 4 2 40000 F1.0
E] E]
L] L]
200004 [ o5 200004 tos
® L]
® [}
' + ’ , . +
0{e® © e e © 0o o © © @ o0 0{e®e © ©e e e 0o 0 0 © * too
T —— —T—T—T—T—T—T—7 T T —T— ——T—T—T—T—T— T
1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43 46 1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43 46
n n
restricted_simple_any 46_100000_60.csv restricted_simple_any_shortest 46_100000_60.csv
& ukupno puteva b vrijeme L2555 & ukupno puteva b wrijeme
) °
40 4 . 40 ° r2s
. 2.0 L
@ L]
r2.0
© 301 * » 301 .
2 - F1s | z 8 .
2 s £ 2 . s e
o @ 2 e ° 2
£ 204 . H & 20 . s
g L1o ]
2 2
3 ° E] ° k1.0
L] L]
10 ° 10 @
Fo.5 L
" " + 05
L] L]
g ;b
01 @ e o & o o o o o = ° oo 0] @ ¢ o o © o o o o & Loo
T —— —T—T—T—T—T—T—7 T T —T— ——T—T—T—T—T— T
1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43 46 1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43 46
n n

Slika 4.8: Rezultati testiranja primjera "dijamant" za def test_restricted pri Cemu je
restrictor = JEDNOSTAVAN.
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Slika 4.9: Rezultati testiranja primjera "dijamant" za def test_restricted pri Cemu je
restrictor = JEDNOSTAVAN kada vra¢amo jedan put.
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Slika 4.10: Rezultati testiranja primjera "dijamant" za def test_restricted pri cemu
je restrictor = ACIKLICAN.
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Slika 4.11: Rezultati testiranja primjera "dijamant" za def test_restricted pri cemu
je restrictor = ACIKLICAN kada vra¢amo jedan put.

Zakljucak: algoritmi imaju eksponencijalni broj ukupnih putova bez selektora i za se-
lektor all_shortest. Za ostale restrictore ukupan broj putova je linearan. TraZenje jed-
nog rjeSenja dosta je sporije nego trazenjem rjeSenja s prve dvije funkcije.

4.2 Primjer iz stvarnog svijeta

Primjer iz stvarnog svijeta pojednostavljeni je graf medusobnih prijateljstava odredene sku-
pine ljudi s druStvene mreZe Facebook. Za razliku od sintetickog grafa, gdje smo unaprije
znali §to moZemo ocekivati od rezultata, inherentnu strukturu ovog grafa joS ne poznajemo
te e se svi zakljucci donisiti a posteriori. Ono S$to znamo je da je ovaj graf neusmjeren i
ima:

e 4039 vrhova,

e 88234 neusmjerenih bridova, koji su reprezentirani pomocu dvostruko toliko, 176468
usmjerenih bridova,

e sve bridove s istom oznakom ’a’.

Kao i u primjeru dijamant, jedino je smisleno testirati s regularnim izrazom a* jer su sve
oznake iste.

Za razliku od prethodnih vizualizacija, u ovom grafu je broj bridova uvijek fiksan pa
ne mozemo ispitivati sloZenost, ali varijabilan ostaje poCetak puta. Tako ¢emo testirati
funkcije test_any_walk i all_shortest_walk. Posljednju funkciju testiramo samo za
pocetak koji je vrh 0.
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Testovi s def test_any_walk(...)

Testovi u ovom slucaju prikazani su na Slici 4.12. MoZemo zakljuditi da je graf potpuno
povezan jer se iz svakog vrhova uspije do¢i do svakog drugog. Od svih rezultata moZemo
zakljuciti da je sve ¢vorove najbrze posjetiti iz ¢vora 0, kada se pokrece DFS, inaCe je
podjednako.

any_shortest_walk_False_100000_60.csv any_shortest_walk_True_100000_60.csv

& ukupno puteva b vrijeme & ukupno puteva b vrijeme

vrijeme

3754 1543 0 1123 0 1123 1543 3754
izvor izvor

Slika 4.12: Rezultati testiranja primjera "Facebook" za def test_any_walk.

Zakljucak: mozemo vidjeti da je graf potpuno povezan i da iz svakog vrha moZemo
doci u sve ostale.

Testovi s def all_shortest_walk(...)

Rezultati testova u ovom slucaju prikazani su na Slici 4.13. Iako je graf potpuno povezan, to
ne znaci da mora biti jednako svih najkracih putova iz razlicitih vrhova. Konkretno, vidimo
da je najmanje rezultata iz vrha 3754, a najviSe iz 1123. Jasno, otkrivanje manje puteva
zahtijeva i manje vremena pa 0 i 3754 koji imaju najmanje rezultata, takoder zahtijevaju u
prosjeku manje vremena.

all_shortest_walk_100000_60.csv

& ukupno puteva b viijeme

50000 -

40000

30000 -

ukupno puteva
i

20000 23

10000 - Lozo

1543 1123 0 3754
izvor

Slika 4.13: Rezultati testiranja primjera "Facebook" za def test_all_shortest_walk.
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Zakljucak: iako se do svakog vrha moze do¢i, nije jednako najkracih puteva u grafu od
svako vrha.

Testovi s def restricted_walk(...)

Rezultati testova u ovim slucajevima mogu se vidjeti na Slikama 4.14, 4.15 1 4.16. Ovo
test_restricted ima, prilikom eksperimentiranja uvidamo da vrijeme izvrSavanja traje
predugo, a veéina putova se otkriju tijekom prve sekunde. Stoga, je za 1imit = 100000
stavljeno timeout = 1. Stoga, ovo su prvi rezultati u kojima ukupan broj puteva nije
fiksan rezultat.

restricted_trail_100000_1.csv

14000 ® ukupno puteva b viijeme

1.006
12000

1.004
10000

+ 1.002
1 o
8000 ¢

vain © t + 1000 5

ukupno puteva

4000 4 0.998

2000 4 0.996

0.994
any nema any_shortest all_shortest
selektor

Slika 4.14: Rezultati testiranja primjera "Facebook" za def test_restricted i
restrictor = STAZA.

restricted_simple_100000_1.csv

140001 & ukupno puteva b vijeme
1015
120001

1.010
10000 -

1.005
8000 4 H

60004 . 1.000

ukupno puteva

4000 0.995

20001 0990
L]

nema any any_shortest all_shortest
selektor

Slika 4.15: Rezultati testiranja primjera "Facebook" za def test_restricted 1
restrictor = JEDNOSTAVAN.
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restricted_acyclic_100000_1.csv

14000
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©
I
z
2 L P
£ 8000 | 1001 ¢
o 2
s |’ * 110005
2 6000
3
t0.999
4000 -
t0.998
20001 to0.997
L]
any_shortest all_shortest nema any
selektor

Slika 4.16: Rezultati testiranja primjera "Facebook" za def test_restricted i
restrictor = STAZA.

Zakljucak: vecina vrijednosti nade se relativno brzo, ali treba jako dugo cekati da se
ovaj algoritam izvede.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu istrazuje se primjena grafovskih baza podataka u kontekstu regu-
larnih upita na putove. Prvo su dane osnovne definicije vezane uz grafovske baze podataka,
kao i pregled razlicitih modela tih baza te potom simuliranje izmedu razliitih modela baza

Nadalje, rad se fokusira na algoritme za izraCunavanje regularnih upita na putove i
pruza pregled u glavne vazne vrste putova (Setnja, staza, jednostavan i aciklican), kao i
slucajeve kada su odabrani svi najkraci, neki ili neki najkraéi putevi. Izvedene su sloZenosti
algoritama te dokazan rezultat o NP-potpunosti jezika NEKI JEDNOSTAVNI PUT.

Algoritmi su implementirani u programskom jeziku Python i ona je javno dostupna
na https://github.com/mdujic/diplomski. U sklopu implementacije primjenjen je Glush-
kovovov algoritma i opisan postupak izgradnje nedeterministickog kona¢nog automata s
jedinstvenim zavr$nim stanjem. Osim toga, prikazana je i implementacija grafovske baze
poodataka sa strukturom podataka Trie u svojoj jezgri.

U sklopu eksperimenata, izvrSeni su testovi na umjetnim primjerima s eksponencijal-
nim brojem slucajeva, kao 1 na primjerima iz stvarnog svijeta. Ovi testovi sluze za provjeru
efektivnosti i skalabilnosti razvijenih algoritama.

U zakljucku, ovaj rad pruza pregled primjene grafovskih baza podataka i algoritama za
izraCunavanje regularnih upita na putove. IstraZeni su razliciti modeli baza, implementa-
cija, kao i izvedeni eksperimenti koji su pokazali uspjesSnost razvijenih algoritama. Ovaj
rad doprinosi razumijevanju 1 razvoju grafovskih baza podataka u kontekstu regularnih
upita na putove.






Summary

This thesis explores the application of graph databases in the context of regular path qu-
eries. First, the basic definitions related to graph databases are given, as well as an overview
of different models of these databases, followed by simulation between different database
models.

Furthermore, the thesis focuses on algorithms for calculating regular path queries and
provides an overview of the main important types of paths (walk, trail, simple, and acyclic),
as well as cases when all shortest, any, or any shortest paths are selected. The complexities
of the algorithms are derived, and a result of the NP-completeness of the language ANY
SIMPLE PATH is proven. The algorithms were implemented in the Python programming
language and the code is publicly available at https://github.com/mdujic/diplomski. As part
of the implementation, Glushkov’s algorithm was applied, and the process of constructing
a nondeterministic finite automaton with a unique final state was described. Additionally,
an implementation of a graph database using a Trie data structure is presented. In the
experiments, tests were performed on artificial examples with an exponential number of
cases, as well as on real-world examples. These tests serve to verify the effectiveness and
scalability of the developed algorithms.

In conclusion, this thesis provides an overview of the application of graph databases
and algorithms for calculating regular path queries. Different database models, imple-
mentations, and conducted experiments that demonstrated the success of the developed
algorithms were explored. This work contributes to the understanding and development of
graph databases in the context of regular path queries.
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