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Uvod

Ljudi svakodnevno donose odluke. Proces odlucivanja zahtijeva razumijevanje koja je op-
cija bolja, a koja gora. Mnogi problemi modelirani su kao optimizacijski problemi pri cemu
funkcije cilja ukljuCuju razumne kriterije. Ovdje govorimo o problemima visSekriterijske
optimizacije. Oni imaju Siroku primjenu u raznim podrucjima kao Sto su ekonomija,
inZenjerstvo, teorija upravljanja, teorija igara, radioterapija, internet i mnoga druga po-
drucja. Optimizacijske probleme shvacamo kao matematicke probleme odlucivanja.

MozZemo razlikovati tipove problema odlucivanja. To su problemi s kona¢nim brojem
alternativa koje su eksplicitno poznate te je cilj odabrati najpozZeljniju. Oni pripadaju di-
skretnim problemima kod kojih je dopustivi skup konacan. Postoje i neprekidni problemi
kod kojih je skup rjeSenja opCenito dan kroz ogranicenja u vidu jednakosti ili nejenakosti.

Kljucan pojam je efikasnost. Efikasne tocke ne dozvoljavaju poboljSanje jedne funkcije
cilja, a da se ne pogorsa vrijednost barem jedne od preostalih funkcija cilja. Zovemo ih jo$
Pareto optimalna rjeSenja. VazZnost efikasnosti je bazirana na opaZanju da bilo koji x koji
nije efikasna toCka minimuma ne moZe biti najpoZeljnija alternativa za donositelja odluke
jer postoji barem jedna dopustiva tocka x € X takva da je fi(%) < fi(x) zasvek =1,...,p
sa strogom nejednakosti za barem jedan k. U tom slucaju X je sigurno poZeljniji od x.
Idealne i nadir tocke su donja i gornja granica na efikasnu granicu. Ove tocke daju naznaku
raspona vrijednosti koje efikasne to¢ke mogu postiéi. Cesto se koriste kao referentne tocke
u kompromisnom programiranju. Uvode se 1 slabo 1 strogo efikasne tocke ovisno o uredaju
na R”. Vazan podskup skupa efikasnih toCaka je skup pravilnih efikasnih to¢aka. Omjer
kompromisa izmedu kriterija moZe biti mjeren raCunanjem povecanja u jednoj komponenti
po jedinici smanjenja u drugoj komponenti. Pravilne efikasne tocke su efikasne tocke koje
imaju ograni¢en omjer kompromisa.

Vrlo Cesto koriStena metoda skalarizacije za rjeSavanje problema viSekriterijske opti-
mizacije je metoda tezinske sume. Pri tome moramo definirati teZinski vektor, odnosno
tezine. Ovisno o tome jesu li teZine strogo pozitivne ili nenegativne optimalna rjeSenja
problema bit e efikasna ili slabo efikasna, redom. Medutim, ova metoda nije primjenjiva
za nekonveksne probleme. Postoje i mnoge druge tehnike skalarizacije za rjeSavanje pro-
blema viSekriterijske optimizacije. Metoda e-uvjeta je uz metodu teZinske sume jedna od
najSire poznatih metoda za rjeSavanje problema viSekriterijske optimizacije. Radi se o mi-
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nimizaciji samo jedne od kriterijskih funkcija, dok su ostale samo ograni¢enja. Optimalna
rjeSenja ovog problema su barem slabo efikasna. NuZan i dovoljan uvjet za efikasnost
pokazuje da ova metoda funkcionira za opéenite probleme te nije potrebna pretpostavka
o konveksnosti. Hibridna metoda dobivena je kao kombinacija metode teZinske sume i
metode e-uvjeta. Ako malo oslabimo ogranicenja kod metode e-uvjeta moZemo dobiti
metodu elasti¢nog ogranic¢enja. Takoder jo§ jedna poznata metoda je Bensonova metoda.
Ideja ove metode je izabrati neku pocetnu dopustivu tocku te ukoliko ona nije efikasna,
izvedemo dominirajuéu tocku koje jest efikasna. Prednost metode jest da kad god pro-
blem ima kona¢nu optimalnu vrijednost rjeSenja, optimalno rjeSenje je efikasno. Najbolje
moguce rjesenje koje moZemo dobiti u problemu visekriterijske optimizacije je upravo ide-
alna to¢ka. Najcesce idealna toCka ne postoji. Zato nam idealna to¢ka moze posluZiti kao
referentna toc¢ka, odnosno traZzimo tocku koja ¢e biti Sto bliZe idealnoj tocki. Ovdje se radi
o kompromisnom programiranju. Sve dok minimiziramo udaljenost izmedu dopustive i
idealne tocke, pronac¢i ¢emo jednu (slabo) efikasnu tocku za svaki izbor norme. Rezultat
moZemo ojacati ako uvedemo teZine u normu. Tada govorimo o teZinskom kompromisnom
programiranju.



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi

Cilj ovog poglavlja je definirati neke osnovne matematicke definicije 1 pojmove koje cemo
dalje koristiti u radu. Radi se o definiciji skupova i1 vrstama skupova, pojmovima otvore-
nosti i zatvorenosti te otvorenom pokrivacu i njegovom potpokrivacu. Zatim ¢emo spome-
nuti neke osnovne pojmove uredaja i konusa u R”, neke osnovne definicije udaljenosti i
normi, te na kraju opéenite pojmove optimizacije (vidi [2]).

1.1 Skupovi

Skup R? je realan vektorski prostor buduéi da imamo koordinatno definirano zbrajanje i
mnoZenje skalarom (iz R):

LX) + Ot oY) = (X1 + 15000, X +Y)p)
2. a(xy,...,x,) = (axy,...,ax,), a €R.

Dimenzija prostora je p jer vektori e; = (1,0,...,0),...,e, =(0,0,...,0, 1) Cine bazu tog
prostora (kanonska baza).
Sada moZemo definirati pojmove otvorene kugle i otvorenog skupa.

Definicija 1.1.1. Neka je x € R i r > 0. Skup

p
Kx,r)={yeR? :d(x,y) <r}={y€eR’: Z(xl-—y,-)2 <r
Jil

nazivamo otvorena kugla oko x radijusa r.
Skup A C R? je otvoren ako vrijedi:

(VxeA)dr>0) K(x,r) CA.

3
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Definicija 1.1.2. Skup B C R? je zatvoren ako mu je komplement RP\ B otvoren.
Definirajmo i kompaktan skup i navedimo kratke primjere.
Definicija 1.1.3. Skup A C R? je kompaktan ako je ogranicen i zatvoren.
Primjer 1.1.4. e K(0,1) C R” nije kompaktan jer nije zatvoren.
e K(0,1) C R? je kompaktan.
o {x € R: x > 0} nije kompaktan jer nije ogranicen.

Definicija 1.1.5. Pokrivac¢ skupa A C R? je bilo koja familija skupova u R? ¢ija unija
sadrzi A. To jest, to je skup

U={U;,:U;,cRie T}

(1 je neki skup) takav da vrijedi A C | J,.; U;. Pokrivac je konacan ako sadrzi konacan broj
skupova. Ako su svi elementi U; pokrivaca U otvoreni skupovi, tada govorimo o otvorenom
pokrivacu. Potpokrivac pokrivaca U skupa A je podfamilija od U koja je i sama pokrivac
od A.

Primjer 1.1.6. Familija U = {K((x,0),1) : x € R} je otvoren pokrivac realne osi x u
R2. Ona sadzi prebrojiv potpokrivac {K((n,0),1) : n € Z}, no nema konacan potpokrivac.
Prema Heine-Borelovoj karakterizaciji kompaktnosti ”Skup je kompaktan ako i samo ako
svaki njegov otvoren pokriva¢ posjeduje konacan potpokrivaé.” slijedi da realna os x u R?
nije kompaktan skup.

Ponovimo sad pojam konveksnog skupa i uvedimo definicije Rg—konveksnog skupa 1
RZ-kompaktnog skupa.

Definicija 1.1.7. Za skup A C R? kaZemo da je konveksan ako je za sve x,y € A njihova
spojnica, to jest konveksna ljuska, [x,y] = {(1 —t)x + ty : t € [0, 1]} sadrZana u skupu A.

Definicija 1.1.8. Skup Y € R? zove se R-konveksan ako je Y + RE konveksan.

Ocito, svaki konveksan skup Y je i Rg-konveksan. Medutim, postoje skupovi koji nisu
konveksni, ali jesu Rg—konveksni. Primjerice na Slici[2.1/imamo jedan takav primjer.

Definicija 1.1.9. Skup Y C R? je Rl-kompaktan, ako za sve'y € Y presjek (y —R) N'Y je
kompaktan.

U ovom odjeljku moZemo se jos prisjetiti definicije povezanosti.
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Definicija 1.1.10. Za skup A C R? kaZemo da je povezan ako se ne moZe rastaviti na uniju
dva neprazna disjunktna podskupa koji su otvoreni u A. U protivnom za A kaZemo da je
nepovezan. Pri tome, podskup B skupa A zovemo otvorenim u A ako postoji otvoreni skup
UuR? takavdaje B=ANU.

Napomena 1.1.11. Drugim rijecima, A je povezan ako i samo ako su jedini podskupovi od
A koji su ujedno otvoreni i zatvoreni u A sam A i ().

Dakle, skup A C R? nije povezan ako moZe biti zapisan kao A = A1UA,, takoda A, A, # 0,
cl(A)) NAy = A; Ncl(Ay) = 0. Odnosno ekvivalentno, A nije povezan ako postoje otvoreni
skupovi 01,05 takvida A C Oy U0, ANO; #0,AN0, #0, AN0; N O, =0.

1.2 Uredaji i konusi

Za pocetak, uvedimo oznake i znaCenje nekih uredaja, odnosno relacija na R”. Neka su
x,yeR’ p>1.

OZNAKA DEFINICIJA NAZIV
x<y X <vy,k=1,...,p standardni uredaj
X<y X <Yok=1,....,p stroga relacija po komponentama
X<pxV | X <y, k" =minfk : x #ytilix =y leksikografski uredaj
X <moy max—y,_, X < MaXg=1__p Vi max-relacija

Definiramo podskupove od R? koje ¢emo dalje koristiti u radu.
LR :={yeR’:y>0}
2.R:={yeRr:y>0,y+ 0} :Rg\{O}
3. RI:={yeR\:y>0}=intR].

Definicija 1.2.1. Podskup C C R” naziva se konus, ako je ad € C za sve d € C i za sve
aeR a>0.

Na slikama (1.1{i mozZemo vidjeti primjere dva konusa u R,
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Slika 1.1: Primjer konusa RZ.

Y2
12

10

1

-2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Slika 1.2: Konus C C Ré

Korisno je spomenuti §to smatramo pod operacijama sume dva skupa i mnoZenja skupa
sa skalarom. Neka su S;,S;, SCRPia € R.

o - S={-s5:5€S8}

e S +S={s'+5:5'€8,,57€S,)
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e aS ={as:seS}
Primjetimo da opéenito vrijedi 28 # S + S.

Definicija 1.2.2. Relativni interior konveksnog skupa S, u oznaci ri(S), definiramo kao
interior skupa S u odnosu na najmanji afini potprostor generiran s S (vidi [5]).

Uvedimo iduce oznake koje ¢emo spominjati u daljnjem radu. Neka je S C R”.
e int(S) je interior od S
e ri(8S) je relativni interior od S
e bd(S) je rub skupa S
e cl(S) = int(S)Ubd(S) je zatvaraC od S
e conv(S) je konveksna ljuska od S
Definicija 1.2.3. Konus C u R? naziva se :
e pravilan ako je C # 0 i C # R?,
e Siljasti ako za svaki netrivijalan d € C vrijedi —d ¢ C, to jest C N (—C) C {0}.

Napomena 1.2.4. Prema definiciji konusa imamo da je C konveksan ako za sve d',d* € C
vrijedi d' + d* € C. To vrijedi jer su ad', (1 — a)d* € C jer je C konus. Dakle, zatvorenost
od C na zbrajanje je dovoljna da bi konus C bio konveksan. Vrijedi i obrat, dakle C je
konveksni konus ako i samo ako je «C C C zasvea >0iC+C CC.

1.3 Skalarni produkt, norma, metrika

Definicija 1.3.1. Na vektorskom prostoru R? definiramo

skalarni produkt
P
(X, =) xy, x,y € R,
i=1
normu
p
— — 2 p
Ixll = V{x, x) = x;, x €R?,
i=1
i metriku

p
dx,y)=lx =yl = 4| D (xi-yP  xyeR.
i=1
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Definicija 1.3.2. Skalarnim produktom na RP zovemo realnu funkciju na R? X R? koja
zadovoljava iduca svojstva

o (x,xy>0, xeR”

e (x, x) =0ako i samo ako x = 0;

o (x,y+w)y={(x,n+{x,w), xyweR?
o (ax,y)y=a{x,y), x,yERP a€eR;

°<x,}’>:<yax>, x,y € RP.

Definicija 1.3.3. Normom na R? zovemo realnu funkciju na R? sa svojstvima
o x| >0, xeR?;
e ||x|]| = 0 ako i samo ako x = O;
o [lax||=lalllxl, xeR’,a€eR;

o [lx+yll <|Ixll+1yll, x,ye€R? (nejednakost trokuta za normu).

Definicija 1.3.4. Metrikom na R?P zovemo realnu funkciju na R? X R? tako da zadovoljava
iduca svojstva

d(x,y) >0, x,yeR?

d(x,y) = 0 ako i samo ako x = y;

d(x,y) =d(y,x), x,y€R?;

d(x,y) <d(x,z) +d(z,y), x,y,z € R? (nejednakost trokuta za metriku).

Napomena 1.3.5. Ako je na vektorskom prostoru V definirana funkcija (-, -) : VXV — R
koja zadovoljava svojstva skalarnog produkta iz Definicije (1.3.2), tada (V,(- , -)) nazi-
vamo unitarni prostor.

Slicno, ako je na vektorskom prostoru V definirana funkcija ||-|| : V — R koja zadovoljava
svojstva norme iz Definicije ({I.3.3), tada (V, || - ||) nazivamo normirani prostor.

Ukoliko je na vektorskom prostoru V definirana funkcijad : V X V — R koja zadovoljava
svojstva metrike iz Definicije (I.3.4), tada (V,d) nazivamo metricki prostor.
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Propozicija 1.3.6. Neka je (V.|| - ||) normiran prostor i neka je funkcijad : VXV — R
dana s

d(x,y) =[x = yll.

Tada je d metrika na 'V (to jest, (V,d) je metricki prostor) za koju kaZemo da je inducirana
iz norme.

Dokaz. Dokazimo da vrijede svojstva metrike :
o d(x,y) = llx =)yl =0;
e 0 =d(x,y) =|lx—y|l ako 1 samo ako x = y;
o d(x,y) = |lx =yl = Ily — xll = d(y, x)

o dix,y)=llx =yl =llx—z+z=yl < llx—zll +llz = yll = d(x,2) + d(z, y).

O
MoZemo se prisjetiti Cesto koriStenih normi na R”. To su:
p
L —norma: |y =yl := > Iy = ¥ (1.1)
k=1
)4
I, — norma (euklidska) : |[y' = y?|l» := Z vl = y2? (1.2)
k=1
el 2 — 1.2
lo —norma : |ly” — ylle := max i — Yil (1.3)
Napomena 1.3.7. Na R” moZemo uvesti Citavu familiju normi, 1, - norme || - || = || - |-

p 1/q
ylly = (Z w) (1.4)
k=1

zal < g < oo

1.4 ViSekriterijska optimizacija

Definicija 1.4.1. Binarna relacija > je parcijalni uredaj na skupu E ako je:

1. refleksivna: (Vxe€e E) x>x
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2. antisimetricna: (Nx,y € E) x>yiy>x=>x=y
3. tranzitivna : (Vx,y,z€ E) x>2yiy>2z=>x2>2

Ako je E = R” moZemo uskladiti uredaj sa strukturom vektorskog prostora pa dodatno
pretpostavljamo:

o (Vx,y,zeRP) x>2y=>x+72>2y+z
o Vx,y,ze R )(Vt>0) x>y=tx>ty.
Dan nam je problem viSekriterijske, odnosno vektorske optimizacije :

fi(x) = min

fo(x) = min

(1.5)

fp(x) = min
xeX
X CR",

pri ¢emu je f = (fi,...,f,) : X — R? vektorska funkcija. ZapiSemo problem (I.5])

skraceno kao :
f(x) = min

xeX.
X je dopustivi skup, f je funkcija cilja, dok sa

Y = {f(x): x€ X} CR?

(1.6)

oznacavamo skup funkcijskih vrijednosti.
Funkcije f; : X - R, zai=1,..., p su kriterijske funkcije odnosno funkcije cilja.

RjeSenje zadace je ona to¢ka x € X u kojoj f(x) predstavlja minimum skupa Y
uz standardni uredaj na R”. Zovemo ga jo$ idealnim minimumom i oznaavamo s y’ =
(&}, ..., y5) pri Cemu je y; = min,ex fi(x), k € {1,..., p}.

Idealni minimum skupa Y najceS¢e ne postoji, pa se koncentriramo na traZenje efikasnih
minimuma.

Ako su sve kriterijske funkcije linearne i dopustivi skup dan je linearnim jednakostima,
odnosno nejednakostima, onda (I.5) zovemo problemom linearne viSekriterijske optimiza-
cije. Ako barem jedna od kriterijskih funkcija nije linearna ili ako dopustivi skup nije dan
linearnim jednakostima / nejednakostima, radi se o problemu nelinearne visekriterijske op-
timizacije. Ukoliko su sve funkcije konveksne 1 dopustivi skup je konveksan tada problem
(1.5) nazivamo problem konveksne viSekriterijske optimizacije. Ako barem jedna od funk-
cija nije konveksna ili dopustivi skup nije konveksan, tada se problem naziva nekonveksna
viSekriterijska optimizacija.



Poglavlje 2

Efikasnost 1 nedominiranost

U ovom poglavlju bavit ¢emo se temeljnim sadrzajem efikasnosti i nedominiranosti. Objas-
nit ¢emo Sto su to nedominirane tocke te efikasna rjeSenja, predstavit ¢emo idealne i nadir
tocke koje predstavljaju granice na skup nedominiranih rjeSenja. Zatim ¢emo objasniti §to
su to slabo i strogo efikasne tocke i izvesti neka zanimljiva svojstva. Spomenut ¢emo i
pojam pravilnih efikasnih toCaka te istraziti njihov medusobni odnos. Detalji se mogu naci
u [1]].

2.1 Efikasne i nedominirane tocke
U ovom odjeljku razmatramo probleme viSekriterijske optimizacije:

min(fi(x), ..., fp(x))

xeX. @D

Slika dopustivog skupa X po funkciji cilja f oznacava se sa Y := f(X).

Definicija 2.1.1. Dopustiva tocka X € X naziva se efikasna tocka minimuma funkcije f
ili tocka minimuma u Paretovom smislu ako ne postoji x € X takav da je f(x) < f(X) i
f(x) # f(X). Ako je X efikasna tocka minimuma, f(X) se zove nedominirana tocka skupa Y.
Ako su x',x* € X i f(x) < f(x?), f(x) # f(x?) kaZemo da x' dominira x* i f(x') dominira
f(x?). Skup svih efikasnih to¢aka minimuma (efikasnih rjesenja) % € X oznacava se sa Xg i
zove se efikasna granica (efikasni skup). Skup svih nedominiranih tocaka skupa Y oznacen
je sa Yy i zove se nedominirani skup.

MoZemo spomenuti neke ekvivalentne definicije efikasnosti koje se ¢esto koriste 1 uklapaju
u odredeni kontekst. Dakle, X je efikasna tocka minimuma ako:

11
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1. ne postoji x € X takav da je fi(x) < fi(X)zak = 1,...,p1 fi(x) < fi(X) za barem
jedani e {1,..., p}

2. f(x) < f(X) zaneki x € X implicira f(x) = f(x)
3. fX)N(f(R) -RY = {f(D)}

Takoder, vrijedi § € Y je nedominirana, ako ne postoji y € Y takavdajey <y, y # J.
Ovo nam predstavlja definiciju nedominirane tocke proizvoljnog skupa Y, ne nuzno slike
neke funkcije. Skup efikasnih rjeSenja Xz i nedominirani skup Yy mogu biti prazni ili se
sastojati od izoliranih toCaka, pa ¢ak 1 ako su X 1 Y konveksni skupovi. Zanimljivo svojstvo
je da ukoliko skupu ¥ dodamo R” neée se promijeniti nedominirani skup.

Propozicija 2.1.2. Yy = (Y +RD)y

Dokaz. Rezultat trivijalno slijedi ako je Y = 0, zato §to je tada i ¥ + RY = 0 i tada je
nedominirani podskup oba skupa prazan. )

Neka je stoga Y # 0. Pretpostavimo prvo dajey € Yy, aliy ¢ (¥ + RY)y. Onda postoji
nekiy € (Y +RY) takavdajey—y =d e R\ {0Luzy =y +d’ takviday’ € Yi
d eRltestogay=y +d =y +d +d)=y +dsad=d +d € R’ \ {0}, §t0 je u
suprotn:osti s polaznom pretpostavkom. )

S druge strane, pretpostavimo y € (Y+R2)y, aliy ¢ Yy. Ovdje imamo dvije mogucnosti.
Akoy ¢ Y postojiy € Yid e R, d # 0 takvi dajey =y +d. Kakojey =y +0 € (Y+R2)
dobivamo da y ¢ (Y + R2)y, $to je kontradikcija. Ako je y € Y postoji y € Y takav da
Yy <y,y #y. Nekajed = y—y kojijeu RZ\ {0}. Zatojey =y +diy ¢ (Y + RD)y te
ponovno dobivamo kontradikciju. ) -

Na Slici 2.TjmoZemo vidjeti skicu skupova iz Propozicije na jednom primjeru.
Idu¢i rezultat koji ¢emo dokazati intuitivno je jasan, a to je da skup nedominiranih
toCaka pripada rubu skupa Y.

Propozicija 2.1.3. Yy C bd(Y)

Dokaz. Neka je y € Yy i pretpostavimo da y ¢ bd(Y). Stoga, y € int(Y) 1 postoji otvorena
kugla K(y, &) sadrzana u skupu Y. Neka je d # 0,d € R’; . Onda mozemo izabrati neki
BeR,0<pB < etakavdaBd € B(0,eg). Sad imamo y —8d € Y sa d € R’; \ {0}, to jest
y &Y. O
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Y + R

Slika 2.1: Nedominirane tocke od Y1 Y + Rg su jednake.

2.2 Granice na nedominirani skup

U ovom odjeljku éemo definirati idealne i nadir to¢ke koje ¢e zapravo predstavljati donju i
gornju granicu nedominiranih to¢aka. Cesto se koriste kao referentne tocke u kompromis-
nom programiranju. ViSe o tome spomenut ¢emo u Poglavlju 4.

Definicija 2.2.1. Tocka y' = (!, ..., yﬁ,) dana sa
' e . _ .
Vi 1= min fil(x) = min ye
naziva se idealna tocka problema visekriterijske optimizacije minex(fi(x), ..., f,(x)).
Definicija 2.2.2. Tocka y" = ()Y, ..., yg ) dana sa

N
.= max X) = max
Yk pos 2 fi(x) e Yk
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naziva se nadir tocka problema viSekriterijske optimizacije min,ex(fi(x), ..., f,(x)).

Slika 2.2: Idealna i nadir tocka.

Nadir tocka definirana je kao maksimum uzimajuci u obzir samo nedominirane tocke.
Inace, kao na Slici da se maksimum uzima po cijelom skupu Y (tocka y na slici),
nalazila bi se dosta daleko od nedominiranih tocaka.

Naravno, moZemo primjetiti da uvijek vrijedi

te

zabilokojiye Yy, k=1,...,p.
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Idealnu tocku nije tesko izraCunati jer se radi o rjeSenju p pojedinacnih problema optimiza-
cije. S druge strane, izraCunati nadir tocku poprili¢no je teSko jer je ukljuena optimizacija
na efikasnom skupu, kojeg u praksi nije lako odrediti.

MoZemo navesti pristup kojim odredujemo procjenu nadir to¢aka. Najprije rjeSavamo p
pojedinaénih problema cilja min,cy f;(x). Optimalna rjeSenja ozna¢imo sa x*, k = 1, ..., p.
Idealne tocke su zapravo yi = f;(x*),zak =1, ..., p. Procjenu nadir to¢ke definiramo sa :

.....

Ovo lako mozemo iSc¢itati iz takozvane tablice isplate :

nooAGD o AGTH AGD)
1 - - p
fz(.x ) . - . fz('x ) (2.2)
fp(xl) fp(xz) fp(xp_l) y;
Problem kod tablica isplate je $to procjena $ moZe biti iznad ili ispod y". To se dogada
kad imamo viSe optimalnih rjeSenja pojedinacnih problema min,cy fi(x).

2.3 Stroga, slaba i pravilna efikasnost

Definirajmo najprije S$to su to strogo efikasna rjeSenja (strogo Pareto optimalna) i slabo
efikasna rjeSenja (slabo Pareto optimalna).

Definicija 2.3.1. KaZemo da je dopustiva tocka X € X strogo efikasna tocka minimuma
funkcije f ako ne postoji x € X, x # X takav da je f(x) < f(X).

Kazemo da je dopustiva tocka x € X slabo efikasna tocka minimuma funkcije f ako ne
postoji x € X takav da f(x) < f(X), to jest fi(x) < fi(X)zasvek =1,...,p. Tockuy = f(X)
tada nazivamo slabo nedominirana.

Strogo efikasni skup oznacavamo sa Xg, dok slabo efikasni skup oznacavamo sa Xk, a
slabo nedominirani skup sa Y,,y.

MoZemo navesti dvije ekvivalentne definicije slabo efikasnih to¢aka minimuma.
Dopustiva tocka X € X je slabo efikasna ako i samo ako

1. ne postoji x € X takav da f(%) — f(x) € intR] = Rf
2. (F®-RHNY = 0.
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1z definicije odmabh slijedi :
YN - YWN (23)

XsE - XE - XWE' (24)

U idu¢em teoremu pokazat ¢emo koji su to nuzni uvjeti da bi Y,y bio neprazan.
Teorem 2.3.2. Neka je Y C R” neprazan i kompaktan. Tada je Y,,n # 0.

Dokaz. Pretpostavimo da je Y,y = (. Tada za svaki y € Y postoji neki y € Y takav da je
y € § + RZ. Uzimanjem unije po svim y € Y dobivamo

Y C U(y +RD). (2.5)
y

Budu¢i da je R otvoren, (2.5) definira otvoreni pokrival skupa Y. Po pretpostavci Y je
kompaktan, pa postoji konacan potpokrivac, to jest

k
Y c| Jo' +RD). (2.6)

i=1
Sad iz ovoga slijedi da za svaki i = 1,...,k postoji neki j takav da je y/ < y. Zbog
konagnosti, postoji i’ i niz i, . . ., i, takvi daje y <y < ... <y" <y", &ime smo dobili
kontradikciju. Dakle, Y,y # 0. O

Bududi da vrijedi (2.3), dakle radi se o pravom podskupu, Yy moze biti prazan, a Y,y
moZze tada biti neprazan ¢ak i ako Y nije kompaktan. To moZemo ilustrirati idu¢im primje-
rom.

Primjer 2.3.3. Neka je dan skup
Y ={y) €R*:0<y <1,0<y, <1} 2.7)
Tada je ocito Yy =0,a Y,y ={yeY:0<y <1,y, =0}

Sad moZemo joS definirati pravilne efikasne tocke. Prije toga moZemo jo§ komentirati
da efikasna rjeSenja ne dopustaju poboljSanje jedne funkcije cilja, a da se pri tome ne po-
gorsa vrijednost barem jedne od preostalih funkcija cilja. Dakle, da bismo poboljSali neki
kriterij to moZemo napraviti samo uz troSak pogorSanja barem jednog drugog kriterija.
Omjer kompromisa izmedu kriterija moZe biti mjeren racunanjem povecanja u kompo-
nenti f;, po jedinici smanjenja u komponenti f;. U nekim situacijima omjer kompromisa
moze biti neogranien. Pravilna efikasna rjeSenja su zapravo efikasna rjeSenja koja imaju
ograni¢en omjer kompromisa.
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Definicija 2.3.4. (Geoffrion (1968)) Dopustiva tocka X € X naziva se pravilna efikasna
tocka minimuma funkcije f, ako je efikasna i ako postoji realni broj M > 0 takav da za sve
i te x € X koji zadovoljavaju f(x) < fi(X) postoji indeks j takav da je f(X) < fi(x) i vrijedi
D = £ _
fi0) = fi(®)

Pripadna tocka y = f(X) naziva se pravilna nedominirana.

M. (2.8)

Iduéi primjer nam daje intuiciju da se kod pravilnih efikasnih tocaka izbacuju rubne efi-
kasne tocke.

Primjer 2.3.5. Neka je dopustivi skup u prostoru odlucivanja i kriterija dan sa
Y=X={(x;,x) €eR*: (xy — 1>+ (= D* < 1,0 < xp, xo < 1}.

Iz Slike [2.3| vidimo da je

0.8

0.6

0.4

0.2

Slika 2.3: Efikasne tocke Yy
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Yv={0nLy) €Y (- 1>+ —1)>=1%L

MoZemo opaziti da $to se vise y pomice prema (1,0), potrebno nam je sve vece povecanje
od y| da bismo postigli smanjenje po jedinici u y,. Sada moZemo dokazati da tocka (1,0)
nije pravilna efikasna. Oznacimo X = (1,0). Moramo pokazati da za svaki M > 0 postoje
neki indeks i € {1,2} i neki x € X takvi da je fi(x) < fi(X) te vrijedi

& = fi)
[ = 1,
za sve j € {1,2} takve da fi(x) > fi(%).

Neka je i = 1 i izaberimo x° takav da je x; = 1 —¢,0 <e <1lixf=1- Vl-¢g
Vidimo da je x° efikasan jer je (x] — 1)? + (x5 = 1)?> = 1. Naravno, x° € X te po definiciji
uzimamo i = 1, j = 2 jer je x{ < %1 i x5 > X,. Sad dobivamo :

fi(%) — fi(x%) _ I1-(1-¢) _ e £—0
) =fiE) 1-+V1-g 1-+Vi-¢g

Time smo dokazali da x = (1,0) nije pravilna efikasna tocka.

00, (2.9)

Ukoliko postoje nedominirane tocke, odnosno efikasna rjeSenja tada znamo da postoje
i slabo nedominirane tocke, odnosno slabo efikasna rjeSenja. Medutim to nam ne garantira
postojanje pravilnih nedominiranih tocaka. Ilustrirajmo to idu¢im primjerom.

Primjer 2.3.6. Nekaje Y = {y € R? : y; < 0,y, = 1/y1}. Tada je Yy = Y, ali Y,n = 0.
To vrijedi jer za bilo koji y € Yy u Definiciji moZemo uzeti niz tocaka y* sa y’é > Vo1
W= —coili Yk > 1 iy — —co.



Poglavlje 3

Metoda tezinske sume

U ovom poglavlju istrazit cemo na koji nain problem
min(f,(x), ..., f(x)) 3.1

moze biti rijeSen tako da rjeSavamo zadacu sljedeceg oblika

P
min > A fi(). (3.2)
k=1

Problem optimizacije (3.2) zovemo skalarizacija teZinskom sumom problema viSekriterijske
optimizacije.

Neka je Y c R?. Za fiksni A € RY ozna¢imo skup optimalnih to¢aka od Y s obzirom na
Asa

S, Y) := {y €Y : (4,9) = min(, y>}. (3.3)
ye

Primjetimo da smo uzeli u obzir samo nenegativne tezinske vektore A € RY. Vidjet éemo da
je razlika izmedu nenegativnih i pozitivnih tezina (pondera) bitna. Stoga moZemo definirati

S(Y) := U S(A,Y) = U S(A,Y) (3.4)
A€R? {1>0:30_, =1}
i
So(Y) := U S, Y) = U S, Y). (3.5)
AeRY {120:37_, =1}

Napomena 3.0.1. Naravno, pretpostavku da je Y, , Ax = 1 uvijek mozemo dodati, &im je
A nenegativan i razli¢it od nule. Time samo normiramo teZine, ali ne mijenjamo S(A,7Y).
Takoder, jasno je da A = 0 nema smisla jer je S(0,Y) = Y. Direktno slijedi da je

S(Y) C Sp(Y). (3.6)

19
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3.1 Skalarizacija teZinskom sumom i efikasnost

U ovom odjeljku pokazat ¢emo da su optimalna rjesenja problema teZinskom sumom
s pozitivnim teZinama uvijek efikasna, dok ¢e za nenegativne teZine biti slabo efikasna. Uz
pretpostavku konveksnosti, obrat ¢e vrijediti za slabo efikasne tocke minimuma. Sadrzaj
ovog odjeljka prati literaturu [1]].

Teorem 3.1.1. Za bilo koji skup Y C R? vrijedi So(Y) C Y.

Dokaz. Nekaje 1 € R 19 € S(A,Y). Tada vrijedi

i APk < i Ak
k=1 k=1

zasvey€eY.
Pretpostavimo sada da y ¢ Y,,5. Onda postoji neki y € Y takavda y, <y, k=1,...,p.

Zato imamo
)4 )4
Z Ay < Z Adks
k=1 k=1

jer je bar jedna od teZina A; pozitivna. Dobili smo kontradikciju, pa slijedi tvrdnja So(Y) C
Y.~ O

Za R’;—konveksne skupove vrijedi i1 obratna inkluzija.
Teorem 3.1.2. Ako je Y RI-konveksan, tada je Y,y = So(Y).

Dokaz. Ako uzmemo u obzir Teorem [3.1.1] jedino jo§ treba dokazati inkluziju Y,y C
So(Y). Zahvaljujuéi Propoziciji dobivamo da je Y,y C (Y +R%),» (dokaz ove tvrdnje
je analogan kao i u Propoziciji samo zamijenimo RZ s RY). Stoga je

(Y+RI-9)N(-R) =0

zaneki y € Y,,y. Nadalje, Y + R — $ i —R” su neprazni i konveksni skupovi. Zato moZemo
primjeniti teorem o separaciji (vidi [4]) 1 uzeti neki A € R”\{0} takav da je

(ALy+d—-79>0>(—-d)

zasveyeY,d,deRE.

Kako je {1,—-d) < 0 za sve d € R”, moZemo izabrati d = ¢; + e, pri cemu je e k-ti
jedini¢ni vektor, e = (1,..., 1) € R” vektor sadrzan samo od jedinica, te £ > 0 proizvoljno
mali. Takoje 4, > 0,k =1,...,p.
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Takoder, izaberemo d = ge i dobivamo iz {1,y +d — §) > 0

(A,y) + &, e) 2{,9)

zasvey € Yizato
4,y >(4,9).
Stogaje A € R i € S(A,Y) C Sp(Y). m|

Sada moZemo prikazati poveznicu izmedu S(Y) i Yy.
Teorem 3.1.3. Neka je Y C RP. Tada je S(Y) C Yy.

Dokaz. Neka je § € S(Y). Stoga postoji neki A € R” koji zadovoljava

Zp: APk < Zp: AYk
k=1 k=1

zasvey €Y.
Pretpostavimo da § ¢ Yy. Zato mora postojatineki y € Y takavdajey <9,y # y. Ako
pomnoZimo komponente s teZinama dobivamo

AV £ Ak

zasve k = 1,..., pistrogu nejednakost za barem jedan k. Buduci da su svi A; pozitivni i
da imamo barem jednu strogu nejednakost sumiranjem gornjih nejednakosti dobivamo

p p
Z i < Z ks
k=1 k=1

Sto je kontradikcija s § € S(Y). O

Propozicija 3.1.4. Ako je § jedinstveni element od S(1,Y) za neki A € RY, onda je § € Yy.

Dokaz. Bududi da je § jedinstveni element od S(4, Y) za neki A € RY slijedi da je

g < Y A (3.7)

za sve y € Y razliCite od 9. Pretpostavimo da y ¢ Yy. Zato mora postojati neki y € Y takav
dajey <39,y # 9. Ako pomnoZimo komponente s teZinama dobivamo

A < 4k
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zasvek =1,..., p. Sada slijedi da je

p p
Z Ay < Z ks
=1 k=1
Sto je kontradikcija s (3.7)). O

Sada moZemo primijeniti ove rezultate na prostor odlu¢ivanja, odnosno na (slabo) efi-
kasna rjeSenja problema viSekriterijske optimizacije.

Propozicija 3.1.5. Neka je X optimalno rjeSenje problema optimizacije teZinske sume
P
min ; Afil0) (3.8)

sa A € RY. Tada vrijede sljedece tvrdnje :
1. Ako je A € RY, onda je % € X,
2. Ako je A € RY, onda je % € Xp.
3. Ako je A € RL i % jedinstveno optimalno rjeSenje od , onda je X € X.

Dokaz. Tvrdnje direktno slijede iz Teorema [3.1.1] Teorema|3.1.3|i Propozicije s je-
dinstvenoséu od X, redom. O

3.2 Odnos s pravilnom efikasnosti

U ovom odjeljku prikazat ¢emo odnos izmedu pravilnih nedominiranih to¢aka u smislu Ge-
offriona i optimalnih tocaka skalarizacije teZinskom sumom s pozitivnim teZinama. Tocke
¢e se poklapati za konveksne skupove. Razlika izmedu nedominiranih i pravilnih nedomi-
niranih tocaka je mala. Skup pravilnih nedominiranih to¢aka u smislu Geoffriona oznacavat
¢emo s Y,g, dok ¢emo skup pravilnih efikasnih toCaka problema viSekriterijske optimiza-
cije u smislu Geoffriona oznacavati s X,g. SadrZaj prati [1].

Teorem 3.2.1. Neka su A, > 0,k = 1,..., p pozitivne teZine te neka je Y, _, A = 1. Ako je
% optimalno rjeSenje od (3.2), onda je % pravilno efikasno rjesenje od (3.1)).

Dokaz. Neka je & optimalno rjesenje od (3.2)). Najprije dokazimo da je % efikasno rjeSenje.
Pretpostavimo da postoji neki ¥ € X takav da je f(¥) < f(%) 1 f(X) # f(X). Zbog toga
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Sto su sve tezine A;,k = 1,..., p pozitivne 1 fi(X) < fi(X) zaneki i € {1,..., p} slijedi
kontradikcija

P P
DAL < D Afil®).
k=1 k=1

Sada trebamo joS§ dokazati pravilnu efikasnost. Izaberimo dovoljno velik broj M i neka je
4
M = (p—1)max —.

i A

Pretpostavimo da x nije pravilno efikasno rjeSenje. Tada postojinekii € {1,...,p}ix e X

takvi da je fi(x) < fi(®) i (fi(R) — fi(x)) > M(f;(x) — fi(X)) zasve j € {l,..., p} takve da je
f1(®) < fi(x). Stoga imamo :

A
Ji®) = fi(x) > (p - 1)f(ﬁ(X) = fi(%)

za sve j # i s obzirom na izabrani M. Pomnozimo svaku od ovih nejednokosti s 4;/(p — 1)
1 sumiramo ih po svim j # i. Dobivamo :

(@) = H0) > > () = £(3)

J#i
= LHE) = Lfi0) > D400 = > )
J#i J#i
= L) + ) LfE) > Afi) + Y 4ifi(x)
i J#i
p p
= Y LD > D Afi),
i=1 i=1
Sto je kontradikcija s optimalnosti od £ za (3.2). Zato je X pravilno efikasno rjeSenje. O
Korolar 3.2.2. Neka je Y C R”. Tada je S(Y) C Y .
Dokaz. Tvrdnja direktno slijedi iz Teorema |3.2.1 O

Obratna inkluzija Korolara [3.2.2] generalno nece vrijediti. MoZemo pogledati Sliku
da bismo dobili intuiciju zasto to ne mora vrijediti. Odmah moZemo uociti da skup
Y nije Ry-konveksan. Svi vektori y = (fi(x),..., f,(x)) koji postiZu istu vrijednost ¢ =
Yr_ A fi(x) u odnosu na tezinsku sumu, smjesteni su na pravcu. Minimizacijski problem
S(4,Y) gura, odnosno translatira ovaj pravac ulijevo, Sto bliZe idealnoj tocki, a da pri tome
presijeca Y samo na rubu. Na slici vidimo primjer za dva teZinska vektora (4;, A2) te (47, 45)
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koji vode prema nedominiranim to¢kama y i y’. Toc¢ka y € Yy je pravilna nedominirana,
medutim niti jedna njegova praslika x pod funkcijom f ne moZe biti optimalno rjeSenje
problema (3.2)) za bilo koji izbor (4, ...,4,) € RY. MoZe se pokazati da obrat Teorema

i Korolara vrijedi za RZ-konveksne skupove.

Y2

Ay + dayp =c¢

Nyr+ Xoya = ¢

Slika 3.1: Tocka J je pravilna nedominirana.

Pokazimo primjerom kako dobivamo efikasna 1 pravilna efikasna rjeSenja koriStenjem
skalarizacije teZinskom sumom.

Primjer 3.2.3. Neka je dan skup Y = {(y1,y2) : y} + y5 < 1}. Zato imamo :
Yy = {(,32) s yi +¥5 = Ly <0,y, <0},

Ypnv = Yn\{(-1,0), (0, -D}.

To mozemo vidjeti na Slici[3.2] Sve tocke § koje su pravilno efikasne su optimalne tocke
skalarizacije teZinskom sumom. Dvije granicne tocke (—1,0) i (0,—1) koje su nedomini-
rane tocke i pripadaju Yy nisu pravilne nedominirane tocke. Medutim, (—1,0) i (0,—1) su
Jjedinstvena optimalna rjesenja od

min /11)’1 + /lzyz
yey

zad = (1,0)iA=(0,1), redom. Pozivajuci se na Propoziciju slijedi da ove tocke
pripadaju nedominiranom skupu Y.
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} {Y
YN }/pN

Slika 3.2: Skupovi Yy 1 Y.

U konveksnom sluc¢aju vrijedit ¢e i obrat Teorema [3.2.1]

Teorem 3.2.4. (Geoffrion (1968)). Neka je X C R" konveksan i pretpostavimo da su funk-
cije fr + X — R konveksne za k = 1,...,p. Tada je X € X pravilno efikasno rjesSenje
ako i samo ako je X optimalno rjeSenje problema (3.2), sa strogo pozitivnim teZinama
/lk,k: 1,...,p.

Dokaz. Trebamo samo dokazati nuznost jer smo dovoljnost dokazali u Teoremu [3.2.1]
Stoga, neka je * € X pravilno efikasno rjesenje. Prema definiciji znamo da onda postoji
M > 0Otakavdazasvei=1,...,psustav

fi(x) < fi(%)

() + Mfi(x) < fi(®) + Mfi(R), Vj#i (3.9)

nema rjesenja.
Svojstvo konveksnih funkcija nam daje da za svaki takav i-ti sustav postoji A > 0,k =
1,...,p, pricemuje 37_ A = 1, tako da za sve x € X vrijede sljedece nejednakosti.

Af)+ ) AR + MAG) 2 Af(0) + ) AR + Mfi(2)

k#i k#i
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& AL+ Y ML)+ M D A filx) 2 Afi(8) + Y Afi®) + M Y A fil®)

k#i k#i k#i k#i

:Za A+ My A fk(x)>Z/l FE) + M ) A fil®)

k#i k#i
& [+ MY Nfil0) > fi(8) + M Y A fil®)
k#i k#i

Ove nejednakosti vrijede za svakii = 1, ..., p. Ako sumiramo po svim i dobivamo :

i ) + MZ D Sl = Z F(®) + MZ PR AACS

i=1 i=1 k#i i=1 k#i

= Zpl[l +MZ/1’)fk(x) > Z(l +MZA’]fk(x)

k=1 i+k i+k

za sve x € X. MoZemo normirati teZine tako da (1 + M Y}, A}) poprimi vrijednost 1. Tako
dobivamo pozitivne teZine A;,i = 1,..., p za koje je & optimalno za (3.2). m|



Poglavlje 4

Skalarizacija

Postoje mnoge tehnike skalarizacije za rjeSavanje problema viSekriterijske optimizacije.
Radi se o optimizaciji jednog cilja koja je povezana s problemom viSekriterijske optimiza-
cije

min(fi(), .. f,(x) (4.1)

preko realne skalarizirajuce funkcije. NajceSce se radi o funkciji kriterijskih funkcija, od-
nosno funkcija cilja problema visekriterijske optimizacije (4.1)).

U Poglavlju 3 upoznali smo se s metodom tezinske sume za rjeSavanje problema vise-
kriterijske optimizacije. Radi se o problemu

)4
rglz A fe(x) (4.2)
k=1

kod kojeg smo koristili vektor nenegativnih (pozitivnih) teZina A € RY kao parametar.
Zakljucak koji mozemo donijeti iz Poglavlja 3, koji se naslanja na Propoziciju je
sljedeci.
Ako je X € X optimalno rjeSenje problema (4.2)) vrijede iduce tvrdnje:
1. akoje 4 >0,ondaje X € X,
2. akojed>0id+#0,ondaje X € X,,p

3. akoje A > 0,4 # 0i % jedinstveno optimalno rjeSenje problema (4.2) onda je & € X,.

S druge strane, ukoliko je X konveksan skup i f;,k = 1,..., p konveksne funkcije vrijede
iduce tvrdnje :

1. ako je & € X,g, onda postoji neki 4 > 0 takav da je £ optimalno rjeSenje problema

@2

27
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2. ako je ¥ € X,g, onda postoji neki 4 > 0, 4 # O takav da je £ optimalno rjeSenje
problema (4.2).

Za nekonveksne probleme ne mozemo primijeniti metodu teZinske sume. Zato ¢emo u
ovom poglavlju predstaviti neke druge metode skalarizacije koje su primjenjive 1 u slucaju
kad Y nije RZ-konveksan.

4.1 Metoda e-uvjeta

Uz metodu tezinske sume, metoda e-uvjeta jedna je od najpoznatijih metoda za rjeSavanje
problema viSekriterijske optimizacije. Radi se o minimizaciji samo jedne od kriterijskih
funkcija, dok su ostale iskoriStene za formiranje dodatnih ograni¢enja. Problem (#4.I)) trans-
formira se u problem g-uvjeta:

minf;(x)

i <e, k=1,....p k+],

(4.3)

pri ¢emu je € € R?. Vidmo da nam komponenta &; sada nije bitna, ali kasnije Ce biti
korisna.

Na Slici{d.I|mozemo vidjeti bikriterijski problem kod kojeg je gornja granica ograni¢enja
stavljena na fi(x).

foz)

ol---=---

fi(x)

Slika 4.1: Optimalna rjeSenja problema g-uvjeta.
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U iducoj Propoziciji dokazat ¢emo da su optimalna rjeSenja problema (4.3)) barem slabo
efikasna. Kasnije ¢emo jo$ pokazati nuZne i dovoljne uvjete za efikasnost pri kojima je ova
metoda primjenjiva i za probleme koji nemaju pretpostavku konveksnosti.

Propozicija 4.1.1. Neka je & optimalno rjesenje od ({#.3) za neki j € {1,...,p} i &€ € R
Tada je x slabo efikasno rjesenje.

Dokaz. Pretpostavimo da X ¢ X, g. Tada postoji neki x € X takav da je fi(x) < fi(X) za
svek=1,...,p. Iztogaimamo da je fj(x) < f;(X). Buduci da je fi(x) < fi(%) < & za sve
k # j, slijedi da je rjeSenje x dopustivo za (4.3). Dobivamo kontradikciju s ¢injenicom da
je X optimalno rjeSenje problema (4.3). O

Propozicija 4.1.2. Neka je X jedinstveno optimalno rjesenje problema za neki j €
{1,...,plie e R’ Tada je X € X i stoga X € Xg.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji neki x € X takav da je fi(x) < fi(X) < & zasve k # J.
Ako uz to vrijedi fj(x) < f;(£) moramo imati da je f;(x) = f;(%) zato Sto je X optimalno
rjesenje od (4.3)). Tako je i x je optimalno rjeSenje od {#.3)). Zbog jedinstvenosti optimalnog
rjeSenja slijedidaje x = X1 X € X;¢. O

Teorem 4.1.3. Dopustiva tocka X € X je efikasna ako i samo ako postoji neki & € R? takav
da je % optimalno rjesenje problema {.3) za sve j=1,...,p.

Dokaz. Najprije dokazimo nuznost teorema. Neka je & = f(X). Pretpostavimo da X nije
optimalno rjeSenje problema zaneki j € {I,..., p}. Onda mora postojati neki x €
X takav da je fi(x) < fi(X) 1 fi(x) < & = fi(®) za sve k # j. To je kontradikcija s
pretpostavkom da je X € Xg.

Dokazimo sada 1 dovoljnost. Pretpostavimo da ¥ ¢ Xg. Tada postoji neki indeks
Jj € 1{1,...,p} 1 dopustivo rjeSenje x € X tako da je fi(x) < fi(X) 1 fi(x) < fi(RX) za k # j.
1z toga slijedi da X ne moZe biti optimalno rjeSenje problema za bilo koji € za koji je
dopustiv, to jest za koji vrijedi fi(X) < g zak # J. O

Dakle, da bi % bio efikasan, mora biti optimalno rjeSenje problema (#.3) za sve j =
1,..., p s istom vrijednosti € koji se koristi u svim ovim problemima. Iz Teorema
zakljuujemo da sva efikasna rjeSenja mozemo dobiti ako prikladno izaberemo £. Kao i u
dokazu Teorema Cesto se uzima &€ = f(x) ukoliko Zelimo dokazati da je X efikasno
rjeSenje.

Sad jo§ moZemo pokazati rezultat povezivanja problema e-uvjeta (4.3) s problemom
metode teZinske sume (4.2)).

Teorem 4.1.4. (Chankong and Haimes (1983))
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1. Pretpostavimo da je X optimalno rjeSenje problema min,ex Y.7_, Axfi(x). Ako je A; >
0 tada postoji & takav da je % optimalno rjeSenje problema (#.3).

2. Pretpostavimo da je X konveksan skup i da su funkcije f, : R" - R, k=1,...,p
konveksne. Ako je % optimalno rjeSenje problema {.3) za neki j € {1,..., p}, onda
postoji A € RY takav da je % optimalno rjesenje za minyex YF_ Ay fi(x).

Dokaz. 1. Pokazat ¢emo da mozemo izabrati £ = f(%). Iz optimalnosti od x za problem
tezinske sume slijedi

P
D A = ful8) 2 0
k=1

za sve x € X. Pretpostavimo da X nije optimalno rjeSenje problema (4.3)) uz izabrani
€. Zasvaki X' € X zakoji vrijedi f;(x) < fi(X)1 fi(x") < fi(X) za k # j dobivamo

;(fi(x)) = (%) + Z A(fil@') = fil®) <0
k#
jer je 4; > 0. To je kontradikcija.

2. Pretpostavimo da je & optimalno rjeSenje problema (#.3)) za neki j. Zato ne postoji
x € X takav da je fi(x) < fi(X) 1 fi(x) < fi(R) < g zak # j. Ako uzmemo u obzir
konveksnost funkcija f;, moZzemo zakljuiti da mora postojati neki A € R? takav da
je

L fix) = fi(®) = 0

M=

o~
Il

1

zasve x € X. Buduéidaje 1 € R? dobivamo

Mw

p
Afil0) = ) Afil®)
k=1

o~
1l

1

za sve x € X. Dakle, za teZinski vektor A slijedi tvrdnja.

4.2 Hibridna metoda

Hibridna metoda zapravo je kombinacija metode tezinske sume i metode g-uvjeta. Neka je
x° proizvoljna dopustiva to¢ka problema viekriterijske optimizacije. Problem je sljedeceg
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oblika:

p
min Z A fi(x)
k=1

B 0 4.4)
i) < filx™) k=1,...,p

xeX
pri Cemu je 1 € RE.

Teorem 4.2.1. Neka je A € R”. Dopustiva tocka x°

(H) ako i samo ako je x° € Xg.

€ X je optimalno rjeSenje problema

Dokaz. Neka je x° optimalno rjeSenje problema (4.4). Kad bi postojao neki x € X takav
daje f(x) < f(x°), f(x) # f(x°) zbog toga §to je A € RY slijedilo bi da je

14 14
DA < D A,
k=1 k=1

To je kontradikcija s pretpostavkom da je x° optimalno rjeSenje problema . Zato je x°
efikasno rjesenje.

Neka je x° € X efikasno rjeSenje. Onda ne postoji x € X takav da je f(x) < f(x°)i
f(x) # f(x°). Zato bilo koja dopustiva tocka problema zadovoljava f(x) = f(x°) i
optimalno je. O

4.3 Metoda elasticnog ogranicenja

Jos jedna skalariziraju€a metoda za rjeSavanje problema (4.1) naziva se metoda elasticnog
ogranicenja (vidi [1]]). Bududi da problem e-uvjeta nije uvijek lako rijeSiti zbog
ogranicenja fi(x) < &, moZemo malo relaksirati dana ogranienja. Skalarizacija elasticnog
ogranicenja glasi:

min f;(x) + Z,uksk
k#j
Jil(x) — sk < & k#j (4.5)
5t >0 k#j
x € X,

pri Cemu je y > 0,k # j.

Dopustivi skup problema (4.5)) jednak je dopustivom skupu originalnog problema viSekriterijske
optimizacije (4.1).

Propozicija 4.3.1. Neka je (%, §) optimalno rjeSenje problema ({.5) pri ¢emu je u > 0.
Tada je x € X k.
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Dokaz. Pretpostavimo da X ¢ X,,z. Onda postoji neki x € X takav da je fi(x) < fi(X),k =
1,..., p. Tada je (x, §) dopustivo rjeSenje za (4.5) s vrijednosti funkcije cilja koja je manja
nego za (X, §). To je kontradikcija s pretpostavkom da je (X, §) optimalno rjesenje. O

U iducoj Propoziciji dobivamo jaci rezultat.

Propozicija 4.3.2. Ako je % jedinstveno optimalno rjesenje problema ({.3)), tada je % € X,
to jest strogo efikasno rjesenje problema visekriterijske optimizacije.

Dokaz. Pretpostavimo da je x € X takav da je fi(x) < fi(%),k = 1,...,p. Tada je (x, )
dopustivo rjesenje za (4.5)). Kako vrijednost funkcije cilja od (x, §) nije gora nego vrijednost
funkcije cilja od (&, §), jedinstvenost od X povlaci da je x = %. O

U iduéem primjeru ¢emo vidjeti da i u slucaju kad je u > 0, optimalno rjeSenje pro-
blema (#.3) moZe biti samo slabo efikasno.

Primjer 4.3.3. Neka je
X={@.x) eRE: (x - 1+ (- 1)’ < 1} +R2

i f(x) = x. Uzmimo &, > 1. Tada je (X1, X2, §1) = (X1,0,0) optimalno rjesenje problema
[{.5) sa j=2zasvel <& <e. OCitodaza & > 1 ovo rjeSenje je slabo efikasno, no nije
efikasno. Ovaj rezultat ne ovisi o izboru p.

MoZemo vidjeti da uz prikladan izbor &,y i §, (%, §) je optimalno rjeSenje problema
(4.5), pri cemu je % efikasno rjeSenje problema visekriterijske optimizacije.

Korolar 4.3.4. Neka je x € Xg. Tada postoje ,u > 0 i § takvi da je (X, S) optimalno
rjeSenje od (4.3) za sve j € {1,..., p}.

Dokaz. Tvrdnja slijedi direktno iz Teorema (4.1.3] ukoliko uzmemo £ = f(X), § = 01
U =cozasvek=1,...,p. ]

Iduca Definicija bit ¢e nam vazna za daljnje rezultate.

Definicija 4.3.5. KaZemo da je nedominirani skup Yy stabilan izvana, ako za svaki y €
Y\Yy postoji $ € Yy takav dajey € $ + RE.

Teorem 4.3.6. Neka je Yy stabilan izvana te neka je X € X,p pravilno efikasno rjesenje.
Tada, za svaki j € {1,..., p} postoje &, 8,1’ sa w, < ©0 za sve k # j takvi da je (%, 5)
optimalno rjesenje problema za sve u € RP! u >y,
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Dokaz. Uzmimo da je g = fi(%),k = 1,..., p. Stoga moZemo izabrati § = 0. Neka je
Jj € {l,...,p}. Bududi da je X pravilno efikasno rjeSenje, postojj M > 0 takav da za sve
x € X sa fj(x) < f;(X) postoji k # j takav da je fi(%) < fi(x) 1 M <M.

. Ji(x) = fi(®)

Mozemo definirati u/ sa y := max(M, 0) za sve k # j.

Neka je sada x € X i s € RP™! takav da je s, = max{0, fi(x) — &} = max{0, fi(x)— fi(2)}
zasve k # j. Vidimo da s; za k # j poprima najmanju mogucu vrijednost koju moze imati.
Zelimo dokazati da je

[0+ sz [E + Y s = fi(0). (4.6)
k#j k#j

Dokazimo najprije da mozemo pretpostaviti da je x € Xp u {@.6). Inace, postoji neki
x' € Xg takav da je f(x) < f(x), f(X') # f(x) jer je Yy stabilan izvana, te 5" takav da s; =
max{0, fi(x')—&}. Buducida je s’ < s dobivamo da je fi(x") + X iz iy, < fi(0) + X MacSk
za bilo koji u > 0.

Neka je onda x € Xg. Promotrimo idu¢e mogucnosti.

U slucaju da je fi(x) > f;(X) vrijedi

[+ D s> f() +0 = (R + Dl
k# kit j

za bilo koji u > 0.

U slu¢aju da je fj(x) < f;(X) uzmimo da je 7(x) := {k # j : fi(x) > fi(X)}. Slijedi da
je Z(x) # 0 jer su X i x efikasni. MoZemo pretpostaviti da je s, = 0 zasve k ¢ I(x),k # j.
Neka je k € 7(x). Tada imamo :

FOO+ D sz f0+ Y ulsy

k#j k#j
| £® = i)

250+ ), G
Ji®) ~ 1) 4.7)
[l = fid™
BT/ LG P
= 1100+ 00— U — (D)
= [ = [i®) + D e

k#j

> fi(x) +

Nejednakosti i1 jednakosti u || slijede jer je p; > ,ui, iz definicije od ,ui, nenegativnosti
svih izraza, sy = fi(x) — fi(X)zak e I(x)1§=0. O

Dakle, metoda elasti¢nog ograni¢enja (4.5)) nam omogucava da relaksiramo &-ograni¢enja
u problemu (#.3)) i pomaZe nam u rjeSavanju problema skalarizacije.



POGLAVLIJE 4. SKALARIZACIJA 34

4.4 Metoda ciljnih uvjeta

Ovu metodu joS$ nazivamo k-ti ciljno-ograniceni pristup. Detalji se mogu naci u [3]. Neka
je X € X 1 definiraymo teZine

1/ fi(%
i = # (48)
2=t 1 fi(R)
Tada je 4 > 0, odnosno A pripada skupu pozitivnih teZina, te vrijedi
A fi(R) == A, fp(R). (4.9)
Skalarni problem za neki k € {1,..., p} glasi
mind; fi(x)
veX (4.10)

Afi(x) S 4 filB), i=1,....p, i #k

Teorem 4.4.1. Neka je X € X te neka je A kao u ({.8). Tada je % rjeSenje problema ({.10)
za svaki k.

Dokaz. Pretpostavimo da su X i A kao u (4.9). Pretpostavimo da X ne rjeSava problem
(4.10) za neki k. Tada postoji x € X takav da je

Acfie(x) < A fi(%)

Aifi(x) < 4 fi(X) = A fi(X), Vi#k.

Kako je 4 > 0 slijedi
Ji(x) < fi(X)

fi) < fi(R), Vi#k,

Sto je kontradikcija s definicijom efikasnosti. Stoga je % rjeSenje problema (4.10) za svaki
k. O

Pokazimo primjerom da tvrdnja Teorema ne vrijedi ako polaznu pretpostavku
zamijenimo s X € X, .

Primjer 4.4.2. Neka je problem visekriterijske optimizacije dan sa f, :== (x+1)*>+1, f, :=
(x+2)?+1i f3 := 3 uzuvjet x € R. Tada je % = 0 slabo efikasno rjeSenje. Neka su teZine
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dane s 4y = 1/5,, = 2/25,43 = 2/15, tako je A;fi{(X) = 2/5, zai = 1,2,3. Zak =1
problem ({.10) moZemo zapisati kao

min (1/5)((x + 1> + 1)
(2/25)(x+2)* +1) < 2/5 (4.11)
(2/15)3 <2/5

To jest kao
min ((x + 1)* + 1)

(x+2)*<4 (4.12)

Tada se rjesenje nalazi unutar skupa {x : —4 < x < 0}. Vidimo da X = 0 nije optimalna
tocka.

Vrijedi i obrat Teorema

Teorem 4.4.3. Neka je X € X i A kao u te pretpostavimo da x € X rjeSava problem
([@10) za svaki k. Tada je % € Xg.

Dokaz. Nekasu % € X iAkaou @.9) i pretpostavimo da X rjeSava problem (4.10) za svaki
k. To znaci da je X dopustiv za problem (4.10) za svaki k. Zato za svaki k moZemo zapisati

AfiX) S A4fi(R) i=1,....p, i #k.

Pretpostavimo da x ¢ Xg. Tada postoji X € X takav daje fi(X) < fi(X)zasvakii € {1,..., p},
te postoji k € {1,..., p} takav da vrijedi f;(X) < fi(X). Stoga imamo

Aifi(X) < 4ifi(X) < Afi(R), Vi # k,

A fil(X) < A fi(%).
To je kontradikcija s pretpostavkom da je ¥ rjeSenje problema (4.10). Stoga X € Xg. m|

Teorem 4.4.4. Neka su X € X i A kao u ({.9). Ako je za neki k, X jedinstveno rjesenje
problema ({.10), onda je % € X.

Dokaz. Pretpostavimo da X ¢ Xg. Tada postoji x € X takav da je

filx) < fi(x), Vi, (4.13)

1 postoji neki indeks r takav da vrijedi

Jr(x) < fi(X). (4.14)
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Imamo dva slucaja.
Slucaj I : Neka je r = k. Iz (4.14)) dobivamo

A fr(x) < A, ful(). (4.15)
Iz (@.13) i ¢injenice da je X dopustiv za problem (4.10), imamo
Aifi(x) < 4 fi(%) < Afi(R), Vi # k. (4.16)

Zbog [.15) i (@.16) dobivamo kontradikciju s pretpostavkom da je X rjeSenje problema

@.10).
Slucaj II : Neka je r # k. Iz (#.13)), (.14) i pretpostavke da je X dopustivo rjeSenje za

problem (4.10)) dobivamo

Aifi(x) L A4fi(X) S 4fi(X), i=1,...,p, i # 1k,

A (X) < A f(X) < A fi( D).
Tako je x dopustiv za problem (4.10)). 1z (4.13]) imamo

A fi(X) < A fie(F).

S obzirom na to da je x # X i (4.10) ima jedinstveno rjeSenje X, dobili smo kontradikciju.
]

Da bi rjeSenje problema (4.10) bilo efikasno, moramo ili rijesiti p razli¢itih problema
ili dobiti jedinstveno rjeSenje problema (4.10) za neki k € {1,..., p}. Jedinstvenost nije
lako dokazati. Ukoliko je problem konveksan i ciljne funkcije su strogo konveksne, tada
znamo da je rjeSenje jedinstveno.

Korolar 4.4.5. Neka su X € X i A kao u (4.9). Ako za neki k, f je strogo konveksna i
dopustivi skup X je konveksan te problem ({#.10) ima rjesenje X, tada je % € X.

Dokaz. Kako X rjeSava problem (4.10) i f; je strogo konveksna, skup rjeSenja problema
(4.10) je jednoclan. Zato prema Teoremu 4.4.4} x € Xg. O

Bez pretpostavke konveksnosti, rjeSenje problema (4.10) za bilo koji k € {1,..., p}, bit
¢e slabo efikasno. To mozemo vidjeti u idu¢em teoremu.

Teorem 4.4.6. Neka su X € X i A kao u (#.9). Neka je X € X rjeSenje problema ({.10) za
neki k. Tada je x € X,,g.
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Dokaz. Neka X € X rjeSava problem (4.10) za neki k € {1,..., p}. Tada je

A fi(X) < A fi(x),

za svaki takav x da je

Aifi(x) S 4fil(R) = A4fi(X), i=1,...,p, i # k. 4.17)

Buduc¢i da je X dopustiv za (4.10) vrijedi

Aifi(X) S 4fi(R) =A%), i=1,...,p, i # k. (4.18)

Sad pretpostavimo da x € X nije slabo efikasno rjeSenje. Tada postoji X € X takav da je

i< fix, j=1,...,p. 4.19)

MoZemo razmatrati dva slucaja.
Slucaj I : Pretpostavimo da je X € X dopustiv za problem (4.10). Tada imamo

LFE S ML), i=1,...,p, i #k (4.20)

Kako je A > 0 iz (4.19) imamo
A fr(X) < A fr(X). 4.21)
Sada iz (4.20) i (4.21)) dobivamo kontradikciju s ¢injenicom da je X € X rjeSenje problema

(#.10).
Slucaj II : Pretpostavimo da X € X nije dopustiv za (4.10). Stoga, postoji neki i # k takav

da je
Aifi(X) > A fi(X) = A fi(R).
Takoder, zbog (4.18)) imamo

Ai fi(%) = A fi(X).
Ova dva izraza povlace da je
A fi(%) > A fi(X),
stoga za indeks i imamo
Ji(®) > fi(X).

To je kontradikcija s (4.19) za j = i.
Zato X mora biti slabo efikasno rjeSenje. O
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MozZemo prikazati odnos izmedu metode ciljnih uvjeta (4.10) 1 metode e-uvjeta (4.3)).
Radi lakSeg snalaZenja, promijenimo malo odabir indeksa u definicijama.
Metoda ciljnih uvjeta:

minAy fi.(x)
< (4.22)
Aifi(x) S 4fi (), i=1,...,p, i #k,
pri ¢emu je A kaou . Oznacimo sa S f{ skup rjeSenja ovog problema.
Metoda e-uvjeta:
min f(x)
e (4.23)

f(x)<e,i=1,...,p, i #k,

pri cemu je € € R”. Oznacimo sa S (&) skup rjeSenja ovog problema.

Teorem 4.4.7. Neka je X € X ik € {1,...,p}. Nekaje x € X i stavimo € := f(x). Tada je
St = Sk(e).

Dokaz. Pretpostavimo da je A definiran kao u (4.9). DokaZimo najprije da je Sy(g) C S*&.
Neka je x € Sy(¢). Tada vrijedi

Ji®) < filx), (4.24)
za svaki x € X i kako je € := f(X) imamo da je
D < fi®,i=1,...,p, i #k.

Pretpostavimo da x ¢ S i Tada postoji x € X takav da je

A fi(x) < A fiu(5),

Aifi(x) S 4fil(R) =A%), i=1,...,p, i # k.

Budué¢idaje A, >0zasvei=1,...,p,

fiu(x) < fi(2), (4.25)

f(x)<f®),i=1,...,p, i #k.

Stoga je (4.25) u kontradikciji s (4.24). Zato je % € S£.

Dokazimo sada da je S ’; C Sk(e). Nekajex e S ’; . Po pretpostavci je za svaki x € X

A fi(X) < A fi(x),
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Afi(X) < Afi(B) = 4ifi(R), i=1,....p, i # k.
Kako je A4 > 0 slijedi
Ji(®) < filx),

D <fi®,i=1,....,p, i #k
1z toga zakljuCujemo da je x € S(e).
Zato je S& = S(e). -

4.5 Bensonova metoda

Izaberemo neku pocetnu dopustivu to¢ku x° € X, te ukoliko ona nije efikasna, izvedemo
dominirajuée rjesenje koje je efikasno. Uvedemo varijable [, = fi(x°) — fu(x), k= 1,..., p.
Zelimo maksimizirati njihovu sumu. Dakle, Zelimo da je x §to dalje od x°.

Problem je dan s:

p
max Z I
k=1

[ =L - filx)=0, k=1,....p (4.26)
[>0
x € X.

Y2

Y

Slika 4.2: Bensonov problem
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Na Slici.2] vidimo motivaciju za izu¢avanje problema (4.26)). Maksimiziranjem ukup-
nog odstupanja /, + /, namjera nam je pronaéi to¢ku koja dominira f(x°) i uz to je efikasna
tocka minimuma. f(x") ima vece vrijednosti nego efikasna tocka f(%).

Najprije provjeravamo je li pocetna dopustiva tocka x° efikasna.

Teorem 4.5.1. Dopustiva tocka x° € X je efikasna tocka minimuma ako i samo ako je

optimalna vrijednost problema (#.26) jednaka 0.

Dokaz. Neka je x° € X efikasna to¢ka minimuma. Tada se dopustivi skup problema
sastoji od onih (x, /) za koje je x € X i f(x) = f(x°). Stogaje [ = 0.

Obrnuto, neka je (x, [) dopustivo rjeSenje problema . Zbog definicije [, = f;(x°) -
fi(x) 1 nenegativnosti ograniCenja [y > 0zak = 1,..., p dobivamo da je

P
Y h=0e=1§=0 k=1,..p
k=1

= fi(") = filx) k=1,....p.
Dakle, ako je optimalna vrijednost 0 i x € X takav da je f(x) < f(x°) mora vrijediti da je

f(x) = f(x%), to jest x° je efikasan. o

Generalno ne moZemo o&ekivati da ée po&etna dopustiva tocka x° biti efikasna. Dokazat
¢emo da kad god problem (4.26) ima konacnu vrijednost optimalnog rjeSenja, optimalno
rjeSenje je efikasno.

Propozicija 4.5.2. Ako problem (@ ima optimalno rjeSenje (%,1), tada je % € X.

Dokaz. Pretpostavimo da ¥ ¢ Xg. Tada postoji neki ¥ € X takav da je fi(¥X) < fi(X)
zasve k = 1,...,p te za barem jedan j € {1,..., p} vrijedi f;j(x¥) < f;(X). Definiramo
[:= f(x°) — f(%). Tada je (x,]) dopustivo za (4.26) jer je

I = fix") = (D) 2 fila®) = fiH) = [ 2 0.

Budui da je I; > I; slijedi da je 3_, [, > Y.P_ [;. Dobivamo kontradikciju jer je (%, 1)
optimalno rjeSenje problema (4.26)). O

Pod pretpostavkom konveksnosti dobivamo zanimljiv rezultat u slu¢aju da je funkcija
cilja problema (4.26)) neogranicena.

Teorem 4.5.3. (Benson (1978)). Pretpostavimo da je X C R" konveksan skup i da su funk-
cije fi,k = 1,..., p konveksne. Ako problem ({#.26) nema konacnu optimalnu vrijednost
funkcije cilja tada je X, = 0.
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Dokaz. Bududi da je (4.26) neogranicen, za svaki realni broj M > 0 moZemo pronaci neki
M e X takavdaje [ = f(x°) — fF(M) > 01

)4 )4
Dohe= D (Al = fil™) > M. (4.27)
k=1 k=1
Pretpostavimo da je x pravilno efikasno rjeSenje u smislu Geoflriona. 1z Teorema
slijedi da postoje tezine 4, > 0zak = 1,..., p takve da je X optimalno rjeSenje problema
P
min > i),
X€. P
Zato je

P
DA~ ful8) 2 0
k=1

za sve x € X. Specijalno vrijedi :

P
DA = ful#) 2 0. (4.28)
k=1

Definiramo 1 := min{dy,...,4,} > 01 za neki proizvoljan, ali fiksan M > 0 neka je

M := M/A. Sad iz (4.27) znamo da za ovaj M postoji neki x* € X koji zadovoljava
I = (") = fiM) >0zasvek=1,...,pi

) .
A A ~M A
/1;( RO = (M) > M = A =M. (4.29)
Dakle, imamo
)4 )4
M < D ARG = ™) < ) ARG = fila™)) (4.30)
k=1 k=1

za sve M > 0 zbog definicije od A i zato §to je M bio proizvoljno izabran. 1z tog razloga,
mozemo uzeti

p
M = Z L(fi () = fi(R)).
k=1
Tako dobivamo

p P
DA = ful®) < ) AGE) = fila)), 4.31)
k=1 k=1
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to jest
p p
D ARG < > Afil®) (4.32)
=1 k=1
Sto je kontradikcija s optimalnosti od x za problem teZinske sume. O

4.6 Kompromisna rjeSenja i aproksimacija idealne tocke

Najbolje moguce rjeSenje koje mozemo dobiti u problemu visSekriterijske optimizacije je
upravo idealna tocka, ali u praksi ona ne pripada skupu Y funkcijskih vrijednosti. U kom-
promisnom programiranju idealna tocka sluZzi kao referentna tocka, odnosno trazimo toc¢ku
skupa Y koja Ce biti Sto blize idealnoj tocki.

Uz mjeru udaljenosti, odnosno metriku

d:RPXRP > R;,
problem kompromisnog programiranja dan je sa
min d(f (x), ). (4.33)
Pri tome je y! idealna toc¢ka za koju vrijedi
1 _ . _ .
Ve = min fi(x) = min ye

zasvakik € {1,..., p}.
Mi ¢emo uzeti u obzir samo metrike koje su inducirane iz normi, kao u Propoziciji[I.3.6]
Ideja problema kompromisnog programiranja jeuzetinekic > 0iskupC = {y €
R” : |ly — y'|| < c}. Skup C sastoji se od to¢aka Cija je udaljenost od idealne tocke y’ manja
ili jednaka c. Zelimo naéi §to manju vrijednost ¢ tako da vrijedi CN Y # 0.
Rezultati efikasnosti problema (#.33)) ovise o svojstvu metrike, odnosno norme iz koje
je metrika inducirana.

Definicija 4.6.1. o Kazemo da je norma |- || : R? = Ry monotona, ako |l < Iyl
vrijedi za sve x,y € R? tako da je |xi| < |yl k = 1,..., p i Stovise ||x|| < ||yl ako
el <yl k=1,...,p.

e KaZemo da je norma || - || strogo monotona, ako ||x|| < ||y|| vrijedi kad god je |x;| <
el k= 1,...,pilx;l # |yl za neki j.

Teorem 4.6.2. Ako je || - || monotona norma i £ optimalno rjeSenje problema tada je
% slabo efikasno rjeSenje. Ako je % jedinstveno optimalno rjesenje problema ({.33) tada je
X efikasno rjesenje.
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Dokaz. Pretpostavimo da je X optimalno rjeSenje problema (4.33) 1 X ¢ X, r. Tada postoji
neki ¥ € X takav da je f(¥) < f(R). Zato vrijedi 0 < fi(X) —yi < fi®) -yl zak=1,...,pi

1) =y < IIF @) =yl (4.34)

To je kontradikcija s optimalnosti £ problema {.33).

Neka je sada % jedinstveno optimalno rjeSenje problema (#.33)). Pretpostavimo da % ¢
Xg. Tada postoji neki ¥ € X takav da je f(X) < f(X) te f(X) # f(%). Stoga vrijedi
0< fi(X) -y, < fi®) -y, zak = 1,..., p pri Cemu vrijedi barem jedna stroga nejednakost.
Tada imamo

£ =yl < 1IFE) =yl (4.35)
Zbog optimalnosti od X mora vrijediti jednakost. Tako dobivamo kontradikciju s jedinstve-
nosti od X. O
Teorem 4.6.3. Ako je || - || strogo monotona norma i % optimalno rjesenje problema (4.33))

tada je X efikasno rjeSenje.

Dokaz. Pretpostavimo da je X optimalno rjesenje problema {#.33) i X ¢ Xz. Tada postoje
nekix € Xije{l,...,p}takvidaje fi(X) < fil¥) zak =1,...,p1i f;(X) < f;(X). Stoga
vrijedi 0 < fi(®) —y; < il®) —ypzasvek = 1,...,pi0 < fi(}) -y < fi(%) - y). Tada
zbog stroge monotonosti norme imamo

1@ =y < IIF R =yl (4.36)
To je kontradikcija pretpostavkom da je X optimalno rjeSenje problema (4.33). O

Vazna klasa normi je klasa /,-normi, to jest

p l/q
vlly = (Z w) (4.37)
k=1

zal < g <oo.

Od vece vaZznosti bit e nam /;-norma sa ||y|| = le [Vl 1lo-norma sa |[y|| = maxy_; __, |[yl.
Zal < q < oo [,-norma je strogo monotona, dok za g = co je monotona. Takoder, za sve
I <g<ooisvey e R? vrijedi ||yl < [lylly- JOS jedno svojstvo [,-normi je [[yll; — [[Ylle
kad ¢ — oo za bilo koji y € R?. Dodatno, moZemo uvesti teZine u definiciji /, norme te

definirati problem teZinskog kompromisnog programiranja kao:

p 1/q
min [Z A filx) —yi)q] (438)
k=1
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zaq € [1, 00).
Za g = oo problem glasi :

min max (fi(x) — y}). (4.39)
xeX k=1,...p

Pri tome pretpostavljamo da je vektor tezina A € R nenegativan i nije jednak 0.
Za g = 1 problem (4.38) moZemo zapisati kao :

P p P
min > 4(fi(x) - 3}) = min (Z Akfk<x>] - > A
k=1 k=1 k=1

1z tog razloga vidimo da je skalarizacija teZinskom sumom (3.2) specijalni slu¢aj problema
tezinskog kompromisnog programiranja (4.38)).
Sada moZemo dokazati neke osnovne tvrdnje analogne Teoremima[.6.2]i[4.6.3]

Teorem 4.6.4. Optimalno rjesenje % problema {#.38) za g < o je efikasno ako je zadovo-
ljen jedan od iducih uvjeta.

1. % je jedinstveno optimalno rjesenje od (4-38).
2. 4z2>0zasvek=1,...,p.

Dokaz. Neka je X optimalno rjeSenje problema (4.38), ali & ¢ X. Tada postoji neki X € X
koji dominira X.

1. U ovom slucaju, X takoder mora biti optimalno rjeSenje problema (4.38). Dobivamo
kontradikciju s pretpostavkom da je % jedinstveno optimalno rjesenje od (4.38) za
X # X

2. U ovom slucaju zbog 4 > 0 dobivamo 0 < A(fi(%X) — y,’() < A(fiu(®) - y,’{) Za sve
k = 1,..., p sa strogom nejednakosti za neki j € {1,..., p}. Uzimanjem potencije
g 1 sumiranjem po svim k = 1,..., p Cuva se stroga nejednakost. Tako dobivamo
kontradikciju s pretpostavkom da je X optimalno rjeSenje problema (4.38)).

Sada pokazimo rezultate koje dobivamo za g = oo.
Teorem 4.6.5. Neka je A > 0 teZinski vektor. Tada vrijede sljedece tvrdnje.
1. Ako je % optimalno rjeSenje problema (4.39) tada je % € X,,g.

2. Ako je Yy stabilan izvana i (#.39) ima optimalno rjeSenje tada je barem jedno od
njegovih optimalnih rjeSenja efikasno.
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3. Ako je % jedinstveno optimalno rjesenje problema tada je % € Xg.

Dokaz. 1. Pretpostavimo da je X optimalno rjeSenje problema (4.39) i X ¢ X,,z. Tada
postoji neki X € X takav da je f(X) < f(X). Zbog toga Sto je vektor teZzina 4 > 0
strogo pozitivan vrijedi

0 < L(fil(®) — yh) < (fil(®) -y

zasvek =1,...,p. Iz toga slijedi da je i

max A(fi(X) — yp) < max 4(fi®) — yp).
k=1,...p k=1,...p

To je kontradikcija.

2. Pretpostavimo da (4.39) ima optimalna rjesenja, ali niti jedno od njih nije efikasno.

Neka je & optimalno rjesenje problema (#.39). Budu¢i da je Yy stabilan izvana mora
postojati neki x € Xg takav da je f(x) < f(X), f(x) # f(X). Tada je Ac(fi(x) — yi) <
A(fr(X) — yi) zak=1,...,p. 1z toga slijedi da je x takoder optimalan za (4.39).

3. Ovaj dio moZe biti dokazan kao i obi¢no. Ukoliko je Yy stabilan izvana tvrdnja
slijedi direktno iz druge tvrdnje.
|

Ukoliko idealnu to¢ku y! zamijenimo s nekom drugom referentnom to¢kom y* pri ¢emu
vrijedi y® < y!, svi rezultati koje smo dokazali ¢e takoder vrijediti.

Definicija 4.6.6. Tocka yV = y' — &, pri demu & € RY ima male pozitivne komponente,
naziva se tocka utopije.

Napomena 4.6.7. Primjetimo da uvijek vrijedi fi(x) > yij za sva dopustiva rjesenja x € X

ik=1,...,p. Ukoliko y' zamijenimo s y¥ problem (E.39 glasi

. U
min max A(fe(x) = yi). (4.40)

.....

Teorem 4.6.8. Dopustiva tocka x € X je slaba efikasna tocka minimuma ako i samo ako
postoji teZinski vektor A > 0 takav da je % optimalno rjeSenje problema (4.40).

Dokaz. Dovoljnost je dokazana u Teoremu 4.6.5]
Za dokaz nuZznosti, neka je ¥ € X slaba efikasna tocka minimuma. Definiramo teZine

1 . .. .. . v
sa A, = — T 2 k = 1,...,p. Ovako definirane teZine su pozitivne i konacne.
Si(X) =y k
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Pretpostavimo da * nije optimalno rjesSenje za (4.40). Tada postoji dopustivo rjeSenje x € X
takvo da je

(fk(X) yi) =1

.......... oy fu(®) —
Stogajezasvek=1,...,p
A i) =) < 1.
Ako svaku nejednakost podijelimo s A, dobivamo fi(x)—yY < fi(R)—yY zasvek =1,..., p.
Tako dobivamo da je f(x) < f(X), ¢ime dobivamo kontradikciju s X € X, . O

S ovim Teoremom [4.6.8| dobili smo potpunu karakterizaciju slabo efikasnih rjeSenja
za opcenite probleme koji moZda nisu konveksni. Kao i za metodu e-uvjeta u praksi ¢e
rezultat biti koristan samo za provjeru slabe efikasnosti.

Osim funkcija udaljenosti koje smo u ovom odjeljku spomenuli, postoje 1 druge realne
funkcije s : R” — R koje nazivamo funkcijama postignu¢a i mogu se koristiti za rjeSavanje
skalarizacijskih problema viSekriterijske optimizacije. Skalarizacijski problem je tada

min s(f(x))

4.41
x € X. ( )

Analogno gornjim rezultatima, svojstvo funkcija postignuca je da rjeSavanjem problema
(4.41) dobivamo slabo efikasna rjesenja.
Definicija 4.6.9. Funkcija postignuca s : R? — R je:

e rastuca ako za x,y € R?, x < y vrijedi s(x) < s(y),

e strogo rastuca ako za x,y € R?, x < y vrijedi s(x) < s(y),

e jako rastuca ako za x,y € RP, x <y, x # y vrijedi s(x) < s(y).

Primjer 4.6.10. Primjer strogo rastuce funkcije postignuca je

sr(y) = max {/lk(yk )

.....

Primjer jako rastuce funkcije postignuca je

$8(Y) = max (e = )} +p Z i = 3.

.....

Pri tome je y® € R? referentna tocka, A € RZ je pozitivan teZinski vektor te p > 0 dovoljno
mali.
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4.7 Metoda udaljenosti cilja

Predstavimo jo§ metodu koja se nadovezuje na prethodni odjeljak Kompromisna rjeSenja
1 aproksimacija idealne tocke. U odnosu na prethodni odjeljak dodana su ogranicenja na
funkcije cilja. Sadrzaj ovog odjeljka prati literaturu [3].

Fiksirajmo £ € X. Neka je y' idealna tocka. Skalarni problem glasi:

P
min p(x) := [Z}(ﬁ(x) - )2),
i) < fix),i=1,...,p.

Oznacimo dani problem (4.42) sa P;, a skup svih rjeSenja problema (#.42) sa S;. Prvo
mozemo vidjeti poveznicu efikasnih rjeSenja i rjeSenja problema P;.

(4.42)

Teorem 4.7.1. Neka su X, x € X. Vrijede sljedece tvrdnje.
1. Ako je X € Xg tada je x € S +.
2. 853 € Xg.
3. Posljedicno imamo | J;ex Sz = Xg, VX € X.

Dokaz. 1. Pretpostavimo da je X € X, ali da nije rjeSenje problema P;. Tada postoji
neki x € X takav da je

p p
D@ =y < D (HE -, (4.43)
P P
i
(o< fi(x),i=1,...,p. (4.44)
Bududi da je y' idealni vektor te iz (4.44) dobivamo
0< /i) -y < fi®-yi.i=1....p. (4.45)

Sada iz (4.43) i (4.45) dobivamo da za barem jedan i mora vrijediti fi(x) — y! <
fi(X) = y!, a to povlaci da postoji neki i takav da je fi(x) < fi(X). To je kontradikcija
s ¢injenicom da je X € Xg. Stogaje X € S;.

2. Neka je x € §;. Tada vrijedi sljededi sustav:

P P
D H® =¥ < D HE) -y Vxe X, (4.46)
i=1 i=1
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(D)< fik),i=1,...,p.

Pretpostavimo da x ¢ Xy. Tada postoji neki X € X takav da je
fi®) < fio),i=1,...,p
te za barem jedan i € {1,..., p}, primjerice i = r vrijedi
Jr(F) < fir(X)
Sada iz (@.47), (4.48) i (4.49) dobivamo

(XD L fi) < fiX), i=1,...,p, i #r,

[ < 3 < (D).

48

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)

(4.51)

Tako je % dopustiv za problem P;. Budu¢i da je y’ idealni vektor imamo da je fi(¥) —

y! > 0. Koristeéi (4.48) i (4.49) dobivamo
p p
D@ =D < Y (D -y,
i=1 i=1

Sto je kontradikcija s (4.46) za x = X. Stoga je X € Xg.

3. Pretpostavimo da je X € Xg. Tada po (1) imamo da je X € S ;. Stoga je

)‘ceUSf
Xec| S

xeX

1 zato

S druge strane, neka je X € | J;cx S 3. Tada postoji neki X € X takavdaje x € S;. Iz

(2) tada imamo da je X € Xg. Stoga je

US;CQXE.

xeX

Odnosno vrijedi :
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Sada mozZemo povezati ovaj problem (4.42)) s problemom metode teZinske sume (3.2)).
Neka je problem metode teZinske sume oznacen s P,, a skup svih njegovih rjeSenja oznacen
sa.sS ;.

Teorem 4.7.2. Fiksirajmo X € X. Ako vrijedi jedan od uvjeta
(i) 1eR, ili
(ii) A €RY i S, je jednoclan,

tadaje S, C S;.

Dokaz. (1) Pretpostavimo da je X € S ;. Tada imamo

p
D> Afilx) = fil®) 2 0, Vx € X. (4.52)
k=1
Pretpostavimo da X ¢ S'z. Znamo da tada postoji X € X takav da je
p p
D A®D =3 < D (@ -2, (4.53)
k=1 k=1
i
i) < filx), k=1,...,p. (4.54)

Buduci da je y' idealni vektor vrijedi fi(¥) — y; > 0. Stoga iz (4.54) moZemo pisati

0< fi® -y < fil® -y, k=1,...,p. (4.55)

Iz (4.53) i (#.55), moZemo zakljuciti da za barem jedan i € {1,..., p} vrijedi fi(X) —
yi < fi(X) — yi. Zato za barem jedan i imamo

fi(X) < fi(®). (4.560)
Kako je A1 € R?, iz (4.54) i (4.56)) dobivamo

P
D Ah(® - fil®) <0,
k=1

a to je kontradikcija s (4.52). Dakle, X € S';.
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(i1) Ako je x € S,185, je jednocClan, tada je {x} = §,. Zato imamo
p
> A0~ fu@) > 0, Yxe X, x # . 4.57)
k=1
Pretpostavimo da % ¢ S ;. Kao u (i) dobivamo (4.54) i (4.56). Zbog toga §to je 1 € R2
i zbog {.54)), (4.56) imamo
P
D Af(®) — fil®) <0,
k=1

Sto je kontradikcija s (4.57). Stoga je X € S .
i

Pogledajmo jos poveznicu problema (4.42) i problema metode e-uvjeta (4.3)). U (4.23)
sa S (&) oznacili smo skup rjeSenja problema metode g-uvjeta.

Teorem 4.7.3. Fiksirajmo X € X i € := f(X). Vrijede sljedece tvrdnje.
(i) Akoje x € Si(e)zasvek € {1,...,p}, tada je X € S ;.
(ii) Ako postoji neki x € X takav da je X € S ;, tada je X € Si(¢) zasve k € {1,..., p}.

Dokaz. 1. Koriste¢i Teorem[d.1.3|slijedi da je X efikasno rjeSenje. Sada prema Teoremu
|.7.1) (1) imamo da je X € S';.

2. Prema Teoremu vrijedi da je svako rjeSenje problema P; efikasno. Sad
koriStenjem Teorema znamo da svako efikasno rjeSenje rijeSava problem me-
tode e-uvjeta (4.23) za sve k € {1,..., p}. Stogaje x € Sy(e) zasve k € {1,..., p}.

]
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Sazetak

U ovom diplomskom radu predstavljene su najznacajnije metode skalarizacije koje su pri-
mijenjene na probleme viSekriterijske optimizacije.

Definiramo S$to su to efikasne 1 nedominirane tocke te navodimo ekvivalentne defini-
cije efikasnosti koje se Cesto koriste, ovisno kako se uklapaju u odredeni kontekst. Za-
tim definiramo granice na nedominirani skup. To su idealne 1 nadir to¢ke koje se koriste
kao referentne to¢ke u kompromisnom programiranju. Nedominirane to¢ke definirane su
pomocu standardnog uredaja na R” prostoru. Efikasne tocke ne dopustaju poboljSanje
jedne funkcije cilja, a da se pri tome ne pogorsa vrijednost barem jedne od preostalih funk-
cija cilja. Omjer kompromisa izmedu kriterija moZe biti mjeren raCunanjem povecanja u
jednoj komponenti po jedinici smanjenja u drugoj komponenti. Ovi omjeri kompromisa
mogu biti neograniceni. Pravilne efikasne toCke su efikasne tocke koje imaju ogranic¢en
omjer kompromisa.

Metoda tezinske sume je vrlo poznata i Siroko primijenjena metoda za rjeSavanje pro-
blema viSekriterijske optimizacije. U obzir uzimamo samo nenegativne ili strogo pozitivne
tezine. Ovisno o teZinama, rjeSenja Ce biti slabo efikasna ili efikasna. Prikazali smo 1
odnos izmedu pravilnih nedominiranih to¢aka i optimalnih tocaka skalarizacije teZinskom
sumom s pozitivnim tezinama. Tocke se poklapaju za konveksne skupove. Za nekonveksne
probleme metoda teZinske sume nije primijenjiva.

Obradili smo 1 neke druge metode skalarizacije koje mozemo koristiti 1 u nekonve-
ksnom slucaju. Predstavljene su metoda e-uvjeta, hibridna metoda, metoda elasticnog
ograniCenja, metoda ciljnih uvjeta, Bensonova metoda, kompromisna rjeSenja i metoda
udaljenosti cilja.



Summary

This thesis presents the most significant scalarization methods applied to multicriteria op-
timization problems.

We define what are efficient solutions and nondominated points and mention equivalent
definitions of efficiency that are often used, depending on how they fit into a certain context.
Then we define limits on the nondominated set. These are ideal and nadir points that
are used as reference points in compromise programming. The nondominated points are
defined by the componentwise order on the R” space. Efficient solutions do not allow the
improvement of one objective function without worsening the value of at least one of the
remaining objective functions. The trade-off ratio between the criteria can be measured by
calculating the increase in one component per unit decrease in the other component. These
trade-off ratios can be unlimited. Proper efficient solutions are efficient solutions that have
a limited trade-off ratio.

The Weighted Sum Method is a well-known and widely applied method for solving
multicriteria optimization problems. We only consider non-negative or strictly positive
weights. Depending on the weights, the solutions will be weakly efficient or efficient. We
also presented the relationship between regular nondominated points and optimal points
of weighted sum scalarization with positive weights. Points coincide for convex sets. For
nonconvex problems, the Weighted Sum Method is not applicable.

We mentioned some other scalarization methods that we can use in the nonconvex case
as well. There are presented The e-Constraint Method, The Hybrid Method, The Elas-
tic Constraint Method, The Objective-Constraint Method, Benson’s Method, Compromise
Solutions and The Distance-Objective Method.
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