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Uvod

Teorija grafova je relativno mlada grana matematike, koja se pocela ubrzano razvijati po-
sljednjih desetlje¢a. Glavni razlog razvoja i istrazivanja je primjenjivost koja se oCituje u
moguénostima prevodenja razli¢itih konkretnih problema u odgovarajucu problematiku na
grafu.

U ovom diplomskom radu osvrnut ¢emo se na jednu od mnogih teorija koje se bave
grafovima 1 njihovim svojstvima. Kao $to naslov sugerira, razmotrit éemo Ramseyjevu
teoriju. Ova teorija se, u jednom od svojih osnovnih oblika bavi pronalazenjem minimalnog
reda R potpunog grafa u kojem, s obzirom na proizvoljno bojanje bridova dvjema bojama,
sigurno mozemo pronaci barem jedan potpun podgraf unaprijed odredenog reda k €iji su
svi bridovi iste boje. Spomenuti minimalni red R zovemo Ramseyjevim brojem R(k, k).
Ramseyjevu teoriju je oko 1930. godine poceo razvijati Frank Plumpton Ramsey, po kojem
je teorija i dobila ime.

Ramseyjeva teorija odreduje Ramseyjeve brojeve i njihove analogone u raznim situaci-
jama, no u ovom diplomskom radu ograni¢it ¢emo se na dio Ramseyjeve teorije koja se
bavi problemima vezanim uz skup cijelih brojeva.

Ovaj je diplomski rad sastavljen na sljede¢i nacin. U prvom poglavlju navodimo neke
osnovne rezultate iz algebre i teorije grafova koje ¢emo koristiti u glavnom dijelu rada.
U drugom poglavlju dokazujemo jedan od fundamentalnih teorema Ramseyjeve teorije,
poznat kao Ramseyjev teorem za dvije boje.. U treCem poglavlju osvrnut ¢emo se na rane
teoreme Ramseyjeve teorije: van der Waerdenov teorem i Schurov teorem. U cetvrtom
poglavlju usredotoCujemo se na dio Ramseyeve teorije koji prou¢ava Ramseyjeve brojeve.
Raspravljamo o tome $to su Ramseyevi brojevi, navodimo njihova svojstva te pokazujemo
neke primjere odredivanja tih brojeva. U petom poglavlju fokus je na relevantnosti Ram-
seyjevih brojeva u scenarijima iz stvarnog zivota. U Sestom poglavlju objasnjavamo jedan
algoritam za raCunanje Ramseyjevih brojeva.






Poglavlje 1

Osnovni pojmovi

Ovo ¢e uvodno poglavlje obuhvatiti osnovne pojmove koji su kljucni za razumijevanje
teme koju obradujemo, te ¢emo ih definirati na nacin koji ¢e biti relevantan za nasu ana-
lizu. Vazno je naglasiti da ¢emo u ovom poglavlju uvedenu terminologiju koristiti tijekom
cijelog rada kako bismo osigurali preciznost i jasnoCu u izraZavanju.

1.1 Ponavljanje osnovnih pojmova i rezultata iz algebre

U ovom poglavlju uvodimo osnovne definicije i rezultate iz algebre [5] koji ¢e nam biti od
koristi u daljnjem radu. Iducu definiciju uvodimo kako bismo postigli lakSe razumijevanje
ostalih pojmova.

Definicija 1.1.1. Neka je G neprazan skup s binarnom operacijom - : G X G — G. Skup G
zajedno s operacijom - naziva se grupa ako vrijede sljedeci uvjeti:

(i) Za sve a,b,c € G, (a-b)-c=a-(b-c) (asocijativnost)

(ii) Postoji e € G tako da za sve a € G vrijedi, e - a = a - e = a (postojanje neutralnog
elementa)

(iii) Za svaki a € G, postoji a' € G tako da je a-a™' = a™'-a = e (postojanje inverznog
elementa).

Ako dodatno za sve a,b € G vrijedia-b = b - a, kaZemo da je G komutativna grupa.

Definicija 1.1.2. Neka je R neprazan skup s dvjema binarnim operacijama + : RX R — R
i-: RXR — R. Skup R zajedno s operacijama + i - naziva se prsten ako vrijede sljedeci
uvjeti:

(i) (R,+) je komutativna grupa s neutralom 0 = O,
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4 POGLAVLIJE 1. OSNOVNI POJIMOVI

(ii) (R,-) je polugrupa, tj. mnoZenje je asocijativno,
(iii) Vrijedi distributivnost mnoZenja prema zbrajanju, tj.

x-(y+2)=x-y+x-2, zasve x,y,z € R,
(xX+y)-z=x-2+y-2 zasve x,y,z € R.

Ako dodatno postoji element 1 € R takav da je x - 1g = 1z - x = x za sve x € R, kaZemo da
Jje R prsten s jedinicom.

Definicija 1.1.3. Element w € R, gdje je R prsten s jedinicom, je invertibilan, ako postoji
W' € R takav da
w-w =0 -w=1.

Definicija 1.1.4. Prsten R s jedinicom je tijelo, ako je svaki nenulelement u R invertibilan,

tj. ukoliko je
R* =R\ {0},

gdje je R* grupa invertibilnih elemenata u prstenu R. Komutativno tijelo naziva se polje.

Nakon $to smo naveli gornjih nekoliko definicija, uvodimo primjer prstena koji cemo
koristiti u dokazima nekih teorema u daljnjem radu.

Definicija 1.1.5. Neka je n € N. Promotrimo potpun sustav ostataka x, . . ., x, modulo n.
Na skupu klasa ostataka [x,], ..., [x,] definiramo sljedece operacije:

1. [x]+ [x;] = [x; + xj]
2. [xi]- [Xj] =[x Xj]-

Teorem 1.1.6. Za dani pozitivan cijeli broj n > 0, skup klasa ostataka modulo n formira
komutativni prsten s jedinicom s operacijama iz prethodne definicije. Taj se prsten zove
prsten cijelih brojeva modulo n i oznacava sa Z,.

Teorem 1.1.7. Prsten Z, je polje ako i samo ako je n prost broj.

Dokaz. Budu¢i da znamo da je polje integralna domena, Z, ne moZe biti polje osim ako je
n prost broj. Preostaje pokazati da, ako je n prost broj, onda je Z, polje. Pretpostavimo da
je n prost broj. Z, je o€ito komutativan prsten s jedinicom, a, da bismo pokazati da je on
polje, moramo pokazati da svaki nenulelement u Z, ima multiplikativni inverz.

Pretpostavimo da je [a] € Z, \ {0}. Tada u su a i n relativno prosti cijeli brojevi pa
postoje x,y € Z tako da je ax + ny = 1. U smislu kongruencije imamo

ax =1 (mod n),
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iliuz,
[a] - [x] = [1].

Zbog toga [a] ima inverz u Z, te zakljuCujemo da je Z, polje. |

1.2 Osnovni pojmovi u teoriji grafova

Ramseyjeva teorija, bar u svom osnovnom obliku, bavi se grafovima i njihovim svojstvima.
Dakle, da bismo razumjeli i dokazali rezultate ove teorije, najprije moramo ponoviti neke
osnovne koncepte i rezultate teorije grafova [4].

Definicija 1.2.1. Graf je ureden par G = (V,E), pri cemu je V skup vrhova, a E skup
bridova. Skup bridova E je pritom podskup skupa svih dvoclanih podskupova od V.

Definicija 1.2.2. Graf G’ = (V', E’) je podgraf grafa G = (V,E) ako vrijedi V' CV i E’
DX

Definicija 1.2.3. Vrhove u,v grafa G nazivamo susjednima ili incidentnim ako postoji
e € E takav da je e = {u, v}, tj. ako su ta dva vrha povezana bridom.

Definicija 1.2.4. KaZemo da su vrh v i brid e grafa G = (V, E) incidentni ako je e = {u, v}
za neki u € V. U tom slucaju kaZemo i da su vrh v i brid e incidentni u vrhu u.

Definicija 1.2.5. Bridove nazivamo incidentnima ako imaju zajednicki vrh.

Definicija 1.2.6. Stupnjem vrha v € V grafa G = (V,E) zovemo broj bridova koji su
incidentni s vrhom v i oznacavamo ga sa d(v).

Lema 1.2.7. (Lema o rukovanju) Neka je G = (V,E) graf. Tada je zbroj svih stupnjeva
vrhova grafa G jednak dvostrukom broju bridova. Vrijedi

Zd(v) =2 |E|

veV

Definicija 1.2.8. Potpuni graf s n vrhova (u oznaci K,) je graf na n vrhova sa
svojstvom da je svaki par vrhova tog grafa medusobno povezan bridom.

Potpuni grafovi su posebna vrsta grafova koji se koriste u nekim dijelovima Ram-
seyjeve teorije, tocnije u raspravama o Ramseyjevu teoremu 1 Ramseyjevim brojevima,
o ¢emu ¢emo kasnije detaljnije raspravljati. Potpuni grafovi imaju poznata svojstva koja
su korisna za analizu navedene problematike.

NajviSe ¢e nam biti od interesa hocemo li proizvoljnim bojanjem bridova potpunog
grafa dvjema bojama nuzno dobiti podgraf sa Zeljenim brojem vrhova koji ima sve bridove
iste boje. U tu svrhu definiramo sljedecih nekoliko pojmova.
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Definicija 1.2.9. Neka je C neprazan, konacan skup boja {ci,cs,...,c,} i E(G) skup bri-
dova grafa G. Bojanje bridova grafa G je funkcija y : E(G) — C koja dodjeljuje svakom
bridu iz E(G) boju iz C.

Intuitivno, bojanje bridova y : E(G) — C svaki brid e grafa G boji bojom y(e). Ako je
pritom za bojanje bridova koriSteno tocno k razlicitih boja, kazemo da je graf G zajedno s
bojanjem y k-obojeni graf.

Definicija 1.2.10. Neka je G = (V, E) graf. Bojanje y : E — C je monokromatsko ako je
X konstantna funkcija. U tom sluc¢aju ureden par (G, x) zovemo monokromatskim grafom.



Poglavlje 2

Ramseyjev teorem

U ovom poglavlju upoznat ¢emo se s fundamentalnim teoremima Ramseyjeve teorije.
Takoder, upoznat ¢emo se s osnovnom terminologijom s kojom ¢emo se koristiti [3].

2.1 Princip golubinjaka

Neka je n prirodan broj. Zamislite kako morate rasporediti n + 1 paket u n pretinaca (pret-
postavka je da jedan pretinac moZe primiti neograni¢eno mnogo paketa). MoZemo li nesto
reci o koli¢ini paketa koji ¢e biti smjeSteni u odredene pretince? Primijetite kako u jedan
pretinac moZemo staviti sve pakete (ili niti jedan). Medutim, ono §to moZemo tvrditi jest
da neki pretinac mora sadrZavati najmanje dva paketa. Kako bismo to pokazali, zamislite
da pokusSavate izbjeci pretince s viSe od jednog paketa. Kako biste to izbjegli, popunjavat
Cete pretince na nacin da stavljate po jedan paket u svaki pretinac. Tim nafinom, stav-
ljanjem po jednog paketa u prazan prezinac, mozemo smjestiti to¢no n paketa. Na kraju
tog procesa, ostat ¢emo s jednim paketom u ruci koji moramo smjestiti u ve¢ popunjene
pretince. Ovakvim razmiSljanjem dolazimo do zakljucka da bi barem jedan pretinac trebao
imati najmanje dva paketa.

Ova jednostavna ideja poznata je kao princip golubinjaka, koji se moze formulirati na
sljedeci nacin: ako je viSe od n golubova postavljeno u n golubinjaka, tada neki golubinjaci
moraju sadrZavati najmanje dva goluba.

Prije same formalizacije, dat ¢emo joS jedan zanimljiv primjer.

Primjer 2.1.1. Uzmimo neki proizvoljan grad s vise od milijun stanovnika. Pomocu prin-
cipa golubinjaka pokazat cemo da postoje najmanje dva covjeka u tom gradu s istim bro-
jem vlasi kose. Poznato je da prosjecna osoba ima oko 150000 viasi kose, tako da slo-
bodno moZemo zakljuciti kako niti jedna osoba nema vise od 999999 vlasi kose. Ako ljude
odlucimo razdijeliti u skupove po broju vlasi kose (od 0 do 999999), dobit éemo milijun
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8 POGLAVLIJE 2. RAMSEYJEVA TEORIJA

skupova (”golubinjaka”). Rasporedujemo strogo vise od milijun ljudi (”paketi”) u tako
napravljene skupove. Buduci da je ljudi strogo vise nego skupova, to znaci da postoji
najmanje jedan skup u kojem je rasporedeno najmanje dvoje ljudi. Ekvivalentno, postoji
najmanje dvoje ljudi s istim brojem vlasi kose.

Sada ¢emo predstaviti Princip golubinjaka koristeci neSto viSe matematicki jezik.

Teorem 2.1.2. (Osnovni princip golubinjaka) Ako je skup s n elemenata particioniran u r
disjunktnih podskupova gdje je n > r, tada barem jedan od podskupova sadrZi strogo vise
od jednog elementa.

Teorem 2.1.3. (Generalizirani princip golubinjaka). Ako je strogo vise od mr elemenata
particionirano u r skupova, tada neki skup sadrZi strogo vise od m elemenata.

Dokaz. Neka je S skup takav daje |S| > mr.Nekaje S =S, US,U---US, neka particija
skupa S. Pretpostavimo da je |S;| < m za svaki i. Tada vrijedi

S1= D IS4 <mn,
i=1

Sto je kontradikcija. Dakle, postoji barem jedan i takav da skup §; sadrzi strogo viSe od m
elemenata. O

Primjecuje se da je Teorem 2.1.2 specijalni slucaj Teorema 2.1.3 uz m = 1. lako je
nacelo pretinca jednostavan koncept i Cini se prili¢no o€itim, to je vrlo mocéan rezultat i
moze se koristiti za dokazivanje Sirokog niza ne tako ocitih Cinjenica.

Primjer 2.1.4. Za svaki cijeli brojn = 1,2, ...,200 neka je R(n) ostatak pri dijeljenju od
n sa 1. Tada postoji broj r € {0, 1,2,3,4,5,6} takav da je r = R(n) barem za 29 razlicitih
prirodnih brojeva n < 200. Da bismo to vidjeli, zamislimo prvih 200 prirodnih brojeva

kao golubove, te sedam mogucih vrijednosti od R(n) kao pretince. Tada po Teoremu 2.1.3,
buduci da je 200 > 28 -7, jedan od pretinaca mora sadrZavati strogo vise od 28 elemenata.

2.2 Ramseyjev teorem

Ramseyjev teorem se smatra proSirenjem principa golubinjaka, u kojemu nije samo opisan
broj elemenata u pretincu ve¢ imamo jamstvo odredenog odnosa medu elementima.

Primjer 2.2.1. (Party problem)

Pretpostavimo da se na nekoj zabavi nalazi sest osoba. Ono Sto Zelimo pokazati je da
na toj zabavi sa Sest ljudi mora postojati ili grupa od troje ljudi koji se medusobno poznaju
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ili grupa od troje ljudi koji su potpuni stranci. Kako bismo to dokazali, koristimo princip
golubinjaka koji nam govori da za svaku osobu postoje najmanje tri osobe koje ta osoba
poznaje ili tri osobe koje su joj potpuni stranci.

Za potrebe dokaza, dodijelit cemo svakom paru osoba na zabavi boju - crvenu ili plavu -
i povezati osobe koje se medusobno poznaju crvenom linijom, a one koje su stranci plavom
linijom. Tada tvrdimo da za svako takvo bojanje linija izmedu osoba postoji barem jedan
plavi ili crveni trokut (s osobama kao vrhovima).

Da bismo to dokazali, izdvojimo jednu osobu na proslavi i nazovimo je X. Podijelit
¢emo preostalih petero ljudi u dva skupa: osobe koje osoba X poznaje i osobe koje osoba
X ne poznaje. Prema principu golubinjaka, osoba X mora poznavati barem tri osobe ili
biti stranac najmanje trima osobama. Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da osoba
X poznaje osobe A, B i C. Zbog toga, linije koje povezuju X sa A, B i C moraju biti crvene
boje, jer su to linije koje povezuju ljude koji se poznaju.

Sada razmotrimo sluc¢aj da postoji crvena linija izmedu bilo kojeg para osoba A, B ili
C. U tom slucaju imamo crveni trokut ABX ili BCX ili ACX, Sto je upravo ono sto smo htjeli
dokazati.

Ako nema crvene linije izmedu A, B i C, onda su sve tri linije plave boje. U tom slucaju
imamo plavi trokut ABC, koji takoder daje ono sto smo Zeljeli dokazati.

Dakle, bez obzira na raspored boja, postoji barem jedan plavi ili crveni trokut s trima
osobama kao vrhovima. To znaci da na zabavi od Sest ljudi mora postojati grupa od troje
ljudi koji se medusobno poznaju ili troje ljudi koji su medusobno potpuni stranci.

Primijetimo kako za slucaj da je samo pet osoba na zabavi, ne bi nuzno morala posto-
Jjati grupa od troje ljudi koji se medusobno poznaju ili grupa od troje ljudi koji se medusobno
ne poznaju. Kako bismo to vidjeli, dovoljno je naci jedno bojanje linija izmedu osoba na
zabavi tako da ne postoji monokromatski trokut (bilo crveni ili plavi) s trima osobama
kao vrhovima. Takvo bojanje linija izmedu osoba u ovisnosti o njihovim odnosima ¢emo
pokazati u daljnjoj raspravi ovog rada (vidi sliku 4.2 i dokaz teorema 4.3.4).

Sada mozZemo izraziti problematiku gornjeg primjera u teorijskom obliku.

Teorem 2.2.2. (Ramseyjev teorem za dvije boje) Neka su k,l prirodni brojevi. Postoji
najmanji pozitivan cijeli broj R = R(k, [) takav da svako bojanje bridova grafa Kg plavom
i crvenom bojom dopusta crveni Ki-podgraf ili plavi K;-podgraf.

Dokaz. Primijetimo prvo da je R(k,2) = k za sve ki R(2,l) = [ za sve [. Nastavljamo
indukcijom po zbroju k + [, uzimajuci u obzir da smo tvrdnju upravo dokazali u slucaju
kada je k + [ < 5 ili min{k, [} < 2. Neka je k + [ > 6, gdje su k,[ > 3. MoZemo pretpostaviti
da R(k,l— 1)1 R(k — 1,1) postoje. Tvrdimo da vrijedi R(k,[) < R(k — 1,1) + R(k,l - 1), §to
¢e pokazati teorem.

Neka je n = R(k — 1,1) + R(k,l — 1). Odaberimo neki vrh v iz grafa K,. Tada postoji
n — 1 bridova iz vrha v. Neka je A broj crvenih bridova, a B broj plavih bridova koji izlaze
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iz vrha v. Tada vrijediili A > R(k—1,1)ili B > R(k,[— 1) jer ako bi vrijedilo A < R(k—1,1)
1B < R(k,l— 1), tada bi vrijedilo i A + B < n — 2 §to je u kontradikciji s ¢injenicom da je
A+B=n-1.

Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je A > R(k — 1,1). Neka je V skup vrhova
povezanih s vthom v crvenim bridovima, dakle |V| > R(k — 1, [). Po pretpostavci indukcije
Ky, sadrzi crveni K;_;-podgraf ili plavi K;-podgraf. Ako sadrZzi plavi K;-podgraf, gotovi
smo. Ako sadrZi crveni K;_;-podgraf, tada povezivanjem vrha v sa svakim vrhom crvenog
podgrafa imamo crveni K-podgraf (budu¢i da je v povezan s V samo crvenim bridovima)
¢ime je dokaz gotov. O

Brojevi R(k,[) su znani kao Ramseyevi brojevi za dvije boje. Primjer 2.2.1 kaZe nam
daje R(3,3) = 6. U teoremu 4.3.4 dat ¢emo detaljan dokaz te Cinjenice.



Poglavlje 3

Povijest Ramseyjeve teorije

Zanimljiva ¢injenica jest da Ramseyjev teorem nije bio prvi teorem u podrucju znanom kao
Ramseyjeva teorija. U ovom poglavlju predstavit ¢emo teoreme rane Ramseyjeve teorije i
iznijeti njene vaZne rezultate.

Prvo ¢emo predstaviti van der Waerdenov teorem koji iznosi rezultate sli¢nog tipa kao
i Ramseyjev teorem, no temeljna struktura u tom teoremu nije graf, vec je dana zbrajanjem
prirodnih brojeva[3].

3.1 Van der Waerdenov teorem

Definicija 3.1.1. Neka je k € N. k-¢lani aritmeticki niz je skup oblika {a,a + d,a +
2d,...,a+ (k—1)d}, gdjesuacZideN.

Teorem 3.1.2. (Van der Waerdenov teorem) Za sve k,r € N, postoji N € N takav da za bilo
koju particiju skupa {1,2, ..., N} u r podskupova barem jedan od tih r podskupova sadrZi
k-c¢lani aritmeticki niz.

Definicija 3.1.3. Neka je S skup. Bojanje skupa S sa r boja je surjekcija y : S — C, gdje
jelCl=r.

Definicija 3.1.4. Bojanje y : S — C je monokromatsko na skupu A C S ako je funkcija y
konstantna na skupu A.

Van der Waerdenov teorem ekvivalentno moZemo iskazati na sljedeci nacin: za sve
prirodne brojeve r i k, postoji prirodni broj N takav da za svako bojanje skupa {1, 2, ..., N}
s r boja postoji k-Clani aritmeticki niz na kojem je to bojanje monokromatsko.

Najmanji N koji zadovoljava van der Waerdenov teorem za dane k, r nazivamo
van der Waerdenov broj w(r, k).

11
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Dok ¢e ovaj teorem biti dan bez dokaza, pro¢i ¢emo kroz koristan primjer te pribliZiti
Sto ovaj teorem implicira.

Primjer 3.1.5. Neka je k=r=2. Dakle, Zelimo pronaci najmanji cijeli broj w = w(2,2)
takav da, neovisno o tome kako particioniramo interval [1,w] = {1,2,...,w} u dva pod-
skupa, barem jedan podskup mora sadriavati par elemenata a,a + d, gdje je d > 1.
Ako promatramo problematiku ovog primjera u terminima bojanja skupova, reci cemo da
svako bojanje skupa {1,2,...,w} s dvije boje mora sadrZavati monokromatski dvoclani
aritmeticki niz.

Promotrimo bojanje skupa {1, 2} gdje su brojevima 1 i 2 dodijeljene dvije razlicite boje.
Ocito, takvim bojanjem particioniramo skup {1,2} na skupove {1} i {2}. Vidimo kako niti
jedan od ta dva skupa ne sadrZava dvoclani aritmeticki podniz.

Zakljucujemo da je broj w(2,2) strogo veci od 2. Provjerimo je li w(2,2) = 3. Dru-
gim rijecima, daje li svako bojanje skupa {1,2,3} s dvije boje monokromatski dvoclani
aritmeticki niz?

Odgovor je da, jednostavnom primjenom principa golubinjaka: ako bojamo tri broja
dvjema bojama, moZemo zakljuciti kako ce sigurno dva broja biti obojana istom bojom.
Buduci da je svaki skup koji se sastoji od dvaju prirodnih brojeva dvoclani aritmeticki niz,
tvdnja vrijedi. Dakle, pokazali smo da je w(2,2) = 3.

Lema 3.1.6. w(r,2) = r + 1 za svaki r.

Dokaz. Ovo ¢emo pokazati jednostavnom primjenom principa golubinjaka.
Prvo primijetimo kako je w(r, 2) > r, jer ne moZemo obojati skup {1,2, ..., r} (koji sadrzi
r ¢lanova) s r boja tako da dobijemo monokromatski aritmeticki niz s 2 ¢lana, jer ¢e svaki
broj biti obojan u drugu boju.

PokaZimo da vrijedi w(r,2) = r + 1. Promotrimo bojanje skupa {1,2,...,r + 1} s r
boja. Koristenjem principa golubinjaka, zaklju¢ujemo kako najmanje dva broja moraju biti
obojana istom bojom. Kako je dvoclani skup uvijek aritmeticki niz, tvrdnja vrijedi. O

Van der Waerdenov teorem nam daje rezultate za konacne duljine aritmetickih nizova.
Drugim rijecima, ako obojimo skup svih poznatih cijelih brojeva konac¢nim brojem boja,
tada mora postojati monokromatski skup koji sadrzi proizvoljno dug konacan aritmeticki
niz. Rezultat nije istinit ako zahtijevamo da jedan od skupova sadrzi beskonacan aritmeticki
niz. Pogledajmo sljedeci primjer:

Primjer 3.1.7. Razmotrimo sljedece 2-bojanje skupa N, s bojama koje ¢emo oznaciti 0 i

1:

1 00 111100...011...1....
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Primijetimo: za j > 0, interval I; = [2/,2/*! — 1] je obojan u 1 ako je j paran broj, a
u 0 ako je j neparan. Kada bismo uzeli 2* uzastopnih cijelih brojeva u I, dobili bismo
monokromatski aritmeticki niz duljine 2, za bilo koji k koji je konacan.

Sad éemo pokazati da ne postoji monokromatski aritmeticki niz beskonacne duljine.
Pretpostavimo da je skup A = {a,a + d,a + 2d, ...} neki beskonacno dug aritmeticki niz.
Tada postoji n takav da je 2" > d i A N I, je neprazan. Buduci da je d < 2", znamo da
je AN I, takoder neprazan. Kako su boje intervala 1, i 1, razlicite, aritmeticki niz nije
monokromatski.

Postoje razni zanimljivi aspekti Ramseyjeve teorije na cijelim brojevima koje moZzemo
iznijeti u ovom radu, no daljnji fokus ¢emo staviti na teorem koji se moZe smatrati prvim
teoremom Ramseyjeve teorije, poznat kao Schurov teorem.

3.2 Schurov teorem

Razmotrimo jednadzbu ravnine z = x + y. Neka je P skup toCaka u toj ravnini Cije su
koordinate prirodni brojevi. Tako moZemo zakljuciti da su na primjer (1, 1,2),(3,4,7) € P.
Primijetimo kako ne postoji uvjet da x i y moraju biti razli¢iti. Nadalje, koriste¢i konacno
mnogo boja, dodijelimo svakom prirodnom broju neku boju.

Za svaki (a, b, c) € P napravit cemo sljedece: ako su boje brojeva a, b 1 ¢ jednake, obo-
jamo tocku (a, b, ¢) u ravnini tom bojom. U drugom slucaju, ako brojevi a, b i ¢ nisu svi
iste boje, tada oznacimo tu tocku u ravnini s X. Pitanje koje ¢emo si postaviti jest: mogu li
sve tocke u ravnini biti oznacene s X ili mora postojati obojana tocka?

Na ovo pitanje je 1916. Isaac Schur [3] dao odgovor. Sada ¢emo njegov rezultat napi-
sati u formaliziranijem obliku. Za sam dokaz rezultata posluZit ée nam ranije dokazani
Ramseyjev teorem.

Teorem 3.2.1. (Schurov teorem) Za bilo koji prirodan broj r, postoji najmanji cijeli broj
s = s(r) takav da za bilo koje bojanje cijelih brojeva iz intervala 1, s] s r boja postoji
monokromatsko rjesenje jednadzbe x +y = z.

Dokaz. Primijetimo kako Ramseyjev teorem specificno tvrdi da za svaki prirodan broj
r, postoji cijeli broj n = R(3,r) takav da za bilo koje bojanje grafa K, s r boja postoji
monokromatski trokut. U ovom dokazu koristit éemo takvo bojanje.

Oznacimo vrhove grafa K, sa 1,2,...,n. Nadalje, proizvoljno particionirajmo skup
{1,2,...,n—1}urpodskupova. Drugim rije¢ima, proizvoljno postavimo svaki x € {1,2,...,n—
1} u to¢no jedan od r skupova. Ovi skupovi odgovaraju r boja. Obojimo bridove grafa K,
koji povezuju vrhove i i j prema boji skupa ¢iji je broj |j — i| clan. Kako smo ve¢ naveli, po
Ramseyjevom teoremu, monokromatski trokut mora postojati. Oznacimo vrhove takvog
trokuta s a, b, ¢ tako da vrijedi a < b < c. Primijetimo kako su tada i brojevi b —a,c — b
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1 ¢ — a svi iste boje. Ako stavimo x = b —a,y = ¢ — b iz = ¢ — a, primijetimo da vrijedi
x +y = z ¢ime je tvrdnja pokazana. O

Definicija 3.2.2. Multiskup {x,y,z} € N koji zadovoljava x +y = z naziva se Schurova
trojka.

Jedine znane vrijednosti za takozvane Schurove brojeve s(r) iz teorema 3.2.1 su za
r=123,4:s(1) =2,52) =5,53) = 141 s(4) = 45. U sljedeéem primjeru ¢emo
pokazati da vrijedi s(2) = 5.

Primjer 3.2.3. Promotrimo bilo koje bojanje cijelih brojeva u intervalu [1, 5] s dvije boje.
Bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da je broj 1 obojan u crveno. Pretposta-
vimo da ne postoji monokromatska Schurova trojka. Posto je 1 + 1 = 2, moramo obojati
2 u plavo. Posto je 2 + 2 = 4, moramo obojati 4 u crveno. Primijetite i kako je 1 +4 =5
pa moramo obojati 5 u plavo. Sada samo preostaje obojati broj 3. Medutim, ako obojamo
3 u crveno, tada je skup {1, 3,4} crvena Schurova trojka, a ako obojamo 3 u plavo, tada je
{2,3, 5} plava Schurova trojka. Ovime smo pokazali kako je s(2) < 5.

Kako bismo dokazali da je s(2) = 5, pokazat cemo kako je s(2) > 4. Ako uzmemo
bojanje y intervala [1,4] u Z bojama 0 i 1 definirano s y(1) = y(4) =0i y(2) = x(3) =1,
tada ocito nije moguce pronaci x,y, z jednake boje tako da vrijedi x +y = z.



Poglavlje 4

Ramseyjevi brojevi

U ovom poglavlju bavit ¢emo se jednim od najistrazivanijih 1 najpoznatijih dijelova Ram-
seyjeve teorije — Ramseyjevim brojevima. Uvest ¢emo njihovu formalnu definiciju jer ¢e
se sljededi odlomci oslanjati na njeno razumijevanje.

Definicija 4.0.1. (Ramseyjev broj (za dvije boje)). Neka su k i | prirodni brojevi. Ram-
seyjev broj, u zapisu n = R(k, ), je najmanji prirodan broj n takav da svaki 2-obojen graf
K., pri cemu se za bojanje koristi crvena i plava boja, ima crveni monokromatski podgraf
K, ili plavi monokromatski podgraf K.

Iznijet ¢emo nekoliko Cinjenica u vezi ove definicije. Kao prvo, postoje definicije Ram-
seyjeve teorije 1 Ramseyjevih brojeva koje koriste 1 viSe od dvije boje. Odnose u grafu s
dvije boje je puno jednostavnije analizirati te je radi toga postignut veci napredak u svrhu
istrazivanja Ramseyjevih brojeva s dvije boje nego bilo kojih drugih. Drugo, izbor boja je
u potpunosti proizvoljan.

4.1 Svojstva Ramseyjevih brojeva

U ovom pododjeljku navodimo neka korisna svojstva Ramseyevih brojeva, poznate vri-
jednosti i raspone vrijednosti za razli€ite Ramseyeve brojeve. Zatim ¢emo ovu tematiku
zakljuciti izvodima formula za vrijednost nekih vaznih Ramseyjevih brojeva [1].

Prvo glavno svojstvo govori da su Ramseyjevi brojevi simetri¢ni s obzirom na brojeve k i
L.

Teorem 4.1.1. Za sve k,[ € N vrijedi R(k,l) = R(L, k).

Dokaz. Primijetimo kako je ovaj rezultat posljedica simetrije grafova. Promotrimo bo-
janje bridova. Cinjenica je da svaki 2-obojeni potpuni graf F' ima u prirodnom smislu
rijeci inverzan 2-obojeni potpuni graf G’, u kojem je svaki crveni brid u G obojen u plavo

15
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1 obrnuto. Znamo da broj R(k,[) ima svojstvo da bilo koje bojanje bridova grafa Kgg
crvenom i plavom bojom ima crveni monokromatski podgraf K ili plavi monokromatski
podgraf K;. Takoder to moZemo promotriti i sa inverznog stajaliSta. To znaci da 2-obojeni
potpun graf K, , ima plavi monokromatski podgraf Kj ili crveni monokromatski podgraf
K;. Budu¢i da invertiranjem svih 2-obojenih potpunih grafova Ky, opet dobivamo sve
2-obojene potpune grafove K ), dobivamo ekvivalentne uvjete za R(/, k). O

Sljedecée su svojstvo 1955. godine dokazali Greenwood i Gleason [2]. Radi se o izu-
zetno korisnoj rekurzivnoj vezi za Ramseyjeve brojeve koja se u nastavku ovog rada koristi
u nekoliko dokaza.

Teorem 4.1.2. Za sve prirodne brojeve r,b > 2, vrijedi sljedeca nejednakost:
R(r,b) < R(r—1,b) + R(r,b - 1).

Dokaz. Neka je G 2-obojen graf ¢iji su bridovi obojeni crvenom i plavom bojom i neka
sadrzi R(r — 1,b) + R(r, b — 1) bridova. Promatrat ¢emo vrh v € G. Definiramo n, kao broj
vrhova susjednih vrhu v preko crvenog brida te n, kao broj vrhova susjednih vrhu v preko
plavog brida. n, vrhova susjednih s vrhom v preko crvenog brida tvori skup S ,. Sli¢no, n,
vrhova susjednih vrhu v 1 povezanih s njime plavim bridom tvori skup koji ozna¢imo sa S ;.
Buduc¢i da je vrh v povezan sa svakim vrhom u G, imamo:

n.+n,+1=R(r—-1,b)+R(r,b~-1).

Ova relacija formira dva slucaja dokaza. Ako vrijedi n, < R(r — 1,b), tada je n, >
R(r,b — 1) i promatramo vrhove u skupu §,. Budu¢i da je n, > R(r,b — 1), u potpunom
podgrafu grafa G formiranom od vrhova iz skupa S, i svih bridova izmedu tih vrhova
postoji crveni potpun monokromatski podgraf na r vrhova ili plavi potpun monokromatski
podgraf na b — 1 vrhova. Ako vrijedi ovo zadnje, tada, buduci da su po definiciji skupa
S vrhovi iz §, povezani s vrhom v plavim bridom, moZemo reci da potpun podgraf grafa
G formiran od vrhova na skupu S, U {v} i svih bridova izmedu njih, sadrzi plavi potpuni
monokromatski podgraf s b vrhova. ZakljuCujemo da G ima crveni potpun monokromatski
podgraf s r vrhova ili plavi potpun monokromatski podgraf s » vrhova i nejednakost vrijedi.

U drugom slucaju, imamo n, > R(r — 1, b) te promatramo vrhove iz skupa §,. Zbog
toga Sto vrijedi da je n, > R(r — 1, b), u potpunom podgrafu grafa G formiranom od vrhova
iz skupa S, 1 svih bridova izmedu njih, postoji crveni potpun monokromatski podgraf na
r — 1 vrhova ili plavi potpun monokromatski podgraf na b vrhova. Ako vrijedi ovo prvo, s
obzirom da su svi vrhovi iz skupa S, povezani s vchom v crvenim bridom, moZemo reci da
je potpuni podgraf grafa G formiran iz vrhova koji pripadaju skupu S, U {v} te svih bridova
izmedu njih sadrzi crveni potpuni monokromatski podgraf s r vrhova.
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ZakljuCujemo da G ima plavi potpun monokromatski podgraf s b vrhova ili crveni pot-
pun monokromatski podgraf s r vrhova. Dakle, nejednakost vrijedi. Prema tome, teorem
vrijedi u svim slu¢ajevima.

m]

Lema 4.1.3. Kada su oba broja na desnoj strani nejednakosti
R(r,b) < R(r—1,b) + R(r,b— 1)
parna, nejednakost je stroga.

Dokaz. U dokazu teorema 4.1.2 pokazali smo kako nejednakost vrijedi. Sada ¢emo poka-
zati da je nejednakost zaista stroga kada su oba broja na njenoj desnoj strani parna.
Pretpostavimo da nejednakost nije stroga, tj. vrijedi

R(r,b) =R(r—1,b) + R(r,b - 1),

gdje su R(r — 1,b) i R(r,b — 1) parni brojevi. Neka je n = R(r,b) — 1. Buduci da je
n < R(r,b), moZzemo fiksirati 2-bojanje bridova grafa K, takvo da ne postoji ni crveni K,-
ni plavi K,-podgraf.

Izaberimo sada neki vrh v grafa K,,. Ako je broj crvenih bridova iz v strogo manji od
R(r—1,b)—11broj plavih bridova iz v strogo manji od R(r, b— 1) —1, tada je broj bridova iz
vrha v strogo manji od R(r — 1, b) + R(r, b — 1) — 2. Medutim, to ne moZe biti to¢no, buduéi
da je broj bridova iz vrha v to¢no R(r — 1,b) + R(r,b — 1) — 2. Dakle, postoji najmanje
R(r — 1,b) — 1 crvenih bridova ili najmanje R(r,b — 1) — 1 plavih bridova incidentnih s
vrhom v.

Bez smanjenja opcéenitosti moZemo pretpostaviti da postoji najmanje R(r — 1,b) — 1
crvenih bridova incidentnih s vrthom v. PokaZimo sad da postoji to¢no R(r — 1,b) — 1
crvenih bridova koji izlaze iz vrha v. Pretpostavimo suprotno. Tada vrhovi povezani s
vrhom v crvenim bridom tvore graf Kg(_ ;. Prema Ramseyjevom teoremu ovaj graf sadrZzi
crveni K,_;— ili plavi K,-podgraf. Na pocetku smo dokaza rekli da na$ 2-obojeni graf K,
ne moze sadrzavati plavi K,-podgraf. Dodamo li crvenom podgrafu K,_; vrh v, koji je s
ostalim vrhovima u tom podgrafu povezan crvenim bridovima, dobit ¢emo crveni podgraf
K, koji takoder ne moZe biti sadrzan u podgrafu K,,. Dakle, postoji to¢no R(r — 1,b) — 1
crvenih bridova incidentnih s vrhom v. Svi ostali takvi bridovi su plavi 1 ima ih to¢no
R(r,b-1)-1.

Dakle, svaki vrh u grafu K, povezan je s ostalih n — 1 vrhova s to¢no R(r — 1,b) — 1
crvenih bridova i R(r,b — 1) — 1 plavih bridova. Prema lemi o rukovanju mora postojati
tocno w crvenih bridova u K,,. Taj broj mora biti cijel, a to ne moZe biti u naSem
slu¢aju; naime, buduci da su R(r — 1,b) i R(r,b — 1) parni brojevi, broj u brojniku ce biti
neparan. Slijedi da pocCetna jednakost ne vrijedi te je time tvrdnja pokazana. m|
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U sljedecem teoremu iznijet ¢emo opcenitu nejednakost koja nam opisuje gornju ogradu
za sve Ramseyjeve brojeve.

Teorem 4.1.4. Neka su r,b > 2 prirodni brojevi. Tada vrijedi
r+b-— 2)

r—1

R(r,b) < (

Dokaz. Dokazat ¢emo tvrdnju indukcijom po r 1 b. Prvo pokazujemo za osnovni slucaj
r =b =2 :imamo

2+2-2
R(22,2)=2<2= .
2.2 32700

Sada pretpostavimo da vrijedi

r—1)+b-2

R(r—l,b)S( r—1)—1

) i R(r,b—l)s(r+(b_1)_2).

r—1
Koristeci prethodno dokazani teorem 4.1.2, imamo

R(r,b) < R(r—1,b)+ R(r,b - 1)

< r-D+b-2 N r+b-1)-2
r-1nH-1 r—1
- Hb_z), dakle
r—1
-2
Roby <[ TP )
r—1

4.2 Vrijednosti Ramseyjevih brojeva

Dosad se najveci dio rasprave o Ramseyjevim brojevima odnosio na opCenite Ramseyeve
brojeve R(r,b). Sada ¢emo se fokusirati na konkretne vrijednosti Ramseyjevih brojeva.
Medutim, bitno je napomenuti da postoji razlika izmedu Ramseyjevog broja za koji je
poznata toCna vrijednost i Ramseyjevog broja za koji su poznate samo gornje ili donje
ograde. U sijenju 2014. godine Stanislaw P. Radziszowski je posljednji put aZurirao svoj
Clanak Small Ramsey Numbers [1] u kojem su navedene poznate vrijednosti Ramseyjevih
brojeva ili njihove donje ili gornje ograde, uz pomo¢ kojih sastavljamo tablicu Ramseyjevih
brojeva R(r, b) gdje sur,b < 10.

U tablici 4.1 je za Ramseyjeve brojeve Cija vrijednost je poznata ta vrijednost zapi-
sana u sredini pripadne Celije, dok za ostale Ramseyjeve brojeve, brojevi zapisani na vrhu
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obftf2]3[4[5[6[7[8]9 [10]
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491780 [ 1137205207 241 | 289
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T3 11261 169 | 241 | 317 [ 565 | 581
9119 136|115|316| 780 | 1713 | 3583 | 6588 | 12677
40192 11447 179 | 289 S81 | 798
10| 1]10]42 149 | 412 | 1171 | 2826 | 6090 | 12677 | 23556

Tablica 4.1: Tablica poznatih vrijednosti i ocjena Ramseyjevih brojeva R(r, b) za r, b < 10.

pripadne Celije predstavljaju donju ogradu, a brojevi zapisani na dnu Celije predstavljaju
gornju ogradu.

Nekoliko znacajnih Cinjenica u vezi ove tablice je potrebno istaknuti. Najprije, pri-
mijetimo kako su vrijednosti u tablici simetricne s obzirom na glavnu dijagonalu jer je
R(r,b) = R(b, r), kako je veC pokazano u teoremu 4.1.1.

Druga stvar koju bi bilo potrebno napomenuti jest da su vrijednosti Ramseyjevih bro-
jeva dobro procijenjene za malene r 1 b, no ve€ina vrijednosti ostaje nepoznata. Osnovni
razlog tome je Sto se s malim povecanjem r ili b vrijednost Ramseyjevog broja R(r, b)
znacajno poveca Sto mozemo popratiti 1 u tablici. Primijetimo kako se raspon gornjih i do-
njih granica vrlo brzo povecava. MoZda se na prvi pogled ¢ini da na primjer provjera sedam
grafova za Ramseyjev broj R(5, 5) ne bi trebala biti toliki problem. No, treba uzeti u obzir
da ona znaci provjeru svakog 2-bojanja bridova tih potpunih grafova. Za K,3; to znaci da
imamo *%*2 = 903 brida i za svaki taj brid dvije mogucnosti, tako da postoji 2°°* mogucih
2-bojanja. Stoga je potrebno provjeriti otprilike 67,6 - 10*7° slu¢ajeva u kojima ne nala-
zimo monokromatski potpuni graf reda 5. U principu, nema potrebe provjeravati sve jer
je dovoljno pronaci jedno takvo bojanje bridova. Ipak, moramo shvatiti da su moguénosti
zaista ogromne.

Zadnju stvar koju je potrebno naznaciti je da ¢e nama od posebnog interesa biti tako-
zvani dijagonalni Ramseyjevi brojevi R(k, k). Brojevi koji poprimaju ovu formu su najis-
traZeniji 1 najspomenutiji u svim istrazivanjima, pocevsi od osnovnog primjera koji smo
spomenuli na pocetku zvanog “party problem.”
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4.3 Odredivanje vrijednosti nekih Ramseyjevih brojeva

Sada ¢emo pokazati za neke Ramseyjeve brojeve da tablica 4.1 doista navodi njihove tocne
vrijednosti. Prvo ¢emo izloZiti dva opCenita dokaza koji utvrduju vrijednosti Ramseyjevih
brojeva R(r,b) za r < 2 1li b < 2, zatim prijeci na utvrdivanje vrijednosti drugih identifici-
ranih brojeva [2].

Primjer 4.3.1. R(1,k) =1 za sve k € N.

Neka je K; monokromatski graf. Primijetimo da se ovaj graf sastoji samo od jednog
vrha i nema bridove. Stoga ¢e bilo crveni bilo plavi monokromatski graf K; zahtijevati
jedan vrh u 2-obojenom grafu da se zadovolje uvjeti iz definicije broja R(k, 1) ili R(1, k).
Dakle, vrijedi

R(1,k) = R(k,1) = 1.

Primijetimo da prva jednakost slijedi i1 iz svojstva simetriénosti Ramseyjevih brojeva.

Primjer 4.3.2. R(k,2) = k za sve k € N.

U ovom primjeru ¢emo takoder ponuditi neformalni dokaz ove tvrdnje. Promotrimo
u 2-obojenom potpunom grafu G s barem dva vrha podgraf K,. Primijetimo da je takav
podgraf zapravo brid koji povezuje dva vrha. Dakle, potpun monokromatski podgraf K,
zadane boje Ce postojati sve dok postoji jedan brid te boje u cijelom grafu. Dakle, jedino
bojanje bridova grafa G u kojem uvjeti za Ramseyjev broj R(k,2) eventualno ne bi bili
zadovoljeni jest ono u kojem je svaki brid u grafu G suprotne boje, tj. ono s obzirom na
koje je graf G monokromatski suprotne boje. Oni ocito doista nisu zadovoljeni kad graf
G ima strogo manje od k vrhova. No, ako je graf G monokromatski suprotne boje i ima
k vrhova, cijeli graf je monokromatski graf K; boje zadane uvjetima. Zaklju¢ujemo da e
svaki podgraf 2-obojenog grafa K; obojenog plavom i crvenom bojom imati jedan od dva
potrebnih monokromatskih podgrafa.

Poglavlje nastavljamo odredivanjem vrijednosti nekih Ramseyjevih brojeva koji nisu
dijagonalni.

Primjer 4.3.3. R(3,4) = 9.

Podsjetimo se da smo ve¢ pronasli gornju ogradu. Naime, po teoremu 4.1.4 imamo:

3+4-2 5
R@3,4) < = = 10.
Stovise, po teoremu 4.1.2 i lemi 4.1.3 vrijedi i :

R(3,4) < R(3,3) + R(2,4) = 6 + 4 = 10,
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gdje smo vrijednost R(3, 3) i§Citali iz tablice, a sam dokaz ¢emo navesti nesto poslije (vidi
teorem 4.3.4).

Dakle, iz gornje nejednakosti mozemo zakljuciti da je R(3,4) < 10. Sada tvrdimo da je
R(3,4) = 9. Kako bismo to dokazali, moramo pokazati da postoji takvo 2-bojanje bridova
potpunog grafa Kg da u njemu ne postoji crveni podgraf K3 ni plavi podgraf K;. Uz malo
truda, moZemo pronaci bojanje kao Sto je prikazano na slici 4.1.

Ako pomno promotrimo graf na slici 4.1, vidimo da na ovakvom bojanju bridova ne
nalazimo ni crveni podgraf K3 ni plavi podgraf K,. Pojasnimo zasto je to tako. Bojanje
bridova ucinjeno je tako da su za svaki vrh i u crveno obojani bridovi koji su incidentni s
njim u vrhovima i + 1, i + 4 (indeksaciju vrhova radimo na nacin da fiksiramo vrh i, te u
smjeru kazaljke na satu oznacavamo vrhove i + 1,i + 2,i+ 3,i + 4 ... redom, pocevsi od
fiksiranog vrha i), a u smjeru suprotnom od kazaljke na satu pocevsi od vrha i oznacavamo
vthove i — 1,i — 2,i — 3,i — 4, .... U plavo bojamo bridove koji su incidentni u vrhovima
i+2,i+3.

Pretpostavimo da postoji crveni podgraf K5 u ovakvom bojanju. Tada bi neki vrh morao
imati dva crvena susjedna brida medusobno povezana jo$ jednim crvenim bridom. Takva
situacija se ne moze dogoditi buduéi da nijedan par vrhova j+1, j+4 1 j+7 nije medusobno
povezan crvenim bridom (jer smo upravo tako definirali plavo bojanje bridova). Pojasnit

Slika 4.1: Bojanje grafa Kg u dvije boje bez crvenih monokromatskih podgrafova Kj i
plavih monokromatskih podgrafova K,

¢emo zaSto ne moZe postojati plavi podgraf K,. Kada bi postojao, morao bi postojati vrh j
takav da su svi vrhovi povezani s njime plavim bridovima, odnosno vrhovi j+2, j+3, j+5
i j + 6, medusobno povezani plavim bridovima, Sto se takoder ne moze dogoditi. Naime,
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bridovi {j + 2, j + 3} 1 {j + 5, j + 6} obojeni su crvenom bojom. Dakle, zakljucujemo da
vrijedi R(3,4) > 8. S obzirom na ve¢ pokazanu gornju ogradu, mozemo potvrditi tvrdnju
ovog primjera da je R(3,4) = 9.

Daljnji fokus ovog poglavlja ¢emo staviti na dokazivanje poznatih vrijednosti Ram-
seyjevih brojeva oblika R(k, k). Prvi broj u ovoj formi koji moramo uzeti u obzir je broj
R(3,3), s kojim smo se ve¢ susreli na pocetku u najpoznatijem problemu vezanom za Ram-
seyjeve brojeve, “party problemu.”

Teorem 4.3.4. Vrijedi
R(@3,3) =6.

Dokaz. Tvrdnju ovog teorema ¢emo dokazati tako da pokazemo da vrijedi 5 < R(3,3) < 6.
U samom dokazu sluzit ¢emo se ponajviSe bojanjem odredenog potpunog grafa. Prvo éemo
pokazati da R(3, 3) # 5, sluzeci se bojanjem potpunog grafa K.

Slika 4.2: Ks-graf bez
monokromatskog K;-
podgrafa

Slika 4.3: Izdvojeni samo  Slika 4.4: Izdvojeni samo
plavi bridovi crveni bridovi

Promotrimo slike 4.2 - 4.4. Plavi i crveni bridovi su izdvojeni kako bi nam pomogli
vizualizirati dokaz naseg teorema.

Primijetimo da nijedan od 10 trokuta koji su formirani vrhovima 2-obojenog grafa na
slici 4.2 ne tvori monokromatski podgraf K3 (bilo crveni ili plavi). Nakon Sto smo pronasli
odgovarajuéi primjer, zaklju¢ujemo da je R(3,3) > 5.

Nadalje, promatrat ¢emo potpuni graf K¢. Uzmimo proizvoljan vrh v iz potpunog grafa
K. Primijetimo da po principu golubinjaka za taj vrh moraju postojati najmanje tri vrha
koji su s njime povezani bridovima iste boje. Bez smanjenja opéenitosti, pretpostavimo da
je boja tih bridova crvena (slika 4.5). Zatim, promatramo tri vrha susjedna vrhu v preko
crvenog brida (slika 4.6). Ako je bilo koji brid izmedu dvaju od ovih triju vrhova obojan
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u crveno, tada postoji monokromatski trokut. S druge strane, ako niti jedan od bridova
izmedu ovih triju vrhova nije obojan u crveno, tada ta tri brida ¢ine monokromatski trokut
(slika 4.7).

~ ! %
s i
[ ] N

Slika 4.5: Slika 4.6 Slika 4.7:

Pomocu bojanja grafova pokazali smo da, kako god krenuli bojati, garantirano ¢emo
dobiti crveni ili plavi monokromatski podgraf K3. Dakle, vrijedi daje R(3,3) < 61R(3,3) >
5 ¢ime dolazimo do tvrdnje teorema R(3, 3) = 6. O

Pokazat ¢emo jo§ jednu zanimljivu metodologiju za dokazivanje vrijednosti josS jednog
dijagonalnog Ramseyjevog broja R(4, 4). Prije toga uvodimo definiciju koja ¢e nam biti od
koristi:

Definicija 4.3.5. Neka je (a,n) = 1. Neka je a € Z,. Ako kongruencija
x* = a (mod n),
ima rjesSenje u Z, onda kaZemo da je a kvadratni ostatak modulo n.

Teorem 4.3.6. Vrijedi R(4,4) = 18.

Dokaz. Prvo pokuSajmo odrediti gornju ogradu vrijednosti broja R(4,4). Koriste¢i nejed-
nakost pokazanu u teoremu 4.1.2, primjer 4.3.3 1 teorem 4.1.1, imamo:

R4,4) <R4,3)+R(3,4)=9+9 =18.

Kako bismo pokazali da je R(4,4) > 17, dat emo primjer 2-obojenog grafa K7 koji
nema monokromatski potpuni podgraf K4. Prvo, promotrimo Z,7, ¢ije ¢emo elemente radi
jednostavnosti notacije identificirati s njihovim predstavnicima 0, 1, ..., 16 u Z. Neka skup
{0,1,..., 16} predstavlja vrhove grafa K;;7. Pojedini brid u grafu ¢emo bojati ovisno o vri-
jednosti v;—v; mod 17. Ukoliko je razlika izmedu dva brida kvadratni ostatak u Z,7, bojamo
taj brid u crveno, a ukoliko nije, bojamo u plavo.
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Pretpostavimo da imamo Cetiri vrha koji su svaki sa svakim povezani bridovima iste
boje. Bez smanjenja opcenitosti, neka su to vrhovi u skupu {0, a, b, c}. S obzirom da su svi
bridovi koji povezuju ove vrhove iste boje, vrijedi da su sve vrijednosti a,b,c,a — b,a —
¢, b — ¢ istovremeno ili kvadratni ostaci ili ne.

Primijetimo da, s obzirom da a nije element 0 u Z;7, a Z;7 je polje jer je 17 prost
broj, moZemo cijeli skup pomnoZiti s a~!. S obzirom da je produkt kvadratnog ostatka i
kvadratnog neostatka uvijek kvadratni neostatak, produkt dvaju kvadratnih ostataka uvijek
kvadratni ostatak te produkt dvaju kvadratnih neostataka uvijek kvadratni ostatak, takvim
mnoZenjem dobit ¢emo skup koji takoder ima svojstvo da su svi njegovi elementi istovre-
meno ili kvadratni ostaci ili ne. Ako stavimo B=b-a"'iC = ¢ - a”!, tada dobivamo novi
skup brojeva {1, B,C,1 — B,1 — C, B — C}. Budu¢i da je 1 kvadratni ostatak modulo 17, 1
ostali elementi novog skupa moraju biti kvadratni ostaci modulo 17. No, skup kvadratnih
ostataka skupa Z;7 jest {1,2,4,8,9, 13, 15, 16} te moZemo primijetiti da nijedan odabir vri-
jednosti za B i C ne moZe svaki element u tom skupu uciniti kvadratnim ostatkom. Ovom
¢injenicom smo dosli do kontradikcije, Sto znaci da R(4,4) £ 17 (posljedi¢no, mora vrije-
diti R(4,4) > 17). Uzimajuci u obzir upravo pokazanu tvrdnju i gornju ocjenu vrijednosti
za R(4,4), vidimo da vrijedi

17 < R(4,4) < 18,

Sto implicira ¢injenicu da je R(4,4) = 18. O



Poglavlje 5

Primjena Ramseyjeve teorije na
konkretne probleme

Dosad smo se fokusirali samo na vaZne rezultate Ramseyjeve teorije, no sad éemo pokazati
kako Ramseyjeva teorija i Ramseyjevi brojevi mogu biti korisni ne samo u teoriji grafova,
ve€ u rjeSavanju odredenih konkretnih problema. Najcesc€e je najtezi dio vidjeti ili shvatiti
da se problem moze rijeSiti pomocu ovog znanja.

U ovom poglavlju ¢emo izloziti neke primjere takvih problema 1 pokuSati ih rijesSiti
prevodenjem u teoriju grafova, Sto ¢e predstavljati najveci izazov.

Primjer 5.0.1. Pri organizaciji sahovskog turnira, organizatori pokuSavaju pronaci mi-
nimalan broj natjecatelja, a da se odredeni uvjeti zadovolje. U svakom trenutku medu
igracima oni moraju pronaci petero natjecatelja koji su ve¢ odigrali partiju medusobno ili
moraju pronaci grupu od Cetvero igraca medu kojima nitko nije ni s kim igrao.

Prevedimo ovaj primjer Sahovskog turnira u graf. Zanima nas minimalan broj vrhova
potpunog grafa u kojem bilo koje bojanje bridova s 2 boje (neka crvena boja predstavlja
da su dva igraca vec¢ igrala, a plava da nisu) moZemo pronaci crveni podgraf Ks ili plavi
podgraf K.

MoZemo zakljuciti da se radi o Ramseyjevom broju R(5,4). Buduci da je dosta tesko
odrediti ovaj broj, procitat ¢emo ga iz tablice 4.1. Nalazimo da je

R(5,4) = 25.

Dakle, za Sahovski turnir mora se prijaviti najmanje 25 igraca kako bi organizatori
bili sigurni da ¢e u svakom trenutku moci naci grupu od 5 igraca koji su svi vec igrali
medusobno ili grupu od 4 igraca takvu da nitko nije igrao ni s kim.

Primjer 5.0.2. Novi poduzetnik osniva svoju tvrtku. Kao i svaki poduzetnik, Zeli zaposliti
ljude koji ¢e mu biti od koristi. Zanima ga minimalni broj djelatnika koje treba zaposliti

25
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kako bi svaki tjedan na sastanku okupio grupu od osam ljudi koji ¢e moci svi medusobno
sudjelovati na projektu ili grupu od troje ljudi koji ni na koji nacin nece moci suradivati.
Tada bi na primjer ta grupa mogla biti otpustena zbog neispunjavanja obaveza, ali bi bio
siguran da bi grupa od osam ljudi svakako mogla dobro obaviti zadatak. Naravno, pri
svakom otkazu poduzetnik bi morao zaposljavati tri nova zaposlenika.

Prevedimo sad problematiku ovog primjera u teoriju grafova. TraZimo potpuni graf
koji ¢e za bilo koje 2-bojanje svojih bridova sadrZavati crveni podgraf Kj ili plavi podgraf
Kg. Crveni bridovi povezuju one parove djelatnika koji ne mogu suradivati, a plavi bridovi
povezuju parove djelatnika koji mogu suradivati. Dakle, traZimo Ramseyjev broj R(3, 8).
Ovaj broj bi takoder bio prezahtjevan za odrediti u ovom radu pa njegovu vrijednost ¢itamo
iz tablice 4.1. Nalazimo da je njegova vrijednost

R(3,8) = 28.

Stoga se poduzetnik mora pobrinuti da svaki tjedan ima najmanje 28 zaposlenika kako
bi imao grupu od osam ljudi koji medusobno mogu suradivati ili grupu od tri osobe koje
medusobno ne mogu suradivati.

Dali smo dva primjera kako utvrditi vrste problema koji se mogu rijesiti primjenom
Ramseyeve teorije. Pomaze nam kada za odredene podskupine koje su povezane odredenim
svojstvima moramo pronaci skupinu koja ih sigurno sadrzi. Takoder, moguce je primijeniti
Ramseyevu teoriju kako bi se odredila minimalna veli¢ina grafa koja garantira postojanje
podgrafa s odredenim svojstvom.

Do sada smo uglavnom istrazivali odnos veli¢ine potpunog grafa i veli¢ine njegovih
potpunih podgrafova. Medutim, moguce je koristiti Ramseyevu teoriju i u drugom smjeru
- za odredivanje veli¢ine najveceg monokromatskog podgrafa koji sigurno mozemo pronaci
unutar odredenog grafa, ovisno o njegovoj veli¢ini. Kako bi bilo jasnije Sto Zelimo poka-
zati, promotrimo sljedeci primjer.

Primjer 5.0.3. Svake godine u prvi razred srednje skole upisuje se 200 ucenika. Ravnatelj
Zeli formirati §to vecu skupinu ucenika koji ve¢ pohadaju prvi razred srednje skole kako bi
preko ljeta pripremali nove ucenike za prvu godinu. Ne Zeli da na te pripreme za upis u
srednju Skolu neki ucenik mora dugo putovati. Buduci da ne Zeli da neki ucenici u grupi
imaju prednost u odnosu na druge u smislu udaljenosti od ostalih ¢lanova, Zeli sastaviti
grupu na nacin ili da najveca udaljenost izmedu bilo kojih dvaju ucenika u skupini nije
veéa od 5 kilometara ili je minimalna udaljenost izmedu njih najmanje 5 kilometara. Opet,
prvo prevodimo problematiku ovog primjera u teoriju grafova. Imamo potpuni graf na
200 vrhova (ucenika) i neke proizvoljne dvije boje bridova izmedu ucenika. Neka crvena
boja predstavlja udaljenost izmedu dvaju ucenika manju od 5 kilometara, a plava neka
predstavlja udaljenost izmedu dvaju ucenika vecu od ili jednaku 5 kilometara.
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Pitamo se koliko veliki monokromatski potpuni graf sigurno moZemo pronaci u 2-
obojenom potpunom grafu K,y. Mogli bismo pokusati s nejednakostima koje smo naucili,
ali dobili bismo jako grube procjene za to. Druga ideja je jednostavno posluZiti se tablicom
4.1. Provjerimo dakle u kojim rubovima dijagonalnih celija se nalazi broj 200. Nalazimo
da na potpunom grafu s 200 vrhova, za proizvoljno bojanje s dvije boje, moZemo sigurno
pronaci monokromatski podgraf reda 6, buduci da je R(6,6) < 165. Medutim, donja gra-
nica za R(7,7) u ocjeni 205 < R(7,7) < 450 veca je od 200, sto znaci da za graf Ky
postoji ’loSe” 2-bojanje bridova Sto se tice postojanja monokromatskog podgrafa reda 7.

Slijedi da medu 200 ucenika sigurno moZemo pronaci skupinu od Sest ucenika koji su
medusobno udaljeni manje od 5 kilometara u parovima ili skupinu od Sest ucenika u kojoj
Jje svaki par ucenika medusobno udaljen vise od 5 kilometara.






Poglavlje 6

Algoritam za racunanje Ramseyjevih
brojeva

U ovom poglavlju pokusat ¢emo Sto bolje pribliZiti metodu za raCunanje ocjena za Ram-
seyjeve brojeve koju je osmislio i objasnio Barton u svom ¢lanku Ramsey Theory [1]. Me-
toda je stvorena kako bi poboljSala poznate ocjene Ramseyjevih brojeva. Metoda zahtjeva
sposobnost generiranja svih 2-obojenih potpunih grafova odredenog reda te analizu svih
monokromatskih podgrafova koji zadovoljavaju uvjete iz definicije zadanog Ramseyjevog
broja.

Metoda koju je Barton osmislio racuna sva moguca 2-bojanja potpunih grafova (Cak i
ona koja su sli¢no strukturirana ili za koja se zna da ve¢ sadrZze monokromatske potpune
podgrafove) i iterativno prolazi kroz svaki potpuni podgraf veli¢ine analizirane Ramseyje-
vim brojem (na primjer: svi moguci Ks-podgrafovi ako se raCuna Ramseyjev broj R(5, 5)).

Barton u tom ¢lanku Zeli naznaciti kako ovo nije jedini nacin na koji se moZe pristu-
piti navedenom problemu, te da njegova metoda nije najucinkovitija, ve¢ predstavlja ideju
pomocu koje bi se mogle izracunati te ograde. Takoder se nada kako ¢e taj kod biti osnova
za druge koji ¢e ga eventualno nadogradivati 1 poboljSavati kako bi generirali razumljivu 1
ucinkovitu raCunsku metodu za odredivanje to¢nih vrijednosti za Ramseyjeve brojeve.

U sljedeé¢im potpoglavljima ¢emo detaljno razraditi kako Bartonov algoritam funkci-
onira.

6.1 Struktura podataka za prikaz bojanja potpunih
grafova u racunalu

Na pocetku, pojasnit ¢emo nacin kako se u Bartonovu algoritmu generiraju svi 2-obojeni
grafovi. To zahtijeva reprezentaciju svakog pojedinog brida u grafu, koji mozZe biti obojan
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u 2 boje, na primjer u crvenu ili plavu boju. Ovakav zahtjev motivira nas za koriStenje bi-
narnih brojeva kao jedan od mogud¢ih nacina predstavljanja svih bridova u grafu. Mozemo
prikazati bilo koji graf kao niz binarnih brojeva (niz nula i jedinica), ¢ija odredena lokacija
bita odgovara odredenom bridu koji je obojen crvenom ili plavom bojom. To zahtijeva
(;)—bitni niz za dani K,,, kako bi se uzelo u obzir svih (g) bridova. Prednost takve metode
jest Sto znamo da postoji mogucih 20) bojanja grafa K, a StoviSe moZemo pridruZiti sva-
kom broju od 0 do 26) — 1 jedinstvenu reprezentaciju binarnim nizom. Toc¢nije, skup svih
jedinstvenih reprezentacija ¢e odgovarati skupu svih (;)-bitnih nizova nula i jedinica, $to
znac¢i da smo uzeli u obzir sva mogucéa bojanja grafa K,, dvjema bojama (vidi sliku 6.1
ispod kao primjer).

>

(rjofrj (3fifo] [31]1]

Slika 6.1:  Graficka reprezentacija svakog bojanja grafa K3 i odgovarajuci binarni niz.
Svaki bit odgovara bridu te poprima vrijednost 1 ako je brid obojan u crveno ili 0 ako je
obojan u plavo.

6.2 Stvaranje matrica susjedstva

Iako je stvaranje binarnih reprezentacija 2-obojenih potpunih grafova korisno, nije vrlo
intuitivno kako ih analizirati. Radi efikasnosti, Barton koristi matrice susjedstva kako bi
opisao 2-obojene potpune grafove. Prije daljnjeg opisa metode, kako bi bilo jasnije o cemu
pricamo, uvest ¢emo definiciju matrice susjedstva.

Definicija 6.2.1. Matrica susjedstva grafa G je v X v matrica A(G) = [a;;], gdje je a;; broj
bridova koji spajaju vrhove v; i v;. Matrica susjedstva je simetricna matrica (a;; = aj;), Ciji
su elementi nenegativni cijeli brojevi.

Matrica susjedstva se Cesto koristi za unos grafa u racunalo, iako nije optimalan nacin
pohrane.
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Slika 6.2: Tri ekvivalentne reprezentacije 2-obojenog grafa K. Graficki prikaz od-
govara nizu bitova dodjeljivanjem svakoj boji brida bit 0 (ako je plava) ili 1
(ako je crvena). Bitovi, krenuvSi od kraja, odgovaraju bridovima izmedu vrhova
(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,4) redom. Matrica susjedstva je povezana s grafom na
nacin da element (i, j) odgovara boji brida (i, j) u grafu, —1 ako je plavi te 1 ako je crveni.

Buduci da u ovoj metodi prouc¢avamo potpune 2-obojene grafove, njima ¢emo pridruZiti
malo drugacije definirane matrice susjedstva: svaki element te matrice poprimat ¢e vrijed-
nosti —1,01li 1, gdje —1 predstavlja plavi brid izmedu vrhova v; 1 v;, 1 predstavlja crveno
obojani brid izmedu v; 1 v; te je 0 rezerviran za elemente na dijagonali jer nema bridova
izmedu vrhova v; 1 v;. Razlog za koriStenje vrijednosti —1 1 1 jest da bismo mogli razlikovati
crvene i plave monokromatske podgrafove.

Kako bi se konstruirala takva matrica susjedstva za zadani 2-obojeni potpuni graf, nje-
gov binarni niz prenosi se u matricu susjedstva dodjeljivanjem svakog bita u nizu na mjesto
u matrici susjedstva tako da vrijednost 1 bit proizvodi vrijednost 1 na dodijeljenoj lokaciji
matrice, a vrijednost O bit proizvodi —1 u dodijeljenoj lokaciji matrice (pogledajte sliku 6.2
za primjer).

Potrebno je joS pojasniti kako se element niza bitova dodjeljuje elementu matrice su-
sjedstva. Kada dodjeljujemo element iz niza bitova matrici susjedstva na poziciji (i, j),
taj element niza bitova takoder dodjeljujemo i elementu na poziciji (j,7), zbog simetrije.
Popunjavanje se vr$i na nacin da se daje prioritet popunjavanju svakog retka redom (po-
punjavanje se vrsi redak po redak). Na primjer, da bismo ispunili » X n matricu susjed-
stva, dodijelili bismo prvi bit elementu na poziciji (1, 2), drugi elementu na poziciji (1, 3)
1 tako dalje. Zatim, kada se (n — 1)-vi bit dodijeli vrijednosti u matrici na poziciji (1, n),
n-ti bit pocinje popunjavati sljedeci red na poziciji (2, 3), (n + 1)-vi bit popunjava vrijed-
nost na poziciji (2,4), sve dok zadnja tri bita ne popune vrijednosti na pozicijama redom
n-2,n-1),n-2,n)i(n—1,n).
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6.3 Ispitivanje monokromatskih podgrafova

Pojasnit ¢emo S$to tocno radimo kada Zelimo ispitati nalazi li se monokromatski potpuni
podgraf odredene veliCine u nekom grafu.

Jedan od nacina kako pomocu matrice susjedstva zadanog 2-obojenog grafa K, ispitati
je li neki njegov podgraf K; monokromatski jest pomnoZiti je matricom susjedstva podgrafa
K, pri ¢emu je matrica susjedstva podgrafa K, takoder reda n, s nulredcima i nulstupcima
koji odgovaraju vrhovima grafa K, koji nisu vrhovi podgrafa K;. Na primjer, ispitivanje
je li neki Ks-podgraf u grafu K;;3 monokromaski svodi se na mnoZenje dviju kvadratnih
matrica reda 43. Matrica susjedstva podgrafa ¢iju monokromatiku ispitujemo, ima broj 1
na svakoj poziciji koja odgovara bridu izmedu vrhova u Ks-podgrafu.

Primjer 6.3.1. Primjer ispitivanja monokromatskog podgrafa u 2-obojenom grafu K,. Ma-
trica susjedstva za 2-obojen graf K, je pomnoZena s matricom susjedstva pridruZenom
potpunom grafu izmedu vrhova 1,2,3 € K,. Rezultiraju¢a matrica ima vrijednost 2 na
pozicijama (i,1), za i € {1,2,3}, §to pokazuje da 2-obojen graf K4 ima monokromatski
K5-podgraf izmedu vrhova 1,2, 3.

O I 1 -Iy0o 1 10 2 1 1 0
I 0 1 -1ffr o1 0, |1 2 1 O
1 1 0 -1t 1t oof {1 1 2 0
-1 -1 -1 0)\0 0 0 O -2 -2 -2 0

Promatrajuci gornji primjer 6.3.1, vidimo da se vazne informacije mogu iScitati iz
glavne dijagonale rezultirajuce matrice. Ukoliko ispitujemo monokromatiku podgrafa Ky,
elementi na pozicijama (x, x) u rezultiraju¢oj matrici, gdje x ide po indeksima vrhova od
K, bit e svi jednaki k — 1 ili svi jednaki —(k — 1) ako je K; monokromatski. Razlog tome
je struktura matrice susjedstva 2-obojenog grafa K, koja ima vrijednost 1 odnosno —1 na
poziciji koja odgovara crvenom odnosno plavom bridu pa mnoZenje matricom susjedstva
monkromatskog podgrafa K; za svaki njegov vrh identificira k — 1 s tim vrhom incidentan
brid iste boje.

MoZemo zakljuciti kako ovom metodom moZemo ispitati prisutstvo svih moguéih mo-
nokromatskih podgrafova K. Barton isti¢e kako je ova metoda spora jer testira sve moguce
kombinacije vrhova za monokromatski podgraf veli¢ine koju ispitujemo. Ako je monokro-
matski podgraf naden, metoda nastavlja dalje na sljedeci 2-obojen graf K, te testira njegovu
matricu susjedstva za monokromatski podgraf K. Naposljetku, ili postoji 2-obojen graf K,,
u kojem ne postoji monokromatski podgraf Kj ili su sva bojanja grafa K,, dvjema bojama
procijenjena uspjeSnima za monokromatske podgrafove K; te su uvjeti za Ramseyjev broj
R(k, k) zadovoljeni.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu razmotrili smo osnovne teoreme Ramseyjeve teorije te se takoder
usredotocili na ranu fazu njezina razvoja. Pokazali smo kako je racunanje Ramseyjevih
brojeva vrlo zahtjevan proces, pri cemu je do danas poznato samo 9 netrivijalnih Ramseyje-
vih brojeva. Nadalje, ukazali smo na primjene Ramseyjeve teorije u rjeSavanju problema
iz stvarnog zivota. Konacno, predstavili smo jedan od mogucih algoritama za racunanje
Ramseyjevih brojeva.






Summary

In this master’s thesis, we considered the basic theorems of Ramsey theory and focused
on the early stage of its development. We have shown that the computation of Ramsey
numbers is a very demanding process, as only 9 non-trivial Ramsey numbers are known
to date. In addition, we highlighted the applications of Ramsey theory in solving real-life
problems. Finally, we presented one of the possible algorithms for computing Ramsey
numbers.
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