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Uvod

U ovom diplomskom radu detaljnije se objaSnjava princip matemati¢ke indukcije koji je
vrlo zanimljiv jer je jedna od najzastupljenijih metoda dokazivanja matematickih tvrd-
nji. Indukcija proizlazi iz Peanovih aksioma na kojima se temelji skup prirodnih bro-
jeva. Vecina uCenika susrece se s matematickom indukcijom u Skoli na kraju svojeg sred-
njoskolskog obrazovanja.

Dokaz matematickom indukcijom sastoji se od tri dijela. Prvi dio naziva se baza induk-
cije i u njemu se provjerava vrijedi li matematicka tvrdnja za pocetni broj ny. U drugom
dijelu pretpostavljamo da tvrdnja vrijedi za neki prirodan broj n gdje je n > ny. 1z tog
razloga drugi korak nazivamo pretpostavka indukcije. U treCem dijelu, kojeg nazivamo
korak indukcije, uz pomo¢ pretpostavke dokazujemo da tvrdnja vrijedi i za n + 1. Bitno je
napomenuti da su drugi i tre¢i korak izrazito povezani.

Opisana metoda samo je jedna od metoda matematicke indukcije. No postoje i druge,
specijalne varijante indukcije, od kojih ¢emo neke od njih spomenuti u ovom radu. Preciz-
nije receno, objasnit ¢emo jaku matemati¢ku indukciju, dvostruku matemati¢ku indukciju,
Fermatovu metodu beskona¢nog spusta i metodu transfinitne indukcije. Primjenu svake od
njih pokazat ¢emo na raznim primjerima. Pritom treba reci kako se metoda dokazivanja
indukcijom koristi fakti¢ki u svim matematickim disciplinama, poput kombinatorike, te-
orije brojeva, matematicke analize i linearne algebre. U svakoj od navedenih disciplina na
nekoliko primjera ilustrirat ¢e se dokazivanje nekih tvrdnji pomocu principa matematicke
indukcije.

Sada ¢emo detaljno objasniti sam sadrzaj ovog rada. U Poglavlju 1 najprije govo-
rimo o Peanovim aksiomima, od kojih je peti aksiom ono §to podrazumijevamo kao “ideju
matematicke indukcije”. U odjeljku 1.2 dokazujemo dva teorema: Teorem 1.2.1 o ”Prin-
cipu matematicke indukcije” 1 Teorem 1.2.2 o "Opéem obliku matematicke indukcije”. Tu
posebno navodimo i1 neke konkretne primjere koji naglasavaju vaznost provjere baze ma-
tematicke indukcije. U odjeljku 1.3 govorimo o vrstama matemati¢ke indukcije; posebno
o jakoj matematic¢koj indukciji i o dvostrukoj matematickoj indukciji. Do kraja prvog po-
glavlja bavimo se Fermatovom metodom beskonacnog spusta, koja je posebno korisna u
nekim problemima teorije brojeva.

U Poglavlju 2 bavimo se primjenom matematicke indukcije u raznim matemati¢kim



SADRZAJ 2

podru¢jima. U odjeljku 2.1 pokazujemo korisnost indukcije u kombinatorici. Dokazu-
jemo dva teorema: poznatu ~Formulu ukljucivanja-iskljucivanja” te Dirichletov princip.
U odjeljku 2.2 dokazujemo tri bitna identiteta s binomnim koeficijentima: Pascalov iden-
titet, Eulerov identitet i Lagrangeov identitet. Na kraju dokazujemo ”"De Moivreovu for-
mulu”. U odjeljku 2.3 bavimo se indukcijom u teoriji brojeva. Prvo dokazujemo da se
svaki pozitivan racionalan broj moze zapisati u egipatskom zapisu. Zatim dokazujemo da
postoji beskonacno mnogo rjesenja Pellove jednadZbe u skupu prirodnih brojeva te kako
ih izraCunati ukoliko znamo njezino najmanje rjeSenje. U odjeljku 2.4 dokazujemo neke
vazne rezultate u linearnoj algebri. Preciznije dokazujemo da svaki vektorski prostor ima
bazu. Zatim dokazujemo da se pomocu Gram-Schmidtovog postupka ortogonalizacije
svaki linearno nezavisni skup u unitarnom prostoru moze ortonormirati. Na kraju doka-
zujemo tri poznate nejednakosti: Cauchy-Schwarz nejednakost, Holderova nejednakost 1
nejednakost Minkowskog.



Poglavlje 1

Matematicka indukcija

1.1 Peanovi aksiomi

Giuseppe Peano jedan je od najpoznatijih talijanskih matematicara. Roden je 1858. u
selu pokraj grada Cuneo. Vecinu svojeg Zivota radio je na SveuciliStu u Torinu, gdje je 1
doktorirao. Najpoznatiji je po svojem djelu Aritmeticka nacela: izlaganje novom metodom
(Arithmetices principia: nova methodo exposita), izdanom 1889., u kojem je definirao skup
prirodnih brojeva.

Iako je Peano aksiome pomocu kojih je definirao skup prirodnih brojeva dobio od
njemackog matemati¢ara Dedekinda!, aksiomi se u ¢ast Peanu nazivaju Peanovi aksiomi.
Funkcija s koja se spominje u aksiomima, naziva se funkcija sljedbenika. Standardno se
sljedbenik s(n) broja n piSe kao n + 1.

Definicija 1.1.1 (Peanovi aksiomi). Neka je N neprazan skup i s : N — N funkcija. Ne-
prazan skup N nazivamo skupom prirodnih brojeva, njegove elemente prirodnim brojevima,
ukoliko vrijede sljedeci aksiomi:

1. Postoji prvi element u skupu N koji se oznacava s 1, to jest
1 eN.

2. Svaki element skupa ima svojeg sljedbenika u tom skupu, to jest
(Vn € N) (s(n) € N).

3. Ako dva broja imaju istog sljedbenika, onda su ti brojevi jednaki, to jest
VneN)Vme N)Y (m=n < s(m) = s(n)).

4. Prvi element skupa nije sljedbenik niti jednog broja u skupu, to jest
(Yn e N)(s(n) # 1).

'Richard Dedekind, (1831. Braunschweig - 1916. Braunschweig), njemacki matemati¢ar

3
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5. Ako je M C N za koji vrijedi:

a) 1 e M,
b) ¥YneN)ne M= s(n) e M),

onda vrijedi M = N.

Danas je konvencija kao najmanji prirodan broj uzeti jedinicu, no zanimljivo je napo-
menuti da je Peano u svojem radu kao najmanji prirodan broj uzeo nulu.

1.2 Princip matematicke indukcije

Peti Peanov aksiom joS$ se naziva i aksiom matematicke indukcije. On govori da je svaki
podskup skupa prirodnih brojeva koji sadrZi prvi prirodan broj te koji ima svojstvo da ako
sadrzi neki broj, onda sadrZi i njegovog sljedbenika, jednak skupu prirodnih brojeva. 1z
aksioma slijedi na¢in dokazivanja tvrdnji koje ovise o prirodnim brojevima zvan princip
matemati¢ke indukcije. Cesto se radi jednostavnosti izostavlja rije¢ princip, te se govori da
tvrdnja vrijedi zbog matematicke indukcije. Teoremi i dokazi u ovom poglavlju pisani su
po uzoru na [2].

Teorem 1.2.1 (Princip matematic¢ke indukcije). Svaka tvrdnja T, koja ovisi o n € N vrijedi
za svaki prirodan broj n ukoliko zadovoljava sljedece uvjete:

1. Tvrdnja vrijedi za n = 1 (Baza indukcije).

2. Ako tvrdnja vrijedi za neki prirodan broj k (Pretpostavka indukcije),
tada tvrdnja vrijedi i za prirodan broj k + 1 (Korak indukcije).

Dokaz. Neka je T neka tvrdnja za koju vrijede gornja svojstva i neka je S € N definiran
kao § = {n € N | T, je istina}, to jest S je skup svih prirodnih brojeva za koje vrijedi
tvrdnja T'.

Kako tvrdnja T zadovoljava bazu indukcije, to jest vrijedi 7T, tada prema definiciji
skupa S vrijedi 1 € §.

Iz pretpostavke i koraka indukcije slijedi da ukoliko vrijedi tvrdnja T, tada vrijedi 1
tvrdnja T, pa prema definiciji skupa S vrijedi k € § = k+ 1 € §. Prema aksiomu
matematicke indukcije skup S jednak skupu prirodnih brojeva. Dakle, tvrdnja T vrijedi za
svaki prirodan broj n.

O
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Matematic¢ku indukciju u kojoj se pri provjeri baze indukcije provjerava vrijedi li tvrd-
nja za n = 1 nazivamo slaba matematicka indukcija. Matemati¢ku indukciju u kojoj se pri
provjeri baze indukcije provjerava vrijedi li tvrdnja za neki ny € N nazivamo op¢i oblik
matematicke indukcije.

Teorem 1.2.2 (Op¢i oblik matematicke indukcije). Svaka tvrdnja T, koja ovisi o n € N
vrijedi za svaki prirodan broj n,n > ny ukoliko zadovoljava sljedece uvjete:

1. Tvrdnja T, je istinita.

2. Za svaki prirodan broj k, k > ny iz tvrdnje Ty, slijedi tvrdnja Ty.,.

Dokaz. Neka je P tvrdnja takva da vrijedi P, = T,1,,-1, Vn € N. Tada za bazu indukcije P,
vrijedi Py = Tj4p-1 = T,,. Prema prvom uvjetu teorema tvrdnja 7, je istinita, pa slijedi
da vrijedi i tvrdnja P;.

Pretpostavimo da vrijedi Py za neki k € N. Zelimo pokazati da vrijedi

P, = Pi.
Primijetimo da je izjava koju Zelimo pokazati ekvivalentna izjavi
Tiing-1 = Thin-

Iz druge stavke pretpostavke teorema vrijedi 7, = 7,1, zan > ny. OCito vrijedi k+ng—1 >
no. Iz Cega slijedi da je izraz Tyyyy-1 = Tiey, istinit. Pa je zbog ekvivalencije izraza istinit
1izraz P = Py,
Prema metodi slabe matematicke indukcije, tvrdnja P istinita je za svaki prirodni broj
n, pa zaklju€ujemo da je i tvrdnja T istinita za svaki n > ng,n € N.
O

Napomenimo jo§ jednom kako je uvijek nuZno pri dokazivanju matematickom indukci-
jom provjeriti bazu indukcije. Ucenici u Skolama i studenti na fakultetu Cesto “zaborave”
provjeriti bazu indukcije misleci kako ona “ocigledno vrijedi”. Navodimo jedan primjer
pogresnog zakljucivanja.

Primjer 1.2.3. lako za nju vrijedi korak indukcije ne stoji tvrdnja
T, : Broj X, := n®> — 4n + 1 je djeljiv s 3, za svaki n € N.

Lako se moZe provjeriti kako vrijedi implikacija 7,, = T,,. Pretpostavimo da za neki
prirodan broj n vrijedi T, to jest da je broj X, djeljiv s 3. Onda iz jednakosti

X = +302+m)+ 1 —dn—-4+1=X, + 30> +n— 1),
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zakljuCujemo da vrijedi i 7,;;. Medutim, u ovom primjeru baza indukcije ne vrijedi, to jest
broj X; = —2 nije djeljiv s 3. Zapravo, tvrdnja 7, ne vrijedi za niti jedan prirodni broj n.
Dokazimo novo dobivenu tvrdnju T : Broj X, := n® — 4n + 1 nije djeljiv s 3, ¥n € N
pomocu matematicke indukcije.

Kao $to je ve¢ napomenuto, broj X; = -2 nije djeljiv s 3, dakle baza indukcije vrijedi.
Pretpostavimo da broj X, nije djeljiv s 3 za neki n € N. Broj X,,; moZemo zapisati u
obliku X,,; = X,, + 3(n*> + n — 1). Dakle, broj X,,,; je zbroj dvaju brojeva, od kojih je jedan
djeljiv s 3, a drugi nije. Tada ni broj X,,;; ne moZe biti djeljiv s brojem 3. Prema principu
matematicke indukcije broj X, nije djeljiv s 3 za niti jedan prirodan broj n.

Primijetimo kako se za svaki prirodan broj ny moze pronaci primjer matematicke tvrd-
nje 7, koja vrijedi za svaki prirodan broj n > ny, ali ne vrijedi ni za koji prirodan broj
n < ny. Slijedi jedan primjer u kojemu se naglasava vaznost postojanja teorema mate-
matic¢ke indukcije u opem obliku.

Primjer 1.2.4. T, : Za svaki prirodan broj n > 9 vrijedi nejednakost 2" > (n + 10)2.

Lako je provjeriti da tvrdnje T}, ..., Tg ne vrijede. Kako je 2° = 5121 (9 + 10)*> = 361,
tvrdnja Ty je istinita. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n > 9. Tada kako bi pocetna
tvrdnja bila istinita mora vrijediti

(n+ D+ 102 =m+ 102 +2(n+10) + 1 <2 = 2" 4 2",

Primijetimo kako je dovoljno dokazati da vrijedi 2(n + 10) + 1 < 2" jer po pretpostavci
indukcije imamo (n+10)? < 2". Dodatno, iz pretpostavke indukcije proizlazi da je potrebno
dokazati da vrijedi 2(n+10)+1 < (n+10)?. Preostaje primijetiti kako imamo ekvivalenciju

2(n+10) + 1 < (n + 10)? = I <(n+10)(n+38),

te da je desna strana gornje ekvivalencije ocito istinita.
Pokazimo jo$ jedan poznati primjer koji govori o monotonosti odredenog niza brojeva.

Primjer 1.2.5. Niz realnih brojeva ({/n) jest strogo padajudi za n > 3, to jest
V3> V4> V5> .

Ponekad je lakSe dokazati tvrdnje u drugacijem obliku. Pocetna tvrdnja moZe se zapi-
sati kao {/n > "Vn+ 1. Primjenom algebarskih operacija nejednakost moZemo zapisati

kao
n>|1+-] .
n

Prvo provjeravamo bazu tvrdnje, to jest vrijedi li nejednakost za n = 3. Vrijedi



POGLAVLIJE 1. MATEMATICKA INDUKCIJA 7

13
3>(1+§) ~ 2,37.

Pretpostavimo da nejednakost vrijedi za neki n > 3, to jest da je

3]
n>1+-] .
n

Kako bi tvrdnja bila istinita za sve prirodne brojeve vece ili jednake 3 joS je potrebno
dokazati da vrijedi korak indukcije, to jest da vrijedi

1 n+l
n+1>(1+ ) .
n+1

1 n+1 1n+1 1n 1
(1+ ) <(1+—) :(1+—) (1+—).
n+1 n n n

Koristeéi pretpostavku indukcije dobivamo

1\ 1\" 1 1
(1+ ) <(1+—) (l+—)<n(l+—):n+l,
n+1 n n n

Sto je upravo ono $to smo htjeli dobiti.

Primijetimo da je

1.3 Vrste matematicke indukcije

Jaka matematicka indukcija

Ponekad za dokaz matematickom indukcijom nije dovoljno pretpostaviti da tvrdnja vrijedi
samo za neki n € N, ve¢ da vrijedi i1 za sve prirodne brojeve prije njega koji su veci ili
jednaki od nekog pocetnog ny.

Teorem 1.3.1. Svaka tvrdnja T, koja ovisi o n € N vrijedi za svaki prirodan broj n,n > ny,
ukoliko zadovoljava sljedece uvjete:

(1) Tvrdnja vrijedi za n = ny.

(2) Za svaki n € N, ako tvrdnja vrijedi za sve prirodne brojeve ny,ny + 1,...,n, tada
tvrdnja vrijedii zan + 1.
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Dokaz. Neka je T(n) tvrdnja za koju vrijedi T'(ny) 1 neka za svaki n > ng vrijedi
T)ATmg+DA---ANT(n)=>Tm+1).

Definirajmo tvrdnju Q(n) kao
Q(n) : zasvaki k, ng < k < n, T(k) je istinita tvrdnja.

Principom opce matematicke indukcije dokazat ¢emo da tvrdnja Q(n) vrijedi za svaki n >
no. Iz pretpostavke teorema tvrdnja 7'(ny) je istinita, a kako je tvrdnja Q(ng) definirana
pomocu T'(ny), ona sama takoder mora biti istinita. Time je dokazana baza indukcije.
Pretpostavimo da je za neki k € N, k > ny istinita tvrdnja Q(k). Tada su, prema definiciji
tvrdnje Q, istinite i tvrdnje T'(ng), T (no+1), ..., T (k). 1z svojstva (2) teorema tada je istinita
itvrdnja T'(k + 1), a time i tvrdnja Q(k + 1).
Prema principu opée matematicke indukcije tvrdnja Q(n) istinita je za svaki n > ny, a
kako istinitost Q(n) implicira istinitost tvrdnje 7'(n), tvrdnja 7'(n) vrijedi za svaki n > n.
O

Dokazali smo da princip jake matematicke indukcije slijedi iz principa opCe mate-
maticke indukcije. Slijedi dokaz da princip opée matematicke indukcije slijedi iz prin-
cipa jake matematicke indukcije. Zaklju¢ujemo da je princip jake matematicke indukcije
ekvivalentan principu matematicke indukcije. Slijedi lema koja je potrebna u dokazu.

Lema 1.3.2. Za (m + 1) tvrdnji T; vrijedi
[(Tl = T2) A (T2 = TS) ASRRA (Tm = Tm+l)] = [(Tl A T2 A A Tm) = Tm+1]-

PokaZimo sada da iz jake matematicke indukcije slijedi slaba. Neka je 7'(n) tvrdnja za
koji vrijedi jaka matematicka indukcija, to jest neka vrijedi tvrdnja T (n) i neka za svaki
k>nyvrijedi T(ng) N T(no+ )N ---AT(k) = T(k+1).

Takoder, neka za svaki k > ng vrijedi T(k) = T(k + 1). Uzastopnom primjenom ove
pretpostavke na svaki prirodni broj manji ili jednak k& dobivamo

T(ng) =T+ 1), T(ng+1)= Ty +2),..., T(k) = T(k+1).
KoriStenjem leme 1.3.2 slijedi
[T(no) ANT(ng+ 1)A---ANT(k)] = T(k+ 1),

Sto je upravo Sto smo htjeli dobiti. Iz prinicipa jake matematicke indukcije slijedi da je
tvrdnja T'(n) istinita za svaki n > ny.

Na primjeru ¢emo pokazati zaSto je potreban princip matemati¢ke indukcije i u ovom
obliku.
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Teorem 1.3.3 (Osnovni teorem aritmetike). Svaki prirodni broj strogo veci od 1 moZe se
zapisati kao umnoZak prostih brojeva.

Dokaz. Teorem ¢emo dokazati koriStenjem metode jake matemati¢ke indukcije.

Prvi prirodni broj veci od 1 je 2. On je ve¢ prikazan kao umnoZzak prostih brojeva jer je
i sam prost broj. Time je baza indukcije zadovoljena.

Neka je k neki prirodni broj veci od 1. Pretpostavimo da se svaki prirodan broj m,m < k
moze prikazati kao umnoZak prostih brojeva. Potrebno je dokazati da se broj k + 1 moze
prikazati kao umnoZzak prostih brojeva.

Razlikujemo dva slucaja:

1° Broj k + 1 je prost. U tom slucaju broj je ve¢ prikazan kao umnozak prostih brojeva
1 dokaz je gotov.

2° Broj k + 1 je slozen. U tom slucaju k + 1 se moZe zapisati kao umnozak brojeva p
19,1 < p,g < k+ 1. To jest, vrijedi k + 1 = p - g. Kako su p, g brojevi manji od
k + 1, prema pretpostavci indukcije mogu se prikazati kao umnozak prostih brojeva.
Slijedi da se i broj k + 1 moZe prikazati kao umnozak prostih brojeva.

Dakle, principom jake indukcije zakljucujemo da se svaki prirodni broj strogo veéi od
jedan moZe zapisati kao umnozak prostih brojeva.
|

Kada bi prethodni teorem pokusali dokazati principom op¢e matematicke indukcije ne
bismo mogli iskoristiti pretpostavku indukcije. Naime, broj n ne moze biti niti jedan od
prostih faktora na koje se rastavlja broj n + 1 jer je njegov neposredni prethodnik. Stoga je
potrebno Koristiti metodu jake indukcije.

Ponekad za bazu indukcije nije dovoljno provjeriti samo jedan broj, ve¢ njih vise. Sli-
jedi jedan primjer u kojemu se u bazi indukcije provjerava vrijedi li tvrdnja za dva prirodna
broja.

Primjer 1.3.4. Neka je a, niz za koji vrijedi a; = 3,a, = S5ia, = 2a,.1 —a,» zan > 3.
DokaZi da za svaki n € N vrijedi
a, =2n+1.

Rjesenje. Kako je rekurzivni niz zadan pomocu prethodna dva ¢lana, u bazi indukcije mo-
ramo provjeriti vrijedi li formulazan = 1ten =2. Imamodajea; =2-1+1=3, a,=
2.2+ 1 =5, pa zakljucujemo da formula zadovoljava bazu indukcije. Pretpostavimo da
zak>2,keNil <n < kvrijedi a, = 2n + 1. Jo§ dokazujemo korak indukcije, to jest
g1 = 2(k+ 1)+ 1 =2k + 3. Vrijedi

kel = 2+ A — Qg1



POGLAVLIJE 1. MATEMATICKA INDUKCIJA 10

Koristimo pretpostavku da formula vrijedi za sve n < k, slijedi
A1 =2-2k+1)-QUk-1D+1)=4k+2-2k+2-1=2k+3,

Sto je upravo ono Sto smo htjeli dobiti.

Dvostruka matematicka indukcija

Teorem 1.3.5. Svaka tvrdnja T (m, n) koja ovisi o prirodnim brojevima m,n gdje je m > a
i n > b, vrijedi za sve prirodne brojeve m,n gdje je m > a i n > b ukoliko zadovoljava
sljedece uvjete:

1. Tvrdnja T(a, b) je istinita.
2. Za sve m > a, ako je istinita tvrdnja T (m, b), onda je istinita tvrdnja T(m + 1, b).

3. Za sve n > b, ako je istinita tvrdnja T (m,n) za sve m > a, tada je istinita i tvrdnja
T(m,n+1).

Dokaz. Dokaz teorema slijedi direktno primjenom opceg oblika matematicke indukcije.
O

U nastavku slijede primjeri dokazivanja pomocu dvostruke matemati¢ke indukcije.

Primjer 1.3.6. DokaZimo da za sve prirodne brojeve m, n vrijedi nejednakost
(m+1)" > mn.

Prvo provjeravamo bazu indukcije. Zam = 11 n = 1, tvrdnja oCito vrijedi. Pretposta-
vimo da je za neki m > 1 tvrdnja istinita. Tada vrijedi

(m+D+D'=m+2>m+1=m+1)-1.

Dakle, tvrdnja 7(m + 1, 1) je istinita. Pretpostavimo da je za neki n > 1 istinita tvrdnja
T(m,n) za sve m > 1. To jest neka vrijedi (m + 1)" > mn. Tada imamo

m+ D" =m+ Dm+ D" > (m+ Dmn = m*n + mn.
Kako su m, n prirodni brojevi vrijedi nejednakost

m2n+mn2mn+m.
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Slijedi,
m+ D" > mn+m=mn+1).
Dakle tvrdnja T (m, n + 1) je istinita, pa je prema metodi dvostruke matematicke indukcije
pocetna tvrdnja istinita za sve prirodne brojeve m, n.
Sljedeéi primjer rijesiti cemo na dva nacina, jednom pomocu dvostruke matematicke

indukcije, a zatim pomoc¢u logaritama.

Primjer 1.3.7. Dokazimo da za sve prirodne brojeve m,n > 2 vrijedi nejednakost
(\/z)mn‘/E > 2\/%(\/5)2_

Prvi nacin

2 2
Baza tvrdnje vrijedi jer za m = n = 2 imamo (\/5) 2V2 > 2V2 ( \/5) , Sto je oCito istina.
Pretpostavimo da je tvrdnja istinita za neki m > 21 n = 2, to jest da vrijedi nejednakost

(V2)"2V2 > 2V,
Zelimo pokazati da vrijedi

(V2)"" 22 5 2V Ty,
Koristenjem svojstava potencija dobivamo nejednakost
ZmTH"' V2 > 21+ Vm+1
Baza eksponencijalne funkcije veca je od 1, pa je funkcija rastuca, te je gornja nejednakost
ekvivalentna nejednakosti

m

1
;’ + V2>l + Vm+l o m—1)m+4V2-5)>0.

Za svaki m > 2 nejednakost (m — 1)(m + 4 V2 - 5) > 0 je zadovoljena.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n > 2 i sve m > 2. Zelimo da vrijedi nejednakost

(V2)" (n+ D2 2 2V (0 + 1),
Nejednakost mozemo podijeliti s (n + 1) ( \/E)'” jer je svaki od faktora veéi od 0, slijedi
(n+ 1)V > o Vmmi2,

Znamo da vrijedi

(n+ 1V > V2L
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KoriStenjem pretpostavke i navedenog, slijedi
(n+ 1)V > V21 5 g memi2,

Time je, prema metodi dvostruke matemati¢ke indukcije, dokazana dana nejednakost za
sve prirodne brojeve m,n > 2.

Drugi nacin
Kako su svi faktori s lijeve 1 desne strane nejednakosti ve¢i od 0, danu nejednakost mozemo
logaritmirati s logaritmom cija je baza 2,

log,(V2"n¥?) > log,(2 V" \ln?).

1z Cega slijedi

2
mV2 log, n > vVmlog, n.

Kako je n > 2 vrijedi log, n > 0, slijedi
m(m—2) > 0.

Kako je m > 2 gornja nejednakost je zadovoljena za svaki takav m. Time smo dokazali da
dana nejednakost vrijedi za sve prirodne brojeve m,n > 2.

Fermatova metoda beskona¢nog spusta

Fermatova metoda beskonacnog spusta joS je jedna metoda dokazivanja ekvivalentna ma-
temati¢koj indukciji. Metoda koristi Cinjenicu da je skup prirodnih brojeva ureden, tocnije
koristi ¢injenicu da svaki neprazan podskup prirodnih brojeva ima najmanji element. Me-
toda se koristi pri dokazivanju da ne postoji prirodan broj koji zadovoljava neko svojstvo.
Proces dokazivanja sastoji se od pretpostavke da postoji neko rjeSenje te konstruiranja ma-
njeg rjeSenja pomocu te pretpostavke. Postupak bi trebali moci primjenjivati beskonacno
mnogo puta, no kako skup prirodnih brojeva ima najmanji element to nije moguce. Dakle,
pretpostavka da postoji rjesenje je kriva. ViSe se detalja o ovoj materiji moze naci u [3].

Prije primjera, slijedi nekoliko teorema koji Ce se koristiti u daljnjem rjeSavanju.

Teorem 1.3.8. Sve primitivne Pitagorine trojke (x,y,z) u kojima je y paran, dane su for-

mulama:
x=m?—n?
y=2mn
z=m’+n?,

gdje vrijedi m > n i m,n su relativno prosti brojevi razlicite parnosti.
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Teorem necemo dokazivati, no dokaz teorema moze se pronaci na [3, Teorem 10.4].

Teorem 1.3.9. Neka su x,y relativno prosti prirodni brojevi, te neka je xy potpun kvadrat.
Tada su i brojevi x,y potpuni kvadrati.

Dokaz. U dokazu ovog teorema koristit cemo Fermatovu metodu beskonacnog spusta.
Pretpostavimo da postoje brojevi x,y # 1 takvi da je xy potpun kvadrat, te neka x nije
potpuni kvadrat. Dakle, x je djeljiv s barem jednim prostim brojem p i neka je x = p - k.
Tada p dijeli i potpuni kvadrat xy. Neka je xy = z°. Kako p dijeli lijevu stranu jednakosti,
tada dijeli i z2, a time dijeli i z. Tada postoji m € N takav da je z = pm. Po&etna jednakost
xy = z* sada postaje pky = p’m?, dijeljenjem s p dobivamo ky = pm?. Kako p dijeli
desnu stranu jednakosti, mora dijeliti i lijevu stranu, dakle dijeli ili £ ili y. Ne moze dijeliti
y jer u suprotnom x i y ne bi bili relativno prosti. Dakle, postoji n € N takav da vrijedi
k = pn. Tada jednakost ky = pm? postaje pny = pm?, to jest ny = m>. Brojeviniy su
relativno prosti jer x i y nemaju zajednickog djelitelja, a bilo koji djelitelj od n mora dijeliti
i x. Takoder n nije potpuni kvadrat jer bi tada i x = p?n bio potpuni kvadrat §to je kon-
tradikcija s pocetnom pretpostavkom. Dakle, pronasli smo manji par brojeva n,y za koje
vrijedi da je njihov umnoZzak potpuni kvadrat. Uzastopnim ponavljanjem ovog postupka,
pronasli bismo beskona¢no mnogo manjih brojeva koji zadovoljavaju uvjet, no kako je to
nemoguce, pretpostavka da postoje relativno prosti x, y koji nisu potpuni kvadrati, a njihov
umnozak jest, je kriva. O

U nastavku slijedi joS primjera dokazivanja pomocu Fermatove metode beskonacnog
spusta.

Teorem 1.3.10. Jednadzba
f+f=f

nema cjelobrojnih rjesenja razlicitih od nule.

Dokaz. Primjetimo kako je dovoljno dokazati da jednadZzba nema pozitivnih cjelobrojnih
rjeSenja jer ako postoje cjelobrojni brojevi x,y, z koji zadovoljavaju jednadZzbu, tada jed-
nadzbu zadovoljavaju i brojevi +x, +y, +z.

Pretpostavimo da su prirodni brojevi x,y, z rjeSenje dane jednadZzbe. Ideja dokaza je
pomocu brojeva x, y, z konstruirati nova, manja rjeSenja x’,y’, z7’.

Primjetimo da, ako postoje prirodni brojevi p, k, [ takvi da vrijedi x = p - k,y = p - [,
tada p* dijeli z2, pa slijedi da p? dijeli i z. Tada postoji prirodan broj m takav da je z = p*m.
UvrStavanjem u danu jednadzbu dobivamo

p4k4 + p4l4 — p4m2.
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JednadZbu moZzemo podijeliti s p*,
K+ =m

Dobili smo nova rjeSenja k, [, m koja su manja od pocetnog rjeSenja. Zakljucujemo brojevi
X,y su relativno prosti. Posebno, zakljucujemo da brojevi x i y nisu istodobno parni.

Pretpostavimo da su brojevi x, y oba neparni. Neparni broj na kvadrat daje ostatak 1 pri
dijeljenju s brojem 4 jer vrijedi

Qk+ 1Y =4k>+4k+1=1 (mod 4).

Tada je broj z paran, to jest z = 2n te vrijedi 22 = 4n> = 0 (mod 4). S druge strane
kao zbroj kvadrata dvaju neparnih brojeva z> = 2 (mod 4), a ne postoji prirodan broj koji
zadovoljava tu kongruenciju. Zaklju¢ujemo brojevi x, y nisu iste parnosti. Bez smanjenja
opcenitosti pretpostavimo da je x paran, a y neparan. Tada je i broj z neparan.

Brojevi x%,y? i z &ine jednu Pitagorinu trojku jer zadovoljavaju jednadZzbu

() +07)7 =2

Primjenom teorema 1.3.8 na Pitagorinu trojku (x?,y?, z) dobivamo da za m, n kao u tom
teoremu imamo:

¥ =m? -n?, (1)
y2 = 2mn, )
z=m +n’.

Iz jednakosti x*> + n> = m?, koja vrijedi zbog (1), dobivamo novu Pitagorinu trojku (x, n, m)
na koju ponovno primjenjujemo teorem o Pitagorinim trojkama,

x=a*-b°
n = 2ab, 3)
m=a*+ b 4)

1z (2), (3), (4) slijedi
y* =2mn = 4(a® + b*)ab.

Kako je y cijeli broj, y* je potpuni kvadrat. Zbog teorema 1.3.9 mora vrijediti i da su brojevi
a* + b?, a, b potpuni kvadrati. Slijedi
a=(x)*
b=
a+b =Y
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Dobili smo nova, manja rjeSenja koja zadovoljavaju jednadzbu (x)* + (y')* = (z’). Tako je
metodom beskonacnog spusta teorem dokazan.
O

Fermatov posljedni teorem, poznat i kao Fermatov veliki teorem, jedan od najpoznatijih
matematickih problema. Vrlo je jednostavnog iskaza, no nije bio dokazan sve do 1995.
kada je Andrew Wiles?> dokazao navedeni teorema. Povijesni pregled pronalaska dokaza
moZze se pronaci na [7]. Slijedi iskaz slavnog teorema.

Teorem 1.3.11 (Fermatov veliki teorem). Jednadzba

n ' n

X'+y'=z
nema cjelobrojnih rjeSenja razlicitih od nule za n > 3.

U sljedecem korolaru dokazuje se poseban sluc¢aj Fermatovog posljednjeg teorema za
n=4.

Korolar 1.3.12. Jednadzba
oy y4 _ A

nema cjelobrojnih rjesenja razlicitih od nule.

Dokaz. Teorem 1.3.10 pokazao je kako suma Cetvrtih potencija dvaju brojeva ne moze
biti kvadrat nekog broja, pa slijedi da ni Cetvrta potencija nekog broja ne moZe biti suma
Cetvrtih potencija dvaju brojeva. O

Sljedeca propozicija, koja se takoder dokazuje Fermatovom metodom beskonac¢nog
spusta, govori o nerjesivosti joS jedne diofantske jednadzbe u prirodnim brojevima.

Propozicija 1.3.13. JednadZba
o=

nema cjelobrojnih rjesenja razlicitih od nule.

Dokaz. Kao i u teoremu 1.3.10, dovoljno je dokazati da jednadzba nema pozitivnih cjelo-
brojnih rjeSenja. Pretpostavimo da postoje prirodni brojevi x, y, z koji zadovoljavaju danu
jednadzbu. Slijedeci iste argumente kao u teoremu 1.3.10, x,y,z su u parovima relativno
prosti. Kako je x* — y* = z2 > 0, vrijedi x > y. Promatrajmo dva sludaja, kada je z paran i
kada je z neparan.

Prvi slucaj
Neka je z neparan. Tada broj y mora biti paran. U suprotnom bi, zbog kongruencije z>+y* =

2 Andrew Wiles, (roden 1953., Cambridge), engleski matematicar
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1 +1 (mod 4), x* pri dijeljenu s 4 davao ostatak 2 $to je nemoguce. Primjetimo, (z, y?, x*)
je Pitagorina trojka sa parnim y*>. Primjenom teorema 1.3.8 za m,n kao u tom teoremu,
dobivamo

z=m’-n’
y* = 2mn (1)
x=m? +n? 2)

1z (2) slijedi da je trojka m, n, x Pitagorina trojka. Bez smanjenja opéenitosti pretpostavimo
da je n paran. Dobivamo novi sustav

m=a* - b
n=72ab
x=a>+b?

Uvrstavanjem u (1) dobivamo y* = 4ab(a®> — b*). Kako je y paran jednadZbu moZemo
zapisati kao (%)2 = ab(a* - b*). Brojevi a, b su relativno prosti, pa su i brojevi a, b, (a*> — b?)
u parovima relativno prosti. Iz teorema 1.3.9 slijedi da su brojevi a, b, (a*> — b*) potpuni
kvadrati. MoZemo ih zapisati kao

a= (a/)Z
b= (b/)2

@b = ()

Dobivamo jednadzbu (a’)* — (b’)* = (¢’)?, a time i nova manja rjeSenja a’, b’, ¢’ koja zado-
voljavaju danu jednadzbu.

Drugi slucaj
Neka je z paran. Tada iz Pitagorine trojke (z,y%, x*), gdje vrijedi m > n i m, n su relativno
prosti brojevi razlicite parnosti, dobivamo

V= m? -

z=2mn
2 =m’+n’

Tada je (xy)> = m* — n* novo, manje rjeSenje pocetne jednadzbe.

Teorem 1.3.10 i propozicija 1.3.13 imaju i svoju geometrijsku interpretaciju.
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Primjer 1.3.14. PokaZimo da ne postoji pravokutan trokut kojemu su duljine stranica pri-
rodni brojevi i Cija je povrsina jednaka povrsini kvadrata Cija je duljina stranice takoder
prirodan broj.

Neka su a, b duljine kateta pravokutnog trokuta i ¢ duljina hipotenuze, a duljina stranice
kvadrata neka je jednaka d. Tada imamo sustav

at+b*=c, (1)
ab
— =4 2
5 =d )

Kvadriranjem (1) dobivamo jednakost
a* +2a’b* + b* = .
Jednakosti dodamo i oduzmemo 2a?b?, pa dobivamo
¢t =a* - 28’0 + 4a°b* + b* & ¢ — (2ab)’ = (a® - b*)
Iz posljednje jednakosti, koriStenjem (2), dobivamo
¢~ 16d" = (@ - 1) .

Sada mozemo uvesti supstitucije x = ¢, y =2d, z= a*— b*>. Time smo problem sveli
na jednadzbu x* — y* = 72, koja nema rjeSenja u prirodnim brojevima. Tako je nasa tvrdnja
dokazana.

Pogledajmo 1 sljedeéi zadatak koji se rjeSava sliéno kako smo dokazali tvrdnju u pret-
hodnom primjeru.

Zadatak 1.3.15. MoZe li pravokutan trokut, kojemu su duljine stranica prirodni brojevi,
imati dvostruku povrsinu kao kvadrat kojemu su duljine stranica prirodni brojevi?

Rjesenje. Neka su a, b duljine kateta pravokutnog trokuta i ¢ duljina hipotenuze, a duljina
stranice kvadrata neka je jednaka d. Tada imamo sustav

a* + b =2, (1)
ab
— =24 2
> ()

Kvadriranjem (1) dobivamo

a*+2a*b*+b* = ¢* © b*+d*b? = *-d*(P+b?) © bH+ad*h? = A(P-adb) o b +dPb? = b
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Ako u posljednjoj jednakosti stavimo ab dan preko (2), dobivamo
b* + 16d* = (bc)*.

Zatim uvodimo supstitucije x = b, y = 2d, z = bc. Time smo problem sveli na jed-
nadzbu x* + y* = 72, koja nema pozitivnih cjelobrojnih rjesenja. Dakle, ne postoji pravoku-
tan trokut kojemu su duljine stranica prirodni brojevi ¢ija je povrSina jednaka dvostrukoj
povrsini kvadrata Cija je stranica takoder prirodan broj.

O



Poglavlje 2

Primjene matematicke indukcije

U ovom poglavlju pokazujemo primjenu matematicke indukcije u Cetiri znacajna podrucja
matematike: kombinatorici, linearnoj algebri, dokazivanju identiteta i teoriji brojeva. Svi
primjeri u ovom poglavlju uzeti su iz [5], gdje se moZe pronaéi jo§ mnogo zanimljivih
primjera i dokaza.

2.1 Primjene matematicke indukcije u kombinatorici

U ovom ¢emo pododjeljku ilustrirati korisnost metode matemati¢ke indukcije na dva vazna
rezultata iz kombinatorike. Prvo dokazujemo tzv. Formulu ukljucivanja-iskljucivanja, a za-
tim tzv. Dirichletov princip. Posebno su ta dva rezultata Cesto koriStena prilikom rjeSavanja
zahtjevnijih kombinatornih zadataka koji se primjerice pojavljuju u srednjoskolskim natje-
canjima iz matematike.

Formula ukljuéivanja-iskljucivanja

Kardinalitet skupa A je broj elemenata tog skupa, te se oznaCava s |A|. Neka je {A4,...,A,}
familija konacnih skupova. Kardinalitet unije tih skupova ovisi o tome jesu li skupovi
medusobno disjunktni. Ako su svi skupovi medusobno disjunktni primjenjujemo princip
sume, to jest

Ay U UA,| = A1 + -+ [Al.

Ako skupovi medusobno nisu disjunktni koristimo formulu ukljucivanja-iskljucivanja, koja
se skra¢eno oznacuje kao FUI,

= Z|A,-|—Z|A,-mA,-|+ Z AN A NAl =+ DA N N4,

i i<j i<j<k

A U---UA,

Krace zapisano, teorem glasi:

19
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Teorem 2.1.1 (Formula ukljucivanja-iskljucivanja). Neka je {A, ..., A,} familija konacnih
skupova, te neka je N = {1, ...,n} skup indeksa. Tada formula ukljucivanja-iskljucivanja

glasi
UA,-‘ - Z (=11 ﬂAi'.
i=1

0+ICN iel

Dokaz. Dokaz je napisan po uzoru na [8]. Lako se vidi da formula vrijedi zan = 1,

2, DA =)
}

0+IC{1

U daljnjem dijelu dokaza takoder je bitno da formula vrijediizan = 2,

[AuAl= Y (! ﬂA,-‘:|A1|+|A2|—|AlnA2|.

0#1<{1,2} iel

Jednakost se moZe provjeriti prikazivanjem dvaju skupova pomocu Vennovih dijagrama.
Ako prebrojimo elemente oba skupa, njihov presjek prebrojati cemo dva puta. Stoga je
konacni rezultat zbroj kardinaliteta oba skupa umanjen za kardinalitet njihova presjeka.

A, Ay

Slika 2.1: Presjek dvaju skupova

Pretpostavimo da teorem vrijedi za n — 1 skupova. Dokazujemo da teorem vrijedi i za n
skupova. Imamo,

OA,.' = (Ul A,-] UA,
i=1 i=1

Sada imamo dva skupa, te moZemo primjeniti formulu ukljucivanja-iskljucivanja,

OA,.‘ = (OA,-] NA,
i=1 i=1

n—

UAi‘+
1

i=

A
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Presjek unija moZe se zapisati kao unija presjeka, slijedi

i‘ = i - O(Ai N A
i=1

UA + A
i=1

Radi lakSeg razumijevanja, uvedimo supstituciju B; = A; N A,,. Slijedi,

i':

i=1 i=1

i=1

n—1 n—1
= UB['.
i=1
Neka je M = {1,...,n — 1} skup indeksa. Primijenimo pretpostavku indukcije,

Jal= 3 eom|af - 3 o) Q

0#£IcM i€l 0+JCM ieJ

Primjetimo da Vrljedl,

-,

0+JcM

M= > enep

ieJ 0+JM

M= > e

ieJ 0+JM

ﬂB,.‘.

ieJ
Sada moZemo vratiti supstituciju,

ﬂBi = ﬂ(A,-mA,,) = (ﬂAiJnAn = ﬂ A,

ieJ ieJ ieJ ieJu{n}

Izraz (+) moZemo zapisati kao

DN

Naf+iad+ Y 07 ) 5]

0+ICM iel 0+JM ieJuin)
Napravimo supstituciju J U {n} sa I. Podsjetimo se N = {1, 2, ..., n}. Dakle,
‘ DDA+ A+ Z (- 1)"'1ﬂA‘

0+IcM iel n}#ICN iel

U bazi indukcije smo pokazali da se formula moZe primijeniti i na samo jedan skup. Slijedi,

- g

0+IcM

A+

iel

Z (-

Q+IC{n

ﬂA‘ Z (—1)f! ﬂA‘

i€l n}#ICN iel

Kako se sve sume sastoje od istih ¢lanova, mozemo ih spojiti u jednu sumu.
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ﬂAi'.

iel

Jaf= 3 e

i=1 0+ICN

Dakle, prema principu matemati¢ke indukcije formula ukljucivanja-isklju¢ivanja moZze se
primijeniti na svaku n—c¢lanu uniju skupova, gdje je n prirodni broj.
]

Dirichletov princip

Dirichletov princip', poznatiji pod nazivima “princip golubinjaka” ili "princip kutija”, je-
dan je od najpoznatijih i veoma korisnih principa u rjeSavanju razlicitih problema u kom-
binatorici. Radi njegove jednostavnosti, ali velike moci, Cesto se koristi na natjecanjima iz
matematike u osnovnoj i srednjoj Skoli. Iako se naj¢eSée dokazuje svodenjem na kontra-
dikciju, moguce ga je dokazati pomo¢u matematicke indukcije.

Teorem 2.1.2. Neka je n prirodan broj. Ako u n kutija rasporedujemo vise od n predmeta,
tada barem jedna kutija sadrZi barem dva predmeta.

Dokaz. Za n = 1, dva ili viSe predmeta stavljamo u jednu kutiju, pa je baza indukcije
zadovoljena. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N. U koraku indukcije imamo
viSe od n + 1 predmeta koja moramo rasporediti u n + 1 kutiju. Neka je N broj predmeta.
Ako kutije poredamo i ozna¢imo brojevima od 1 do n + 1, za kutiju rednog broja (n + 1)
imamo 3 mogucnosti:

1° Kutija je prazna.
Kako je N > n + 1 > n, na preostale kutije moZemo primijeniti pretpostavku induk-
cije. To jest u barem jednoj od prvih n kutija nalaze se 2 ili viSe predmeta.

2° U kutiji se nalazi to¢no jedan predmet.
Budu¢i da vrijedi N > n + 1, tada vrijedi i N — 1 > n. Dakle, na prvih n kutija
moZemo primijeniti pretpostavku indukcije. Zaklju¢ujemo, u barem jednoj od prvih
n kutija nalaze se 2 ili viSe predmeta.

3° U kutiji se nalaze dva ili viSe predmeta.
Tada je tvrdnja teorema ocito valjana.

Time je dokaz teorema matemati¢kom indukcijom gotov.

!Peter Gustav Lejeune Dirichlet, (1805. Diiren - 1859. Gottingen), njemacki matematic¢ar
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U nastavku navodimo nekoliko zadataka s drzavnih natjecanja u osnovnoj 1 srednjoj
Skoli u kojima se, prilikom rjeSavanja, koristi Dirichletov princip. Princip rjeSavanja prika-
zat ¢emo na jednom primjeru, a rjeSenja ostalih zadataka mogu se pronaci na [10].

DrZavno natjecanje 2018., 6. razred osnovne skole

Zadatak 2.1.3. Na Zupanijskom natjecanju iz matematike od 4. do 8. razreda sudjelovalo
je 2018 ucenika. Svaki je natjecatelj roden jedne od ovih godina: 2007., 2006., 2005.,
2004. i 2003. (2004. godina je bila prijestupna.)

a) DokaZi da postoje barem dva natjecatelja rodena iste godine, istog mjeseca u toj
godini i istog dana u tom mjesecu.

b) DokaZi da postoji najmanje 6 natjecatelja koji su rodeni istog mjeseca i istog dana u
tom mjesecu.

DrZavno natjecanje 2013., 8. razred osnovne skole

Zadatak 2.1.4. Unutar kvadrata Cija je stranica duljine 1 dm nalazi se 110 tocaka. DokaZi
da postoji krug polumjera 1/8 dm unutar kojeg se nalaze barem 4 zadane tocke.

DrZavno natjecanje 2020., 3. razred srednje skole

Zadatak 2.1.5. Dana su Cetiri razlicita realna broja iz intervala {0, 1). DokaZi da medu
njima postoje dva broja, x i y, takva da vrijedi

1
O<x\/1—y2—y\/l—x2<§.

DrZavno natjecanje 2012., 4. razred srednje skole

Zadatak 2.1.6. Za dva polja tablice 10 X 10 kaZemo da su prijateljska ako imaju barem
Jjedan zajednicki vrh. U svako polje tablice upisan je po jedan prirodni broj manji ili jednak
10, tako da su brojevi u prijateljskim poljima relativno prosti. DokaZi da postoji broj koji
se pojavljuje u toj tablici barem 17 puta.

Rjesenje. Danih 100 polja mozemo podijeliti u 25 grupa od 4 polja. U svakoj grupi moze
se nalaziti najviSe jedan broj djeljiv s 2 i najviSe jedan broj djeljiv s 3, u suprotnom, brojevi
u prijateljskim poljima ne bi bili relativno prosti. ZakljuCujemo da je najviSe 50 brojeva
djeljivo s 2 ili 3, te da nam preostaje 50 brojeva koji su jednaki 1,5 ili 7. Tada se, prema
Dirichletovom principu, barem jedan od tih brojeva pojavljuje najmanje 17 puta. O
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2.2 Matematicka indukcija u dokazima raznih identiteta

U ovom ¢emo odjeljku ilustirati metodu dokazivanja matemati¢kom indukcijom na nekim
zanimljivim i vaZznim matematickim identitetima. Prvo dokazujemo jednu lemu o binom-
nim koeficijentima, a onda pomoc¢u nje dajemo dokaz poznatog Pascalovog identiteta me-
todom matematicke indukcije. Jos dokazujemo dva identiteta o binomnim koeficijentima,
jedan je Eulerov i drugi Lagrangeov. Nakon toga dokazujemo poznatu De Moivreovu for-
mulu. Na kraju se ukratko bavimo tzv. Bernoullijevim brojevima Sto ¢e nam omoguciti
formulirati teorem koji daje vaznu Faulhaberovu formulu.

Identiteti s binomnim koeficijentima

Binomni koeficijenti dobili su svoje ime jer se pojavljuju kao koeficijenti u binomnom
teoremu, no zbog svoje velike vaZnosti u kombinatorici najceSée se definiraju kao broj
k—clanih podskupova n—c¢lanog skupa.

Definicija 2.2.1. Za nenegativne cijele brojeve n i k, binomni koeficijent (Z) je broj k-clanih
podskupova n-clanog skupa.

Propozicija 2.2.2. Za cijele brojeve 0 < k < n vrijedi

(n) B n!
k] kln=k)!

Dokaz. Broj naCina na koji mozZemo izabrati k-Clani podskup n—¢lanog skupa i nakon toga
jedan element tog podskupa je (Z) - k. Isto tako, prvo moZemo izabrati jedan element

n—clanog skupa, a zatim k—Clani podskup od ostatka na # - (Z:}) nacina.
Dakle, vrijedi
n n—1
HES
to jest
n\ n (n—1
k] k \k-1)
Ponavljanjem postupka dobivamo
n\ n n-1 n-k+1 nn-1)---(n-k+1) n!
k| k k-1 1 k! S kl(n -k

Lema 2.2.3. Neka su cijeli brojevi n, k takvi da vrijedi 0 < k < n — 1, tada vrijedi
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L () = 7).

2. (”) = %(kfl), zal <k<n,

3 (1) =400)

Dokaz. Tvrdnje dokazujemo primjenom propozicije 2.2.2.

1.
n\ n! B n-(n-1) _n (n-1
k]  kKln-k)! -k -(n—-k-D%k' n-k\ k
2.
n\ n! _n—k+1 n!
k] kKln-k! n-k+1 k-(k—=D! (n—-k)!
_n—k+1 n! _n—k+1 n
k k-Dn-k+1! k& \k-1
3.

(n) B n! _ n(n-1! B E(" — 1)
k] kin—=k)! k(k-Dln—-k! k\k—1

O

Teorem 2.2.4 (Pascalov identitet). Neka su n i k prirodni brojevi za koje vrijedi n > k.
Tada vrijedi identitet
n+1\ (n N n
k) \k) \k-1)

Dokaz. ldentitet ¢emo dokazati matematiCkom indukcijom po n za fiksni k. Zan = k

vrijedi
k+1 k k
( r )_(k)+(k_1)@k+1_1+k,

pa je baza indukcije zadovoljena. Pretpostavimo da za neki n > k vrijedi identitet. Potrebno
je dokazati da tada vrijedi
n+2) (n+1 N n+1
k] \ k k-1)

Na lijevu stranu jednakosti primijenimo prvu stavku leme 2.2.3, pa pretpostavku indukcije.

Slijedi (Z) ’ (k : 1)] |

n+2_ n+2 (n+1 3 n+2
k| n+2-k\ k | n+2-k
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Primjenom druge stavke leme 2.2.3 dobivamo

k] " n+2-k

n+2 n+2
n+1 k n+1 k-1

n+1—k(n+1)+n+1—(k—1)(n+1)

Raspisivanjem jednakosti dobivamo

n+2)_(n+2)(n+1—k)(n+1 1 (n+1 n+1
k)T mr2—0n+ D\ & +n+1k—1+k—1)'

Primjenom druge stavke leme 2.2.3 slijedi
n+2) (m+2)n+1-k(n+l N k n+1 N n+1
k)] m+2-kn+1D\ k m+Dn+2-k\ k k—1)
Imamo
n+2) (n+1 N n+1
k) \ k k—1)

Sto smo 1 htjeli dobiti. Time je tvrdnja dokazana pomodu principa matematicke indukcije.
]

Teorem 2.2.5 (Eulerov identitet). Za sve nenegativne cijele brojeve m, n, p vrijedi
2]
T \i\p i P

Dokaz. Tvrdnju ¢emo dokazati matematickom indukcijom po novoj varijabli k definiranoj
kao k = m + n. Za k = 0 mora vrijediti i m = n = 0, pa imamo

2062 )-0)

Za p = 0, suma se sastoji samo od jednog ¢lana (8)(090) =1, a1 za lijevu stranu jednakosti

vrijedi (8) = 1, pa je jednakost istinita. Ako je p > 0, svi su binomni koeficijenti oblika (?)
gdje je i > 0, a time 1 jednaki 0, pa je jednakost istinita. Time je dokazana baza indukcije.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki k > 0, to jest da tvrdnja vrijedi za sve m,n > 0
gdje je m + n = k1zasvaki p > 0. Potrebno je dokazati da tada vrijedi i

2L
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Na lijevu stranu jednakosti primijenimo Pascalov identitet, slijedi

)G

Sada moZemo primijeniti pretpostavku indukcije, imamo

)=S0 S0 )
S B o/ N |

Ponovo mozemo primijeniti Pascalov identitet, slijedi

)=l 2 - 20

Time je zavrSen dokaz identiteta pomocu principa matematicke indukcije. O

Slijedi

Teorem 2.2.6 (Lagrangeov identitet). Za nenagativni cijeli broj k vrijedi
2%\ < (k)
()= 200

Dokaz. Prema teoremu 2.2.5 zam = n = p = k vrijedi

2%\~ (K\( k
()= 2002
Iz propozicije 2.2.2 slijedi (1:) = (k]i l.), pa je identitet dokazan. |

De Moivreova formula

Kompleksni broj x + yi moZzemo zapisati i u trigonometrijskom obliku r(cos ¢ + isin ¢),
gdje je r udaljenost tocke (x,y) od ishodiSta kompleksne ravnine, a ¢ kut koji duzina koja
spaja tocku (x,y) sa ishodiStem zatvara s pozitivnim smjerom osi x. Iduci teorem govori
o formuli koja olakSava potenciranje kompleksnih brojeva zapisanih u trigonometrijskom
obliku. Teorem je dobio naziv prema francuskom matemati¢aru Abrahamu de Moivreu?.

2 Abraham de Moivre, (1667. Vitry-le-Frangois - 1754. London), francuski matematicar
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Teorem 2.2.7. Neka je ¢ realan broj. Za svaki prirodan broj n vrijedi
(cos ¢ + isin@)" = cos (ng) + i sin (ng).

Dokaz. Tvrdnja o€ito vrijedi za n = 1. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki k € N, to
jest da vrijedi
(cos ¢ + isin ¢)k = cos (k¢) + i sin (ko).

Zelimo dokazati da tvrdnja vrijedi i za k + 1. Vrijedi
(cos ¢ + isin@)**! = (cos ¢ + isin ¢)* - (cos ¢ + i sin ¢).
Koristenjem pretpostavke indukcije te mnoZenjem dobivamo
cos(ng) cos ¢ + i sin ¢ cos(ne) + i sin(ng) cos ¢ + i sin(ne) sin ¢.
Sada moZemo iskoristiti sljedece trigonometrijske identitete:

sin(x + y) = sinxcosy + cos xsiny,

cos(x + y) = cos xcosy — sin x sin y.
KoriStenjem navedenih identiteta dobivamo
cos((n+ 1)p) +isin((n+ 1)¢p).

Time je, pomocu principa matematicke indukcije, dokazana De Moivreova formula. O

Bernoullijevi brojevi i Faulhaberova formula

Definicija 2.2.8. Bernoullijevi brojevi B, su brojevi koji su rekurzivno zadani formulom

n—1
-1 n+1
B, = E B
n+1j:0( j )J

gdjeje Bo=1in>1.

Prvih nekoliko Bernoullijevih brojeva je B = —1,B, = ,B3 = 0,B; = 33, Bs =
0,B¢ = %. Bernoullijevi brojevi koriste se pri racunanju sume potencija prirodnih brojeva

te pri razvoju nekih funkcija u Taylorov red.

Definicija 2.2.9. Funkciju f(x) = X2, cnﬁ—'; nazivamo eksponencijalna funkcija izvodnica
niza (c,).
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Pogledajmo razvoj funkcije f(x) = == u Taylorov red oko tocke xo = 0:

)c_ll_i_lx2 1x4+1x6+
er—1 2x 6 2! 30 4! 42 6!

Mozemo primijetiti da se u razvoju pojavljuju Bernoullijevi brojevi. 1z tog razloga isti se
u literaturi Cesto pojavljuju definirani pomocu eksponencijalne funkcije izvodnice niza.

Definicija 2.2.10. Bernoullijevi brojevi su koeficijenti eksponencijalne funkcije izvodnice

x _ - n_T-
er—1 ~ n!

Za prirodne brojeve m 1 n definirajmo s,,(n) kao

s,(1) = Zim = 1" £ "

i=1

Problem eksplicitnog raCunanja vrijednosti s,,(n) zanimljiv je sam za sebe, ali i zbog
koriStenja u nekim drugim zadacama i problemima. Dokazimo ovdje jednu zanimljivu
¢injenicu o tim sumama.

Propozicija 2.2.11. Za svaki m > 0, s,,(n) je polinom stupnja (m + 1) u varijabli n, gdje je
njegov slobodni ¢lan jednak 0.

Dokaz. Dokazimo tvrdnju pomodu principa jake matematicke indukcije. Za m = 0 vrijedi

n

so(n) = Z i =n,

i=1

Sto je polinom prvog stupnja bez slobodnog ¢lana.

Pretpostavimo da je za svaki k = 0, 1, ...m, s(n) polinom stupnja (k + 1) sa slobodnim
¢lanom 0, gdje je m nenegativan cijeli broj. Zelimo dokazati da je s¢.1(r) polinom stupnja
k + 2 bez slobodnog ¢lana. Primjetimo,

n+l n

Z 2 Z 2 (n + l)k+2’ (*)

i=1 i=1
Umanjenik moZemo zapisati kao

n+l n+l n

Z 2 ka2 Z 21 4 Z(i n 1)k+2.
i=2 i=1

i=1
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Koristimo binomni poucak
n n k+2
k+2 .
1+ ) (+D"? =1+ ( - )ik+2‘f .

Sada moZemo zamijeniti redoslijed suma. Primijetimo kako binomni koeficijent (/”.2) ne

J
ovisi o i, pa mozZe izaci iz sume. Dakle, imamo
n k+2 k+2 n
k+2 . k+2 .
1+ ( _ )ik+2‘f =1+ ( _ ) i,

Lijevu stranu zapisujemo kao

k+2 k+2
k+2 k+2 k+2
1+ s _~(n):1+( )s (n) + ( . )s _i(n).
;( j ) k+2—j 0 k+2 ; j k+2—j
Vracanjem u (x) dobivamo
k+2
k+2
1 + sp40(n) + Z ( . )sk+2—j(n) — Spa(n) = (n+ 12,
R
1 zatim o
+
k+2
I+ Z( . )Sk+2—j(n) = (n+ 1),
A
Sto je ekvivalentno
k+2
k+2
(k+ Dsiaa(m) = (1 + 1} =13 ( ) )sk+z_,~(n).
=2

Desna strana jednakosti, prema pretpostavci indukcije, sadrzi sumu polinoma stupnja
manjeg ili jednakog (k + 2) kojima je slobodni ¢lan jednak nula. Prema principu jake
matematicke indukcije, za svaki m > 0, s,,(n) je polinom stupnja (m + 1) bez slobodnog
Clana. O

Kao ilustraciju gornje propozicije navodimo precizno vrijednosti s,,(n) za prvih neko-
liko m. Primjenom jednakosti iz propozicije 2.2.11 imamo
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SO(")_n’
nn+1)
si(n) = 3 s
3w o
sz(n) ?+E+6,
n*(n + 1)?
s3(n) = — - (Sl(n))z,
") 115_|_114_|_n3 n
san) = — + — + — — —,
N 57273 30
()_n6+n5 5n* n?
SWEE T T T 12

Na primjer, pokazimo kako dobiti s,(n) iz so(n) 1 s;(n). Za k = 1 imamo

3
3 =+ 1 =1-3" (j.)sz_](n),

=2

3s5(n) =n* +3n* +3n+1-1- ((3)s1(n) + (g)so(n)) ,

3 +1
3sz(n):n3+3n2+3n—n(+)—n,
2n® +6n° +6n-3n*-3n-2n
3s55(n) = ,
2
3w on
= —+—=—+-.
$2(n) 3 ) 5

Sljedeci teorem joS se naziva i Faulhaberova formula prema njemackom matematicaru
Johannu Faulhaberu®. U njoj se pomo¢u Bernoullijevih brojeva lako ekspliticitno raunaju
sume s,,(7).

Teorem 2.2.12. Za prirodne brojeve k i n vrijedi

1 O(k+1
— . k+1-j
si(n) 1 j:EO ( j )B.,(n +1) .

Mi ovdje ovaj teorem neemo dokazivati, no dokaz se moze pronaci u [4, Poglavlje 6.5].

3Johann Faulhaber, (1580. Ulm - 1635. Ulm), njemacki matematicar
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2.3 Primjena matematicke indukcije u teoriji brojeva

Egipatski razlomci

Egipéani su sve razlomke, osim razlomka % zapisivali kao zbroj razlomaka s brojnikom
1, to jest jedini¢nim brojnikom. Razlomak % nisu zapisivali u tom obliku jer su koristili
Cinjenicu da se % od 1 moZe izraCunati kao

21 1 1
30 e
Zapis razlomka u egipatskom obliku nazivamo egipatski razlomak. Jedan od najpozna-
tijih matematic¢ara srednjeg vijeka, Fibonacci*, osmislio je algoritam za zapisivanje razlo-
maka u egipatskom obliku u svojoj knjizi Liber Abaci. Kasnije, u 19. stoljecu, algoritam je
koristio i engleski matemati¢ar Sylvester’. U njihovu &ast, algoritam se naziva Fibonacci-
Sylvesterov algoritam.
Algoritam koristi funkciju najmanje cijelo od broja x, poznata kao i ”’strop” od x, ¢ija
je definicija sljedeca:

Definicija 2.3.1. Funkcija najmanje cijelo od x svakom realnom broju x pridruZuje naj-
manji cijeli broj veci od ili jednak x. Funkciju oznacavamo kao [x].

Fibonacci-Sylvesterov algoritam se sastoji od toga da se uzme zadani razlomak § 1od
njega oduzme razlomak % Ta razlika preuzima ulogu poCetnog razlomka 1 postupak se

ponavlja sve dok razlika I;ije jednaka nuli. Konacno, egipatski zapis tog broja bit Ce jed-

1

nak zbroju svih razlomaka oblika 4] koriStenih u algoritmu. Ukoliko je zadani razlomak

[?
nepravi, to jest brojnik je veéi od nazivnika, razlomak se prvo svede na zbroj cijelog broja

1 pravog razlomka, te se dani algoritam primjenjuje na preostali razlomak. PokaZimo kako
algoritam funkcionira za broj .

[zracunajmo prvu razliku,
7 1 7 1 5

16 [ie] " 16 3 48
7
Razlika nije jednaka 0, pa nastavljamo postupak,

5 1 5 1 1

48 [%1:48 10 ~ 240°

4Leonardo Fibonacci, (1170. Pisa - 1250. Pisa), talijanski matematicar
>James Joseph Sylvester, (1814. London - 1897. London), engleski matematicar
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Nakon jos jednog ponavljanja postupka, dolazimo do razlike 0,

1 11 1
240_[40]_240_240_

Dakle, razlomak se u egipatskom zapisu moZe zapisati kao % =14

1
=3 + =

i
10 " 240°

Teorem 2.3.2. Svaki pozitivan racionalni broj § moZe se zapisati kao konacni zbroj je-
dinicnih razlomaka.

Dokaz. Pretpostavimo da je racionalni broj § pravi razlomak. U suprotnom, moZe se rasta-
viti na zbroj cijelog broja i pravog razlomka, te se postupak nastavlja s pravim razlomkom.
Tvrdnju ¢emo dokazati jakom indukcijom po broju p € N. Za p = 1, razlomak je veé
zapisan u Zeljenom obliku, pa je tvrdnja istinita. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki
k € N. Potrebno je dokazati da tvrdnja vrijediiza p = k+ 1. Vrijedi

k+1 k 1
— ==+ -
q q 4
Kako se prema pretpostavci indukcije razlomak § moze zapisati kao konacan zbroj je-

dini¢nih razlomaka slijedi da se i razlomak "*Tl moze zapisati kao konacan zbroj jedini¢nih
razlomaka. Time je, pomoc¢u metode matematicke indukcije, teorem dokazan.
O

Pellova jednadzba

Sljedeca jednadzba jedna je od najpoznatijih diofantskih jednadzbi. Ime je dobila po engle-
skom matematicaru Pellu®. Pokazat ¢emo da jednadzba ima beskonaéno mnogo rjeSenja u
skupu prirodnih brojeva.

Definicija 2.3.3. Diofantska jednadzba
¥ —dy* =1
gdje je d € N i d nije potpun kvadrat zove se Pellova jednadZba.

Uredeni par (x;,y1), x; = min{x,, x, € N},y; = min{y, : y, € N} koji zadovoljava Pel-
lovu jednadZbu naziva se najmanije rjeSenje Pellove jednadzbe. Cesto se najmanje rjefenje
naziva i fundamentalnim rjeSenjem jednadzbe.

John Pell, (1611. Southwick - 1685. Westminster), engleski matematicar
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Teorem 2.3.4. Ako je (x1,y1) najmanje rjesSenje Pellove jednadZbe u prirodnim brojevima,
onda su sva rjesenja jednadZbe dana s (x,,y,) zan € N, gdje su x, i y, prirodni brojevi
definirani s

X + Yo Vd = (x1 + y; Vd)". 2.1)

Dokaz. Kako bi dokazali tvrdnju moramo dokazati da tako definirani brojevi zadovoljavaju
Pellovu jednadzbu te da ne postoje brojevi razli¢itog oblika koji ju zadovoljavaju. Mate-
matickom indukcijom pokaZimo da brojevi definirani na taj nacin zadovoljavaju Pellovu
jednadzbu.

Baza indukcije je ocito zadovoljena. Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi

Xi—dyizl, xn+yn\/c_1:(xl+yl\/2)n-
Zelimo dokazati da brojevi (x,+1, Yx+1) definirani kao
Xnt1 + Yns1 Vd = (x1 + 1 ‘/E)"H,
zadovoljavaju Pellovu jednadzbu. 1z pretpostavke indukcije slijedi
Xt + Yot Vd = (x1 + 31 V)™ = (6, + 3, V) (x1 + 1 V).
72 X1, yn+1 definirane kao
Xn+1 = X1 Xy + ylynd
Yn+l = XpY1 + X1Yn
vrijedi
Xopr = AV = X105 = yid) = yid(x; = yud) = xi = yid = 1.
Pomocu principa matematicke indukcije zaklju¢ujemo da za svaki n € N, brojevi (x,, y,)
definirani kao u navedenom jesu rjeSenja Pellove jednadzbe.
Jos je potrebno pokazati da ne postoje druga rjeSenja. Pretpostavimo da je (s, 7) rjeSenje

Pellove jednadzbe koje ne zadovoljava danu jednakost. Kako mora vrijediti x, +y; Vd > 1
i s+tVd > 1tada postoji m € N takav da vrijedi

(x1 +y; Vd)" < s +tVd < (x, + V1 Vady.
Nejednakost pomnozimo s (x; — y; Vd)™, slijedi
1< (s+t\/3)(x1 -V \/C_i)m < Xx1+y \/E

Uvedimo a,b € Z takve dajea + b Vd = (s + t Vd)(x; — Y1 Vdy" = (s + t Vd)(x,, — Vi Vd).
Tada je a* —db* = (s> —di*)(x; —dy?) = 1, §to znali da je (a, b) rjeSenje Pellove jednadZbe,
ali a + bVd < x; + y; Vd §to je kontradikcija s minimalno$¢éu rjesenja (x;, y;). Dakle, ako
je (x1,y1) rjesenje Pellove jednadZbe sva rjeSenja jednadzbe definirana su s x, + y, Vd =
(x1 + y1 Va)". O
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U teoremu 2.3.4 pokazali smo da ako postoji fundamentalno rjeSenje jednadzbe, tada
postoji beskonacno mnogo rjeSenja i kako ih izracunati. Prirodno se namecu pitanja kako
odrediti fundamentalno rjesenje i postoji li ono uvijek. Jedan nacin racunanja fundamen-
talnog rjeSenja je uvrStavanjem vrijednosti y = 1,2, ... u jednadzbu i provjeravanjem je li
dy” + 1 potpuni kvadat, no takav nacin ratunanja oduzima puno vremena. Sljedeéi teorem,
¢iji se dokaz moze pronaci u [3, Teorem 10.10], govori nam kako uvijek postoji rjeSenje
Pellove jednadZbe u skupu prirodnih brojeva.

Teorem 2.3.5. Pellova jednadzba x* — dy* = 1 ima barem jedno rjesenje u prirodnim

brojevima x i y.

2.4 Primjena matematicke indukcije u linearnoj algebri

Do sada smo matematicku indukciju koristili samo nad skupom prirodnih brojeva, no ona
se moZe koristiti na bilo kojem dobro uredenom skupu. Jedna vrsta matematicke indukcije
koja se koristi na takvim skupovima naziva se transfinitna indukcija. Kako bi definirali
transfinitnu indukciju potrebno je uvesti nekoliko drugih pojmova.

Definicija 2.4.1. Relacija na skupu A je bilo koji podskup Kartezijevog produkta A X A.

Definicija 2.4.2. Neka je A skup i neka je < binarna relacija na A. Kazemo da je < relacija
parcijalnog uredaja ili jednostavnije parcijalni uredaj ako vrijedi:

a) refleksivnost (Vx € A) x < x,

b) antisimetricnost (Vx,y € A) ((x <SyAY=x)=>(x= y)),

c) tranzitivnost (Vx,y,z € A) ((x SYyAYy<z7=>x= z).

Skup A zajedno s parcijalnim uredajem < zove se parcijalno uredeni skup.

Definicija 2.4.3. Neka je < relacija parcijalnog uredaja na skupu A. Ako vrijedi
Mx,yeA) (x=yVy=<x),

onda < zovemo relacija totalnog uredaja ili totalni uredaj. Skup A zajedno s totalnim
uredajem < zovemo (totalno) uredeni skup.

Definicija 2.4.4. Neka je A totalno uredeni skup. KaZemo da je A dobro ureden ako svaki
neprazni podskup B C A ima minimum.
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Ako su a i b elementi nekog parcijalno uredenog skupa (A, <) i ako je istovremeno b < a
1b # apiSemo b < a. Za uvod u transfinitnu indukciju potrebna nam je i sljedeca oznaka.
Neka je (S, <) dobro ureden skup i r € §, ozna¢imo skup svih prethodnika elementa ¢ u
skupu S kao

segg(f) ={s€S :s<t}h

Teorem 2.4.5 (Transfinitna indukcija). Neka je A podskup dobro uredenog skupa S. Ako
za svaki s € S vrijedi
segg(s) CA = s €A,

tadaje A =S.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, to jest da za svaki s € § vrijedi segg € A = s € A, ali
A # §. Neka je B = S\A. Kako je § dobro ureden i B C S, B ima najmanji element,
oznacimo ga s b. Tada zbog pretpostavke vrijedi b € A, §to je kontradikcija. m|

Transfinitna indukcija koristi se u mnogim podru¢jima matematike poput teorije sku-
pova, topologije i analize. Jedna od njezinih najpoznatijih primjena je u dokazu Zornove
leme koja je ekvivalentna aksiomu izbora i ima mnoge vazne posljedice od kojih éemo
jednu i1 dokazati, no prvo uvodimo dva nova pojma.

Definicija 2.4.6. Neka je (A, <) parcijalno ureden skup i neka je S C A takav da za sve
x,y € S vrijedi
x<y V y=x

Tada za S kaZemo da je lanac u A.

Definicija 2.4.7. Neka je S neprazan podskup parcijalno uredenog skupa (A, <). KaZemo
da je S omeden odozgo u A ako postoji neki element m € A takav da za svaki x € S vrijedi
x < m. Element m zove se gornja meda skupa S .

Sada moZemo iskazati Zornovu lemu. U ovom radu ju ne¢emo dokazivati, no njezin
dokaz moze se pronaci na [9].

Lema 2.4.8 (Zornova lema). Neka je (A, <) parcijalno ureden skup koji ima svojstvo da
svaki lanac u A ima gornju medu u A. Tada (A, <) ima barem jedan maksimalni element.

Jedna od najpoznatijih primjena Zornove leme jest dokaz da svaki vektorski prostor
ima bazu. Tek malo drugaciji dokaz teorema koji slijedi moze se naci u [6, Poglavlje III,
Teorem 5.1].

Teorem 2.4.9. Neka je V # {0y} vektorski prostor nad poljem F. Pretpostavimo da je
L C V skup linearno nezavisnih vektora i da je S C V skup izvodnica od V koji sadrZi L.
Tada postoji baza B prostora V takva daje LC B C S.
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Dokaz. Definirajmo Q kao skup svih linearno nezavisnih podskupova od X C V koji za-
dovoljavaju L € X € S. Primijetimo kako je Q # 0 jer je X = L € Q. Pretpostavimo da
postoji lanac L = {X;|i € I} u Q te definirajmo skup X, = (J; X;. OCito vrijediL C X, C S.
Ako je F konacan podskup od X, tada postoji indeks iy € [ takav da je F' € X;. Onda
je ocito F skup koji se sastoji od linearno nezavisnih vektora. ZakljuCujemo da je 1 X,
linearno nezavisan. Tako smo pokazali da je X, € Q, a oCito je i X, i gornja meda lanca L.
Prema Zornovoj lemi u € postoji barem jedan maksimalan element 8. Po definiciji skupa
Q, B je skup linearno nezavisnih vektora. Jos je potrebno pokazati da je 8 i skup izvodnica
prostora V. Pretpostavimo da postoji vektor v € S takav da je v ¢ (B). Tada je B U {v}
linearno nezavisan skup vektora, iz cega slijedi B U {v} € Q. No, to je u kontradikciji s
tvrdnjom da je 8 maksimalni element u Q. ZakljuCujemo da je (B) = V, to jest da je B
baza vektorskog prostora V.

]

Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije

U unitarnim prostorima uvijek je poZeljno koristiti ortonormiranu bazu jer se ona koristi pri
dokazivanju nekih teorema. Takoder, raCunanje skalarnog produkta dvaju vektora znatno
je jednostavnije ukoliko su vektori prikazani u ortonormiranoj bazi. Sljedeci teorem po-
kazuje da se od svakog linearno nezavisnog skupa u unitarnom prostoru moze konstruirati
ortonormirani skup te objasnjava kako to napraviti.

Teorem 2.4.10. Neka je {wy,...,w,},n € N linearno nezavisan skup u unitarnom prostoru
V. Tada postoji ortonormiran skup {vi, ..., v,} u 'V definiran kao
n—1
Wi Wy = 2521 (Was Vi) Vi
V1 = ’ n =
[lw ]l

—1 ’
Wy = 2imi {Wn, viyvill

takav da je
[{V], ceny Vj}] = [{Wl, ceey Wj}]» v] =1,...,n

Dokaz. Teorem ¢emo dokazati koriStenjem matematicke indukcije. Dokaz je napisan prema
[1]. Za n = 1 vektor v; o€ito je normiran. Vektori v; 1 w; kolinearni pa razapinju isti vek-
torski prostor. Primijetimo da w; # O jer je element linearno nezavisnog skupa, pa v,
uvijek postoji. Dakle, baza indukcije je zadovoljena. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za
neki n € N. Neka je x,11 = Wye1 — 2im (W1, vi)vi. Lako se provjeri da je vektor x,;
ortogonalan na skup {vy,...,v,}. Definirajmo vektor v,,; kao v,,; = ”;ﬁ :”. Iz definicije
vektora v, lako se vidi da v,;; € [{wy, ..., w,41}], @ prema pretpostavci indukcije vrijedi
Vis s Vn € [{Wi, e, wuir}]. Analogno, kako vrijedi w1 = Xpi1 + 2 {Wna1, Vi)Vi, OCito
vrijedi w,y1 € [{vi, ..., var1}]. To jest, vektori v; i w;, gdje je i = 1,...,n + 1, razapinju isti
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potprostor. Prema principu matemati¢ke indukcije zakljuujemo da postoji ortonormirani
skup kao u teoremu. O

Postupak opisan u dokazu teorema naziva se Gram-Schmidtov postupak ortogonaliza-
cije. Sada moZemo pokazati da se baza unitarnog prostora uvijek moze ortonormirati.

Korolar 2.4.11. Svaki konacnodimenzionalan unitaran prostor ima ortonormiranu bazu.

Dokaz. Dokaz slijedi primjenom Gram-Schmidtovog postupka ortogonalizacije na bilo-
koju bazu unitarnog prostora. m|

Cauchy-Schwarz nejednakost
Teorem 2.4.12. Za realne brojeve a,, ay, ...,a, i by, ba, ..., b, vrijedi nejednakost

n 2 n n

(Z aibiJ <. a ) bl

L:l l=1 I=1
Dokaz. Tvrdnja ocito vrijedi za n = 1. Pokazati ¢emo da vrijedi i za n = 2. To jest da
vrijedi

(a1by + axb,)* < (a} + a3)(b? + b3).
RjeSavanjem nejednakosti dobivamo
a1b} + 2a1byaxby + a5 + b5 < aib} + aibs + asby + azb;.
To jest, dobivamo
(a1b, — azby)* 2 0,

Sto je istina. Time smo dokazali bazu indukcije. Pretpostavimo da za neki k € N vrijedi

k 2 k k
{Z Clibi} < Z(ai)2 Z(bl)z
i=1 i=1

i=1
Zelimo dokazati da vrijedi

2 k+1 k+1

(kzﬂl aibi] < Z(ai)2 Z(bi)z-
i=1

i=1 i=1

Krenimo od pretpostavke indukcije, primijetimo da vrijedi

i a;b; < < J i(ai)z J i(bi)z-
i=1 i=1

i=1

k

Z a;b;

i=1
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Nejednakosti mozemo dodati a1 by 1.

k

k k
Z aib; + ag1bi < J Z(%‘)z J Z(bi)2 + Qgs1Dps1-
P P

i=1
Na desnoj strani nejednakosti koristimo bazu indukcije, to jest da vrijedi a;b; + axb, <
@+ @17 + B3 Slijedi

k+1 k k
2, 2 2,52
Z < Zai +ak+l\2bi + by,
i=1

i=1

To jest,

k+1 k+1 k+1
D < J >a \ e
i=1 i=1
Kvadriranjem posljednje nejednakosti dobivamo upravo nejednakost koju smo htjeli doka-
zati, time je, pomoc¢u matematicke indukcije, dokazana Cauchy-Schwarz nejednakost. 0O
Definicija 2.4.13. Skalarni produkt dvaju vektora x = (X1, X2, ..., X,) i Y = (V1,25 ees Yu)

definiran je kao

(X3 = Z XiYi-

i=1

Definicija 2.4.14. Neka je V unitaran prostor. Norma na V je funkcija || -|| : V — R
definirana s ||x]| = V{(x, x).

Primijetimo da sada Cauchy-Schwarzovu nejednakost moZemo zapisati u obliku

1Ce, < Il - Iyl

Holderova nejednakost

Definicija 2.4.15. Neka je p > 1 realan broj. Za a = (ay, as, ..., a,) € R" funkciju
1
llall, = (a1l” + laal” + - - - + lan|”)?
zovemo p—norma od a.
Lema 2.4.16. Neka su x,y, a realni brojevi takvi da x,y > 0i 0 < a < 1, tada vrijedi

a

XY < ax + (1 - a)y.
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Dokaz. Za u > 0 definirajmo funkciju f(#) = u® — au — 1 + @. Tvrdimo da funkcija
postize maksimum O za u = 1. Prva derivacija funkcije f je f'(u) = au®! — a. Kako
je u = 1 njezina nultocka, zakljuujemo da je u = 1 stacionarna tocka funkcije f. Druga
derivacija funkcije f glasi f”(u) = a(a — )u®2. Kako vrijedi 0 < a < 1 slijedi (1) < 0.
Zakljucujemo funkcija f postize maksimum O u toc¢ki u = 1, pa vrijedi f(u) < 0 za svaki
u>0.Sadazau = f imamo

f(f):(f)“_a.f_mso,
y y y

2y < ax + (1 — a)y.

Sto je ekvivalentno

Time je dokazano da nejednakost vrijedi za svaki x,y > 010 < a < 1. O

Teorem 2.4.17 (Holderova nejednakost). Neka su p,q realni brojevi takvi da p,q > 1i
é + %1 = 1. Tada za x,y € R" vrijedi

3

i=1

(S (0]

Dokaz. Znamo da vrijedi

1 1
lx1 1] < 1 [[y1] :( 117 )p( [y )"
xl Myl — Mxllplylly — \dlxll)? ) \dlyllg)?

Na desnu stranu nejednakosti primijenjujemo lemu 2.4.16, slijedi

L1l
LT, ~ P Al g il

X 1 x1|P
lx iyl < 2. 1]

Postupak primijenjujemo za svaki i = 1, ..., n i sumiramo nejednakosti. Imamo

n

1
| z)’z = | llp |yl|q = - - =
lIxllplivlly 4 p(lx ||p)” Z Cl(llyllq)" Z

To jest, imamo Y,._, |xyi| < lIxll,llylly a kako je | X1iny xiyil < Xim; |x;yil dokazali smo tvrd-
nju. O

Primijetimo da je za p = ¢ = 2, Holderova nejednakost jednaka Cauchy-Schwarz
nejednakosti.
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Nejednakost Minkowskog
Teorem 2.4.18. Neka je p > 1 realan broj. Tada za xi, x5, ..., x, € R" vrijedi
e+ 22 + -+ xll, < Mlallp + lxll, + -+ [l

Dokaz. Teorem ¢emo dokazati jakom indukcijom po n. Za n = 1 imamo [|xi]|, < [|xll,
pa tvrdnja vrijedi. Dokazat ¢emo i da tvrdnja vrijedi za n = 2. Neka je x; = xi x; =y,
dokazujemo da vrijedi ||x + yl|, < [|x]|, + [|yll,. Krenimo od lijeve strane, imamo

n n

—1

b+ yllp = D b+ 3l = > i+ il + il
i=0 i=1

Primjenom nejednakosti trokuta na |x; + y;| dobivamo

n n n

-1 -1
§ lx; + yil” < § il - 1 + il + § il - 1x; + vl
i=0 i=1 i=1

_ p-l1

Primijetimo daza p > 11 ll) + é = 1 vrijedi g %. Sada na obje sume primijenjujemo

Holderovu nejednakost, imamo

1 1

n n q n q
Dyl <l - [Z I +yi|f’] + 1l - [Z I +yi|P] :

i=0 i=0 i=0
1z Cega slijedi 1

n 1=3

[Z i + y#’] < llxll, + Il

i=0

Kakojep=1- 611 imamo
llx + yll, < llxllp + 1yl

Time smo pokazali da nejednakost Minkowskog vrijedi i za n = 2. Neka je k > 2 neki pri-

rodan broj. Pretpostavimo da nejednakost vrijedi za svaki n = 2,3, ..., k. Zelimo dokazati
da nejednakost vrijediizan = k + 1, to jest da vrijedi

e + x2 + -+ + X+ Xl < xally + lx2ll, + -0+ il + sl
Krenimo od lijeve strane, kako nejednakost vrijedi za n = 2 imamo
lxr + 22 + -+ + X+ Xl <l + 20 + -+ il + sl
Zbog pretpostavke indukcije vrijedi
ler + 22 + -+ X + Xl < lxally + 2ll, + <= el + sl

Prema principu jake matematicke indukcije, nejednakost vrijedi za svaki n € N.
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Sazetak

U ovom radu detaljnije razmatramo princip matematicke indukcije, koji se temelji na jed-
nom od Peanovih aksioma. Prikazujemo razli¢ite vrste matematicke indukcije i pruZamo
dokaze za svaku od njih, istovremeno koriste¢i primjere kako bismo ih ilustrirali. Nadalje,
bavimo se primjenom indukcije u raznim podrucjima matematike ukljucujuéi kombina-
toriku, teoriju brojeva i linearnu algebru. Posebno se bavimo i primjenom matematicke
indukcije u dokazima raznih identiteta.



Summary

In this paper, we examine in detail the principle of mathematical induction, which is based
on one of Peano’s axioms. We present various types of mathematical induction and pro-
vide proofs for each of them, using examples to illustrate the concepts. Furthermore, we
explore the application of induction in various areas of mathematics, including combinato-
rics, number theory, and linear algebra. Additionally, we show application of mathematical
induction in proving various identities.
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