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Uvod

U drugoj polovici 20. stoljeca, na podrucju geometrije dva su pitanja bila izuzetno atrak-
tivna - Thurstonova slutnja koja se ticala geometrijskih struktura na trodimenzionalnim
prostorima 1 Poincaréaova slutnja koja se ticala klasifikacije odredenih topoloskih pros-
tora. Mnogi su matematicari radili na spomenutim problemima, a pristup koji se pokazao
kao najobecavajuci bio je onaj Richarda Hamiltona koji je umjesto izuCavanja “statickih”
geometrijskih objekata poCeo proucavati geometrijske objekte koji na odredeni nacin evo-
luiraju kroz vrijeme te je na temelju globalnih promjena do kojih dolazi tokom evolucije
pokuSavao donijeti zakljuCke o geometriji i topologiji promatranih objekata. Na taj se
nacin razvio dio diferencijalne geometrije koji se bavi geometrijskim tokovima. Jedan od
tih geometrijskih tokova jest 1 tok srednje zakrivljenosti kojim se bavimo u ovom radu.

U prvom poglavlju navodimo neke osnovne pojmove teorije ravninskih krivulja. Uvo-
dimo pojam parametrizirane krivulje te definiramo njeno tangencijalno i normalno polje.
Pomocu tih veli¢ina definiramo zakrivljenost parametrizirane krivulje te uvodimo dvije
klase krivulja koje ¢e nam biti vrlo bitne u nastavku rada - zatvorene i konveksne krivulje.

U drugom poglavlju se bavimo tokom skracivanja ravninskih krivulja koje sluzi kao
svojevrsna priprema za proucavanje toka na plohama. Najprije definiramo tok skracivanja
kao odredenu Cauchyjevu zadadu, a zatim dokazujemo teorem o egzistenciji i jedins-
tvenosti rjesenja te se bavimo geometrijskim svojstvima rjeSenja. Dokazujemo Gage-
Hamiltonov teorem koji opisuje tok konveksnih krivulja, te se se bavimo posljedicama
Graysonovog teorema koji opisuje tok jednostavno zatvorenih krivulja.

U trecem poglavlju navodimo neke rezultate vezane uz geometriju hiperploha. Defini-
ramo pojam hiperplohe u euklidskom prostoru te uvodimo glavne objekte diferencijalnog
i tenzorskog racuna na hiperplohama. Na samom kraju, uvodimo pojam srednje zakrivlje-
nosti hiperplohe.

U Cetvrtom poglavlju prou¢avamo tok srednje zakrivljenosti hiperploha. Na samom
pocetku definiramo tok kao odredenu Cauchyjevu zadacu te dokazujemo egzistenciju i
jedinstvenost rjeSenja. Izvodimo evolucijske jednadzbe geometrijskih veli¢ina koje nam
onda sluze kako bismo dokazali neka svojstva toka, primjerice princip izbjegavanja. Po-
glavlje zavrSavamo navodenjem Huiskenovog teorema koji opisuje tok kompkatnih ko-
nveksnih hiperploha.



Poglavlje 1

Krivulje u euklidskom prostoru

Glavni cilj ovog poglavlja jest navesti glave rezultate teorije krivulja u euklidskom pros-
toru, a nacin izlaganja prati [2].

1.1 Osnovni rezultati i pojmovi

Definicija 1.1.1. Neka je I C R interval. Parametrizirana krivulja u R? je glatko preslika-
vanje y: I — R?. Za parametriziranu krivulju kaZemo da je regularna ako je y'(t) # 0 za
sve t € I. Trag parametrizirane krivulje vy jest skup y(I).

Definicija 1.1.2. Neka je y : I — R? parametrizirana krivulja. Parametarska transfor-
macija od vy je glatki difeomorfizam ¢ : J — I, pri cemu je J C R takoder neki interval. Za
parametriziranu krivulju 'y o ¢ kaZzemo da je reparametrizacija od y.

Definicija 1.1.3. Za regularnu parametriziranu krivuljuy : I — R? kaZemo da je jedini¢ne
brzine ili da je parametrizirana duljinom luka ako je ||y’ ()| = 1 za sve t € I.

Teorem 1.1.4. Za svaku regularnu parametriziranu krivulju 'y postoji parametarska tran-
sformacija s takva da je vy o s parametrizirana duljinom luka.

Neka je v : I — R? regularna parametrizirana krivulja jedini¢ne brzine. Tada moZemo
definirati tangencijalno polje od y kao funkciju 7 : I — R?, pri ¢emu je

T(s) =7'(s).
Takoder, definiramo normalno polje od y kao funkciju N : I — R?, pri ¢emu je

N(s) = [(1) _01] - T(s)
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Buduci da je y parametrizirana duljinom luka, imamo
Y)Y =1 uel

Deriviranjem gornje jednakosti po s i koriStenjem defincije tangencijalnog polja, dobivamo
(T'(s), T(5))y=0, uel

1z ove jednakosti zakljuCujemo da su tangenecijalno polje 7' i njegova derivacija 7’ okomiti
za sve s € 1. Zbog toga postoji funkcija « : I — R takva da je

T'(s) = k(s)N(s)

Definicija 1.1.5. Neka je v : I — R? parametrizirana krivulja jedinicne brzine. Tada
funkciju k : I — R nazivamo zakrivljenost parametrizirane kriuvlje y.

Uocimo kako je, po definiciji, zakrivljenost definirana samo za parametrizirane krivulje
jednicne brzine. Opcenito, ako imamo parametriziranu krivulju koja nije jedinic¢ne brzine,
onda njenu zakrivljenost definiramo kao zakrivljenost bilo koje njene reparametrizacije du-
ljinom luka. Sljede¢a nam propozicija daje eksplicitnu formulu za raCunanje zakrivljenosti
u tom slucaju.

Propozicija 1.1.6. Neka je y : I — R? parametrizirana krivulja. Tada za u € I vrijedi

= Jet0 @,y @)
P2

Teorem 1.1.7 (Frenet-Serretove formule). Neka je vy : I — R? parametrizirana krivulja
jedinicne brzine, te neka su T, N pripadno tangencijalno, odnosno normalno polje od vy.
Tada za sve s € I vrijedi

or
35~ KENC),

ON

I = —k(5)T(s).

Napomena 1.1.8. Kao i kod zakrivijenosti, Frenet-Serretove formule definirane su samo

za parametrizirane krivulje jedinicne brzine. Ako je y = y(u) parametrizirana krivulja koja

nije parametrizirana duljinom luka, onda njene Frenet-Serretove formule dobijemo tako da

Jju reparametriziramo duljinom luka pomocu parametarske transformacije s = s(u) i onda

odredimo Frenet-Serretove formule za tu reparametrizaciju koje su u tom slucaju dane sa
oT

i s' (k)N ),

ON

ol —s5" (k)T (u)
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Definicija 1.1.9. Neka je v : [a,b] — R? parametrizirana krivulja. Duljina od 7y je broj

L € R definiran sa
b
L= f Iy (W)lldu

Za kraj ovog poglavlja, uvodimo dvije vazne klase parametriziranih krivulja koje ¢e
nam biti bitne u nastavku rada.

Definicija 1.1.10. Za regularnu parametriziranu krivulju vy : I — R? kaZemo da je peri-
odicna s periodom L > 0 ako vrijedi y(t+L) = y(t) za sve t € R, pri Cemu je L najmanji broj
sa tim svojstvom. Za 'y dodatno kaZemo da je zatvorena ako postoji neka njena periodicna
reparametrizacija.

Definicija 1.1.11. Za regularnu zatvorenu parametriziranu krivuljuy : I — R? kaZemo da
Jje jednostavno zatvorena ako postoji njena periodicna reparametrizacija y sa periodom L
takva da je restrikcija ¥ 1y injekcija.

Definicija 1.1.12. Za regularnu parametriziranu krivulju vy : 1 — R? kaZemo da je ko-
nveksna ako za svaku tocku njenog traga y* i pripadnu tangentu kroz tu tocku vrijedi da je
citav trag od y sadrZan u tocno jednoj od dvije poluravnine odredene tom tangentom.

Sljedeci teorem nam daje korisnu karakterizaciju konveksnih parametriziranih krivulja.

Teorem 1.1.13. Neka je y : I — R? regularna jednostavno zatvorena parametrizirana
krivulja jedinicne brzine. Tada je y konveksna ako i samo ako je k > 0.



Poglavlje 2

Tok skracivanja ravninskih krivulja

U ovom poglavlju uvodimo i1 prou¢avamo tok skracivanja ravninskih krivulja. Na intuitiv-
noj razini, tok skra¢ivanja modelira evoluciju krivulje u kojoj se svaka to¢ka njenog traga
giba u smjeru normale brzinom ¢ija je vrijednost jednaka zakrivljenosti u toj tocki. Glavna
literatura za ovo poglavlje je [4].

2.1 Egzistencija i jedinstvenost rjeSenja

Cilj ove tocCke jest dokazati egzistenciju i jedinstvenost rjeSenja toka skraivanja, a dokaz
¢e biti proveden po uzoru na [9].

Neka je yo : I — R? regularna parametrizirana krivulja. Bez smanjenja opéenitosti
mozemo pretpostaviti da je y, jedini¢ne brzine jer ju u suprotnom naprosto reparametrizi-
ramo duljinom luka. Cilj nam je pokazati da sljedeéa zadaca ima rjeSenje:

Ay

—Z — kN
o "
v(@0,-) =y

U slucaju da rjeSenje gornje zadaée postoji, kazemo da familija parametriziranih krivulja
y : [0,T) x I — R? evoluira pod tokom skracivanja.
U tu svrhu, uo¢imo da iz Frenet-Serretovih formula imamo
or
— = kN
0s

pa vidimo da je promatrana parcijalna diferencijalna jednadZba ekvivalentna sa jednadZbom

gy _ &y
ot 0s%

5
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Definirajmo
c(t,u) = yo(u) + f(t, N (w),

pri ¢emu je f neka funkcija koju pokuSavamo odrediti, a N je normalno polje od vj.
Racunamo:

dc of
a—T auN'i‘f
:T+a—fN+—f/<T
ou
of

=S N+(=«N)T

Ponovnim deriviranjem dobivamo:

Fc f  IfON [ of

2" e *%a‘(au )T “‘Kf)—
°f of

:(W+K(1_fK))N_(fa_+2£)

Oznacimo li sa « zakrivljenost od ¢, koriStenjem Propozicije 1.1.6., uvrStavanjem gore
izvedenih formula za derivacije i sredivanjem izraza dobivamo:

det (2, 22)

Ur»

_ ou’ ou?
K = 3
[E=

(I—Kf)af+2 (L) + 2% —22f +i3f2 +x

(1-xr2 +(2))

Nadalje, oznac¢imo li sa N jedini¢nu normalu od ¢, imamo

~_ (1-kIN-4T

1
s (ar\2\2
(1 -xp?+ (%))
Ono Sto sada preostaje napraviti jest nekako okarakterizirati tok skracCivanja preko
upravo izvedenih veli¢ina. U tu svrhu, uo¢imo da imamo

(97 67 ou
s Ouds
1 dy

||"’||<9u
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Stoga, ponovnim deriviranjem dobivamo

&y _ 0
ds> s s

_oud | 1 6?
" Os ou ||57||6u

1( 1 8% 8y oy 132—]

||a I 123 0w’ du ou" %)) Ou?
1 [02? 1 0%y oy 87/)

T2\ e ae du’ du

ou? E ou?’ du’ Ou

[k

KoriStenjem gornje jednakosti dobivamo

oy _ iy — dy 1 (% 1 0% oy dy
052 or 1 2p 0w R ou’ duou )

du ou
Pomnozimo li desnu stranu gornje ekvivalencije skalarno sa N i iskoristimo li prethodno
izvedene formule za derivacije, dobivamo

ay 0%y af
— = —N Ny =
o "o )=k
Ovo je upravo karakterizacija koju smo trazili jer sada vidimo da y zadovoljava tok skracivanja

ako i samo ako vrijedi

(- wpy+ (&)

Gornja jednadZba jest kvazilinearna strogo paraboli¢na parcijalna diferencijalna jednadZba
i ona, kao takva, ima rjeSenje uz zadani pocetni uvjet f(0,-) = 0 (vidi [9]).
Time smo dokazali sljedeci teorem.

R R N =

Teorem 2.1.1. Neka je yy : I — R? regularna parametrizirana krivulja. Tada postoji
T > 0 glatka funkcijay : [0, T) x I — R? koja zadovoljava

Ay
—~ =N
{8t .

¥(0,-) = o
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Sada kada znamo da uvijek imamo neko rjeSenje naSeg problema, nas ¢e najviSe zani-
mati koja su svojstva tog rjeSenja. Primjerice, zanimat ¢e nas koje je maksimalno vrijeme
T za koje je tok definiran, ostaju li jednostavno zatvorene krivulje jednostavno zatvorene,
Sto se dogada sa konveksnim krivuljama i sli¢no. Tim je pitanjima posveéen ostatak ovog
poglavlja, a u sljedecem primjeru ilustrirajmo kako mozemo eksplicitno odrediti rjeSenje
toka skracivanja.

Primjer 2.1.2. Neka je vy : R — R? regularna parametrizirana krivulja definirana sa
Yo(u) = (Rcos(u), Rsin(u)),

pri cemu je R > 0. Prema gornjem teoremu o egzistenciji i jedinstvenost rjesenja, znamo
da postoji rjeSenje za tok skracivanja s obzirom na y,. Definirajmo funkciju

y(t,u) = r(t)yo(w).

Dakle, y(t, -) jest parametrizacija kruZnice nekog radijusa R - r(t). Zbog toga imamo

1
K(t,) =
Rr(?)
te jos lagano dobivamo da je
N(ta ) = —%o.

Stoga, u ovom primjeru vidimo da je tok skracivanja od vy, ekvivalentan sljedecoj Cauc-
hyjevoj zadaci

, 1
r=——

,
r(0) =R

Ovdje je sada rijec o separabilnoj obicnoj diferencijalnoj jednaZbi koju je lagano rijesiti.

Imamo
r(t) = VR? - 21.

Dakle, vidimo da je funkcija y - [O, %2> x [0,2n] — R? definirana gornjom formulom
rjiesenje toka skracivanja za parametrizaciju kruZnice.

Napomena 2.1.3. Osim eksplicitne formule koju smo odredili u gornjem primjeru za tok
skracivanja, bitnije je moZda uociti sljedece tri ¢injenice:

e Maksimalno vrijeme trajanja toka je konacno,
o Trag krivulje nestaje, odnosno konvergira u tocku,
e za vrijeme trajanja toka ne stvaraju se tocke samopresijecanja.

Gornja svojstva predstavljaju glavna pitanja koja ¢e nas zanimati kada prouc¢avamo tok
skracivanja opcenitih krivulja i vidjet ¢emo da ¢e ona ostati zadovoljena i za puno Siru
klasu parametriziranih krivulja.
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2.2 Evolucijske jednadZbe geometrijskih veli¢ina

U nastavku rada ¢emo proucavati kako tok djeluje na jednostavno zatvorene parametrizi-
rane krivulje. U tu svrhu, neka y : [0, T) x [0, L] — R? zadovoljava tok skradivanja

oy
E = kN
7(0’ ) =%o0

pri ¢emu je ¥y : [0,L] — R? regularna jednostavno zatvorena parmetrizirana krivulja.
Glavne geometrijske veli¢ine koje ¢e nas zanimati jesu funkcije zakrivljenosti, duljine 1
povrsina unutrasnjeg podrucja, a u ovoj ¢emo tocki izvesti evolucijske jednadzbe za svaku
od tih funkcija.

Posvetimo se najprije funkciji duljine L : [0,7) — R, pri ¢emu je L(¢) duljina regularne
jednostavno zatvorene parametrizirane krivulje y(¢, -). Buduéi da svaku regularnu parame-
triziranu krivulju moZemo reparametrizirati duljinom luka, postoji parametarska transfor-
macija s = s(u) takva da je regularna parametrizirana krivulja y o s~! jedini¢ne brzine.
Znamo da tada Frenet-Serretove formule glase

oT Os ON 0s
= = ——«T.

oo™ BT T au

b b
L(t):f dszf J(ayézu),ayézu)>du

Deriviranjem gornje jednadzbe po ¢ dobivamo:

Po definiciji, imamo

o0tou

_ [ O (X dy _
—L(au(at)(t,u),T(t,u))du [(ht_T]

b
= f (i(K(I, wN(t,u)), T(t,u))du [%’; = KN]

oL "1 &y
= 0= f U, u) (t u))du

- f «(t, u)( (t W, Twydu [N, T) = 0]

b
= f k(t, u){—s"(w)k(t, )T (u), T (u))du

b
= f —k(t, u)*s" (u)du

b
= —f Kk(t, 5)ds. [ds = 5" (u)du]
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Osim eksplicitne formule za evoluciju duljine, vidmo da je funkcija L : [0,T) — R pa-
dajuca.

Posvetimo se sada evolucijskoj jednadzbi za zakrivljenost. U tu ¢emo svrhu dokazati
neke pomocne leme.

Lema 2.2.1. Neka jey : I — R?, vy = y(u) regularna parametrizirana krivulja, te neka je s
parametar duljine luka. Tada vrijedi sljedeca jednakost operatora:

a__1 9
ds Iy’ (Wl ou

Dokaz. Po definiciji parametra duljine luka, imamo

os 0 ‘o I
o _ 0 ( fo by (x)lldx) = Iy @l

Sada, iz jednakosti

0 0oud
ds s ou
dobivamo
o 1 0
ds  lly' )l ou’

Lema 2.2.2. Nekay : [0,T) x [0, L] — R? zadovoljava tok skrac¢ivanja. Tada vrijedi

o [ Oy 5
&(”%”)_ KV,

o dy
pri Cemu je v = ||8—||.
u

Dokaz. 1z Frenet-Serretovih formula imamo
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Sada ra¢unamo:

ou’ Oudt
=2-0T, 9 (kN))
ou

)

ON
=2WT, k—)
ou

=2W(T, —vk*T)
= -2V°K°
S druge strane, imamo
n? 5 dv
_ = v_,
ot ot
pa iz dobivenih jednakosti slijedi
ov 5
E = —KV.

Lema 2.2.3. Neka y : [0,T) x [0, L] — R? zadovoljava tok skrac¢ivanja. Tada vrijedi

P L0
910s _ 0sot | " Os’

Dokaz. Ratunamo :

0? _ 00
dtds ~ 0t ds
= %(%%) [Lema 2.2.1.]
lovd 10 0
TV oiou  voiou
Lo 100

= - L 2.2.21i 8ch
K e + > 90 51 [Lema i Schwarz]

_p9 .09
T s Osot

[Lema 2.2.1.]
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Napomena 2.2.4. Razlog zasto operatori % i % ne komutiraju jest taj $to varijable s it

nisu nezavisne varijable pa ne moZemo primijeniti Schwarzov teorem. Naime, u pozadini
tvrdnje da s i t nisu nezavisne varijable leZi ¢injenica da tok skrac¢ivanja ne cuva parametar
duljine luka i to narusava mogucnost komutacije.

Vratimo se sada izvodu evolucijske jednadzbe za zakrivljenost. Frenet-Serretove for-
mule nam daju jednakost

0%y
@ = kN.
Deriviranjem gornje jednakosti po ¢ dobivamo:
0 d (6
a“m—at@ﬂ
_999
~ 0tdsds’
o & , 0%y
= —— — Lema 2.2.3.
osaas’ Ko MemazzIl
(8 0y  ,0%
=—|=—= — — Lema 2.2.3.
ds (asat7 X as) tKge  Lemaz2i]
F oy 4, 3
=352 " 75 (k T) + &N [ Frenet-Serretove formule)|
& d () 3 dy
:@(KN)'i'a(kT)-l'KN [E:KN
Pk i)
== — k=T
( 352 + K )N K=s
S druge strane, imamo
0 Ok ON
— (kN) = —N + k—,
o KN =g N R

pa usporedivanjem komponenti dobivamo
ok 0%k i
— = tK.
ot 9ds?

Takoder, kao direktnu posljedicu ovog racuna imamo sljedeci rezultat.

Lema 2.2.5. Nekay : [0, T) x [0, L] — R? zadovoljava tok skrac¢ivanja. Tada vrijedi

oT Ok
o s
ON 3 Ok T

o ds
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Za kraj, izvedimo evolucijsku jednadZbu za povrSinu unutrasnjosti regularne jednos-
tavno zatvorene parametrizirane krivulje y koja zadovoljava tok skradivanja. Za pocetak,
sljedec¢i nam poznati teorem govori da zaista postoji nesto Sto se naziva unutrasnjost od 7.

Teorem 2.2.6 (Jordanov teorem o krivulji). Neka je C C R? trag regularne jednostavno
zatvorene parametrizirane krivulje y : 1 — R?. Tada se komplement R* \ C sastoji od
dva disjunktna povezana otvorena skupa kojima je C zajednicki rub. Jedan od tih dvaju
povezanih otvorenih skupova je omeden i naziva se unutrasnjost od vy.

U izvodu navedene evolucijske jednadzbe, trebat ¢e nam i Greenov teorem.

Teorem 2.2.7 (Greenov teorem). Neka je U C R? otvoren skup, F = (F\,F,) : U — R?
glatko vektorsko polje, te y : R — R? regularna jednostavno zatvorena parametrizirana
krivulja Ciji je period jednak L, te Cija je unutrasnjost G sadrZana u U. Tada vrijedi

oF OF L
I (a_z‘—l)dxdw [ .y @
g\ Ox 9y o

Uvrstimo li u Greenov teorem vektorsko polje F(x,y) = (—%, %), dobivamo sljedecu for-
mulu za povrSinu unutrasnjosti:

1t 0y» 0
AG) = = — —vy,—du.
(G) zj;)’lau Vzauu

Zadnji pripremni rezultat koji ¢e nam biti potreban je Hopfov teorem o indeksu rotacije.

Lema 2.2.8. Neka je y : 1 — R? parametrizirana krivulja jedini¢ne brzine. Tada postoji
glatka funkcija 6 : I — R takva da za sve u € I vrijedi

Y (u) = (cos(0(u)), sin(0(u))) .
Tu funkciju nazivamo kutnom funkcijom od vy.

Definicija 2.2.9. Neka jey : R — R? zatvorena parametrizirana krivulja sa periodom L te
neka je 6 : R — R pripadna kutna funkcija. Tada broj

. 6L) - 6(0)
A

nazivamo indeks rotacije od 7.

Teorem 2.2.10. Neka je y : R — R? zatvorena parametrizirana krivulja sa periodom L.
Tada vrijedi

L
f k(u)du = 2nn,,.
0
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Teorem 2.2.11 (Hopfov teorem o indeksu rotacije). Indeks rotacije regularne jednos-
tavno zatvorene parametrizirane krivulje iznosi 1.

Sada imamo sve $to nam je potrebno da odredimo evolucijsku jednadZbu za povrSinu unu-
traSjnosti A(?) jednostavno zatvorene parametrizirane krivulje y(z, -). Naime, raCunamo:

9A 0 (1 fL dy» Iy )
= = Yi5— — Y2—5—du
0

ot~ or\2 ou ou
1o (* ) dy
=20 ), Wy, N)du [v =s'(u) = |I£|I]
1 5 oy ov ON
= —5‘[0 V(E,N>+ E(y,N>+v(y,E)du
1

L
0
= ——f kv = K2v(y, Ny = =y, T)du
2 0 au

1t
=-3 f kv — k*v{y, NY + kv + k*v{y, N)du [parcijalna integracija]
0

L
:—f kvdu
0

L
:—f kds
0

= 2.

Kao i kod duljine, ova nam evolucijska jednadzba govori da je funkcija A : [0,7) - R
padajuca.

2.3 Tok skradivanja jednostavno zatvorenih krivulja

Neka je o : [0,L] — R? regularna jednostavno zatvorena parametrizirana krivulja koja
zadovoljava tok skracivanja. Ono Sto nas sada zanima hoce li ova krivulja pod tokom
ostati jednostavno zatvorena, odnosno hoce li y(t, ) biti jednostavno zatvorena za sve ¢ €
[0,7'],T" < T? Odgovor na to pitanje dan je u sljedeCem teoremu.

Teorem 2.3.1. Neka je vy, : [0, L] — R? regularna jednostavno zatvorena parametrizirana
krivulja. Ako y : [0,T) x [0, L] — R? zadovoljava tok skraéivanja i ako postoji konstanta
C € R takva da je |k(t,-)] < C za svet € [0,T'],T" < T, onda je y(t,-) jednostavno
zatvorena za sve t € [0,T'].
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Gornji teorem dokazujemo kroz niz narednih lema, no za pocetak, definirajmo funkciju

f:100, Ty x[0,L] x[0,L] > Rsa
f(t’ up, I/l2) = ”y(l" I/l]) - Y(I’ u2)”2-

Lema 2.3.2. Prethodno definirana funkcija f zadovoljava
2 2
or_of P,

or 052 05

pri Cemu su sy, s, parametri duljine luka.

Dokaz. Po definiciji, imamo
(@, 51, 80) = (y(t, 51) — ¥(1, $2), ¥(t, 51) — Y(Z, 52)).

Deriviranjem gornje jednakosti po ¢ i koriStenjem Cinjenice da y zadovoljava tok skracivanja,

imamo 3
O 2ty ur) =yt w2), Kt sON(E, 51) = K(Es 5N 52)).

ot
S druge strane, deriviranjem polazne jednakosti po s; dobivamo

g_f = 2(70’ Sl) - V(I, 52)’ T(t’ S1)>
S1

pa ponovnim deriviranjem po s; slijedi
oT (1, s1) )
s 1

P f
S2 = 2<T(t’ Sl)’ T(ta S1)> + 2('}’0’ S]) - y(ta SZ),
1
=2+ 2(y(t, 51) — (1, 52), k(1, s)N(2, 51))

Analogni racun nam daje
O f
2 = Ky(t, s1) = y(t, 52), k(t, 52)N(2, 52))

a3
pa vidimo da zaista vrijedi
o 2 2
of 01, 0F 4
ot dst  ds;
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Definirajmo funkciju / : [0,7") X [0, L] X [0,L] — R sa

753 6
(1, 12) = | f 150t )l |
uj u

Sljedecu lemu navodimo bez dokaza, a za detalje se moze pogledati u [7].

Lema 2.3.3. Neka je g : [0, M] — R? parametrizirana krivulja jedini¢ne brzine od tocke
A € R? do tocke B € R? takva da g zajedno sa parametrizacijom segmenta od A do B
¢ini konveksnu parametriziranu krivulju. Neka je h neka druga parametrizirana krivulja
duljine M od tocke C do tocke D. Ako za pripadne zakrivljenosti vrijedi |ko| > |«;| onda je

d(A,B) < d(C, D).
Korolar 2.3.4. Uz dosadasnje pretpostavke i notaciju, ako je k < C na [0,T") %[0, L] onda
vrijedi

2 C 2
£ty ) > (E sin(zl(t,ul,uz))) .

Dokaz. Uzmimo proizvoljan ¢ € [0, T”) . Budu¢i da je zakrivljenost ”standardne” regularne

parametrizacije kruZnice radijusa C upravo jednaka C, iz odnosa zakrivljenosti vidimo da

je luk te kruznice duljine I(z,u;,u,) Cije se pocetna i krajnja tocka nalaze na segmentu
odredenom toCkama y(¢,u;) 1 y(t, u,) nalazi unutar tog segmenta spojenog sa dijelom od
v(t,-) izmedu parametara u; 1 u,. Buduci da je udaljenost kranjih tocaka tog luka upravo

C
jednaka C sin (El(t’ up, uz)), primjenom prethodne leme dobivamo tvrdnju. O

Sada se moZemo posvetiti dokazu Teorema 2.3.1. U tu svrhu, definirajmo skup
E = {(t,ul,u2) € [0,T") x [0, L] x [0, L] I(t, uy, up) < g}

Na skupu E vrijedi
ftu,u)) =0 &= uy =u,

Zaista, ako je u; = u, onda trivijalno vrijedi f(¢, u;, u,) = 0. Obratno, ako je f(t, u;,u;) =0
onda iz Korolara 2.3.4. imamo da je

C
sin(zl(t, ", uz)) -0,

a kako na skupu E vrijedi I(f, u1, up) < % , to je moguce jedino ako je (¢, u1, up) = 0, to jest
ako je u; = u,.
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Nadalje, fokusirajmo se na skup
D =(]0,T") x[0,L] x[0,L]) \ E.

Cilj nam je pokazati da funkcija f na skupu D ima strogo pozitivni minimum. U tu svrhu,
uo¢imo da je parabolicki rub tog skupa dan sa

oD = {(r,ul,uzn It w1, 102) = g} U {(o,ul,uzn 10, uy, 1) > g}

Na prvom skupu imamo

2 2
f(t,ul,uz)z(% sin(gl(r,ul,uz))) :(3) >0,

C
a na drugom skupu f ima strogi pozitivni minimum jer je y(0, -) = y, jednostavno zatvo-
rena. Stoga, neka je m > 0 manji od tih dvaju minimuma.
Uzmimo sada € > 0 i promotrimo funkciju g : [0,7") x [0, L] X [0, L] — R definiranu

sa
g(t’ up, uZ) = f(t’ up, uZ) + &t.
Zbog Leme 2.3.2 imamo
dg
—=Ag-4+e
o 8T

Uzmimo proizvoljan § € (0, m) i pretpostavimo da funkcija g postize vrijednost m — ¢ u
nekoj tocki skupa D. Neka je

to =1inf{t € [0,T")| g(¢,-,-) = m — 6}.

Kada bi se ta vrijednost poprimala na skupu dD, onda bi postojala tocka (¢, u;,u,) € 0D
takva da

g(t, up, ul) =m-90
= f(t,uj,up))+et=m—-9

= f(t,uj,up)=m—-96—¢t<m,

no to je nemoguce jer je f > m na dD. Zbog toga, vrijednost m — ¢ se mora postizati u
(to,u1,uz) € D\ 9D.
U toj tocki vrijedi
ag

ot (to,u_]au_Q) < 0.
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Zaista, u suprotnom postoji neki t; € [0, #y) takav da je g(#,,uy, uy) < m — 9. U tom slucaju,
ako promatramo funkciju g(-, uy, u>) na [0, #;], onda imamo

80, u1,u2) 2 m

gt uy, ) <m-—296
pa po teoremu srednje vrijednosti postoji t* € (0, #;) takav da je
g, ui, ) =m -,

no to je nemoguce jer je t* < t; < ty, a ty je prvi trenutak u kojem se postiZze vrijednost

m — 6. Dakle, mora biti
og  _ __
— (tg, uy, <0
Ey (to, uy, u2)

kao §to se i tvrdilo. Dalje, analognim argumentima primijenjenim na funkciju g(%, -, )
zakljuCujemo da je

org _ _ g, _ _

— (to, ur, u2) , —— (to, U1, u2) = 0.

0s1 ds5
Dodatno, tocka (uy, u3) je tocka minimuma funkcije g(#, -, -) pa je determinanta Hesseove
matrice nenegativna, odnosno imamo

rg __ g _ _ &g
Y t b b T A5 t b b -
a5 (f0, U1, Uz) 952 (fo, ur, uz) ((’9s18sz

2
(to, U1, u_z)) > 0.

Takoder, buduci da funkcija f mjeri udaljenost tocaka krivulje, u tocki minimuma (#, uy, u;)
funkcije g pripadne tangente moraju biti paralelne pa imamo

0*g

05105,

(to, 11, 12) = =2(T(ty, 51), T(ty, $2)) = £2.

Sada imamo

2 2

- - g -
Ag (t07 up, l/l2) = ) (t09 up, MZ) + ) (t()a up, u2)
Os7 ds5

rg  __ 0Pg
> 2\/6_s% (o, Uy, uz) (9_53 (to, Uy, uz)
2
>2

(to’ u_19 M_Z)

6s16s2
> 4.
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Zbog toga pak imamo

6—f(ro,u—1,u—z> = Ag (1o, T, 1) — 4+ £> &> 0,

medutim to je kontradikcija sa ¢injenicom da je % (to, uy,uz) < 0.

Iz ovoga slijedi da mora biti g > m na skupu D, no onda pusStanjem da & — 0 dobivamo
f = m > 0na skupu D. Zbog toga, f ima strogo pozitivni minimum na skupu D dok na
njegovom komplementu vrijedi da je f(t,u;,u) =0 < u; = u,. Iz toga pak slijedi da
v(t,-) nema samopresijecenja na [0, L) pa je y(t, -) jednostavno zatvorena za sve t € [0, T")
kao Sto je 1 bila tvrdnja Teorema 2.3.1.

2.4 Tok skraé¢ivanja konveksnih krivulja

U ovoj toc¢ki dokazujemo da tok skrac¢ivanja cuva konveksnost, a na samom kraju ove tocke
¢emo u pokazati kako iz dosadasnjih rezultata zapravo moZemo u potpunosti opisati kako
tok skracivanja djeluje na proizvoljnu zatvorenu krivulju.

Neka je yo : [0,L] — R? regularna jednostavno zatvorena konveksna krivulja. Tada
zbog toga Sto je k > 0, Hopfovog teorema i fundamentalnog teorema za ravninske kri-
vulje slijedi da v, moZemo raparametrizirati pomocu kuta 6 koje pripadna tangenta za-
tvara sa pozitivnim dijelom x-osi. Stoga, u nastavku ove tocke podrazumijevamo da je
¥ : [0,271] > R?, v = %0 (6).

Kako bismo pokazali da tok skracivanja ¢uva konveksnost, prvo §to ¢emo napraviti
jest svesti problem rjeSavanja toka na povoljniji Cauchyjev problem. U tu svrhu, dokaZimo
sljedecu lemu koja nam govori kakve se sve funkcije mogu javiti kao funkcije zakrivljenosti
regularnih jednostavno zatvorenih konveksnih parametriziranih krivulja.

Lema 2.4.1. Neka je k : R — R*, k = k(0) glatka 2r-periodi¢na funkcija. Tada je «
funkcija zakrivljenosti neke jednostavno zatvorene konveksne parametrizirane krivulje ako

i samo ako vrijedi
21 27
f cos(0) 40 = f sin(6) 40 = 0.
o () o k(6

Dokaz. Pretpostavimo najprije da je 2m-periodi¢na funkcija « zakrivljenost neke regu-
larne jednostavno zatvorene parametrizirane krivulje. Zbog regularnost, bez smanjenja
opcenitosti moZemo pretpostaviti da je y parametrizirana duljinom luka. Znamo da tada
postoji glatka funkcija 8 : I — R takva da je

Y (1) = (cos(8(w)), sin(6(w))) ,



POGLAVLIJE 2. TOK SKRACIVANJA RAVNINSKIH KRIVULJA

pri ¢emu dodatno vrijedi 6" = . S obzirom na parametar § imamo
dy dydf dy
du  dodu " do

pa vidimo da je

do K K

Sada integriranjem komponenti i uzimanjem u obzir zatvorenost od y dobivamo

27 cos(6) f 27 sin(6)
do = do =0.
L K(Q) 0 K(Q)

Obratno, definirajmo parametriziranu krivulju vy : [0,27] — R? sa

9 cos(0) f % sin(0) )
0) = do, do].
7@ (fo «® s«

Ocito je y(0) = y(2m) = 0 pa je krivulja zatvorena. Nadalje, imamo

dy _ (cos(@) sin(@)) _ lay
do \ k)’ kO | «kdu

dy _ (cos(@) sin(@))

Takoder, imamo
N(6) = (—sin(6), cos(0))

pa dobivamo

y _ _ '(6) (cos(8), si (0))+L(— in(6), cos(6))
i K(0)2K cos(6), sin @) sin(6), cos(#)) .
Bududi da je
dys L n@)F = —
IIdQII _”K(e) (cos(6), sin(0))|” = O
te kako je
dy d*y 1
det(%’ W) 07

imamo da je zakrivljenost od y upravo jednaka

dy d?
det(d_g, d_gz)
1

do

= k(6).

Na kraju, uo¢imo da je N bijektivno preslikavanje pa je v i jednostavno zatvorena.

20
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U uvodnom smo dijelu ove tocke rekli kako su nam konveksne parametrizirane krivulje
vrlo pogodne za parametrizaciju preko kuta 6 koje pripadna tangenta zatvara sa x-0si, pa
u sljedecoj lemi izvodimo evolucijsku jednadZzbu za zakrivljenost s obzirom na parametar
6. Samo za potrebe sljedece leme podrazumijevamo da je k = «(t, ), pri Cemu je T = t,

no razlog zasto koristimo drugaciju oznaku jest taj Sto £y # p Naime, deriviranjem po
T
7 podrazumijeva da je 6 fiksan, a deriviranje po ¢ podrazumijeva da je u fiksan i ta se dva

deriviranja nece podudarati.

K i
Lema 2.4.2. Uz dosadasnju notaciju i pretpostavke, vrijedi ol KZa_es + 1.
Dokaz. Sjetimo se da vrijede sljedece jednakosti:

90 _ ok 96 _
or  9s ds "
ok _ Ok
ot  Os? i

Ok [0k Ok\ (0t 00
a—(a’@)'(a’a)
o, oxds
or 000t
ot  000s ot Os
_ Ok 0kdk 0o

~ ot 90900s

_ ok ox\’ 90 _
~ar “\og as «

Gk _ 969 (960
s> 0500 \ds 0

_ 0 (000«
~ b0\ 5500

- Js K(992

L 2+/<28—2K
B 6%

Sada, raCunamo

Takoder, imamo
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Sada direktnim uvrStavanjem dobivenog u

ok _ 0K
ot 0s? o

slijedi tvrdnja. O

U sljedecem teoremu, kojeg navodimo bez dokaza zbog njegove tehnicke prirode (po-
gledati [4]), zapravo dajemo karakterizaciju za tok skradivanja u slu¢aju konveksnih para-
metriziranih krivulja.

Teorem 2.4.3. Preslikavanje vy : [0, T) x [0, 2] — R? jest rjeSenje toka skracivanja za ko-
nveksnu parametriziranu krivulju v, : [0,2n] — R? ako i samo ako pripadna zakrivljenost
k :[0,T) x [0,2r] — R zadovoljava

27 2 2
0 0
.f COS()dH:f Sm()dH:O.
o «(0,6) o «(0,6)
Sljedec¢i nam rezultat govori da tok skracivanja ¢uva konveksnost, odnosno da ako ko-
nveksna krivulja evoluira pod tokom skracivanja, onda ona ostaje konveksna.

Korolar 2.4.4. Neka je v, : [0,2n] — R? regularna konveksna jednostavno zatvorena
parametrizirana krivulja i neka y : [0,T) x [0,2x] — R? zadovoljava tok skracivanja.
Tada je y(t,-) konveksna za sve t € [0, T) .

Dokaz. Definirajmo
e = inf {«(0, 8)| 6 € [0, 2x]} .

Buducdi da je y, konveksna, imamo & > 0.

Uzmimo sada ¢ € (0, &) po volji. Pretpostavimo da je (¢y, 6y) € (0,T) x [0, 2n] to¢ka
takva da je «(fy, 8y) = 0 te da je #, prvi trenutak sa tim svojstvom. Tada imamo «(z, 6y) > 6
zasvet < t.

Zaista, kada bi postojao neki #; < ¢ takav da je (1, 6y) < ¢, onda bi po teoremu srednje
vrijednosti primijenjenom na funkciju «(-, 6y) na segmentu [0, #,], zbog

k(0,00 > &> 0, k(t1,6y) <0,

postojao neki t* < f; < 1y takav da je x(¢*,6y) = o, medutim to je u kontradikciji sa
¢injenicom da je t, prvi trenutak sa tim svojstvom.
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3]
Dakle, «(t,6y) > 6 za sve t < ty. Kako je k(ty, 6y) = 9, imamo 8_It< (to,6p) < 0. Nadalje,

jer je to prvi trenutak u kojem funkcija «(-, 6y) postize vrijednost ¢, funkcija «(zy, -) u tocki
6, ima lokalni minimum pa je

P 10,00) 2 0

892 07 O - .

Bududi da y zadovoljava tok skracivanja, iz prethodnog teorema dobivamo

oK
0> — (¢
- at ( 0,90)
0k
= «* (19, 6o) gy (to, 60) + &° (to, o)

(o, 6o) + &°

0’k

= 6—
06>

> 0,

a to je ocita kontradikcija.
Dakle, imamo «(¢,-) > &€ > 0 pa je y(t, -) konveksna. O

Ono §to joS preostaje napraviti u ovoj tocki jest pokazati da ako y : [0, T) X [0, 27] —
R? zadovoljava tok skracivanja, pri ¢emu je 7 maksimalno vrijeme trajanja toka i y, :
[0, 2] — R? regularna konveksna jednostavno zatvorena parametrizirana krivulja, da onda
vrijedi }LIITI A(#) = 0. Ono §to ¢e nam taj rezultat onda govoriti jest da ako konveksnu krivu-

lju pustimo da evoluira pod tokom skraéivanja, onda ¢e onda “nestati” kako se tok privodi
kraju.
U tu svrhu, dokazujemo neke pomoc¢ne rezultate, no za pocCetak definirajmo

k*(t) = sup {b | k(t,-) > b na nekom podintervalu duljine i} ,t € [0, T)

Lema 2.4.5. Neka y : [0,T) x [0,2n] — R? zadovoljava tok skracivanja, pri emu je v,
regularna konveksna jednostavno zatvorena parametrizirana krivulja. Neka je A(t) > 0 za

svet € [0,T). Tada vrijedi

L(t

K'(t) < Q

A1)
Dokaz. Za pocetak, znamo da je y(t, -) konveksna za sve t € [0, 7). Uzmimo proizvoljan
M > 0 takav da je «*(f) > M. Iz definicije od «*(¢) zakljuCujemo da postoji [a,a + 7] C
[0, 2] takav da je x(t,0) > M za sve 6 € [a,a + ] . Uo¢imo da bez smanjenja opcenitosti
mozemo pretpostaviti da je a = 0 jer u suprotnom samo reparametriziramo sa 6 — 6 — a.
Dakle, «(¢,8) > M za sve 6 € [0,n] pa se trag parametrizirane krivulje y(t, -)|jo.- nalazi
unutar kruga radijusa % Zbog toga, koriste¢i nejednakost trokuta, imamo

(1, 0) — (1, ™| < %
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S druge strane, po definiciji konveksnosti, promatrani je trag sadrZzan u podrucju ravnine
odredenom tangentama u tockama y(z, 0) i y(¢, 1) pa imamo ocjenu

L(r) L(r)
A < —= - |lv(r,0) — y(¢, < —,
(1< 7 lly(2,0) — ¥(2, n| i
Sto povlaci da je
L)
M< —.
A1)
Pustanjem na gornje jednakosti na limes kada M — «*(¢) dobivamo tvrdnju. O

Sljedeéi rezultat navodimo bez dokaza.

Lema 2.4.6 (Wirtingerova nejednakost). Neka je f : [a,b] — R funkcija takva da je
f(@a) = f(b) =0ib—a < n. Tada vrijedi

b b
f Fo0dx = f (F () dx.

Lema 2.4.7. Nekay : [0, T) %[0, 2n] — R? zadovoljava tok skracivanja, pri cemu je vy, re-
gularna konveksna jednostavno zatvorena parametrizirana krivulja. Ako je k* ogranicena

27
na [0, T), onda je i funckija f log (-, 6)d6 ogranicena na [0, T) .
0

Dokaz. Imamo

a 27 27 1 aK
— | ,0)do = —(1,60)do
8tf0 og «(t,6) fo k(t,0) Ot @6)

2 (92K 5
= j(; k(t, 9)@ (t,60) + k°(t,0)do
o Ok 0=21 7 (o)’
_ 2 - _ _
= j; (1,00 + (1, 0) 2 (1.) L):o fo ( 89) (t.0) do

27 2
_ 2, oy _ (9K
_ fo (1, 0) (69) (1,) d6.

Fiksirajmo sada neki ¢ € [0, T') 1 definirajmo skupove

U =10 €[0,2r]]| k(2,0) > (1)},
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Skup U je otvoren u [0, 27] kao praslika otvorenog skupa po neprekidnoj funkciji pa U
moZemo zapisati kao (najviSe) prebrojivu uniju disjunktnih intervala (I;), takvih da je du-
ljina svakog takvog intervala strogo manja od . Zbog neprekidnosti zakrivljenosti, u ru-
bovima svih tih intervala vrijedi

k(t,0) = £°(1).

Primjenom Wirtingerove nejednakosti na svaki od tih intervala dobivamo

2
f (k(t,0) — K*())* dO < f (a—K) (t,6) do
I Iy 89

Zbog gornje nejednakosti imamo

2
f Kz(t,Q)—(a—K) (t,60) < 26(1) f «(t, 0)d6 — K (1)? f de
Iy 00 Iy Iy

< 2k°(t) f k(t,6)do.
I

Zbog toga Sto je U unija intervala (i), imamo

2
f KA (t, 9)—(%) (t,0)dO < 2«*(¢) f «(t,0)do
Uu 89 Uu
27
< 2k%(1) f k(t,0)do.
0

S druge strane, na skupu V imamo

2
f K2(l‘,9)—(0—’() (t,0)do < f K2(t,0)do
4% 60 %

27
< f K*(1)*d6
0

< 27K (1),
Zbrajanjem dobivenih ocjena dobivamo
P 21 21
= f log k(t, 0)d6 < 2« (1) f k(t,0)d0 + 27’ ().
0 0

Bududi da je
8L 271' 27T
=) = - f K(t, s)ds = — f (1, 0)do,
ot 0 0



POGLAVLIJE 2. TOK SKRACIVANJA RAVNINSKIH KRIVULJA 26

uvrStavanjem u gornju ocjenu dobivamo
27

L
% ) log «(t, 0)do— < 2K*(t)(?9—t(l‘) + 27K (1)

Sada, kako je k* ograniCena, postoji M > 0 takav da je k* < M pa integriranjem gornje
nejednakosti dobivamo

271 27
f log «(t, 0)d6 < 2M (L(0) — L(t)) + 2 M2t + f log(x(0, §)do
0 0
< 2ML(0) + 2aMT + C.

O

271
Lema 2.4.8. Ako je f log k(-, 0)d6 ogranic¢ena na [0,T) onda za svaki 6 > 0 postoji

0
konstanta C > 0 takva da za svaki t € [0, T) vrijedi k(t,-) < C, osim evenutalno na nekim
intervalima duljine manje ili jednake 6.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, to jest da postoji & > 0 takav da za svaku konstantu C > 0
postoji #(C) € [0, T') takav da je x(¢#(C),-) > C na nekom intervalu /(C) duljine strogo vece
od ¢. Tada za svaki n € N postoji t, € [0, T) i interval I, := [a,, b,] duljine vece od ¢ takav
da je «(,,-) > nna I,. Uzmemo li sada proizvoljan n € N, imamo

27 ay, by, 27
f log «(t,,0)d0 = f log «(t,, 0)d6 + f log «(t,, 6)d6 + f log «(t,, 6)do
0 0 an by

> a, log kyn(0) + dlogn + 2m — b,,) log kpn(0)
> dlogn + (2m — 6) log kyn(0)

pri cemu je kyn(0) minimum funkcije «(0, -) (sjetimo se da nam evolucijska jednadzba za
k govori da je funkcija kv nepadajuéa). Zbog proizvoljnosti od n € N, gornja jednakost

27
nam da je kontradikciju sa ograni¢enoScu funkcije f log (-, 6)d6. Stoga, imamo tvrdnju
0

leme. O

Lema 2.4.9. Uz dosadasnje pretpostavke i notaciju; postoji konstanta D > 0 takva da je

21 8/( 2 27
f (— (t, e)) do < f k(t,0’d0+ D, t € [0,T).
0 69 0
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Dokaz. Racunamo:

27 2 2 2
0 KZ—(%) dazzf o O KT 4
0

at J, 90 at 000190
271 27 2
Ok ok Ok
-zfo 2560972 ) e008%

Ok Ok Ok |0=2n 7 Pk Ok
= Zag-2| =2 | T g
fo “or 90 aa'ezo fo 862 b1
N’

62k Ok
=2 - _
I} (892+K) ath
2 2 2
3 07k 2Ok 4
—j(; (392+K)(K 692+K)d9

27 82K 2
2
L K (ﬁ + K) do

0.

\%

Integriranjem gornje nejednakosti dobivamo tvrdnju. O

21
Lema 2.4.10. Uz dosadasnje pretpostavke i notaciju; ako je f log k(-, 0)d6 ogranicena
0
na [0, T), onda je k ogranicena na [0, T) X [0, 2x].

27
Dokaz. Buduci da je f log (-, 0)d6 ograni¢ena na [0,7), po Lemi 2.4.8 znamo da za

svaki ¢ > 0 postoji C >00 takav da je k < C osim eventualno na nekim intervalima duljine
manje ili jednake 9.
Definirajmo
kpax(t) = max {k(¢,0) | 6 € [0, 27]} .

Uzmimo proizvoljan ¢ € [0, T). Ako je kyax(f) < C, onda nemamo $to dokazivati. Stoga,
pretpostavimo da je, za taj odabrani trenutak ¢, kyax(f) = (¢, 6p) pri Cemu 6, pripada nekom
intervalu [a, b] duljine manje ili jednake 6 na kojem Lema 2.4.8 ne daje ocjenu. Sada
razlikujemo dva slucaja.

Prvi slucaj. Neka je a > 0. Zbog Leme 2.4.8. znamo da postoji € > 0 takav da je «(¢,-) < C
na [a — €, a] (naime - u suprotnom bismo imali interval duljine vece ili jednake ¢ na kojem
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je k = C §to smo vidjeli da je nemoguce). Imamo
0o

0
k(t,00) = k(t,a — &) + L_g a—gde

27 [ 9K\
<C+ Vs f (—) de [CSB]
o \0o
21
<C+ Vo f K2d6 + D [Lema 2.4.9.]
0

Iz gornje nejednakosti sada imamo

Kuax(1) < C + V& 212, (1) + D

<C+ VS(@KMA)(([)-F \/B) I:Va+bf \/E-i' \/E]
< C + V2rdkyux(t) + V6D

pa vidimo da je

(1 - Vzﬂé‘) KMAX(t) <C+ @

C + VoD
Bududi da je lim ———— = C, mozemo uzeti 6 > 0 takav da je kyx(¢) < 2C.
620 1 — V276

Drugi slucaj. Neka je a = 0. Kao 1 u prvom slucaju, zaklju¢ujemo da postoji € > 0 takav
daje «(t,-) < C na [b,b + €] . Tada imamo

b+¢e K
f — (1,60)d0 = k(t,b + &) — «k(t, 6y)
0 00
iz ¢ega dobivamo

b+e OK
|K(t’ 9)| = |K(t9b + 8) - f (ta 9) del
W 90

b+e
< |k(t,b+ &)| + f IZ—Z (t,0)|do

0o

1 analogno kao 1 u prvom sluc¢aju dobivamo ¢ > 0 takav da je kyax(f) < 2C.
Dakle, imamo «y4x < 2C pa je k zaista ogranicena. O

Sljedeci teorem navodimo bez dokaza, a detalje je moguce pogledati u [10].
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Teorem 2.4.11. Neka su A,B,C : R — R, wy : [0,2n] — R glatke funkcije i neka je
w = w(t, x) ograniceno glatko rjesenje Cauchyjeve zadace

E;_V: = AW)wy + Bw)w, + C(w)
w(0, ) = wy

definirano na [0, T) X [0, 2n] .
Ako postoje konstante Cy,C, > 0 takve da je

Aw(t,x) >2C, >0
Aw(t, x)) + A" (w(t, x))w(t,x) > C, >0

zasve x € [0,2r]it € [0, T), onda su sve vremenske i prostorne derivacije od w ogranic¢ene
na [0,T) x [0,2n].

U nasem slucaju za tok skraivanja, imamo

o “oe "
K(O,') = Ko > 0

pa za funkcije A, B, C : R — R definirane sa
A@B)=6*, B®) =0, COH =6
1 za donju medu m od « (funkcija « je ograni¢ena odozdo sa ky;n(0)) imamo

Ak(t,0)) = k(1,0)*> > m* > 0
Ak(t,0)) + A'(k(t, 0))k(t, 0) = 3«(t,0)* > 3m*> > 0

pa se nalazimo u uvjetima gornjeg teorem zbog kojeg onda zaklju¢ujemo da su sve vre-
menske i prostorne derivacije od k ogranicene.

Sada napokon mozemo dokazati teorem koji nam u potpunosti opisuje tok skradivanja
konveksnih krivulja.

Teorem 2.4.12 (Gage-Hamilton). Neka y : [0, T) x [0, 2r] — R? rjesava tok skracivanja,

pri cemu je vy, : [0,2r] — R? regularna jednostavno zatvorena konveksna parametrizirana

krivulja. Tada je maksimalno vrijeme T za koje je tok definiran dano uvjetom linTl A(t) = 0.
11—

Dokaz. Prema teoremu o egzistenciji i jedinstvenosti rjeSenja znamo da postoji maksi-
malno rjeSenje y : [0, T) x [0, 2] — R? toka skracivanja.
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Bududi da je ‘fi—‘: = —2m, funkcija A = A(?) je padajuca i ograni¢ena odozdo pa postoji
1inT1A(t). Pretpostavimo da je linTlA(t) =¢&>0.Tadaje A(t) > ezasvet € [0,T) pa iz pret-
- t—
hodnih lema zakljucujemo da je k ogranicena, no onda su i sve derivacije od « ograniCene.
Tada postoji glatka funkcija «(7, -) : [0, 2n] — R takva da je (T, -) = linTl k(t,-). Tada nam

—
teorem o egzistenciji i jedinstvenosti primijenjen na parametriziranu krivulju y7 odredenu
sa k7. (isto kao i u Teoremu 2.4.3) kaze da moZemo proSiriti rjeSenje toka i nakon trenutka
T, no to je nemoguce jer je T maksimalno vrijeme za koje je tok definiran.
Stoga, mora biti linTl A() = 0. O
—

Dakle, Gage-Hamiltonov teorem nam govori da ¢e konveksna krivulja pod tok skrac¢ivanja
nestati, odnosno da e se sazeti u tocku.

Napomena 2.4.13. Pomocu Gage-Hamiltonovog teorema i evolucijske jednakosti za povrsinu
unutrasjnosti moZemo eksplicitno odrediti mmaksimalno vrijeme trajanja toka. Naime, iz
spomenute evolucijske jednakosti imamo

dA
— = -2nm.
dt d

pa integiranjem dobivamo
A(T) - A0) = —2nT.

Gage-Hamiltonov teorem kaze da tok traje sve dok krivulja ne nestane pa imamo A(T) = 0
iz ¢ega dobivamo da je maksimalno vrijeme trajanja toka dano sa

_ 40
T = o

2.5 Tok skraéivanja krivulja koje nisu konveksne

U ovoj ¢emo kratkoj tocki navesti Graysonov teorem koji ¢e nam sa prethodno dokazanim
rezultatima u potpunosti opisati kako tok skracivanja djeluje na opcenitu jednostavno za-
tvorenu parametriziranu ravninsku krivulju ¢ime ¢emo u potpunosti zaokruZziti pri¢u o toku
skracivanja.

U tu svrhu, dokazujemo sljedeci iznimno bitan rezultat.

Propozicija 2.5.1 (Princip izbjegavanja). Neka suy : [0,T\)xI —» R?>ia : [0, T,)xJ —
R? dva rjeSenja toka skracivanja za polazne regularne parametrizirane krivulje v, a.
Ako su tragovi parametriziranih krivulja vy, ay disjunktni, onda su tragovi parametrizira-
nih krivulja y(t,-) i a(t, ) takoder disjunktni za sve trenutke t.
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Dokaz. Buduci da su parametrizirane krivulje y, @ regularne, bez smanjenja opcenitosti
mozemo pretpostaviti da su one parametrizirane duljinom luka. Neka je 7 = min{7, 7>}
Definirajmo funkciju f : [0,7) X I X J — R sa

ft, s1,80) =y, s1) — a(t, 52),y(t, 51) — a(t, 52)).
Prvo, imamo

of 0y Oa
PP v AL

= 2kyN, — koNo, vy — @)

Nadalje, raCunamo

0
9 _ XTy,y-a)
(9S1
iz ¢ega dobivamo
O f
(9_5% = 2<KyN7,’)/ - a) +2
Sasvim analogno dobivamo
O’f
8_s§ = —2(kyNy,y — @) + 2.

Iz dobivenih jednakosti vidimo da vrijedi

2 2
or_r 01,
at  dsi  9s;

odsnosno imamo of
— —Af =—-4.
ot f
Pretpostavimo sada da postoji neki trenutak ¢ € [0, T') takav da se tragovi parametrizi-
ranih krivulja y(z,-) 1 a(¢, -) sijeku. Tada postoje postoje parametri s; € I, s, € J takvi da
je
f(t9 $1, S2) = 0'

Buduci da su tragovi od vy, i @ disjunktni, nuzno je ¢t > 0. Medutim, buduci da je

of

— -Af=-4<0,

ot /
znamo da funkcija f zadovoljava nacelo minimuma pa bududéi da je f(z, s1, s2) = 0 u nekom
trenutku 7 > 0, moralo bi isto vrijediti i u trenutku ¢ = 0, medutim to je nemoguce jer su

polazni tragovi bili disjunktni. |
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Dakle, princip izbjegavanja nam govori da ako se tragovi parametriziranih krivulja ne
sijeku, onda se nece sijeci niti za vrijeme evolucije pod tokom skradivanja. Iz toga za-
kljuCujemo da ako je y : [0, L] — R? regularna zatvorena parametrizirana krivulja, onda
je vrijeme trajanja toka nuzno konac¢no. Naime, y je glatko preslikavanje, a skup [0, L]
je kompaktan, pa je i trag od v kompaktan skup. Zbog toga postoji neka kruznica radi-
jusa R > 0 takva da je trag od y sadrZan u unutrasnjosti te kruznice. Parametriziramo li
spomenutu kruznicu sa @ : [0,27] — R2, pri éemu je a(u) = (Rcos(u), Rsin(u)), onda
po Primjeru 2.1.2. znamo da je vrijeme trajanja toka skracivanja za a konacno, a sada
nam princip izbjegavanja govori da je nuZno onda i vrijeme trajanja toka skracivanja za y
takoder konac¢no.

Sljedeci teorem navodimo bez dokaza, a detaljnije se moZze pogledati u [6].

Teorem 2.5.2 (Grayson). Neka je vy : [0,L] — R? regularna jednostavno zatvorena
parametrizirana krivulja.

Tada postoji riesenje y : [0,T) x [0, L] — R? toka skracivanja s obzirom na y,. Stovise,
v(t,-) je glatko za sve t € [0, T) i postoji trenutak T* < T takav da je y(T*,-) konveksna.

PokaZimo sada kako nam Graysonov teorem zajedno za prethodnim rezultatima u
potpunosti opisuje tok skracivanja jednostavno zatvorenih krivulja. U tu svrhu, neka je
Yo : [0, L] — R? jednostavno zatvorena parametrizirana krivulja. Graysonov teorem nam
kaZe da tada postoji rjeSenje y : [0, T) x [0, L] — R? toka skracivanja i da postoji neki tre-
nutak 7" < T takav da je y(T", -) konvkeksna i da je y(t, -) glatko za sve t € [0, T') . Funkcija
k : [0, T*]Ix[0, L] — R je zbog toga glatka, a kako je definirana na kompaktnom skupu, ona
je 1 ograniC¢ena. Stoga nam Teorem 2.3.1. kaze da je y(t,-) jednostavno zatvorena za sve
t € [0, T*]. Drugim rijeCima, jednostavno zatvorena krivulja pod tokom skracivanja pos-
tane konveksna bez samopresijecanja. Medutim, jednom kada krivulja postane konveksna,
onda nam Gage-Hamiltonov teorem kaze da krivulja i u ostatku toka ostaje konveksna i da
konvergira u tocku, odnosno da nestaje. Dakle, pod tokom skracivanja svaka jednostavno
zatvorena krivulja nestaje u konacnom vremenu bez samopresijecanja i bez razvijanja sin-
gulariteta (dakle, imamo glatko¢u u svim trenucima). Napomenimo kako to uopée nije
intuitivan rezultat - naime, ta tvrdnja vrijedi i za parametriziranu krivulju sa tragom kao na
priloZenoj slici.

Na kraju, napomenimo da ako pocetna parametrizirana krivulja nije jednostavno zatvo-
rena da onda singulariteti mogu nastati i prije nego Sto se krivulja stisne u tocku, primjerice
ako promatramo trag neke parametrizacija Pascalovog puza.



POGLAVLIJE 2. TOK SKRACIVANJA RAVNINSKIH KRIVULJA 33

Slika 2.1: Trag jednostavno zatvorene krivulje koja ¢e pod tokom skradivanja nestati bez
samopresijecanja i stvaranja singulariteta.

Slika 2.2: Pod tokom skracivanja ¢e se manji kruzni dio stisnuti brze od veceg kruznog
dijela zbog vece zakrivljenosti i do¢i ¢e do stvaranja singulariteta.



Poglavlje 3

Geometrija hiperploha

Glavni cilj ovog poglavlja jest obraditi osnovne pojmove i rezultate teorije hiperploha u
euklidskom prostoru R3.

3.1 Diferencijalni racun na hiperplohama

Definicija 3.1.1. Parametrizirana ploha u R? jest glatko preslikavanje ¢ : U — R?, pri
cemu je U C R? otvoren skup, takvo da je diferencijal do, € L(R?,R?) injektivan za sve
x € U. Sliku ¢(U) nazivamo hiperploha.

Napomena 3.1.2. e Hiperplohe, opéenito, nisu regularne plohe u R>.

e Ovisno o kontekstu, kod parametrizirane plohe éemo dopustiti i da je skup U C R?
kompaktan, no onda zahtijevamo da je diferencijal injektivan na njegovom interioru..
U tom je slucaju, jasno, pripadna hiperploha takoder kompaktan skup u R3.

U nastavku ovog rada, koristit cemo Einsteinovu notaciju kako bismo S$to je viSe moguce
pojednostavili eksplicitni ra¢un svih veli€ina.

Neka je S hiperploha u R? imerzirana pomoéu preslikavanja ¢ : U — R3. Akoje p € S

0 0
tocka, onda je skup {a—;l 2 a—;ozl p} baza za tangencijalni prostor 7,S. Nadalje, hiperploha
nasljeduje metriku iz ambijentalnog prostora R? - naime, za to¢ku p € S, pripadna metrika
g:T,S xT,S definirana je sa o
g(X, Y) = gl'leYJ,
pri cemu je
dp d¢

8ij = <(9—x,-, @)-

34
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Definicija 3.1.3. Neka je S hiperploha u R>. Vektorsko polje na S jest preslikavanje
V:S§S —> TS takvodajeV(p) €T,S zasvep € S.

Uzmimo sada f € C*(S). Definiramo gradijent funkcije f u tocki p € S kao jedins-
tveni tangencijalni vektor Vf, € T),S za koji vrijedi

dfy(X) = g(V [, X),YX € T,S.

Ono Sto nas sada zanima jest kako izraziti gradijent u lokalnim koordinatama. U tu svrhu,
uocimo kako nam, za tocku p € S, metrika g inducira izomorfizam prostora 7,5 1 7, =
(TpS) - naime, zadaniv € T,§ imamo daje b = g(v,) € T;S iocitojeb : T, — T;S
linearni operator. Zbog nedegeneriranosti metrike, taj je operator injektivan pa nam teorem
o rangu i defektu kaZe da je to ustvari izomorfizam s inverzom # : T, — T,S. Kako po
definiciji imamo

oy :
() s

te kako djelovanje inverzom odgovara mnozenju inverznom matricom, imamo

. . 8()0
#(dx') = g —,
(dx) = g7

. v . if -1
pri Cemu je [g f] = [gij] .
Sada, po definiciji gradijenta, imamo

Vi, =#df)
_ w9
B #(axi
of , .
_ oI 9¢
Oxi Ox/”

dx')

Nadalje, neka je V kovarijantna derivacija na R3. Tada djelovanje te kovarijantne de-
rivacije odgovara standardnom deriviranju funkcije u smjeru danog vektora. Pomocu te
kovarijantne derivacije u ambijentalnom prostoru definiramo kovarijantnu derivaciju na hi-
perplohi S kao

va = (§VW)T

gdje su V, W vektorska poljana S, a T oznaCava projekciju na pripadni tangencijalni prostor.
Dodatno, o¢imo da ako je f € C*(S) da onda imamo (Vyf), =df,(V)zaV €T,S.
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Sada nas zanima kako djelovanje kovarijantne derivacije prikazati u lokalnim koordi-

. op 0 o L
natama. U tu svrhu, uo¢imo da su a_gol’ 8—(’02 tangencijalni vektori pa je V o % € TS. Stoga,
X X axJ
taj vektor moZemo prikazti kao linearnu kombinaciju baznih vektora pa imamo

O _ w99

T oxi Y oxk
Koeficijente Ff.‘j nazivamo Christoffelovim simbolima. Uoc¢imo kako njih, ekvivalentno,
mozemo definirati preko relacija

T
Py = r’?.a_‘p
Oxidxi Y oxk”
Sljedeca nam lema daje osnovna i poznata svojstva kovarijantne derivacije.

Lema 3.1.4. Neka je S hiperploha u R?, neka su a,8 € R, neka su V, Vy, Vo, W,, W, glatka
vektorska polja na S te neka je f € C*(S). Tada vrijedi:

1. Vi@V +BVa) = aVyV, + BVy Vi,
2. Vy(fV) =Vuf - V+ fVyV,

3. VawaswsV = @V, V + BV, V,

4. VY = fYyV.

Pomocu gornje leme moZzemo u koordinatama zapisati djelovanje kovarijantne derivacije.

Naime, ako su dana vektorska polja V = v/ % iw=w %, onda imamo
.0
VoW = Vo wisl
¢ axJ 8xl
Y
=0 jw‘a—gp.
xl
0 .0
= v’w’Vja—;Di + VJV,WIG—;,
L Op oW Dy
Jy,iTk J
= vl oxt " 9xi x
. Owk\ dp
_ iTk
- (VJWF” ¥ jaxf)ﬁ

. F) .
Posebno, ako je V = 5“;, onda imamo

VjW = (wkl“;;j +
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Sljede¢i nam je cilj definirati Laplace-Beltramijev operator. U tu svrhu, neka je X
neko vektorsko polje na S. Uzmemo li tocku p € §, onda nam kovarijantna derivacija
inducira endomorfizam V.X : T,§ — TS definiransa Y, — Vy X. Trag tog endomorfizma
nazivamo divergencija vektorskog polja X i oznacavamo ga sa div(X). Ono $to nas sada
zanima jest kako div(X) izraziti u lokalnim koordinatama.

U tu svrhu, prvo raunamo:

ViX=V X‘ 0X'
Ox!

0X' 0¢ — Oy

= XlV T

6x{ oxt - T oxi

0X" 0p  yirw Oy

~axox X g
ox* ——
l (a_ +er) X

pa slijedi da je
. ox/ i
le(X) = ﬁ + XFU

Trebat ¢e nam i drugacija formula za divergenciju u koordinatama koju sada izvodimo.
Naime, raCunamo

oxi  0(\der(g))

det " = det(g)— + .
(\/ et(g) ) ret(g) et(g) o pw
_0X' 1 9(det(g)
C X Zdet(g) ox!

_ X _, 0g
T oxi 2tr(g

(9Xl 1 . gkl .
- - Jk 7Skl X

PR LACP

(9Xi 1 . Hgk
= 0 4 Gk i

ox! * 2g oxt

\/det(g

Xi

)X [Jacobijeva formula]

Veza izmedu derivacije metrike i Christoffelovih simbola dana je jednadZzbom

agk]

Fr i T8 + rﬁjgkl'
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UvrStavanjem u gornju jednakost dobivamo

1 9(Vdet(e)x’) ox' 1

det(g) ox' ox

(Flkgz i+ 1 ,gkz) X'

== (rlk(s +T}67) X
= % + E (FH + FH)X
OX‘
+TLX
axl il
= div(X).

Stoga, dobili smo

1 6( det(g)Xi)

det(g) O

Napomena 3.1.5. Mi smo do sada definirali divergenciju samo za vektorska polja, medutim
ako imamo opcenito polje X : S — R*na hiperplohi S (dakle, kodomena nije nuzno tan-
gencijalni prostor u danoj tocki) onda definiramo divergenciju od X kao

(X oe
Oxi” OxJ

Pokazuje se da ako je X dodatno i vektorsko polje na S da se onda navedene dvije definicije
divergencije podudaraju.

div(X) =

div(X) = g"( ).

Uzmimo sada f € C*(S). Po definiciji, znamo da je Vf vektorsko polje na S pa
mozemo promatrati njegovu divergenciju. Na taj nacin dolazimo do Laplace-Beltramijevog
operatora funkcije f koji je definiran kao Af : § — R, pri cemu je Af = div(Vf). Sada
zelimo Laplace-Beltramijev operator prikazati u lokalnim koordinatama. Imamo

Af = div(V[)
af
- d’v(gl]af aff)

_ 2( l,éf)
= Jaew en(g)g’ =

Zadnji objekt diferencijalnog racuna na hiperplohama koji ¢e nam biti potreban jest
pojam Hesijana. Naime, za f € C*(S) definiramo Hesijan kao linearni operator definiran
sa

Vf(X.Y) = X(fY) = df(VxY).
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Napomena 3.1.6. Ekvivalentna definicijia Hesijana funkcije f jest kao dvostruka iteracija
kovarijantne derivacije, odnosno V?f = VV{.

Kako bismo izrazili Hesijan u lokalnim koordinatama, racunamo:

VX Y) = X(fY) — df(VxY)
_ of 0_90
_Xax (Yfax) df(Vy Y 25)
oYl of . Of Ry -
=X (ax‘ P +Y]6xi(9x-) X G o jr’fa )
2
=X (aw O0F Ly 0 )—X"(@a—f+rk 8f)

oxt Ox/ Oxiox/ ox! Ox/ i 5 xk
>’ f of
=Xy — _X'yrk L
OxiOx/ 7 Oxk

3.2 Tenzori

Definicija 3.2.1. Neka je V konacnodimenzionalan vektorski prostor i neka je V* njegov
dual. Za p,q > 0 sa T,] oznacavamo prostor svih multilinearnih preslikavanja f : (V*)" x
V4 — R. Elemente tog prostora nazivamo tenzorima tipa (p, q).

Primjer 3.2.2. U okviru teorije hiperploha, bitni su nam sljedeci tenzori:
1. Funkcionali na tangencijalnim prostorima jesu tenzori tipa (0, 1).

2. Svaki tangencijalni vektor moZemo poistovjetiti sa tenzorom tipa (1,0). Naime, to je
direkina posljedica &injenice da su prostori (T,S)* i T,S izomorfni.

3. Bilinearne forme jesu tenzori tipa (0, 2).

4. Linearne operatore moZemo poistovjetiti sa tenzorima tipa (1, 1). Naime, ako je T :
V — V linearni operator, onda ga moZemo identificirati sa tenzorom tipa (1, 1) koji
je definiran sa v : V* X V — R i koji djeluje kao t(a,v) = a(Tv).

Jedna izuzetno korisna stvar vezana uz tenzore u okviru teorije hiperploha jest ¢injenica
da pomo¢u metrike g moZemo mijenjati tip tenzora.
Naime, pretpostavimo da je v € 7),S tangencijalni vektor. Tada je g(v,-) € T,S pa ga
moZzemo prikazati kao
g, ) = aidx'.
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Zbog toga, imamo
9
@; = g(v, ﬁ)

g Op
= g(v’—., bt

ox/” Ox
= gijvj .

Sukladno gore izvedenim koeficijentima i zbog toga Sto je funkcional g(v, -) usko vezan
uz vektor v, oznatavamo ga sa v; = g;»/. Dakle, ono §to smo sada napravili jest to da smo
tangencijalni vektor (dakle, tenzor tipa (1,0)) transformirali u linearni funkcional na T,$
(dakle, u tenzor tipa (0, 1)) i zbog toga kazemo da smo vektoru v spustili indeks.

Koriste¢i metriku, moZemo i podizati indekse. Naime, recimo da imamo tenzor tipa
(0, 1) - oznac¢imo ga sa A. Dakle, A je funkcional na T, pa ga moZemo prikazati kao

A=Adx.

Ve¢ smo prije vidjeli da metrika inducira izomorfizam prostora 7,S 1 TS pa kontangenci-
jalnom vektoru A (dakle, tenzoru tipa (0, 1)) moZemo pridruZiti tangencijalni vektor (dakle,
tenzor tipa (1, 0)) definiran sa

o Op
#(A) = g"A,—.
( ) g J 6.xl
Stoga, kotangencijalni vektor smo pretvorili u tangencijalni vektor, pa kazemo da smo mu

podigli indeks.

Pretpostavimo sada da je A tenzor tipa (0, 2) (dakle, bilinearna forma) na tangencijal-
nom prostoru 7,S . Tada toj bilinearnoj formi A moZemo metrikom podici indeks i na taj
nacin dobiti tenzor tipa (1, 1) (odnosno, moZemo dobiti linearni operator na 7,5 ). Zaista,
to podizanje indeksa dobivamo tako da definiramo preslikavanje 8 : T),§ — T, sa

0(v) =#(AW,")).

U koordinatnom zapisu imamo ¢ = g"Ay;.

Takoder, dvostrukim djelovanjem inverznom metrikom moZemo tenzoru tipa (0, 2) dva
puta podi¢i indekse 1 na taj nacin dobiti tenzor tipa (2, 0). Zaista, ako je A tenzor tipa (0, 2)
onda definiramo B : T,§ X T,§ — R sa

A(f.8) = AH(f), #(8)).
U koordinatnom zapisu imamo
B* = A(#(dx', #(dx"))

0% w0y
:A ij - ki
‘('g ox/ g ox!
:g”gklAﬂ-

)
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3.3 Srednja zakrivljenost

Glavni cilj ove tocke jest definirati srednju zakrivljenost hiperplohe u R*. U tu svrhu, neka
je S hiperploha u R* i neka je N : S — S? normalno jedini¢no polje na S. Kako je
(N, N) = 1 deriviranjem dobivamo

ON
-, N = 0,
(V)

to jest, imamo ON eT,S
, 1 -— .
] oxt P
Definicija 3.3.1. Preslikavanje W : T\,S — T,S definirano sa
W(X) := VxN
naziva se Weintgartenovo preslikavanje.

Napomena 3.3.2. Buduéidaje N : S — S?, po definiciji slijedi da je kodomena Weintgar-
tenovog preslikavanja skup Ty(,S?, medutim vrijedi Tn(,)S* = T,S pa je Weintgartenovo
preslikavanje dobro definirano.

Weintgartenovo preslikavanje je simetri¢ni endomorfizam od 7,S 1kao takav je taj ope-
rator dijagonalizabilan. Svojstvene vrijednosti «;, k, Weintgartenovog preslikavanja nazi-
vamo glavnim zakrivljenostima, a srednju zakrivljenost hiperplohe S u tocki p € S
definiramo kao trag pripadnog Weintgartenovog preslikavanja i oznacavamo ju sa H(p).

Weintgartenovom preslikavanju moZemo pridruZziti simetriénu bilinearnu formu koju
nazivamo druga fundamentalna forma i oznacavamo jusa A = [hi j] . Ta je forma defini-
rana sa

AX,Y) = (W,(X), 1),

pri ¢emu je p € S tocka, W, pripadni Weintgartenov operator, a X,Y € 7,S. U lokalnim
koordinatama, koeficijenti druge fundamentalne forme dani su sa

0% ON O¢
Ox'0xI Ox'” dx/
Buduc¢i da imamo metriku g, mozemo i definirati trag fundamentalne forme. Naime, metri-
kom g moZemo drugoj fundamentalnoj formi podici indeks i na taj nadin dobiti tenzor tipa
(1, 1) (dakle, dobivamo linearni operator) i onda trag druge fundamentalne forme defini-
ramo kao trag tog linearnog operatora. Medutim, po definiciji druge fundamentalne forme,
taj linearni operator je upravo Weintgartenovo preslikavanje pa ako sa [h’j] oznalimo ma-
tricu koja reprezentira Weintgartenov operator u standardnoj bazi, imamo

hij = (N,

) = ).

h = g% hy;.
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Kao posljedicu toga, dobivamo sljede¢u formulu za srednju zakrivljenost:

H=x+x
= h;
= gikhki
= gikhik
= gijhij
_ ij<‘9_N_’ 2
ox'” Ox/
= div(N).
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Poglavlje 4

Tok srednje zakrivljenosti ploha u R

Ono Sto u ovom poglavlju Zelimo napraviti jest definirati analogon toka skracivanja, no
ovaj put za plohe u prostoru. Dakle, kao 1 kod krivulja, Zelimo modelirati tok u kojem se
tocke plohe gibaju u smjeru normale odredenom brzinom, a za vrijednost te brzine biramo
upravo srednju zakrivljenost. Motivirani time, u ovom poglavlju definiramo tok srednje
zakrivljenosti i dokazujemo neka njegova osnovna svojstva, a za vise informacija se moze
pogledati u [11].

4.1 Egzistencija i jedinstvenost rjeSenja

U ovoj ¢emo tocki definirati tok srednje zakrivljenosti hiperploha u R? te éemo dokazati
egzistenciju i jedinstvenost rjeSenja po uzoru na [12].

Definicija 4.1.1. Neka je ¢y : U — R? parametrizirana ploha. Tok srednje zakrivljenosti
jest familija parametriziranih ploha ¢ : [0, T) x U — R? koja zadovoljava

op
o HN
©(0,) = ¢o

pri cemu su H, N redom srednja zakrivljenost i unutarnja normala parametrizirane plohe
Pr

Napomena 4.1.2. 1. Uocimo kako predznak normale ne utjeCe na predzank velicine
HN buduci da promjenom predznaka normala i srednja zakrivljenost mijenja predz-
nak.

43
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2. Tok srednje zakrivljenosti invarijantan je na izometrije od R>. Zaista, ako je A :
R?® — R3 izometrija, onda imamo

d(Ap)  Op

ot _Aat
=A-HN
— H(AN).

3. Tok srednje zakrivljenosti je takoder invarijantan pod difeomorfizmima od U, od-
nosno invarijantan je na reparametrizacije. To nam govori da su sve bitne karakte-
ristike toka sadrZane u hiperplohama ¢,(U).

Da bismo se mogli posvetiti dokazu teorema o egzistenciji i jedinstvenosti rjeSenja toka,
moramo najprije vektor HN prikazati na neSto pogodniji nacin koriste¢i objekte vezane uz
diferencijalni racun na hiperplohama.

U tu svrhu, sjetimo se da je Hesijan preslikavanja f € C*(S) u lokalnim koordinatama dan

kao pe 5
S L Of
VX, Y) = X'V —— - X'yt
F&D OxOx/ Y Oxk
1z toga posebno dobivamo
d¢ d¢
Vo= 2%
v 0xiox’ " Oxk

Sljedeci korak jest povezivanje Laplace-Beltramijevog operatora sa Hesijjanom. Naime, po
definiciji je Laplace-Beltramijev operator dan kao

A=divoV.
Zbog definicije divergencije, gornja jednakost postaje
A=troVoV= trg(VZ),

pri ¢emu sa tr, oznaCavamo da uzimamo trag Hesijana s obzirom na metriku g (naime,
Hesijan je, po definiciji, tenzor tipa (0,2) pa je njegov trag definiran samo u kontekstu
metrike). Nadalje, Gauss-Weintgartenove jednadZbe nam daju

A,
Oxidxi U oxk

+hi]’N.
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Kao posljedicu gornjih razmatranja, dobivamo sljedecu formulu za vektor srednje zakriv-
ljenosti

Ap = trg(VZSD)
_ gij( 6280 rt 590)

Ox'ox/ i g xk
= g"h;N
= HN.

Zbog toga, tok srednje zakrivljenosti mozemo zapisati i kao

% _

= AQ.
ot 14

Unatoc€ tome Sto ova jednadzba izgledom podsjeca na jednadZbu provodenja topline, ovdje
se radi o neSto kompleksnijem tipu jednadzbe. Naime, ovdje je rijeC o kvazilinearnoj para-
bolickoj jednadzbi drugog reda buduci da Laplace-Beltramijev operator A sa desne strane
ovisi o konkretnoj metrici g(7).

Sada se posvecujemo dokazu egzistencije i jedinstvenosti rjeSenja toka srednje zakriv-
ljenosti u slucaju kompaktnih hiperploha.

Teorem 4.1.3. Neka je ¢, : U — R? parametrizirana ploha sa kompaktnim nosacem S .
Tada postoji T > 0 i jedinstvena familija parametriziranih ploha ¢ : [0, T) x U — R koja
zadovoljava

Op

-~ = HN
ot

©(0,) = ¢o

Dokaz. Zapocetak, buduci da je ¢y parametrizirana ploha, teorija stabilnosti (vidi [8]) nam
kaze da Ce 1 ¢(t, -) biti parametrizirana ploha za dovoljno male ¢ > 0 pa je dovoljno samo
dokazati egzistenciju rjeSenja.
U tu svrhu, pretpostavimo daje V = v"% neko vektorsko polje na S takvo da jednadZba
0p i
— =A + 1
ot PV Gk
ima rjeSenje @ : [0, T) x U — R? za zadanu pocetnu parametriziranu plohu ¢y. Uzmimo
sada neku familiju ¢ : [0,7) x U — U difeomorfizama od U 1 definirajmo

@(t, p) = @(t, ¢(2, p)).
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Racunamo
0 0F
6—f(r, p) = —"”(r, #(t, )

o ) 04" aa p>+—<r 8(t, p)

k 8~
L 2 (1) + BBl 80 p)) + V2 (1,60, )

o k
= Ag(l)‘;b(t’ ¢(t7 p)) + w(l" ¢(t7 P)) (vk + a;i(t, P))

Iz ove jednadZbe sada vidimo da je dovoljno pronaci familiju difeomorfizama koja zado-

voljava

9¢

L _-_vy

ot

#(0,-) =id.
Gornja zadaéa ima rjeSenje bududi da se radi o sustavu obi¢nih diferencijalnih jednadZbi sa
pocetnim uvjetom (sli€no kao i Teorem 4.9.9 u [1]) pa moZemo naci njegovo rjeSenje. Po-

novno, teorija stabilnosti (vidi [8]) nam garantira da je za dovoljno male ¢ > O preslikavanje
¢(t, -) difeomorfizam. Stoga, dobivamo da vrijedi

0
a—‘f(t, P) = Dgn@(t, ¢t ) = Dt p)

te dodatno
¢(0, p) = ¢(0,$(0, p)) = ¢(0, p) = @o(p)
pa smo dosli do rjesenja toka srednje zakrivljenosti.
Iz gornjeg vidimo da sve Sto ustvari sada moramo napraviti jest dokazati da jednadZba
0p L
B S0PV g

ima rjeSenje za neko pogodno odabrano vektorsko polje V.
U tu svrhu, definirajmo vektorsko polje V sa

V=g (I - o)),
pri ¢emu su l"f.‘j Christoffelovi simboli hiperplohe ¢(z, U), a (Fo)f.‘j su Christoftelovi simboli
hiperplohe S. Tada promatrana jednadzba postaje
¢ s ¢
P (e Vk@
0p
Oxk

i i k k
J( 16 Jj - l]a k) +gj(rij_(r0)ij)

_ i ¢ x 00
— 8 \oxiaxi (O)Ua ‘
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Ovo je sada sustav kvazilinearnih paraboli¢kih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi (jer
je [g"/] pozitivno definitna matrica koja ovisi samo o prvim derivacijama od ¢) pa nam
rjeSenje promatrane zadace slijedi iz lokalne teorije parabolic¢kih jednadzbi (vidi [12]). O

Primjer 4.1.4. Kako minimalne plohe imaju srednju zakrivljenost koja je svugdje jednaka
nuli, one ne evoluiraju pod tokom srednje zakrivljenosti.

Primjer 4.1.5. Neka je S sfera u R? radijusa R > 0 i sredistem u ishodistu. Neka je ¢,
standardna parametrizacija sfere S i definirajmo

@(t, p) = R(Dpo(p).

Zelimo odrediti funkciju R(t) tako da gore definirana funkcija ¢ zadovoljava tok skracivanja.
U tom slucaju, zakljucujemo da mora biti

0
R (t)g(p) = a—f(t, P)
= H(t, p)N(t, p)

2
= I%QDO(P)'

Iz ovoga slijedi da funkcija R mora zadovoljavati sljedecu zadacu

2
R (1) = RO

R(0) = R.
Ovo je separabilna obicna diferencijalna jednadzba cije je rjesSenje funkcija
R(H) = VR? — 41

Stoga, tok srednje zakrivijenosti sfere S jest ¢(t, p) = VR* — 4t - @o(p).

Napomena 4.1.6. Gornji nam primjer ukazuje na neka svojstva toka srednje zakrivljenosti
koja su vrlo slicna toku skracivanja krivulja:
. v . . . 2
e sfera ima konacno vrijeme trajanja toka (Tyax = RT),
e sfera pod tokom srednje zakrivljenosti konvergira prema tocki, odnosno nestaje.

Ovo su takoder neka od pitanja koja ¢e nas zanimati i za opcenite hiperplohe - naime,
zanimat ¢e nas Sto mozZemo reci o vremenu trajanja toka i zanimat ¢e nas hoce li konveksne
hiperplohe pod tokom konvergirati prema tocki, odnosno hoce li nestajati.
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4.2 Evolucijske jednadzbe geometrijskih veli¢ina

U ovoj tocki ¢emo izvesti evolucijske jednadzbe geometrijskih veliCina za tok srednje za-
krivljenosti. U nastavku ove tocke uvijek radimo po pretpostavkom da je promatrana hi-

erploha dana kao slika parametrizirane plohe ¢ koja na toj hiperplohi inducira metriku
rgi j]]], te Cija je pripadna druga fundamentalna forma dana sa A = h;;, a N je normala tih
hiperploha.

ijs

Propozicija 4.2.1. Pod tokom srednje zakrivijenosti, vrijedi

ON

— = -VH.
ot
Dokaz. Budu¢i da je (N, N) = 1, imamo
ON
—,N)=0.
( i )
) oy .
Takoder kako je (N, T} = 0, imamo
xl
ON Oy &
-, ) = — N, -—
{ ot’ 6x‘> < 6t6x’>
0%¢
= —(N, ——
( 6x’6t>
0
X
oH ON
=—(N,—N+H—
< ox! " 6x’>
_ OH
o 9xi
Zbog toga, sve zajedno imamo
ON l.j<8N oo Oy
o % Vot oxi’ o
_ _ 0t 9p
Bl 0xt Ox/
= -VH.

Propozicija 4.2.2. Pod tokom srednje zakrivljenosti vrijedi

0
E’ (gij) = —2Hh,'j.
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Dokaz. Racunamo:

Po 0o 0p O
oo oo’ ox awar
0(HN) (9_(,0>+ (9_(,0 0(HN)
oxi " Ox/ oxi’ OxJ
ON dg

=2H(—,—
<(')x’ (')xf>
:—2Hh,'j

=
=

)

Na hiperplohi, pomocu metrike, definiramo element povrsine kao

du = +/det(g)dx.

49

Element povrSine nam omogucuje integriranje “dovoljno lijepih” funkcija po hiperplohi jer

naprosto definiramo

f hdu = f h(p(x))y/det(g)dx.
s U

Propozicija 4.2.3. Pod tokom srednje zakrivijenosti vrijedi

0
Ey ( \/det(g)) = -H? \det(g).

Dokaz. Za pocetak, sjetimo se da imamo

0 0
Ey (det(g)) = det(g)tr, (a—tgi j) .

Sada rac¢unamo:

0 1 0(det(g))
Z(+/d =
m( a@D 2\Jdet(g) Ot

1 0
= ———det(g)tr,(=—gi/)
2 det(g) 8 8 az_g J

\/dgt(g)gij (—ZHhij)

== \/mHgijhij
= —H>\[det(g).



POGLAVLIE 4. TOK SREDNJE ZAKRIVLJENOSTI PLOHA UR? 50

Pomocu elementa povr§ine mozemo definirati i povrsinu hiperplohe kao broj

AS) = f dp.
S

Korolar 4.2.4. Za kompaktnu hiperplohu pod tokom srednje zakrivljenosti vrijedi

dA
— (o(t,U)) = — H?dy,.

@,U)

Dokaz. Racunamo:

dA d
—(p(1,U)) = f —dy
dt ooy dt

O

Gornji nam korolar posebno govori da se pod tokom srednje zakrivljenosti povrSina hiper-
plohe ne povecava.

Propozicija 4.2.5. Pod tokom srednje zakrivijenosti vrijedi

o0, . .
a (gls) - 2ths.
Dokaz. Bududi da je gVg ;. = &}, deriviranjem dobivamo
9 .
0= Fy (g Jgik>
(9 i)y 4 i [ 2,
- al‘g gjk 8 atgjk
9 ij ij
=587 )8xt8 (_2thk)
9 i i
=|5,8" | 8 = 2HH,.

Dakle, imamo (gtgij ) gjx = 2HH, pa izlazi
9 ij ks i ks
Eg 88" =2Hhg
= 90 i 5% = 2Hh"
o )% T

= gt(g”) = 2HR".
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Sljedeci rezultat koji Zelimo izvesti jest evolucijska jednadzba za srednju zakrivljenost.
U tu svrhu, koristit cemo posebne koordinate na hiperplohi §, tzv. normalne geodetske
koordinate. Takav izbor koordinata usko je vezan uz pojam eksponencijalnog preslikava-
nja hiperplohe, a najbitnije karakteristike tih koordinata koje ¢e nam trebat jest da za njih

vrijedi
i 8290 !
gij = 6}" ( ) = O

Oxiox/

Vise o takvim koordinatama moguce je pronaci u [1].

Propozicija 4.2.6. Pod tokom srednje zakriviljenosti vrijedi

0
Eh” = V,V,H - Hhil’l,[

Dokaz. Sav racun koji slijedi provodimo u normalnim geodetskim koordinatama. Racunamo:

0 8 e
Th= LN, L2
or " 6t< 8x’6‘xf>
ON 8¢ &
=% awa’ HY
=0
H OH ON OH ON 2N
=W gt N e T W g TN
=0 =0
O*H PN
awign T HWN 5555
O*H ON N

= N T H s o~
Oxiox’ <6x‘ oxJ

g TV

)

ON
pri cemu zadnja jednakost slijedi zbog toga Sto je (N, m) =0.
X

Do ON . .
Bududi da je vektor p element tangencijalnog prostora, imamo
X

0N _ 0N by ¢
oxi g Ox)” dx*" Ox!
Oy
_H
=8 hjk@
_ hl 360

Jaxl'
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UvrStavanjem u gornju jednakost sada dobivamo

0 0’H
—h," = - T = th'hi .
ot 0xiox/ i

Buduci da radimo u normalnim koordinatama, sada slijedi da je gornja jednakost ustvari

0
ahij = V,VJH - Hhﬁhl[

Propozicija 4.2.7. Pod tokom srednje zakrivijenosti vrijedi

OH
— = H|A* + AH.
ot

Dokaz. Racunamo:

OH 0,
— = Z(Jh..
ot Ot (g ”)
0 . ;0

= E (g ]) hlj + gja‘ (hlj)
= 2H|AP + ¢ (V,V,;H - Hh'}y)
= 2H|A]® + tr(V*H) — HIA|?
= HIAP* + AH.

4.3 Princip izbjegavanja

U ovoj ¢emo tocki dokazati da se dvije disjunktne hiperplohe koje evoluiraju pod tokom
srednje zakrivljenosti nikada nece sijeci.

U tu svrhu, navodimo sljedeéa dva poznata rezultata diferencijalne geometrije koji nam
zajedno govore da se svaka hiperpoloha u R* moZe lokalno prikazati kao graf glatke funk-
cije.

Propozicija 4.3.1. Neka je U C R? otvoren skup, ¢ : U — R? parametrizirana ploha
i x € U proizvoljna to¢ka. Tada postoji otvorena okolina V tocke x u R?* takva da je
¢(V) C R? regularna ploha.
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Propozicija 4.3.2. Neka je S C R? regularna ploha i p € S. Tada postoji lokalna parame-
trizacija ¢ : U — § oko p i funkcija f € C*(U) takva da je

(x,y, f(x, )
o(x,y) =1(x, f(x,2),2)
(f(x, ), x,y)

Posvetimo se sada grafovima glatkih funkcija f : U — R. O¢ito je graf I'y € R? hiper-
ploha. Sljede¢a nam lema govori kako izgledaju geometrijske veliCine za takve hiperplohe.

Lema 4.3.3. Neka je f : U — R glatka funkcija i neka je S = I'y hiperploha. Tada vrijedi:

1. 8ij=0; + Diijf,

3 D;fD;
2. gl = ij_ﬂa
1+ |Df)?
1
3. N= —————=(D\f,-D,f,1),
1 +|Df?
D2f
4. h,’j = 4,
v1+|Df?
D
s H:div(_f].
V1 +|Df?

Dokaz. Za pocCetak, buduci da je S graf funkcije f, mozemo pretpostaviti da je ta hiper-
ploha ustvari nosa¢ parametrizirane plohe ¢ : U — R? definirane sa

o(u,v) = (u,v, f(u,v)).

1. Ozna&imo li sa {e;, e;} kanonsku bazu za R?, onda imamo

= ((ei, Dif), (e, D;f))
= (5,']' + leDjf
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2. Racunamo

DyfD;f DyfD;f
al 60— =L = (64 + DD 60 - L
gk(kj T+ D/fP (6ix + Dif Dif) | 6x; T+ D/P
DyfD;f DyfD;f
= 60t — Su L D DS, — Dif Df I
S Y JDifbkj — Dif kf1+|Df|2
Di D; D 2Di D;
Lo DD DIEDD
1 +|DfJ? 1 +|DfJ?
1+|Df|2
=6, —L pD.f+DifD,
:6,'j.

Buducdi da je inverzna matrica, ukoliko postoji, jedinstvena, slijedi tvrdnja.

3. Ocito je navedeni vektor okomit na tangencijalni prostor pa normiranjem dobivamo
jedini¢nu normalu.

4. Rac¢unamo

0%

—— N
oxiox/ )
=((0.0.D%f).N)

D2 f

JI+IDfP

hij =<

5. Prvo, imamo

. Df div(Df)
d = V(+1 +|Df?),D
W(\/1+|Df|2 \/1+|Df|2+< (VI +IDf]),Df)

af  12Dif(DDS).Df)
L+IDfE 2 (1+|DfP)
Af _ DiijfDizjf

VI+IDfE (1 +|DfP)?
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S druge strane imamo
H:gijl’ll'j

~ ( 5 D,-ijf) D} f

Y 1+IDfP) T+ DS
Df  DifDfDLf

1+Dfl 1+ |DfR)

Af 3 DiijfDizjf

1+Dfl 1+ |DfR)

Iz dobivenih jednakosti slijedi tvrdnja.

O

Pomocu gornje leme mozemo izraziti tok srednje zakrivljenosti hiperploha koje su us-
tvari graf neke glatke funckije. Naime, neka je f : U — R glatka funkcijainekaje § =T
graf funkcije f, odnosno neka je S nosac parametrlzlrane plohe ¢, : U — R? definirane sa
©o(x,y) = (x,y, f(x,y)) . Pretpostavimo da je ¢ = ¢(t, x', x?) rjeSenje toka srednje zakriv-
ljenosti za hiperplohu S .Imamo

dg _ (0x of

o  \ot Ot
_(ox orox of
- ﬁt’axiat ot
B x (9f

Buduci da ¢ zadovoljava tok srednje zakrivljenosti, imamo 6_f = HN, odnosno imamo

x Gf) H
D — (-Df, 1),
S (D + 2 =5 DR
ili ekvivalentno receno
of___H__ .
o Vlg”)f'z . @.1)
wp, 2y 9

ot al ‘/1+|Df|2.
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Iz gornjih jednadzbi izlazi

0x H
(Df, =) = ———==(Df,Df)
ot V1+IDfP
H
= —————IDf’,
V1 +IDfP
pa kao posljedicu dobivamo
of H 0x
2o (£
ot J1+ |DfP ot
H H 5
= v D
VI+IDfP \1+IDfP
= H+1+|Df.
D
Dalje, buduc¢i da je H = div [—f), dobivamo
V1+IDfP
dx , [ Df ) Df
— = —div
ot VI +IDfE) \1+|DfP
of _ . (__Df )
— =div| ———=| V1 + IDf*.
ot [ V1 +IDfP

Takoder, imamo

, [ Df ) Af DifD,fD} f
div —

VI+IDfE)  NT+IDfE (1 +|DfPR)?
_ | Dif - DiijfD%,.f)
JV1+DfP 1+ |DfP
Vi+ Dl L+IDfP
_ ,._M) 3
~ T+ DI %~ Tripse) i

Iz gore izvedenih formula slijedi da tok srednje zakrivljenosti grafova glatkih funkcija
mozemo izraziti preko sljedece parcijalne diferencijalne jednadzbe

0 D;fD;

_f =6, - M Dl% f

ot 1+ |Df]?) ¥
_ Df(Df.Df)

S AR ST
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Za dokaz principa izbjegavanja su nam joS potrebna sljedeca dva rezultata ¢iji se dokazi
mogu pronacéiu [11].

Teorem 4.3.4 (Jaki princip maksimuma). Neka je S C R?® kompaktna hiperploha i neka
je f:10,T) xS — R glatka funkcija za koju vrijedi

%—J;ZAf+be+cf,

pri cemu su b, c glatke funkcije i ¢ > 0.
Ako je f(0,-) > 0, onda vrijedi

ngin f(t,-) > rnsin fQ0,)
za sve t € [0, T) . Dodatno, ako je f(ty, p) = ming f(0,-) za neku tocku p € S, onda vrijedi
f =min f(0,)
za svet € [0,1].

Lema 4.3.5 (Hamiltonov trik). Neka je f : [0,T] X S — R glatka funkcija takva da za
svaki trenutak t € (0,T) postoji 6 > 0 i kompaktan skup K S (S \ 0S) takvi da za sve
trenutke t' € (t — 0,1 + 0) vrijedi da se maksimum fyax(t') := maxg f(t',-) postiZe barem u
jednoj tocki iz K.

Tada je fyax lokalno Lipschitzova funkcija na {0,T) i u svakom derivabilnom trenutku

t €40, T) vrijedi
d of
- )= — t’ s
dthAX( ) 6t( p)
pricemu je p € S \ dS tocka kojoj se navedeni maksimum postiZe.
Sada moZemo dokazati Zeljeni princip izbjegavanja.

Teorem 4.3.6 (Princip izbjegavanja). Neka su ¢ : [0,T)x U - R3, ¢ : [0,T) x V — R?
dva rjesenja toka srednje zakrivljenosti sa svojstvom da su hiperplohe Sy = ¢(0,U) i
S1 =y(0, V) disjunktne i da je S, kompaktna.

Tada je o(t, U) N Y(t, V) = @ za sve trenutke t € 0, T) .

Dokaz. Definirajmo funkciju F : [0,7T) — R sa

F(1) = d((z, U),y(t,V))
= inf {lle(r, x) =y (@, y)ll}.

xeU,yeV
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Kako je srednja zakrivljenost danih hiperploha uniformno ogranicena u prostoru i lokalno
ograni¢ena u vremenu, funkcija F je lokalno Lipschitzova i stoga je derivabilna u skoro
svakom trenutku ¢ pa bez smanjenja opcéenitosti mozemo pretpostaviti da je ¢ derivabilno
vrijeme funkcije F.

Buduc¢i da je S kompaktna hiperploha, navedeni infimum kojim je definirana funkcija
F je ustvari minimum. Zbog toga, neka su, za dani trenutak ¢ € (0,7), p, € ¢(t,U)
1g, € Y(t,V) tocke u kojima se taj minimum postize. Kako se u tim toCkama postize
minimum udaljenosti, pripadne tangencijalne ravnine su paralelne, to jest imamo

Tpt(lo(ta U) ” thw([’ V)

Zbog toga, hiperplohe ¢(t, U) i ¥(t, V) moZemo lokalno oko tocaka p,, g, prikazati kao
grafove funckija f,h za trenutke (¢ — &, + &) nad jednim od tih tangencijalnih prostora.
Izaberimo bilo koji od tih dvaju tangencijalnih prostora i neka je {b,, b,} ortonormirana
baza te ravnine tako da bude zadovoljeno

@(t, pr) = (0, f(z,0))
W(I, %) = (07 h(t7 O))

Prema karakterizaciji toka srednje zakrivljenosti za grafove glatkih funkcija, imamo

of _ ;DS DLD
ot 1+ D
2
oh _ . D*h(Dh,Dh)

ot 1+ |DhP

Zbog minimalnosti, funkcija f(¢,-) — h(t, -) ima minimum u tocki x = 0 pa imamo

Af(t,0) — Ah(t,0) > 0,
Df(t,0) = Dh(t,0) = 0.

Kako su promatrane plohe dane kao grafovi glatkih funkcija, imamo

Af(2,0) = Hy(t, p)(Ny(t, py), b1 X b2)
Ah(t,0) = Hy(t, g )(Ny(1, q,), by X by),

pa dobivamo

<Hap(ta pt)Nga(t’ pl) - Hz//(t’ Clz)Nw(t, qt)’ b] X b2> = Af(t7 O) - Ah(ta 0) 2 0.
Takoder, uo¢imo da, po konstrukciji, imamo

Pt — 4

= by X b,.
lp: — qill
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Sada, zbog Hamiltonovog trika, imamo

dF .0
E(t) = inf Elltp(t, P — (L, q)ll
<H<pN<p - Hle//’pt - q)

= inf

lp: — q.ll
= inf(H¢N¢ — HyN,, by X by)
>0,

pri ¢emu se gornji infimum odnosi na sve parove tocaka iz hiperploha ¢(t, U), ¥(t,V) u
kojima se postize minimum udaljenosti.

Dakle, udaljenost promatranih hiperploha pod tokom srednje zakrivljenosti jest neopa-
dajuca, pa kako su polazne hiperplohe disjunktne, onda one i ostaju disjunktne pod tokom
srednje zakrivljenosti. O

Korolar 4.3.7. Neka je S C R? kompaktna hiperploha.
Tada ée ta hiperploha u konacnom vremenu razviti singularitet pod tokom srednje zakriv-
ljenosti.

Dokaz. Kako je S kompaktna hiperploha, onda je ona strogo sadrZzana unutar neke sfere
S(R) radijusa R > 0. Znamo da sfera S(R) razvija singularitet u konacnom vremenu jer
nestaje u tocki pa nam princip izbjegavanja govori da 1 hiperploha S razvija singularitet u
kona¢nom vremenu. O

4.4 Tok konveksnih i srednje-konveksnih hiperploha

Glavni cilj ove tocke jest definirati dvije inaCice konveksnih hiperploha i dokazati su obje
inacice invarijante toka srednje zakrivljenosti.

Definicija 4.4.1. Za hiperplohu S C R* kazemo da je konveksna ako su joj obje glavne
zakrivljenosti nenegativne u svakoj tocki.

Napomena 4.4.2. Motivacija za ovakvu definiciju kovneksnosti jest Cinjenica da ako je
S C R? rub konveksnog tijela da je onda S konveksna hiperploha.

Definicija 4.4.3. Za hiperplohu S C R® kaZemo da je srednje-konveksna ako je H > 0 u
svakoj tocki.

Napomena 4.4.4. Ocito je svaka konveksna hiperploha ujedno i srednje-konveksna dok
obrat ne mora vrijediti.
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Propozicija 4.4.5. Neka je S kompaktna srednje-konveksna hiperploha u R® i neka je ¢ :
[0, TY x U — R? njen tok srednje zakrivljenosti.

Tada je H(t,-) > 0 za sve trenutke t € [0,T). Posebno, hiperploha ¢(t,U) je srednje-
konveksna za sve t € [0,T).

Dokaz. Evolucijska jednadZba za srednju zakrivljenost glasi

0H
— = AH +|AH.
ot
Hiperploha S je srednje-konveksna pa po definiciji imamo H(0, -) > 0. Jaki princip maksi-
muma nam sada daje
mgn H(t, ) > mgn H@O,-) >0,

odnosno imamo H(t,-) > 0 za sve trenutke t € [0, T') .
Pretpostavimo sada da postoji trenutak 7y, € [0, 7) 1 da postoji to¢ka p € U takva da je
H(ty, p) = 0. Ocito tada imamo

mUin H(ty,-) < H(ty, p) = 0,

a kako je
mUin H(ty, ) > mgn H0,)>0

dobivamo da je
mUin H@QO,-)=0.

Zbog toga imamo
H(to,p) =0 = ml}n H(O,-)

pa nam jaki princip maksimuma daje

H(t,-) = mJnH(O, =0,

medutim to je nemoguée jer ne postoje kompaktne hiperplohe u R sa H = 0.
Stoga, imamo H(t,-) > 0zasver e [0,T). O

U nastavku dokazujemo da se i konveksnost ¢uva pod tokom srednje zakrivljenosti, a
nakon toga navodimo glavnu znacajku koja razlikuje tok konveksnih i srednje-konveksnih
hiperploha.

Za dokaz prve tvrdnje, treba nam sljedeci rezultat koji proSiruje princip maksimuma na
tenzore tipa (0, 2) (za dokaz vidjeti [11]).
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Teorem 4.4.6 (Jaki princip maksimuma za simetri¢ne (0, 2)-tenzore). Neka je S kom-
paktna hiperploha u R?, neka je B simetri¢na bilinearna forma na tangencijalnom sveZnju
od S koja zadovoljava

0B
— > AB+Y¥Y(B
5 > (B),

gdje je matrica Y(B) > 0 kad god je B > 0.
Ako je B > O u trenutku t = 0, onda je B > 0 za sve trenutke t za koje je definiran tok
srednje zakrivljenosti.

Propozicija 4.4.7. Neka je S kompaktna konveksna hiperploha u R* i neka je ¢ : [0,T) x
U — R? njen tok srednje zakrivljenosti.
Tada je ¢(t, U) konveksna hiperploha za sve t € [0,T) .

Dokaz. Sjetimo se da je evolucijska jednadZba za drugu fundamentalnu formu dana sa

0hl~j

—_ 2 [

Koristeci Simonov identitet (vidi [11]), gornju jednakost mozemo zapisati kao

oh;;

o = Ohij = 2Hhinh + |AP Ry,

Sada tvrdnju propozicije dobivamo odmah iz jakog principa maksimuma za simetri¢ne
(0,2)—tenzore. O

Dakle, kroz prethodna dva rezultata smo vidjeli da srednje-konveksne hiperplohe ostaju
srednje-konveksne pod tokom srednje zakrivljenosti te da isti zakljucak vrijedi i za konvek-
sne hiperplohe. Ono u ¢emu se tokovi razlikuju u tim slu€ajevima jest trenutak nastanka
singulariteta. Naime, sljede¢i veliki teorem teorije toka srednje zakrivljenosti nam govori
da se kompaktne konveksne hiperplohe pod tokom srednje zakrivljenosti saZimaju u to¢ku
te da je to prvi trenutak nastanka singulariteta.

Teorem 4.4.8 (Huisken). Svaka kompaktna konveksna hiperploha u R® konvergira prema
tocki u konacnom vremenu.

Drugim rije¢ima, gornji nam teorem govori da kompaktne konveksne hiperplohe pod to-
kom srednje zakrivljenosti stvaraju singularitet tek kada “nestanu”.

S druge strane, tvrdnja tog teorema ne vrijedi za srednje-konveksne kompaktne hiper-
plohe! Naime, na narednim je slikama prikaz toka srednje zakrivljenosti za plohu bucice
na kojoj jasno vidimo da dolazi do stvaranja singulariteta prije nego ploha is¢ezne u to¢ku
(slike preuzete iz [3]).
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Slika 4.2: Druge dvije iteracije toka za plohu bucice. Vidimo da dolazi do stvaranja singu-
lariteta prije nego je ploha iS¢ezla u tocku.

Slika 4.3: Nakon stvaranja singulariteta, svaka komponenta povezanosti nastavlja zasebno
evoluirati pod tokom srednje zakrivljenosti.

Napomena 4.4.9. Ovaj nam primjer takoder govori da analogon Graysonovg teorema ne
vrijedi u dimenzijama n > 2.

Razlog zbog Cega ploha bucice stvara singularitet prije iSCezivanja u tocki zapravo lezi u
principu izbjegavanja. Naime, oko “vrata” bu¢ice moZemo ~’provuci” maleni torus te unutar
krajeva bucice umetnuti sfere tako da imamo situaciju kao na sljedecoj slici. Dobivena se
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konfiguracija sastoji od Cetiri disjunktne hiperplohe (dvije sfere, torus i ploha bucice) pa ¢e
one pod tokom srednje zakrivljenosti ostati disjunktne zbog principa izbjegavanja. Maleni
¢e se torus sazeti u tocku (ponovno, princip izbjegavanja) prije obje sfere, pa kako su torus
i ploha bucice disjunktni, na vratu plohe bucice mora do¢i do stvaranja singulariteta.

Slika 4.4: Princip izbjegavanja implicira da ¢e se na “vratu” bucice stvoriti singularitet
prije nego ploha iS¢ezne u tocku.
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Sazetak

Cilj ovog rada jest obraditi osnove teorije toka srednje zakrivljenosti hiperploha u euklid-
skom prostoru.

U prvom poglavlju rada dan je pregled osnovnih pojmova i rezultata teorije ravninskih
krivulja.

Dalje, drugo je poglavlje posveceno toku skracivanja ravninskih krivulja. Najprije je
definiran pojam toka skrac¢ivanja u obliku odredene Cauchyjeve zadace, zatim je dokazan
teorem o egzistenciji i jedinstvenosti rjeSenja toka te su proucena najbitnija svojstva toka.
Takoder, dokazan je Gage-Hamiltonov teorem koji u potpunosti opisuje tok konveksnih
krivulja te je naveden Graysonov teorem koji pak u potpunosti opisuje tok jednostavno
zatvorenih krivulja.

U tre¢em poglavlju posvetili smo se geometriji hiperploha u euklidskom prostoru, uveli
smo osnovne pojmove diferencijalnog i tenzorskog racuna na hiperplohama te smo defini-
rali pojam srednje zakrivljenosti.

U Cetvrtom poglavlju bavili smo se tokom srednje zakrivljenosti hiperploha u euklid-
skom prostoru. Tok srednje zakrivljenosti uveli smo u obliku Cauchyjeve zadace, dokazali
smo egzistenciju i jedinstvenost rjeSenja te smo dokazali neka osnovna svojstva toka po-
put principa izbjegavanja. Na kraju poglavlja, naveden je Huiskenov teorem kojim smo u
potpunosti opisali tok kompaktnih konveksnih hiperploha.



Summary

Goal of this paper is to examine the basic properties of the mean curvature flow of hyper-
surfaces in Euclidean space.

In the first chapter, a brief review of the theory of plane curves is given.

In the second chapter, the curve shortening flow is analyzed. Firstly, we defined the
curve shortening flow in the form of a Cauchy problem, then the existence and uniqueness
theorem for the solution is obtained and the main properties of the flow are studied. Fur-
thermore, we proved the Gage-Hamilton theorem which gives a complete description of
the curve shortening flow of convex curves and we showed how Grayson’s theorem gives
a full description of the curve shortening flow for simply closed curves.

The third chapter is used for the review of the basic results regarding the differential
and tensor calculus on hypersurfaces as well as the definition of the mean curvature.

Finally, in the fourth chapter we introduced the mean curvature flow of a hypersurface
in the form of a Cauchy problem. We proved the existence and uniqueness theorem for
the solution of the flow as well as some of the basic properties of the flow, for example the
avoidance principle. In the end of the chapter, we stated Huisken’s theorem which gives a
complete description of the mean curvature flow of compact convex hypersurfaces.
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