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Uvod

U ovom diplomskom radu prouc¢avamo povezanost u metrickim i topoloSkim prostorima.

U prvom poglavlju dajemo definiciju norme i metrike te proucavamo ekvivalentne
metrike. Nadalje, istrazujemo otvorene i zatvorene skupove u metrickim prostorima te
neprekidne funkcije izmedu metrickih prostora. Nakon toga definiramo topologiju 1 to-
poloske prostore te prou¢avamo pojam baze topologije. Bavimo se i neprekidnim funkci-
jama izmedu topoloskih prostora te na kraju istrazujemo potprostore metrickih i topoloskih
prostora.

U drugom poglavlju definiramo separaciju topoloskog i metrickog prostora te povezane
topoloske i1 metricke prostore. Dokazujemo da je svaki segment [a,b] povezan. Nadalje,
definiramo pojam komponente povezanosti tocke u topoloskom prostoru te proucavamo
neka njihova svojstva. Nakon toga definiramo produkt topoloskih prostora i dokazujemo
da je produkt dva povezana topoloSka prostora povezan. Uvodimo pojam putevima pove-
zanog topoloskog prostora, dokazujemo da je svaki putevima povezan topoloski prostor
povezan i dajemo primjer topoloskog prostora koji je povezan, ali nije putevima povezan.
Nakon toga, prouc¢avamo lokalnu povezanost i dajemo primjer topoloskog prostora koji je
povezan, ali nije lokalno povezan. Na kraju, dokazujemo da se povezan, lokalno povezan i
potpun metricki prostor ne moze prikazati kao unija prebrojivo mnogo zatvorenih, pravih i
medusobno disjunktnih podskupova. U tu svrhu, analiziramo potpune metricke prostore i
dokazujemo Baireov teorem o kategoriji.






Poglavlje 1

Metricki i topoloski prostori

1.1 Norma i metrika

Definicija 1.1.1. Neka je X # O neprazan skup i d : XxX — R preslikavanje s Kartezijevog
produkta X X X u skup realnih brojeva R za koje vrijedi:

1. d(a,b) > 0,Ya,b € X (pozitivnost),

2. d(a,b) =0 & a = b (strogost),

3. d(a,b) =d(b,a),Ya,b € X (simetricnost),

4. d(a,b) < d(a,c) +d(c,b) Va, b, c € X (nejednakost trokuta).

KaZemo da je d metrika na skupu X. Uredeni par (X, d) nazivamo metricki prostor, a uvjete
1) - 4) aksiomi metrike.

Primjer 1.1.2. Na proizvoljnom skupu X moZemo definirati metriku d formulom

I, x#y
d(x,y) = {
0, x=y
Lako se vidi da je d metrika i tu metriku zovemo diskretna metrika.
Definicija 1.1.3. Neka je V (realan) linearni prostor, a || - || : V — R preslikavanje s ovim
svojstvima:

1. YaeV]all =0,

2. llal=0sa=0,
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3. ||l 4a|| = |All|all,YA € R,Ya €V,

4. |la+ bl < |lall + ||bll, Ya,b € V.
To preslikavanje nazivamo norma na prostoru 'V, a uredeni par (V, || - ||) normirani prostor.
Primjer 1.1.4. Svaki normirani prostor V postaje na prirodan nacin metricki prostor, preko
metrike d(a, b) = |la — b|| inducirane normom na V. Odmah se iz svojstava norme vidi, da

su za d ispunjena prva tri svojstva metrike, a cetvrto se lako pokaZe:

d(a,b) = lla = bl = [l(a = ¢) + (c = b)l| < |la = || + [lc = bl| = d(a, c) + d(c, b).

1.2 Ekvivalentne metrike

Definicija 1.2.1. Neka su d, i d, metrike na X. KaZemo da su d, i d, ekvivalentne i pisemo
dy = d,, ako postoje realni brojevi 11,1, > 0 takvi da za sve x,y € X vrijedi di(x,y) <
Aida(x,y) i dr(x,y) < Aodi(x, ).

Primjer 1.2.2. Neka je n € N te neka je || - || : R" — R funkcija definirana s:
N(xt, .. x)ll = Afx] + ..+ X2
Tvrdimo da je || - || norma na R".

Svojstva 1-3 iz definicije norme ocito vrijede. Da bismo dokazali da vrijedi (4) iz definicije
norme treba nam prvo tvrdnja.
Neka su x,y e R", x = (x1,..., %),y = (V1,...,Yn). Tvrdimo da je:

lxiyn + o+ Xyl < Il

Za |lyl| = O tvrdnja ocito vrijedi pa pretpostavimo da je |ly|| > 0.Definirajmo funkciju
f R — R formulom

FO =+t + o+ (3 + 1y,)

Vrijedi:
f( = (x%+. . .+x,21)+2t(x1y1+. . .+xnyn)+(y%+. . .+y,21)t2 = ||x||2+2t(x1y1+. . .+xnyn)+t2||y||2.

Kako je funkcija f nenegativna funkcija (f(t) > 0,t € R), njezina diskriminanta je
D = 4(x;y1 + ... + x,9,)% = 42> < O, pa slijedi traZena nejednakost. DokaZimo da
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vrijedi Cetvrto svojstvo iz definicije norme.
Neka su x,y € R", x = (x1,...,Xx,),y = (V1,...,Yn). Vrijede sljedece ekvivalencije:

12+ Yl < Nl + Iyl & Tl + yIP < 1P + 21yl + I <
i +y)* + .+ Ay SO+ .+ ) 2+ O+ YD) ©
X+ 2001+ Y+ X+ 20 + v < P+ 20yl + (I <
Xiy1+ et Xyn < |l

Zadnja nejednakost vrijedi iz prethodno dokazane tvrdnje. Stoga je ||x + y|| < ||x|| + |[yll-
Prema tome || - || je norma na R". Za || - || kazemo da je euklidska norma na R".

Primjer 1.2.3. Neka je n € N te neka je || - ||; : R" — R funkcija definirana s:
NCxrs -l = el + .o+ [l

Tvrdimo da je || - ||| norma na R".

Neka su x,y € R". Ocito je da svojstva (1) — (3) iz definicije norme vrijede. DokaZimo (4).
Neka su x,y € R", x = (x1,..., %), Y = (V1 - Vn)-

Imamo

lx + ¥l =l + Y1, +Y)I =[x+ 3l + oo+ x + ] <
< x|+ il + o Bl + el = Axal + oo+ D+ Ayl + o+ D) = il + il

Dakle, ||x + yl|l; < |Ix|l; + |ylli. Prema tome || - ||, je norma na R".
Nadalje, neka je || - || : R" — R funkcija definirana s:

NCxr, - x)lleo = max{lx ], ..., [xl}.

Tvrdimo da je || - ||o norma na R".
Ocito su zadovoljena svojstva (1) — (3) iz definicije norme. DokaZimo (4).
Zanekii e {1,...,n}imamo ||x+ Y|l = max{|x; +yil,..., |[x, +yul} = |x; + yil. Tada vrijedi:

X + Ylleo = i + il < lxil + lyil < max{lx: j=1,....n} + max{ly;| : j=1,...,n} = |Ixlle + [IV]lo-
Dakle, vrijedi ||x + ylleo < [|Xllco + |Yllco- Prema tome || - || je norma na R".

Primjer 1.2.4. Neka je n € N. Neka je d metrika inducirana euklidskom normom nad R".
Za d kazemo da je euklidska metrika na R". Uoc¢imo da za xi, . . ., Xu, V1, - . ., Yu € Rvrijedi:

A((x15 -2, U153 = V= y)? 4 (= Y

Neka su |- ||y || - ||l norme na R" iz prethodnog primjera. Neka je d\ metrika inducirana s
|| - |l; te do metrika incucirana s || - ||. Tada za sve xi, ..., Xy, V1, ..., Yn € Rvrijedi:

d((xi, ... %0), O1s oY) = X =il + oo+ x5 =yl
d((xl’ .. -’xn)9 (yl5 .. -,)’n))oo = maX{|xl _)’1|»- .. »lxn _)’n”
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Uocimo sljedece. Ako su di,d,,d; metrike na nekom skupu X takve da su d; i d,
ekvivalentne te da su d5 i ds ekvivalentne onda su i d; i d; ekvivalentne.

Primjer 1.2.5. Metrike d, d; i d., na R" su ekvivalentne.
Neka su (x1,...,%,),(V1,...,yn) € R".
Pokazujemo prvo da su metrike d; i d, ekvivalentne. OCito je za sve

(Xt v s X)) 015+ 5 V0) € R doo (X150 %0), 01525 90)) < di (K15 w5 X0), 15+ -5 Vi)
Tada za A = 1 vrijedi d, < A1d,. Nadalje, imamo:

di(Cer oo, X)), 015 - ) = P =il + o+ [ — vl S mmax{ay =yl X =yl =
=ndo((X1,.. .5 %), 01+ V0))-

Tada za A, = nvrijedi d < ,d. Iz ¢ega zakljucujemo da su metrike d, i d., ekvivalentne.
Pokazimo sada da su metrike d i d, ekvivalentne. Ocito je d, < d. Tada za A, = 1
vrijedi d, < A1d. Nadalje, imamo:

A1, %), 15 yn) = V@ =302+ (o = ) < Vrmax{lx = yil, ... x = yall? =
= \/ﬁdoo((xl,...,xn),()q,---,)’n))

Tada za A, = nvrijedi d < Ayd.. Iz ovoga zakljucujemo da su metrike d i d,, ekviva-
lentne.

Kako su ekvivalentne metrike d, i d., te d i d, slijedi da su ekvivalentne i metrike d i d, pa
tvrdnja vrijedi.

1.3 Otvoreni i zatvoreni skupovi
Definicija 1.3.1. Neka je (X, d) metricki prostor te xo € X i r € R, r > 0. Definiramo:
K;(xp,r)={xe X :d(xg,x)<r}.

Za K, (xy, 1) kaZemo da je otvorena kugla u (X,d) oko xq radijusa r. Ako je iz konteksta
Jjasno o kojoj se metrici radi pisemo K (x, r).
Definiramo:

Ky (x0,7) = {x € X :d(x,x) <1}

Za K, (xo, r) kazemo da je zatvorena _kugla u (X, d) oko xy radijusa r. Ako je iz konteksta
Jjasno o kojoj se metrici radi piSemo K (xg, r).

Definicija 1.3.2. Neka je (X, d) metricki prostor te U C X. KaZemo da je U otvoren skup u
metrickom prostoru (X, d) ako za svaki x € U postoji r > 0 takav da je K (x,r) C U.
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Definicija 1.3.3. Neka je (X, d) metricki prostor te F C X. KaZemo da je F zatvoren skup
u metrickom prostoru (X, d) ako je njegov komplement X\F otvoren u (X, d).

Propozicija 1.3.4. Neka je (X, d) metricki prostor. Tada vrijede sljedece tvrdnje:
1. 0, X su otvoreni skupovi u (X, d);
2. Ako je (U,),ea indeksirana familija otvorenih skupova u (X, d), onda je | ) U, otvo-
ren skup u (X, d); "
3. Ako su U iV otvoreni skupovi u (X, d) onda je U NV otvoren u (X, d).
Dokaz. 1. Tvrdnja ocito vrijedi.
2. Neka je (U,),eq indeksirana familija otvorenih skupova i neka je xo € |J U,. Tada

a€cA
postoji @ € A takav da je xy € U,. 1z definicije otvorenog skupa slijedi da postoji

r > 0 takav da je K (xo,7) € U, pajei K (xo,r) € | U, to jest |J U, je otvoren
a€A a€A
skup u (X, d).

3. Nekaje xo € UNV. Tadaje xo € Ui xy € V. Iz definicije otvorenih skupova slijedi
da postoje ry,r, > 0 takvida K (xo,r) C U 1 K (xg,12) € V. Neka je r = min {ry, r,}.
Tada je K (xo,r) CUNV.

O

Propozicija 1.3.5. Neka je (X,d) metricki prostor te neka su xo € X i r > 0. Tada je
K (xo, r) otvoren skup u (X, d).

Dokaz. Ako je x € K (xy, 1), definiramo s = r — d (x, xp). Imamo s > O te vrijedi K(x, s) C
K (x¢, r). Naime, ako je y € K(x, s), onda je

d(y,x0) <dy,x)+d(x,x0) <s+d(x,x0) =7
pajey € K (xg,r). Time je tvrdnja dokazana. O

Propozicija 1.3.6. Neka je (X,d) metricki prostor te neka su xo € X i r > 0. Tada je
K (xo, r) zatvoren skup u (X, d).

Dokaz. Neka je x € X\K (xo, ) to jest x ¢ K (x0,7). 1z ovoga slijedi da je d (x,ry) > r.
Definiramo s = d (x, x¢) — r. Tvrdimo:

K (x,5) € X\K (x0,7).
U suprotnom bi postojao y takav daje y € K (x, s) i y € K (xo, ). Imamo:
d(x,xp) <d(x,y) +d(y,xp) < s+r(x,x) =r.

Sto bi bilo u kontradikciji s d (x, ry) > r. Dakle, K (xo,7) je zatvoren skup u (X, d). O
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Lema 1.3.7. Neka je X skup i neka su d, i d, metrike na X. Pretpostavimo da je a > 0
takva da za sve x,y € X vrijedi dy (x,y) < ad,(x,y). Neka su xo € X i r > 0. Tada je

Ky, (xo, é) C Ky, (xo, 7).

Dokaz. Neka je x € Ky, (%, £). Tada vrijedi

dy (x, x0) < —
(04

paje ady (x,xp) <r
Sto povlali d; (x, xo) < r, dakle x € K, (xo,7)

O

Lema 1.3.8. Neka je X skup i neka su d, i d, metrike na X. Pretpostavimo da je a > 0 takva
da za sve x,y € X vrijedi d| (x,y) < ad, (x,y). Tada je svaki skup otvoren u metrickom
prostoru (X, dy) otvoren u metrickom prostoru (X, d,).

Dokaz. Neka je U otvoren u (X,d;). Neka je x € U. Tada postoji r > 0 takav da je
Ky, (x,r) € U. Prema prethodnoj lemi slijedi da je K, (x, é) C Ky, (x,r) paje

Ky, (x, C—’y) C U. Iz ovoga slijedi da je U otvoren u (X, d,). O

Propozicija 1.3.9. Neka je X skup te neka su d, i d, ekvivalentne metrike na X. Neka je
U C X. Tada je U otvoren skup u (X, d) ako i samo ako je otvoren u (X, d,).

Dokaz. Tvrdnja direktno slijedi iz prethodne leme. O

1.4 Neprekidnost u metrickim prostorima

Definicija 1.4.1. Neka su (X,d) i (Y,d") metricki prostori, neka je f : X — Y funkcija te
neka je xo € X. KaZemo da je funkcija f neprekidna u tocki xq (s obzirom na metrike d i
d’) ako vrijedi:

(Ve > 0)(3F0 > 0)(Vx € X) (d (x.x,) <6 = d(f(x), f(x0)) < &).
Uocimo da je to ekvivalentno sljedecem:
(Ve > 0)(36 > 0) takva da f (K, (x,,0)) C Ky (f (x,),€).
Propozicija 1.4.2. Neka su (X, d) i (Y,d") metricki prostori, neka je f : X — Y funkcija te

neka je xo € X. Tada je f neprekidna u x, ako i samo ako za svaki otvoren skup V u (Y, d")
takav da je f (xy) € V postoji otvoren skup U u (X, d) takav da je xo € Ui f(U) C V.
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Dokaz. Pretpostavimo da je f neprekidna. Neka je V otvoren u (Y, d’) takav da je f (xo) €
V. Skup V je otvoren pa postoji € > 0 takav da je K, (f (x,,€)) € V. Zbog neprekid-
nosti od f slijedi da postoji 6 > 0 takva da je f (K, (x,,0)) € Ky (f (x,,€)). Slijedi da je
f(Ky(x,,0)) €V paje K;(x,,0) traZeni otvoren skup u (X, d) koji sadrzi xy.

Obratno, pretpostavimo da za svaki otvoren skup V u (Y, d’) takav da je f (xp) € V postoji
otvoren skup U u (X, d) takavdaje xo € U1 f(U) € V. Neka je Ky (f (x,), €) proizvoljna
otvorena kugla oko tocke f (x,). Po pretpostavci postoji otvoren skup U u (X, d) takav da
jexoe Ui f(U)CKy(f(x,),€). U je otvoren pa postoji 6 > 0 takva da je K, (x,,0) C U
izanju vrijedi f (K, (x,,0)) € Ky (f (x,), €) to jest funkcija f je neprekidna u tocki xo. O

Definicija 1.4.3. Neka su (X,d) i (Y,d") metricki prostori, neka je f : X — Y funkcija.
Kazemo da je funkcija f neprekidna (s obzirom na metrike d i d’) ako je f neprekidna u x,
za svaki xy € X.

Propozicija 1.4.4. Neka su (X,d) i (Y,d") metricki prostori i neka je f : X — Y funkcija.
Tada je f neprekidna (s obzirom na metrike d i d’) ako i samo ako je za svaki otvoren skup
Vu (Y,d) skup f~' (V) otvoren u (X, d).

Dokaz. Neka je f neprekidna i neka je V otvoren skup u (¥, d’). Neka je x € f~! (V). Tada
je f(x) € V. Prema prethodnoj propoziciji postoji otvoren skup U, u (X, d) takav da je
x€ Ui f(U,) C V. Slijedi U, € f~' (V). Stoga je f~! (V) = U U,. Iz propozicije|1.3.4

xeX

slijedi da je f~! (V) otvoren kao unija otvorenih skupova.
Obratno, pretpostavimo da za svaki otvoren skup V u (¥,d’) je f~! (V) otvoren u (X, d).
Neka je xp € X 1 neka je V otvoren skup u (¥,d’) takav da je f (xo) € V. Po pretpostavci
slijedi da je f~! (V) otvoren u (X, d). O¢ito je x, € ' (V)i f(f’1 (V)) C V. Iz propozicije
[1.4.2] slijedi da je f neprekidna u x,. Iz proizvoljnosti tocke x, slijedi da je funkcija f
neprekidna. O

Definicija 1.4.5. Neka je (X, d) metricki prostor i neka je (x,) niz u X. Neka je a € X.
Kazemo da niz (x,) teZi ili kovergira prema a u (X, d) i pisemo x,, — a ako

Me>0)(AngeN)Y(VneN)(n>nyp = x, € K(a,e)).

Propozicija 1.4.6. Neka je (X, d) metricki prostor i (x,) niz u X. Neka je a € X. Tada
X, — a ako i samo ako za svaki otvoreni skup U u (X, d) takav da je a € U postoji ng € N
takav da za svaki n > ng je x, € U.

Dokaz. Pretpostavimo da za svaki otvoren skup U postoji ny € N takav da za svaki n > ny
je x, € U. Tada iz Cinjenice da je svaka otvorena kugla otvoren skup direktno slijedi
X, = a.

Obratno, pretpostavimo da x,, — a. Neka je U otvoren skup 1 a € U. Tada postoji € > 0
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takav da je K (a, €) € U. 1z definicije konvergencije slijedi da
(Any e N) (Vn e N)(n > np = x,, € K (a, €). OcCito za svakin > ng je x, € U. O

Definicija 1.4.7. Neka je f : X — R™, X skup. Oznacimo s py, ..., p,, koordinatne projek-
cije s R" u R, to jest funkcije definirane s

Pe X1y X)) =X, (g, x) €R™ k=1,...,m

Funkcije f, = pro f,k=1,....m, fi : X > R, k = 1,...,m nazivamo komponentnim
funkcijama od f i moZemo pisati f(x) = (fi(x),..., fu(x)),x € R".

Napomena 1.4.8. Kada nije drugacije napisano na R,R" i R" podrazumijevamo euklidsku
metriku.

Propozicija 1.4.9. Koordinatne projekcije p, ..., pm : R™ — R su neprekidne funkcije.

Dokaz. Neka je x = (x1,x,...,x,) tocka u R" i neka je € > 0 proizvoljan. Definirajmo
0 = €1ipokazimo da za tu ¢, vrijedi |p;(x) — p:(y)| < € za sve toCke y za koje je d(x,y) < 0.
Nekajey = (y1,y2,...,¥,) toCka u R" za koju je d(x,y) < 6 = €. To znaci da vrijedi:

Vo =y +. o+ (G —y)? < €

Tada posebno za svaki i € {1,...,n} vrijedi |p;(x) — p:(y)| = |x; —yi| < €. Iz ovoga slijedi da
su sve koordinatne projekcije neprekidne funkcije. O

Propozicija 1.4.10. Neka je (X, d) metricki prostor. Funkcija f : X — R™ je neprekidna
ako i samo ako je svaka njena komponentna funkcija f, : D — R,k = 1,...,m, neprekidna.

Dokaz. Neka je f neprekidnainekasu f; = pyo f,k = 1,...,m komponentne funkcije. 1z
propozicija[[.7.5]i[1.4.9slijedi da su komponentne funkcije neprekidne.

Obratno, neka su komponentne funkcije f; : X — R,k = 1,...,m neprekidne i neka je
Xo € X proizvoljna tocka. Po definiciji neprekidnosti u tocki slijedi da za svaki € > 0,
postoji 6, > 0 takav da za svaki x € X ¢im je d (x, x9) < O slijedi |fi(x) — fi (x0)| < \/i%
Uzmimo za 6 = min{dy,...,d,}. Tada za svaki x € X za koji je d (x, xy) < ¢ vrijede sve
nejednakosti | fi(x) — fi (xo)| < ‘/iﬁ, k=1,..., m. Prema tome imamo

m 2

d(f(x), f (xo) = JZ i) = fi (o)l < JZ e
k=1 k=1

gdje je d euklidska metrika na R™. Tada je funkcija f neprekidna u x,. Tvrdnja sada slijedi
iz proizvoljnosti tocke xy.
]
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1.5 Topologija

Definicija 1.5.1. Neka je X neprazan skup i neka je T familija podskupova od X sa
sljedecim svojstvima:

1. 0,XeT;

2. Ako je (Uy)yen indeksirana familija elemenata od T, onda je | ) U, € T ;

€A

3. Akosu U,V € T ondajeUNV eT.

Tada za T kaZemo da je topologija na skupu X, a za uredeni par (X,7T) kaZemo da je
topoloski prostor.

Primjer 1.5.2. Neka je X neprazan skup. Ocito je P (X) topologija na skupu X. Za P (X)
kazZemo da je diskretna topologija na skupu X. S druge strane, familija {0, X} je takoder
topologija na X. Za {0, X} kazemo da je indiskretna topologija na skupu X.

Primjer 1.5.3. Neka je (X, d) metricki prostor. Definirajmo T, kao familiju svih skupova
koji su otvoreni u tom metrickom prostoru. Tada iz propozicije slijedi da je T, topo-
logija na skupu X. Za T, kaZemo da je topologija inducirana metrikom d.

Napomena 1.5.4. Neka je X skup te neka su d i d’ metrike na X koje su ekvivalentne.
Iz propozicije slijedi da su topologije inducirane metrikama d i d’ jednake, to jest
Ta=Ta.

Definicija 1.5.5. Za topoloski prostor (X, T") kaZemo da je metrizabilan ako postoji metrika
d na X takva da je T, =T .

Definicija 1.5.6. Neka je (X, 7") topoloski prostor te U C X. KaZemo da je U otvoren skup
u topoloskom prostoru (X,7) ako je U € T .

Definicija 1.5.7. Neka je (X, T") topoloski prostor, neka je x € X te neka je U € T takav da
je x € U. Tada za U kaZemo da je otvorena okolina tocke x u topoloskom prostoru (X, 7).

Definicija 1.5.8. Neka je (X, T") topoloski prostor te F C X. KaZemo da je F zatvoren skup
u topoloskom prostoru (X, T") ako je X\F € T .

Napomena 1.5.9. Neka je (X, d) metricki prostor i U C X. Uoc¢imo da je tada U otvoren
skup u metrickom prostoru (X,d) ako i samo ako je U otvoren u topoloskom prostoru
X, Ta)

Definicija 1.5.10. Za topoloski prostor (X, T") kaZemo da je Hausdorffov ako za sve a, b €
X takve da je a # b postoje otvoreni skupovi U,V u (X,T") takvi da jea € U, b € V i
unv=0.
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Primjer 1.5.11. Neka je X skup koji ima barem dva elementa. Tada topoloski prostor
(X,{0, X}) nije Hausdorffov.

Propozicija 1.5.12. Svaki metrizabilan topoloski prostor je Hausdorffov.

Dokaz. Nekaje (X, 7 ) metrizabilan topoloski prostor. Tada postoji metrika d na X takva da
jeTa=7.Nekasua,be X,a+b. Nekajer = %d(a, b). Uocimo da je r > 0. Definirajmo
U=K(a,r)1V =K(b,r). Ocito jea € U1b € V,nadalje U 1V su otvoreni u (X, d) pa su
U,V € 7. Dokazimo da je UNV = (). Pretpostavimo suprotno, to jest da postoji x € UNV.
Tadajed(a,x) < rid(b,x) < r. Vrijedid (a,b) < d(a,x)+d (x,b) < r+r =d(a,b), to jest
d(a,b) < d(a,b) sto je nemoguce. Dakle U NV = (. Prema tome (X, 7") je Hausdorffov
prostor. O

Primjer 1.5.13. Neka je X skup koji ima barem dva elementa. Tada topoloski prostor
(X, {0, X}) nije metrizabilan Sto slijedi iz prethodnog primjera i propozicije.

1.6 Baza topologije

Definicija 1.6.1. Neka je X skup te T topologija na X. Neka je B familija podskupova od
X sa sljedecim svojstvima:

1. BCT;

2. svaki element od T je unija nekih elemenata od B, to jest za svaki U € T postoji
indeksirana familija (B,) s elemenata od B takva da je U = | ] B,.

acA

Tada za B kaZemo da je baza topologije T .
Primjer 1.6.2. Neka je X neprazan skup. Tada je {{x}|x € X} baza topologije P (X).

Primjer 1.6.3. Neka je (X, d) metricki prostor. Neka je B = {K(x,r)|x € X, r > 0}. Tada je
B baza topologije T .

Propozicija 1.6.4. Neka je (X,T") topoloski prostor te neka je B C 7. Tada je B baza
topologije T ako i samo ako za svaki U € T i za svaki x € U postoji B € B takav da je
xeBCU.

Dokaz. Neka je 8 baza topologije 7. Neka je U € 7 i x € U. Po definiciji baze U postoji

indeksirana familija (8,),c4 €lemenata od B takva da je U = |J B, pa posebno postoji
acA

a € Atakvadajexe B, C U.
Obratno, neka za svaki U € 7 i za svaki x € U postoji B, € Btakavdajex € B, C U.

Tada vrijedi U = |J B,. Iz ovoga slijedi da je 8 baza topologije 7. O
xeU
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Napomena 1.6.5. Pretpostavimo da je X skup te da su T i T, topologije na X. Pret-
postavimo da je B familija podskupova od X takva da je B baza topologije T i B baza
topologije T,. Tada je T = 7.

Naime, imamo 7| = { U B.|(8B,) indeksirana familija elemenata od B}
a€A

te isto tako T, =3 | Bl (B,) indeksirana familija elemenata od B}.

€A

Teorem 1.6.6. Neka je X neprazan skup te neka je B familija podskupova od X sa sljedeéim
svojstvima:

1. UB=X;

BeB

2. za sve By, B, € Bi za svaki x € By N B, postoji B; € B takav da je x € B3 C By N B,.
Tada postoji jedinstvena topologija na X kojoj je B baza.
Dokaz. Jedinstvenost slijedi iz prethodne napomene.
Dokazimo da postoji topologija na X kojoj je B baza. Definirajmo
7 ={U C X | za svaki x € U postoji B € B takav daje x € BC U}.
Tvrdimo da je 7 topologija na X.
1. Ocitoje D € 7,adaje X € 7 slijedi iz prvog svojstva teorema.

2. Neka je (U,),c4 indeksirana familija elemenata od 7.

Neka je x € U U, Sto povlaci da postoji ag € A takvada je x € U,,.
a€A

Kako je U,, € 7 postoji B € B takav daje x € B C U,,.
Iz ovoga slijedidaje x € B C U U,.

€A

Dakle U U,eT.

acA

3. Nekasu U,V € 7. Nekajexce UNnVtojestxe Uix e V. KakosuU,V € T
slijedi da postoje B;,B, € Btakvidajex € By C Uix € B, C V. Tada je
x € BN B, CUNYV. Posvojstvu dva iz teorema slijedi da postoji B; € 8 takav da
jexeB3C B NBypajexe Bs;cUNV.DakleUNV eT.

Prema tome 7 je topologija na X.
Jasno je da je B C 7 pa iz propozicije[[.6.4]i definicije od 7™ slijedi da je 8 baza topologije
T. m]
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1.7 Neprekidnost u topoloskim prostorima

Definicija 1.7.1. Neka su (X,7") i (Y, S) topoloski prostori i neka je f : X — Y funkcija te
neka je xy € X. KaZemo da je funkcija f neprekidna u tocki x, s obzirom na topologije T i
S ako za svaku otvorenu okolinu V tocke f (x,) postoji otvorena okolina U tocke x, takva
dajje f(U)C V.

Napomena 1.7.2. Neka su (X,d) i (Y,d") metricki prostori i neka je f : X — Y funkcija.
Tada je f neprekidna u x s obzirom na metrike d i d’ ako i samo ako je f neprekidna u x
s obzirom na topologije T4 i T . Ovo slijedi iz propozicije i napomene|1.5.9

Definicija 1.7.3. Neka su (X,7) i (Y, S) topoloski prostori i neka je f : X — Y funkcija.
KazZemo da je f neprekidna s obzirom na topologije T i S ako za svaki V € S vrijedi da je
fffWeT

Propozicija 1.7.4. Neka su X i Y topoloski prostorite f :(— Y. Tada je f neprekidna ako
i samo ako je f~' (G) zatvoren u X za svaki G zatvoren u'Y.

Dokaz. Pretpostavimo da je f neprekidna. Neka je G zatvoren u Y pa je Y\G otvoren u Y.
Po prethodnoj definiciji slijedi da je f~' (Y\G) otvoren u X. No f~' (Y\G) = X\f~' (G).
Tada je ! (G) zatvoren u X.

Obrat se dokazuje analogno. O

Propozicija 1.7.5. Neka su X, Y i Z topoloski prostori i neka je xo € X. Nekasu f : X - Y
i g:Y — Zfunkcije. Ako je f neprekidna u x, i g neprekidna u f(xy), onda je kompozicija
go f:X — Z neprekidna u x.

Dokaz. Neka je xy € X proizvoljna tocka skupa X i neka je W C Z otvorena okolina tocke
(g o f)(x0) = g(f (x0)). Iskoristimo prvo neprekidnost g u tocki f (xp), to jest za okolinu
W postoji otvorena okolina V C Y tocke f (x() takva da je g(V) € W. Sada iskoristimo
neprekidnost f u tocki xy, to jest za okolinu V postoji otvorena okolina U C X tocke x
takva da je f(U) C V. Vrijedi sljedece, (g o f)(U) = g(f(U)) C g(V) C W,pajego f
neprekidna u xy. O

Lema 1.7.6. Neka je (X,7") topoloski prostor i neka je V C X takav da za svaki x € V
postoji U € T takavdaje x € U CV. TadajeV € T.

Dokaz. Prema pretpostavci za svaki x € V postoji U, € 7 takav da je x € U, C V.Tada je

V = | U, paje V otvoren kao unija otvorenih skupova. m|
xeV

Propozicija 1.7.7. Neka su (X,7) i (Y,S) topoloski prostori i neka je f : X — Y funkcija.
Tada je f neprekidna s obzirom na topologije T i S ako i samo ako je f neprekidna u x s
obziromna T i S za svaki x € X.
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Dokaz. Pretpostavimo da je f neprekidna s obzirom na 7 i S. Neka je x € X i neka je V
otvorena okolina tocke f (x) u (¥, S). Kako je f neprekidna vrijedi f~! (V) € 7. Otito je
x € f~1(V). Dakle, f~! (V) je otvorena okolina tocke x u (X, 7") i vrijedi f(f‘1 (V)) cV.
Stoga je f neprekidna u x.

Obratno, pretpostavimo da je f neprekidna u x za svaki x € X. Neka je V € S§. Neka
je x € f71(V). Tada je f(x) € V. Dakle, V je otvorena okolina totke f (x) u (¥,S). Iz
neprekidnosti funkcije f u tocki x slijedi da postoji otvorena okolina U tocke x u (X,7)
takva da je £ (U) C V. O¢ito je U C =1 (V). Iz toga zakljuujemo da za svaki x € f~! (V)
postoji U € 7 takav da je x € U C f~' (V). Prema prethodnoj lemi je f~' (V) € 7". Time
smo dokazali da je f neprekidna. |

Korolar 1.7.8. Neka su (X,d) i (Y,d") metricki prostori i neka je f : X — Y funkcija. Tada
je [ neprekidna s obzirom na metrike d i d’ ako i samo ako je f neprekidna s obzirom na
topologije T 41T .

Dokaz. Koriste¢i napomenu [1.7.2|1 prethodnu propoziciju dobivamo sljedece ekvivalen-
cije:
f je neprekidna s obziromnadid <
< f je neprekidna u x s obziromna d i d’ za svaki x € X <

< f neprekidna u x s obziromna 7,17, zasvaki x € X <

<= f neprekidna s obziromna 7,17 .

1.8 Potprostori

Definicija 1.8.1. Neka je (X,d) metricki prostor i neka je Y neprazan podskup od X.
Uocimo da je dyxy : Y X Y — R metrika na Y. Za metricki prostor (Y, dyyxy) kaZemo
da je potprostor metrickog prostora (X, d).

Definicija 1.8.2. Neka je n € N i neka je d euklidska metrika na R". Neka je X C R",
X #0.

Za dxxx kaZemo da je euklidska metrika na X.

Za T 4y, kaZemo da je euklidska topologija na X.

Propozicija 1.8.3. Neka je (X,d) metricki prostor i neka je (Y,d") potprostor od (X, d).
Neka je V C Y. Tada je V otvoren skup u (Y,d") ako i samo ako postoji otvoren skup U u
(X,d) takavdajeV =Y NU.
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Dokaz. Uo€imo da za svaki x € Y 1 svaki r > 0 vrijedi
Ky (x,r)=K;(x,r)NY. (1.1)

Neka je V otvoren u (Y, d"). Prema definiciji otvorenog skupa za svaki x € V postoji r, > 0
takav da je K (x,r,) C V. Slijedidaje V = |J Ky (x,r,). Definirajmo U = |J K (x, r,).

xeV xeV

Skup U je otvoren u (X, d) kao unija otvorenih skupova. Koriste¢i (I.1])) dobivamo:

UﬂY:[UKd(x,rx))ﬂY: U(Kd(x,rx)ﬂY): UKd,(x,r): 1%

xeV xeV xeV

Dakle, UnY = V.

Obratno, neka je U otvoren skupu (X,d)inekaje UNY = V. Nekajex € V. Tadaje x € U
pa postoji r > O takav da je K, (x,r) € U. Slijedi K; (x,r,) N Y € U N Y pa zakljuCujemo
daje Ky (x,r) C V. Stoga je V otvoren u (Y, d’). ]

Definicija 1.8.4. Neka je (X,T") topoloski prostor i neka je Y C X, Y # (0. Definiramo
S={YnU:UceT}. Tada je S topologijana Y. Za S kazemo da je relativna topologija
na Y odredena topologijom T . Za (Y,S) kaZemo da je potprostor topoloskog prostora
X, 7).

Pokazimo da je S topologijana Y.
I. Imamo 0 =0NYi0eT teY=XNYiX €T pazakljucujemo da vrijedi @, Y € S.

2. Pretpostavimo da je (V,),cs indeksirana familija elemenata od S. Za svaki @ € A
vrijedi V,, € S pa postoji U, € 7 takav da je V, = U, N Y. Na taj nacin smo dobili
indeksiranu familiju (U,),c4 €lemenata od 7. Buduci da je 7 topologija vrijedi
Ugea Uo € 7. Imamo

UVQ:U(UQHY):[UUQ)HY

acA acA a€cA
paje UaeA Va € S( jerje UaeA Ua € T)

3. NekasuV,V, e S. Tadaje Vi, =U; NYiV,=U,NY gdjesu Uy, U, € 7. Slijedi
da je
VlﬁVQ:(Ule)m(Usz):(UlﬂUz)nY,

aznamodaje Uy NU, € 7. Stogaje ViNnV, eS.

Iz toga slijedi da je S topologija na Y.
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Napomena 1.8.5. Neka je (Y, p) potprostor metrickog prostora (X,d). Tada je (Y, T, p)
potprostor topoloskog prostora (X, Ty) to jest T, ={Y NU : U € T,}.

Dokaz. Neka je V C Y. Tada vrijede sljedece ekvivalencije: V € 7, ako i samo ako je V
otvoren u (¥, p) ako i samo ako postoji U otvoren u (X, d) takavdaje V = YN U ako i samo
ako postoji U € T, takavdaje V=Y NU akoisamoako Ve {YNU : U € T4} O

Napomena 1.8.6. Neka je n € N te neka su X,Y C R" takvi da su X,Y # 0i Y C X.
Neka je dy euklidska metrika na Y te neka je dy euklidska metrika na X. Tada je (Y,dy)
potprostor metrickog prostora (X, dx). Iz napomene slijedi da je (Y, Tg,) potprostor
topoloskog prostora (X, T4, ). Dakle, (Y, Ey) je potprostor topoloskog prostora (X, Ex), gdje
je Ey euklidska topologija na Y, a Ex euklidska topologija na X.

Propozicija 1.8.7. Neka su (X, 7)), (Y,8) i (Z,P) topoloski prostori takvi da je (Z,P) pot-
prostor od (Y, S) te (Y,S) potprostor od (X, T"). Tada je (Z,P) potprostor od (X, T).

Dokaz. Ocito je Z C X. Treba dokazati da je
P={UNZ|U€eT}. (1.2)

Neka je W € P. Tada postoji V € S takav da je W = V N Z. Nadalje, postoji U € 7 takav
dajeV=UnNY.Izovogaslijedidaje W=(UnNnY)NZ=UN¥NZ)=UNZ.
ZakljuCak: W = U N Z.

Obratno, nekaje U € 7. Imamo UNZ =UN((YNZ) = UNY)NZ. Znamo da je
UnYeSpaje(UNY)NZeP. Tadaje UNZ e P. Dakle (1.2) vrijedi. o






Poglavlje 2

Povezanost

2.1 Povezanost u metrickim i topoloskim prostorima

Definicija 2.1.1. Neka je (X,T) topoloski prostor. Za uredeni par (U, V) kaZemo da je
separacija topoloskog prostora (X, T") ako vrijedi sljedece:

UVeT,U#0,V+0,UNnV=0,UUV =X

Za topoloski prostor (X, T") kaZemo da je povezan ako ne postoji separacija tog topoloskog
prostora.

Primjer 2.1.2. Neka je X skup koji ima barem dva razlicita elementa. Tada (X, P (X))
nije povezan. To slijedi iz Cinjenice da je su svi podskupovi od X otvoreni pa separaciju
moZemo formirati tako da je U = {x} gdje je x € X proizvoljan. V je tada skup koji sadrZi
sve ostale elemente iz X.

Primjer 2.1.3. Neka je X neprazan skup. Tada je (X, {0, X}) ocito povezan.

Definicija 2.1.4. Neka je (X, 7) topoloski prostor. Neka je Y podskup od X. Za Y kaZemo
da je povezan skup u topoloskom prostoru (X,7") ako je Y = 0 ili Y # 0 i topoloski prostor
(Y, Ty) povezan, gdje je Ty relativna topologija na Y.

Propozicija 2.1.5. Neka su (X,7) i (Y,8) topoloski prostori i neka je f : X — Y nepre-
kidna surjekcija. Pretpostavimo da je topoloski prostor (X,7T") povezan. Tada je topoloski
prostor (Y, S) povezan.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, to jest da (Y, S) nije povezan. Tada postoji separacija
(U, V) od (Y,8). Kako je f neprekidna funkcija tada su f~' (U) i f~! (V) otvoreni skupovi
u (X, 7). Ocito su ovi skupovi disjunktni i njihova je unija jednaka skupu X. Iz Cinjenice
daje U # 01 da je f surjekcija slijedi da je f~! (U) # 0. Analogno vrijedi f~! (V) #

19
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0. ZakljuCujemo da je ( T, ! (V)) separacija od (X,7). Ovo je kontradikcija s
¢injenicom da je (X, 7") povezan. Dakle, (¥, S) je povezan. O

Napomena 2.1.6. Neka su (X, T") i (Y, S) topoloski prostorii nekaje f : X — Y neprekidna
s obziromna T i S. Neka je (A, T 4) potprostor od (X, 7). Tada je fis : A — Y neprekidna
sobziromna T, iS.

Dokaz. Nekaje U € S. Tadaje f;,' (U) = f~' (U) N A. f je neprekidna s obzirom na 7~ i
Svpaje f1(U) € T.1zovogaslijedi daje f~' (U)NA € T, paje fi4 neprekidna s obzirom
na 74 1 S po definiciji neprekidnosti. O

Napomena 2.1.7. Neka su (X,7), (Y,S) i (Z,V) topoloski prostori takvi da je (Y, S) pot-
prostor od (Z,V). Neka je f : X — Y funkcija. Tada je f neprekidna s obziromna 7 i S
ako i samo ako je f neprekidna kao funkcija f : X — Z s obziromna T i V.

Dokaz. Pretpostavimo da je f neprekidna s obzirom na 7 1 S. Neka je V € V. Tada
je YNV € 8. Kako je f neprekidna s obzirom na 7" i S vrijedi f~'(YNV) € 7. No
ffynv)=f1(V)paje f71 (V) € T tojest f je neprekidna funkcija s obzirom na 7~ i
V. Analogno se pokaze i drugi smjer. O

Korolar 2.1.8. Neka su (X,7) i (Y,S) topoloski prostori i neka je f : X — Y neprekidna
funkcija. Neka je A povezan skup u (X, T"). Tada je f (A) povezan u (Y, S).

Dokaz. Ako je A = 0 tvrdnja je oCita. Pretpostavimo da je A # 0. Tada je o¢ito1 f (A) # 0.
Neka je 7 relativna topologija na A s obzirom na 7" i neka je S’ relativna topologija na
f (A) s obzirom na S. Definirajmo funkciju g : A — f(A) s g(x) = f(x) za sve x € A.
Prema napomeni 1.5.6 funkcija fis : A — Y je neprekidna s obzirom na 7’ 1 S. Sada iz
napomene 1.5.7 slijedi daje g : A — f (A) neprekidna s obzirom na 7’ 1 §’. Znamo da je
(A,7") povezan topoloski prostor pa je po propoziciji 1.5.5 (f (A),S’) povezan topoloski
prostor. Dakle f (A) je povezan u (Y, S). O

Definicija 2.1.9. Neka je (X, d) metricki prostor. Za uredeni par (U, V) kaZemo da je se-
paracija metrickog prostora (X, d) ako su U i V otvoreni u metrickom prostoru (X, d) i ako
vrijedi sljedece:

U+0,V+0,UNnV=0,UUV =X

Za metricki prostor (X, d) kaZemo da je povezan ako ne postoji separacija tog metrickog
prostora.

Uoc¢imo da je metricki prostor (X, d) povezan ako i samo ako je pripadni topoloski
prostor (X, 7,) povezan.



2.1. POVEZANOST U METRICKIM I TOPOLOSKIM PROSTORIMA 21

Definicija 2.1.10. Neka je (X, d) metricki prostor. Neka je Y podskup od X. Za Y kaZemo
da je povezan skup u metrickom prostoru (X,d) ako je Y = Q0 ili Y # 0 i metricki prostor
(Y, diyxy) povezan, gdje je dyxy restrikcija metrike d : X X X — Rna Y X Y.

Napomena 2.1.11. Neka je (X, d) metricki prostor i neka je A C X. Tada vrijedi da je A
povezan u (X, d) ako i samo ako je A povezan u (X, T ).

Dokaz. 1. Neka je A povezan u (X, d) to je po definiciji [2.1.10] ekvivalentno s time da
je (A, daxa) povezan, §to je ekvivalentno s time da je (A, T d A) povezan.

2. Neka je A povezan u (X, 7) to je ekvivalentno s time da je (A, S) povezan, gdje je S
relativna topologija na A. Po propoziciji €8 =T,
Iz 1.1 2. slijedi da je A je povezan u (X, d) ako 1 samo ako je A povezanu (X,7,). O

Definicija 2.1.12. KaZemo da je skup A C R odozgo omeden ili ogranicen, ako postoji
realan broj M takav da je x < M za svaki x € A. Svaki broj M s navedenim svojstvom
nazivamo majoranta ili gornja meda skupa A. Ako skup A nije odozgo omeden kaZemo da
je odozgo neomeden.

KaZemo da je skup A C R odozdo omeden ili ogranicen, ako postoji realan broj m takav
da je x > m za svaki x € A. Svaki broj m s navedenim svojstvom nazivamo minoranta ili
donja meda skupa A. Ako skup A nije odozdo omeden kaZemo da je odozdo neomeden.
Skup A C R je omeden, ako je i odozgo i odozdo omeden. U protivnom se kaZe da je A
neomeden.

Definicija 2.1.13. Najmanju majorantu skupa A nazivamo supremum i oznacavamo sa
supA. Ako je supA € S, nazivamo ga maksimalnim elementom skupa A i oznacavamo
s max A. Najvecéu minorantu skupa A nazivamo infimum i oznacavamo s inf A. Ako je
inf A € A, nazivamo ga minimalnim elementom skupa A i oznacavamo s min A.

Napomena 2.1.14. Aksiom potpunosti: Svaki neprazan odozgo omeden podskup A C R
ima supremum u R.

Lako se pokaZe da vrijedi analogna tvrdnja za infimum: Svaki neprazan odozdo omeden
podskup A C R ima infimum u R.

Teorem 2.1.15. ([a, b],d) je povezan, gdje su a,b € R, a < b i d euklidska metrika na
[a, b].

Dokaz. Pretpostavimo suprotno to jest da postoje otvoreni skupovi Uy, U, u ([a, b], d) takvi
daje U, U, # 0, U NU, = 01i[a,b] = U UU,, drugim rijeCima pretpostavimo da segment
[a, b] nije povezan. Bez smanjenja opCenitosti moZemo pretpostaviti da je a € U, i neka
je ¢ := inf U,. Pokazat ¢emo da tocka ¢ mora pripadati ili skupu U, ili skupu U,. Prema
pretpostavci da je skup U, otvoren i a € Uy, postoji r > 0O takav da je [a,a + r) C Uy, gdje
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je Uy = [a,b]\U, iz Cega slijedi da je ¢ = inf U, # a. Dakle, ¢ # b, jer bi u suprotnom bilo
U, = {b}, Sto nije otvoren skup u [a, b]. Kao Sto smo naveli ranije, mora vrijediti ili ¢ € U,
ili ¢ € U,. Kada bi tocka ¢ pripadala skupu U,, tada bi zbog otvorenosti skupa U,, postojao
r > 0 takav da je (¢ — r,c + r) € U, te bi u tom slucaju infimum skupa U, bio manji od c,
iz Cega zakljuCujemo da ¢ mora pripadati skupu U,. Kako ¢ pripada otvorenom skupu U,
mora postojati r > 0 takav da je (¢ — r,c + r) € U, pa ¢ ne moze biti infimum skupa U, 1
time dolazimo do kontradikcije sa pretpostavkom da segment [a, b] nije povezan te iz toga
slijedi traZena tvrdnja, to jest segment [a, b] je povezan. O

Propozicija 2.1.16. Neka je (Y, S) potprostor od (X, T) i neka je F C Y. F je zatvoren u
(Y, 8S) ako i samo ako postoji G zatvoren u (X,7") takav daje F = GN'Y.

Dokaz. Neka je F zatvoren u (Y, S). Tada je njegov komplement Y\F otvoren u (¥,S).
Po definiciji od S za Y\F postoji skup U otvoren u (X,7") takav da je Y\FF = UNY.
Definiramo skup G = X\U. G je zatvoren u (X, 7") jer je njegov komplement U otvoren u
(X, 7)ivrijedi F=GnNY.

Obratno, pretpostavimo da postoji skup G zatvoren u (X, 7 ) takavdaje F = GN Y. Tada
vrijedi Y\F = (X\G) N'Y. Skup X\G je otvoren u (X,7) pajei Y\F otvoren u (¥,S) po
definiciji relativne topologije na Y. Iz toga slijedi da je F zatvoren skup u (Y, S). O

Korolar 2.1.17. Neka je (Y, p) potprostor od (X,d) i neka je F C Y. F je zatvoren u (Y, p)
ako i samo ako postoji G zatvoren u (X,d) takavdaje F = GNY.

Dokaz. Korolar slijedi direktnom primjenom prethodne propozicije, napomene|1.5.9|i pro-
pozicije[[.8.4] ]

Propozicija 2.1.18. Neka je K C R, K # 0 i neka je K zatvoren, odozdo omeden skup.
Tada K ima minimum.

Dokaz. Neka je K € R, K # 0 i neka je K zatvoren, odozdo omeden skup. Tada po
napomeni (2.1.14)) postoji infimum skupa K. Trebamo jo§ pokazati da je inf K € K. Pret-
postavimo da inf K ¢ K, to jest inf K € R\K. Kako je K zatvoren, to jest R\K otvoren,
postoji r > 0 takav da je (inf K — r,inf K + r) € R\K. No tada bi i broj inf K + 5 bio
donja meda skupa K, koja je veca od inf K, $to je u suprotnosti s definicijom infimuma kao
najvece donje mede. O

Napomena 2.1.19. Analogno se kao u prethodnoj propoziciji pokaZe tvrdnja: Neka je
K CR, K # 0 ineka je K zatvoren, odozgo omeden skup. Tada K ima maksimum.

Propozicija 2.1.20. Neka je (X, T") topoloski prostor te neka je (Y, S) potprostor od (X, T").
Neka je A C Y. Tada je A povezan u (Y, S) ako i samo ako je A povezan u (X, 7).
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Dokaz. Tvrdnja je jasna ako je A = 0.

Pretpostavimo da je A # (0. Neka je S, relativna topologija na A odredena sa S. Neka je
T 4 relativna topologija na A odredena s 7.

Vrijedi: (A, Sy) je potprostor od (Y, S). Iz propozicije slijedi da je (A, S,) potprostor
od (X,7) paje Sy =Ta.

Imamo:

A povezan u (Y, S) ako i samo ako je (A, S4) povezan topoloski prostor.

A povezan u (X, 7") ako i samo ako je (A, 74) povezan topoloski prostor.

Iz ovoga slijedi tvrdnja propozicije. O

Lema 2.1.21. Neka je (X, T ) topoloski prostor i neka je (U, V) separacija od X. Neka je
Y C X povezan podskup. Tada je ili Y C U iliY C V.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno to jestnekaje UNY # 01V NY # 0 Skupovi U NY
1 V.NY su otvoreni u Y po definiciji relativne topologijena ¥, (UNY)N(VNY) =01
Y=UnY)uVnY). Tadaje (UNY),(VNY))separacija od Y §to je u kontradikciji s
pretpostavkom da je Y povezan skup. Iz toga slijedidajeili UNY =0ili VNY = 0 to jest
YcUiliycV. O

Propozicija 2.1.22. Neka je (X, T") topoloski prostor i neka je (B,),ca indeksirana familija
povezanih skupova u X. Neka je T povezan skup u X takav da za svaki a € A je B,NT # 0.
Tada je Y = ( U B(,) U T povezan skup u (X, 7).

acA

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, to jest pretpostavimo da postoji separacija (U, V) od Y.
Kako je T povezan skup vrijedidaje 7 CUiliT C V.

Akoje T C UondajeA, C U zasvakia € A. Tadajei Y C U §to je nemoguce. Analogno
dobijemo kontradikcijuiza T C V. Iz ovoga zakljuCujemo da ne postoji separacija od Y,
to jest Y je povezan skup u X. O

Korolar 2.1.23. Neka je (X, T") topoloski prostor i neka su B, C X, @ € A povezani skupovi
koji imaju neprazan presjek. Tada je njihova unija povezan skup u (X, 7).

Dokaz. Neka je Y = (Jyes Ba» Be povezani i p € (),es Bo- Tvrdnja slijedi iz prethodne
propozicije uzimanjem 7 = {p}. |
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2.2 Komponente povezanosti

Definicija 2.2.1. Neka je (X, T") topoloski prostori A C X.
Nutrina (interior) od A (Int A) definiramo s

IntA = U U.

UcA
U otvoren u (X,7)

Zatvarac (zatvorenje) skupa A (Cl1A) definiramo s

ClA = ﬂ F.

ACF
F zatvoren u X

Rub skupa A (0A) definiramo s
0A =CIANCI(X\A).

Definicija 2.2.2. KaZemo da je xy € X tocka gomilanja ili gomiliste skupa A C X, ako za
svaki otvoreni skup U C X takav da je xo € U vrijedi U N (A\ {xo}) # 0, to jest U sadrZi
tocku iz A koja je razlicita od xy.

Skup svih gomilista skupa A oznacavamo s A’ i zovemo derivat skupa A.

Propozicija 2.2.3. Neka je (X,T) topoloski prostori A C X te xy € X. Tada je xy € CIA
ako i samo ako svaka otvorena okolina od x sijecCe A.

Dokaz. Neka je xo € A. Pretpostavimo da postoji otvorena okolina U od x, takva da je
UNA=10. Tadaje A C U°. Kako je U¢ zatvoren vrijedi da je C1A C U°. 1z ovoga slijedi
daje U N ClA = 0 §to je u kontradikciji s Xy € U i xy € Cl1A.

Obratno, pretpostavimo da svaka otvorena okolina od x, sijeCe A. Pretpostavimo da x, ¢
ClA paje xo € (ClA)". Tada je (C1A)° otvorena okolina od xy. Iz ovoga slijedi da je
AN (CLA) # 0. Vrijedi:

0#AN(CIA) CCIAN(CIA) =0,
Sto je nemoguce pa zakljucujemo da je xy € Cl A. O

Propozicija 2.2.4. Neka je (X, T") topoloski prostor i A C X. Skup A je zatvoren ako i samo
ako sadrZi sva svoja gomilista.

Dokaz. Neka je A zatvoren i x gomiliste od A. Kada bi bilo x € A€ i zbog otvorenosti
skupa A€, postojao bi otvoren skup U C X takav da je U € A€, odnosno U N A = (. No to
nije moguce jer je x gomiliSte od A. Dakle, mora vrijediti x € A. Odatle slijedi da A mora
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sadrZavati sva svoja gomiliSta.

Obratno, neka A sadrZi sva svoja gomiliSta i neka je x € A bilo koji element. Kako x nije
gomiliSte od A to postoji otvoreni skup U C X koja ne sadrZi niti jedan element skupa A,
tj. U C A€. Kako to vrijedi za sve x € A€ to je A otvoren skup, pa je A zatvoren skup. O

Propozicija 2.2.5. Zatvarac skupa A je unija skupa A i skupa svih gomilista od A, to jest
CIA=AUA".

Dokaz. 1. Neka je x € ClA. Ako je x € A tada trivijalno vrijedi CIA CAUA’".
Pretpostavimo da x ¢ A pa po propoziciji slijedi da svaka otvorena okolina od
x sijeCe A. Kako x ¢ A vrijedi da svaka otvorena okolina od x sijece A\ {x}. Neka je
U otvorena okolina od x. Po prethodno navedenom imamo da je U N A # 0 to jest
UnN(A\{x}) # 0. To znaci da postojia € Atakavdajeaec Uia # x. Tadaje x € A".
ZakljuCujemo da vrijedi CIA CAUA’.

2. Vrijedi A € ClA. Dovoljno je joS pokazati da je A” C ClA. Neka je x € A’. tada
svaka otvorena okolina od x sijeCe skup A\ {x} pa posebno svaka otvorena okolina
sijeCe 1 A. Iz propozicije slijedi da je x € ClA. ZakljuCujemo da vrijedi
AUA’ C ClA.

Iz 1.1 2. slijedi slijedi CIA = AU A’". ]

Propozicija 2.2.6. Neka je X topoloski prostor. Neka je Y C X i (U, V) separacija od Y.
Tada vrijedi CLU NV = 0.

Dokaz. V je otvoren skup u Y pa po propoziciji [1.8.3| postoji V' otvoren u X takav da je
V=YnVv.

Tvrdimo da je U NV’ = (. Pretpostavimo suprotno, to jest da postoji x € U N V’. Tada
jexeUixe V. Kakojeix € Yslijedidajex € YNV = V. Ovo je nemoguce pa
vrijedi U NV’ = 0. Iz ovoga slijedi da je U € X\V’. Kako je X\V’ zatvoren u X slijedi
daje ClU € X\V'. Tada je C1U NV’ = 0. 1z ovoga i Cinjenice da je V C V' slijedi da je
CluUnV =0. O

Propozicija 2.2.7. Neka je A C B C ClA. Ako je A povezan onda je i B povezan.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno to jest pretpostavimo da je B nepovezan i da je (U, V)
separacija od B. Prema lemi 1.5.17je A C U (iliA C V), pajei B € ClA c CIU.
Po prethodnoj propoziciji je CLU NV = (0. Toje BNV = 0, §to je u kontradikciji s
pretpostavkom da je (U, V) separacija od B.

O
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Definicija 2.2.8. Neka je X topoloski prostor te xy € X. Definiramo

K, = U P.

Xo€P
P povezan skup u X

Za K, kaZemo da je komponenta povezanosti tocke xo u X.

Ocito je {xo} povezan skup u X pa je {xo} C K,,, dakle xy € K.
Iz propozicije slijedi da je K, povezan skup u X.
Uocimo sljedece: ako je P povezan skup u X takav da je xo € P, onda je P C K,,. Dakle
K,, je najveli (u smislu inkluzije) povezan skup u X koji sadrzi xy.

Napomena 2.2.9. Neka je X topoloski prostor te xo, x, € X. Tada je K,, = K, ili K,, N
K., = 0. Naime, ako je K,, N\ K,, # 0, onda je K,, U K,, povezan skup koji sadrZi x, i x\ pa
slijedi K,, UK, CK,, iK,, UK, CK,, tojestK, CK, iK, CK, pajeK, =K,,.

Napomena 2.2.10. Neka je X topoloski prostor te neka je K = {K,|x € X}. Tada je K
prema prethodnoj napomeni particija od X.

Propozicija 2.2.11. Neka je X topoloski prostor te neka je x € X. Tada je K, zatvoren skup
uX.

Dokaz. Opcenito, ako je A povezan skup, tada je 1 Cl1 A povezan skup. To slijedi iz pro-
pozicije Stoga je Cl K, povezan skup u X pa je C1K, C K,. Iz ovoga slijedi da je
K, = CI K, Sto znacdi da je K, zatvoren. O

Primjer 2.2.12. Neka je X neprazan skup te neka je x € X. Tada je {x} komponenta
povezanosti od x u topoloskom prostoru (X, P (X)).

Pretpostavimo suprotno, to jest da je K, # {x}. Tada postoji y € K, takav da je
vy # x. Iz ovoga slijedi da je uredeni par ({x}, (X\ {x}) N K,) separacija od (K,,S), gdje je
S relativna topologija na K. To je nemoguce jer je K, povezan skup u (X, P (X)). Dakle
K, = {x}.

Primjer 2.2.13. Neka je & euklidska topologija na Q. Tada za svaki x € Q vrijedi K, = {x}
u topoloskom prostoru (Q, &).

Naime, pretpostavimo da je x € Q te da je K, # {x}. Tada postoji y € K, takav da je
y # x. Pretpostavimo da je y < x pa postoji z € R\Q takav da je y < z < x. Znamo da su
(=00, 7) i (z, 00) elementi euklidske topologije na R pa su (—o0,7)NQ, (z,00)NQ € &. Tada
su{—00, 2y NQ N K,, (z,00) NQ N K, € S gdje je S relativna topologija na K, (odredena
topologijom E). Iz ovoga slijedi da je uredeni par ((—c0,7) NQ N K, (z,0) NQ N K,)
separacija od (K, S). To je nemoguce jer je K, povezan skup u (Q, E).

Na isti nacin dolazimo do kontradikcije u slucaju x < y.
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Napomena 2.2.14. Uocimo da & nije diskretna topologija na Q, to jest & # P (X). Naime,
imamo {0} ¢ & jer bi u suprotnom {0} bio otvoren skup u metrickom prostoru (Q, d), gdje je
d euklidska metrika na Q, no to je nemoguce jer ne postoji r > 0 takav da je K;(0,r) C {0}.

Definicija 2.2.15. Za topoloski prostor X koji je nepovezan kazemo da je potpuno nepove-
zan ako za svaki x € K vrijedi K, = {x}.

Napomena 2.2.16. Uocimo sljedece: nepovezan topoloski prostor X je potpuno nepovezan
ako i samo ako ne postoji povezan skup u X koji ima barem dva razlicita elementa.
Primijetimo da je topoloski prostor (Q, &) iz primjera|2.2. 13| potpuno nepovezan.

2.3 Produkt povezanih prostora
Neka su (X, 7)1 (¥, S) topoloski prostori. Definirajmo
B={UxVIUeT,VeS}.

Tvrdimo da je B baza neke topologije na X X Y.

Oc¢itoje X xY e Bpaje |J B=XXY.
BeB
Neka su B;,B, € 8. Tada za neke U,,U, € 7 i V,,V, € Svrijedi By = U; XV, i

B, = U, X V,. Imamo
BiNB, =(WU i xV)NUy;y x V) =(UiNU) X(ViNVy),

aUnNnU,eTiViNnV,eS8SpajeB; NB, e B. Dakle, zasve B;,B, € Bje ByN B, € B.
Iz teorema [1.6.6|slijedi da postoji jedinstvena topologija R na X X ¥ kojoj je B baza.

Definicija 2.3.1. Za R kaZemo da je produktna topologija na X X Y (odredena s 7 i S), a
za topoloski prostor (X X Y, R) da je produkt topoloskih prostora (X,7) i (Y, S).

Propozicija 2.3.2. Neka su (X,7) i (Y,S) topoloski prostori te neka je (X X Y, R) njihov
produkt. Neka su py : XXY — X ip, : XXY — Y projekcije na prvu i drugu koordinatu,
to jest p1(x,y) = x, po(x,y) =yzasve x € Xisvey €Y. Tada je p, neprekidna s obzirom
naRi7T teje p, neprekidna s obzirom na Ri S.

Dokaz. Nekaje U € T. Tadaje p;' (U) = UxY paje p;' (U) € R. Stoga je p; neprekidna
funkcija.
Analogno dobivamo da je p, neprekidna funkcija. O

Propozicija 2.3.3. Neka su (X,7) i (Y,S) topoloski prostori te neka je f : X — Y
funkcija. Pretpostavimo da je B baza topolosgije S. Tada je f neprekidna s obzirom
na T i8S ako i samo ako je f~' (B) € T za svaki B € 8.
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Dokaz. Nuznost trivijalno vrijedi.
Pokazimo dovoljnost. Pretpostavimo da je f~'(B) € 7 za svaki B € B. Nekaje V € S.
Tada postoji (By),eq indeksirana familija elemenata od 8 takva da je V = |J B,. Sada

. €A
1imamao:

vy= ! [U B[,J = Uf-l (B,) € T jerje f ' (B,) € T zasve a € A.

a€A acA

Iz ovoga slijedi da je f~! (V) € T, to jest f je neprekidna. O

Propozicija 2.3.4. Neka su (X,T) i (Y,S) topoloski prostori te neka je (X X Y, R) njihov
produkt. Neka je (Z,P) topoloski prostor te f : Z — X X Y. Tada je f neprekidna ako i
samo ako su kompozicije p1o f : Z — X i pyo f : Z — Y neprekidne funkcije.

Dokaz. Ako je f neprekidna, tada su p; o f i p, o f neprekidne prema propoziciji [2.3.2]i
propoziciji[I.7.5]

Obratno, pretpostavimo da su p;o f i p,o f neprekidne. Zelimo dokazati da je f neprekidna.
Nekaje B ={U x V|U € 7,V € 8}. Znamo da je B baza topologije R. Dovoljno je prema
propoziciji dokazati da je f~'(B) € P za svaki B € B. Neka je B € B, to jest
B=UxVzaneke U € 71V € S. Imamo:

B =f'UxV)={zeZ|f)eUxV}=
={z€Z| (1 (f@), p2 (f)) e Ux V} =
=zeZIp(f@)eUip:(f2) €V} =

={z€Z|(pio R eUIN{zeZ|(pro f)2) €V} =
=(pio ) W)N(pro (V)

Imamo (p; o £)"'(U) € P jer je p; o f neprekidna te (p, o )™ (V) € P jerje pro f
neprekidna. Iz ovoga slijedi da je (p; o )" (U) N (pro )1 (V) € Ppaje f'(B) € P.
ZakljuCujemo da je f neprekidna. O

Teorem 2.3.5. Neka su (X,7) i (Y,S) topoloski prostori te neka je (X X Y, R) njihov pro-
dukt. Tada je (X X Y, R) povezan topoloski prostor ako i samo ako su (X,7) i (Y,S) pove-
zani topoloski prostori.

Dokaz. Pretpostavimo da je (X X ¥, R) povezan topoloski prostor. Nekaje p : XXY — X
projekcija na prvu koordinatu. Prema propoziciji[2.3.2] p je neprekidna funkcija, a ocito je
p surjekcija pa iz propozicije [2.1.5]slijedi da je (X, 7") povezan topoloski prostor.
Analogno zaklju€ujemo da je (Y, S) povezan topoloski prostor.
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Obratno, pretpostavimo da su (X, 7") i (¥, S) povezani topoloski prostori. Odaberimo neki
Xo € X. Definirajmo funkciju:

f:Y — XXYsaf(y=(x,y).

Nekasu p; : X XY — Xip,: X XY — Y projekcije. Imamodaje pjof:Y — X
konstantna funkcija, stoga je p; o f neprekidna. Nadalje, p, : XXY — Y je identitetana Y,
stoga je p, o f neprekidna funkcija. Iz propozicije|2.3.4|slijedi da je f neprekidna funkcija.
Imamo da je Y povezan skup u (Y, S) pa iz korolara slijedi da je f (Y) povezan skup
u (X x Y, R). Uo¢imo da je f(Y) = {(x0,y) |y € Y} = {x0} X Y. Dakle {x¢} X Y je povezan
skupu (X X Y, R).

Neka je y € Y. Definirajmo:

g: X — XXYsagx)=(x,y).
Analogno kao u slu€aju funkcije f zakljuCujemo da je g neprekidna funkcija. Stoga je g (X)
povezan skup u (X X ¥, R). No g (X) = X X {y}, dakle X X {y} je povezan skup u (X X ¥, R)

zasvakiyeY.

Imamo X X Y =

| Jxx {y})] U ({xo} X ¥).

Zasvakiy € Y vrijedi da je (X X {y}) N ({xo} X Y) # 0 jer svaki presjek sadrzi tocku (xy, y).
1z propozicije[2.1.22|slijedi da je X X Y povezan skup u (X X ¥, R) pa je (X X ¥, R) povezan
topoloski prostor. O

2.4 Povezanost putevima

Definicija 2.4.1. Put u topoloskom prostoru (X, T") je svako neprekidno preslikavanje

w : [0,1] = X. Pri tome na [0, 1] gledamo euklidsku topologiju. Tocku xy = w(0) zovemo
pocetak puta w, a tocku x, = w(a) kraj puta w. KaZemo da put w povezuje tocku xy s
tockom x;.

Definicija 2.4.2. KaZemo da je topoloski prostor (X, T") povezan putevima ako za svaki par
tocaka xo, x; € X postoji put w koji povezuje xi s Xxj.

Definicija 2.4.3. Put u metrickom prostoru (X, d) je svako neprekidno preslikavanje

w : [0,1] = X. Pri tome na |0, 1] gledamo euklidsku topologiju. Tocku xo = w(0) zovemo
pocetak puta w, a tocku x, = w(a) kraj puta w. KaZemo da put w povezuje tocku x, s
tockom x;.
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Napomena 2.4.4. Neka je (X, d) metricki prostor te w : [0,1] — X. Tada je w put u (X, d)

ako i samo ako je w put u (X, T ,).
Ova tvrdnja slijedi iz korolara

Definicija 2.4.5. KaZemo da je metricki prostor (X, d) povezan putevima ako za svaki par
tocaka xy, x; € X postoji put w u (X, d) koji povezuje xy s x;.

Napomena 2.4.6. Metricki prostor (X, d) je putevima povezan ako i samo ako je pripadni
topoloski prostor (X, T ;) putevima povezan.

Teorem 2.4.7. Svaki putovima povezan topoloski prostor (X, T") je povezan.

Dokaz. Odaberimo tocku x, € X. Po pretpostavci za svaku to¢ku x € X postoji put w, :
[0, 1] — X koji povezuje tocku xy sa x. Kako je segment I = [0, 1] povezan 1 skup w, (1)
je povezan. Jer je xo € w, (I) za svaki x € X, zakljuCujemo da je i prostor X = |J ey wx (1)
povezan. O

Korolar 2.4.8. Svaki putovima povezan metricki prostor (X, d) je povezan.
Dokaz. Tvrdnja slijedi iz napomene [2.4.6)i prethodnog teorema. m|

Lema 2.4.9 (Lema o lijepljenju). Neka su X i Y topoloski prostori te neka su A; i A,
zatvoreni skupovi u X takvi da je X = Ay U A,. Neka je f : X — Y funkcija takva da su
funkcije fia, : A1 = Y i fia, : Ay — Y neprekidne (pri cemu na A, i A, gledamo relativne
topologije). Tada je f neprekidna.

Dokaz. Dovoljno je dokazati da je ! (K) zatvoren skup u X za svaki zatvoreni skup K u
Y. Neka je K zatvoren skup u Y. Imamo

STHE) = (fia) ™ (K) U (fia,) ™ (K. 2.1)

Bududéi daje fis, : A; — Y neprekidna funkcija skup (fis,)" (K) je zatvoren na A;. Tada po
propoziciji (2.1.16) slijedi da postoji zatvoren skup F u X takav da je (fia,)"' (K) = FNA;.
Iz ovoga zakljuCujemo da je (fs,)”" (K) zatvoren skup u X kao presjek zatvorenih skupova.
Analogno dobivamo da je (fj Az)‘1 (K) zatvoren u X.

Tada je (fia,)™" (K) U (fi1,)”" (K) zatvoren u X kao unija zatvorenih skupova. Iz jednakosti
m slijedi da je f~! (K) zatvoren u X. Dakle f je neprekidna. O

Neka je X topoloski prostor te neka su w 1 7 putevi u X takvi da je w(1) = n(0).
Definiramo funkciju w - 7 : [0, 1] — X pravilom:

w(2t),akoje0<r<1

(w.n)(t):{ n(2t—1),akoje i <r<1
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Uoc¢imo da je w - n dobro definirana funkcija.

Tvrdimo da je w - n neprekidna funkcija. U tu svrhu dovoljno je prema lemi o lijepljenju
dokazati da su funkcije (w - 77)|[o,%] . [0, %] — Xi(w- ’7)|[%,1] : [%, 1] — X neprekidne. Pri
tome na [0, %] 1 [%, 1] promatramo relativnu topologiju, dakle euklidsku topologiju (prema
napomeni [1.8.6)).

Funkcija f : [0, %] —> [0, 1] definirana s f(#) = 2¢ je neprekidna pa je i funkcija

w- f:[0, %] — X neprekidna. No to je jednako funkeiji (w - 7)o, 1

Dakle (w - )y 4 : [0, 11 — X je neprekidna.

Analogno dobivamo da je (w - n); e [%, 1] — X neprekidna.

Iz ovoga slijedi da je w - 7 neprekidna funkcija. Prema tome, w - 77 je put u X.

Za w - n kazemo da je produkt puteva w i .

Propozicija 2.4.10. Neka je X topoloski prostor te neka su x,y,z € X.
1. Postoji put u X koji povezuje x i x.
2. Ako postoji put u X koji povezuje x i 'y, onda postoji put u X koji povezuje y i x.

3. Ako postoji put u X koji povezuje x i y te ako postoji put u X koji povezuje y i z, onda
postoji put u X koji povezuje x i z.

Dokaz. 1. Funkcija w : [0, 1] — X definirana s w(f) = x za svaki ¢ € [0, 1] je putu X
koji povezuje x 1 x.

2. Pretpostavimo da je w put u X koji povezuje x i y. Neka je y : [0,1] — [0, 1]
funkcija defnirana s y(f) = 1 — r. Funkcija y je neprekidna. Tada je i funkcija
woy:[0,1] — X neprekidna kao kompozicija neprekidnih funkcija. Osim toga,
vrijedi (wo y)(0) = w(1l) = yi(woy)(1) = w(0) = x. Iz ovoga slijedi da je w o y put
u X koji povezuje y i x.

3. Pretpostavimo da je w put u X koji povezuje x iy te da je n put u X koji povezuje y
1 z. Produkt puteva w 1 17 je neprekidna funkcija u X i vrijedi (w - 7)(0) = w(0) = x 1
(w-n)(1) =n(1) = z. Tada je w - n put u X koji povezuje x 1 z.

O

Teorem 2.4.11. Neka je n € N te neka je X otvoren skup u R", X # 0. Neka je d euklidska
metrika na X. Tada je (X, d) povezan metricki prostor ako i samo ako je (X,d) putevima
povezan metricki prostor.

Dokaz. Dovoljnost slijedi iz korolara[2.4.8]
DokaZzimo nuznost. Pretpostavimo da je (X, d) povezan. Neka je xo € X. Dovoljno je
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pokazati prema prethodnoj propoziciji da za svaki x € X postoji put u (X, d) od xj do x.
Definirajmo:
U={xeXAputu (X,d) od xodo x} iV = X\U.

Dokazimo da je U otvoren skup u (X, d).
Neka je x € U. Imamo x € X. Neka je p euklidska metrika na R". Kako je X otvoren u
(R™, p) postoji r > 0 takav da je

K,(x,r) C X. (2.2)

Nekajey € K,(x,r). Definirajmo w : [0, 1] — R"sa w(f) = (1 -t)x+ty zasvakit € [0, 1].
Iz propozicije[I.4.10]lako slijedi da je w neprekidna funkcija. Neka je || - || euklidska norma
na R". Za svaki ¢ € [0, 1] imamo

p(w(), x) = [lw(?) - x| =
= (T =)x + 1y — x| = llty — 2x]| = ||ty = 0)ll =
=ty —xll < lly—xll = pGr,x) <,

pri Cemu zadnja nejednakost vrijedi jer je y € K,(x, 7).

Dakle p(w(?),x) < r paje w(f) € K,(x,r), to jest w(t) € X po (2.2)) za svaki ¢t € [0, 1].
Funkciju w mozemo shvatiti kao funkciju s [0, 1] u X pa iz napomene slijedi da je w
neprekidna kao funkciju s [0, 1] u X. O¢ito je w(0) = x 1 w(1) =y, dakle postoji put u X
koji povezuje x i y. Buduéi da je x € U postoji put u X koji povezuje xy 1 x. Iz propozicije
[2.4.10] slijedi da postoji put u X koji povezuje x, i y. Dakle y € U. Time smo dokazali da
je K,(x,r) € U. Ovo znaci da je U otvoren skup u (R", p) pa je otvoren i u (X, d).
Dokazimo sada da je V otvoren skup u (X, d). Neka je x € V. Kako je X otvoren u (R”", p)
postoji r > 0 takav da je K,(x,r) € X. Tvrdimo da je

K,(x,r)C V. (2.3)

U suprotnom bi postojao y € K,(x, r) takav da je y € U pa bismo na isti nain kao maloprije
dobili da postoji put u X koji povezuje x iy, no zbog y € U postoji put u X koji povezuje x,
iy, Sto bi znacilo da postoji put u X koji povezuje xq i x, to jest x € U, a to je u kontradikciji
s x € V. Dakle vrijedi tvrdnja (2.3)). Prema tome V je otvoren skup u (R", p) paiu (X, d).
Imamo sljedece: U 1V suotvoreni u (X,d), UNV =0, UUV = X te U # 0 (Jer je oCito
xo € U). Kako bi vrijedilo da je V # 0, onda bi (U, V) bila separacija od (X, d), no to je
nemoguce jer je (X, d) povezan. Dakle V = (). 1z ovoga slijedi da je U = X pa po definiciji
skupa U slijedi da za svaki x € X postoji put u X koji povezuje xy i x. O

Primjer 2.4.12. Neka su a,b € R takvi da je a < b. Tada su otvoren interval {a,b) i
poluotvoreni intervali {a, b], [a, b) povezani skupovi.

Pokazimo da to vrijedi za otvoreni interval {a, b). Analogno se dokazuje za ostale.
Neka su x,y € {a,b),x # y. Funkcija w : [0,1] — (a,b) zadana s w(t) = x + t(y — x) je
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ocito put od x do y u {a, b) pa je {a, b) putovima povezan, a po prethodnom teoremu slijedi
da je i povezan.

Primjer 2.4.13. Najpoznatiji primjer povezanog prostora koji nije putevima povezan je
topoloska sinusoida to jest skup definiran s

1)
S = {(x, sin )_c) : x €40, 1]} U {0} x [-1, 1]}.

PokaZimo da je topoloSka sinusoida povezan skup. Definiramo funkciju
f:40,1] - R% f(x) = (x, sin}lc). Po propoziciji|l.4.10 je funkcija f neprekidna jer su
njene komponentne funkcije neprekidne. U primjerul2.4.12| smo pokazali da je 0, 1] pove-
zan skup. Tada je po korolaru slika funkcije f povezan skup to jest skup
{(x, sin )lc) : x € (0, 1]{ je povezan.

Tvrdimo da je skup S sadrZan u zatvaracu skupa {(x, sin )lc) 1 x € (0, 1]}. Svaki skup je
sadrzan u svom zatvaracu pa moramo jos pokazati da su tocke skupa {{0} X [—1, 1]} sadrZane
u zatvaracu.

Neka je (0,y) € {0} X [—1, 1] i neka je U otvorena okolina tocke (0,y). Prema definiciji
otvorenog skupa postoji r > 0 takav da je K ((0,y),r) € U. Bez smanjenja opcenitosti
moZemo pretpostaviti da je r < 1. Kako je 'y € [-1,1] postoji @ € |7, %] takav da je
sina =y. Tada je i

1
sin (a + 2km) = sin( : ) =y
a+2kn

1
a+2kn

Za taj t vrijedi da je t € 0,1) i da je

za svaki k € Z. Odaberemo k € N takav da je

1 1
(CY"'Zkﬁ)keN a+2kn”

. 1 _ .
sin 5 = y. Imamo:

< r. Ovo moZemo napraviti jer niz

kovergira u 0. Definiramo t =

d((O,y), (t, sin %)) =d((0,y),(t,y)=t<r.

Iz ovoga slijedi da je (t, sin %) € K((0,y),r) pa je posebno i (t, sin %) € U. ada postoji
dovoljno mali t takav da vrijedi (t, sin %) € U. Iz ovoga slijedi da je tocka (0,y) gomiliste
skupa {(x, sin% :x €0, 1]} pa je po propoziciji [2.2.5| sadrZana u zatvaracu. Sada je po
propoziciji i S povezan skup.

PokaZimo joS da S nije putevima povezan.
Pretpostavimo suprotno, to jest pretpostavimo da je S putevima povezan. Tada postoji put

v :10,1] — X u X koji povezuje tocke (0,0) i (1,sin 1),
to jest vrijedi y(0) = (0,0) i y(1) = (1,sin 1).
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Kako je skup {0} x [—1,1] zatvoren u R* i kako je funkcija y neprekidna, vrijedi da je
Y1 ({0} x [-1, 1]) zatvoren u [0, 1].

Tocka 0 € )/‘1 ({0} x [-1,1]) pa je y~' ({0} x [—1, 1]) neprazan. Iz ovoga zakljucujemo da
Y1 ({0} x [~1, 1]) ima maksimum u [0, 1]. Oznacimo taj maksimum s m.

Ocito je m < 1 jer y(1) ¢ {0} X [-1, 1]. Takoder vrijedi:

y(t) ¢ {0} x [—1, 1] za svaki t € (m, 1]. 2.4)

Kako je y neprekidna to postoji 6 > 0 takva da jem+ 6 < 1
o 1
te da za sve t € {m — 6,m + 0) vrijedi y(t) € K (y(m), 5) . (2.5)

Odaberemo r takav da je m < r < m + 6. Ocito je r < 1.

Neka je p : X — R projekcija na prvu koordinatu, to jest p(x,y) = x. Promatramo
kompoziciju p oy : [m,r] — R. Vrijedi: (p o y)(m) =

Neka je € = (p o y)(r) > 0. Tadaje ocito [0, €] C (poy)m,r].

Odaberimo k € N takav da je 5, < € pa je i 5 +ﬂ < €. Sada imamo:

€ (p o y)lm, r] sto povlaci da postoji x € (m, r|
2k + 3

1
Tz = (o)

2

takav da je

1
E =P,

2

to jest

Iz ovoga slijedi da je y(x) = (t, sin + ) Zat= +,, vrijedi s1n - =1

Za odabrani k € N vrijedi i 5 <€
Na analogan nacin kao malopnje postoji X' € {m, r] takav da je F = (p (y)) (x). Imamo
y(x') = (t sin ) Zat = —= vrijedi sm; = -1

Sada za x,x' € {(m,r] eredt d (y(x),y(x")) > 2 §to je u kontradikciji s 2.5}
Zakljucak: S nije putevima povezan.
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0.5

Slika 2.1: TopoloSka sinusoida

2.5 Lokalna povezanost

Definicija 2.5.1. KaZemo da je topoloski prostor (X, T) lokalno povezan ako za svaki x € X
i za svaku otvorenu okolinu U od x postoji povezana otvorena okolina V od x takva da je
VcUu.

Primjer 2.5.2. Segment [0, 1] je lokalno povezan. Neka je x, € [0, 1] i neka je U otvorena
okolina od xy u [0, 1].

Pogledajmo prvo slucaj za xy € 0, 1).
Tada postojir <0, r < xg i r < 1 — xq takav da je K (xy,r) C U.
Kako je K (xo,r) = (xo — 1, x0 + r) slijedi da je {xy — r,xo + r) € U. Topoloski prostor
([0, 11, Eo.1)) je topoloski potprostor od (R, E), a skup (xo—r, xo + 1) je povezan u (R, E) pa
Je po propoziciji skup (xo — 1, xo + ry povezan i u ([0, 11, E.1))-

Pogledajmo sada slucaj kada je xy = 0. Na isti se nacin pokaZe i slucaj xo = 1. Postoji
r € {0, 1) takav da je K (xo,r) C U.
Kako je K (xo,r) = [0, r) slijedi da je [0,r) € U. Skup [0,r) je povezan u (R, E) pa je po
propoziciji[2.1.20/skup [0, r) povezan i u ([0, 11, Ejo.17).

Iz ovoga slijedi da je [0, 1] lokalno povezan.
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Primjer 2.5.3. Topoloska sinusoida je primjer skupa koji nije lokalno povezan.
Da dokazZemo da S nije lokalno povezan, pokazat cemo da ne postoji povezana okolina
od (0,0) u S koja je podskup od otvorene okoline

U = ([O,l>x<—l,1>)ﬂS = (<—1,1>X(—1,1>)DS.
n n

Neka je V C ([0, 1) x (~1,1)) N S okolina od (0,0).Kako je (5 0))neN nizu S koji

2nm’

konvergira prema (0, 0), tada postoji n € N takav da je (ﬁ, O) eV.

L sijece S u tocki (m, 1),

Neka je L vertikalni pravac odreden jednadzbom x = m

koja ne pripada skupu V jer je V C [0, %) x (=1, 1).
Tada vrijedi LNV = @. Nadalje, ako definiramo skupove

1 — _ 1
W= {(x,y)e Vix< an+ 1/2)71} iZ= {(x,y) eV.x> —(2n+ 1/2)ﬂ},

tada je (0,0) € W, (ﬁ,O) € Z i (W,Z) je separacija od V. Iz definicije slijedi da V nije
povezan skup pa S nije lokalno povezan.

Definicija 2.5.4. Neka je (X, d) metricki prostor te (x,) nizu X. KaZemo da je (x,) konver-
gentan niz u (X, d) ako postoji a € X takav da x,, — a u (X, d).

Definicija 2.5.5. Neka je (X, d) metricki prostor te (x,) niz u X. KaZemo da je (x,) Ca-
uchyev niz u (X,d) ako za svaki € > 0 postoji ny € N takav da za sve m,n > ng vrijedi
d (x,, x,) < €.

Propozicija 2.5.6. Neka je (X, d) metricki prostor te (x,) konvergentan niz u (X, d). Tada
je (x,) Cauchyev niz u (X, d).

Dokaz. Imamo da postoji a € X takav da x, — a. Neka je € > 0. Tada postoji np € N
takav da je d (x,,a) < 5, za svaki n > ng. Neka su m,n > no. Imamo

d (s X) < d (s @) + d (@, %) < = e.

+ — =
2 2
Dakle d (x,,, x,,) < €, za sve m,n > ny. Prema tome (x,) je Cauchyev niz. |

Propozicija 2.5.7. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je (x,) niz u X. Pretpostavimo
da sua,b € X takvida x, — a i x, — b. Tada je a = b.

Dokaz. Pretpostavimo da je a # b. Neka je € = @. Tada postoje n,, n, € N takvi da je:

d(x,,a) < €,zasven > n,
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1d(x,,b) <€, zasven > n,.

Neka je n = max {n,,n,}. Tadajen >n,in > n, pajed(x,,a) < €eid(x,,b) < €. Vrijedi:
2e =d(a,b) <d(a,x,) +d(x,,b) < e+ e=2e.
Dakle 2¢€ < 2e, §to je nemoguce. ZakljuCujemo da je a = b. O

Primjer 2.5.8 (Primjer Cauchyevog niza koji nije konvergentan). Neka je d euklidska
metrika na R te neka je (x,) niz definiran s x, = % za svaki n € N. Tvrdimo da x, — O u
R, d).

Neka je € > 0. Tada postoji ny € N takav da je ny > % Za svaki n > ng vrijedi n > %
pa je % < € to jest I% — 0| < €. Dakle d(x,,0) < € za sve n > ny. Time smo dokazali da
x, — 0 u (R, d). Iz propozicije[2.5.6] slijedi da je (x,) Cauchyev niz u (R, d).

Neka je d' euklidska metrika na 0, 0). Ocito za sve m,n € N vrijedi d’ (x,, x,) =
d (X, X,,) pa zakljucujemo da je (x,) Cauchyev niz u ({0, ), d"). No (x,) nije konvergentan
niz u ({0, o), d’). Naime, pretpostavimo da jest, dakle postoji b € {0, o) takav da x,, — b
u ({0,00),d"). Za svaki n € N ocito vrijedi d’ (x,,b) = d(x,,b) pa slijedi da x, — b u
(R, d). Iz ovoga te c¢injenice da x, — 0 u (R, d) i propozicije slijedi da je b = 0, sto
Jje nemoguce jer je b € (0, 00). Dakle (x,) nije konvergentan niz u ({0, o), d").

Definicija 2.5.9. Za metricki prostor (X, d) kaZemo da je potpun ako je svaki Cauchyev niz
u (X, d) konvergentan.

Definicija 2.5.10. Neka je (X, d) metricki prostor te K C X. KazZemo da je K omeden skup
u (X, d) ako postoje x € X i r > 0 takvi da je K C K (x, r).

Definicija 2.5.11. Neka je (X,d) metricki prostor te K neprazan omeden skup u (X, d).
Tada postoje x € X ir > 0 takvi da je K C K (x,r) pa za sve a,b € K vrijedi:

d(a,b)<d(a,x)+d(x,b)<r+r=2r

Dakle d(a,b) < 2r. To znaci da je skup {d(a,b) | a,b € K} odozgo omeden (a ocito je
neprazan) pa definiramo:

diamK = sup{d(a,b) | a,b € K}.
Za diamK kaZemo da je dijametar skupa K.

Napomena 2.5.12. Uz oznake iz prethodne definicije imamo da je diamK < 2r (jer je 2r
gornja meda skupa {d(a,b) | a,b € K}.) Posebno, za sve xo € X i r > 0 imamo da je
K (xg, r) omeden skup te je diamK (xg, r) < 2r.

Analogno je K (xo, r) omeden skup te je diamK (xo, r) < 2r.
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Lema 2.5.13. Neka je (X, d) metricki prostor, neka je (x,) niz u X te neka je | € X takav da
X, — L. Pretpostavimo da je F zatvoren skup u (X,d) te da je m € N takav da je x, € F,
zasven >m. Tada jel € F.

Dokaz. Pretpostavimo dal ¢ F. Tadaje [ € F€. Skup F¢ je otvoren u (X, d) pa iz propozi-
cije slijedi da postoji ny € N takav da za sve n > ny vrijedi x,, € F*.

Neka je n = max {m, ng}. Imamon >min > nygpaje x, € Fix, € F, §to je nemoguce.
Zakljucak: [ € F. O

Teorem 2.5.14 (Cantorov teorem o presjeku). Neka je (X, d) potpun metricki prostor te
neka je (F,) niz nepraznih, zatvorenih i omedenih skupova u (X, d) takav da je F,., C F,
za svaki n € N te takav da niz realnih brojeva (diamF ),y teZi prema 0. Tada je (\ F, # 0.

Dokaz. Za svaki n € N odaberemo neki x, € F,. UoCimo sljedece: ako su m,n € N takvi
dajem < n,ondaje F, C F,, pajex, € F,. Dakle x,, € F,, za sve m,n € N takve da je
nz=m.

Neka je € > 0. Tada postoji ny € N takav da je diamF,, < €. Neka su m,n > ny. Tada
1mamo X, x, € Fy, paje d (xy, x,) < diamF,, < €. Dakle d (x,,, x,) < €, za sve m,n > ny.
Zakljucak: niz (x,) je Cauchyev u (X, d).

Bududi da je (X, d) potpun, niz (x,) je konvergentan u (X, d), dakle postoji [ € X takav da
x, — L. Tvrdimo da je

Le()Fu (2.6)

neN
Neka je m € N. Za svaki n > m vrijedi x, € F,, palema povladi da je [ € F,,. Dakle
l € F,, zasve m € N to jest vrijedi (2.6). Time je tvrdnja teorema dokazana. O

Teorem 2.5.15. Neka je (X, d) potpun metricki prostor te neka je (U,) niz otvorenih gustih
skupova u (X, d). Tada je (e Uy # 0.

Dokaz. Odaberimo x; € U, (to moZemo jer iz Cinjenice da je U, gust slijedi da je U; # 0).
Bududi da je U, otvoreni x; € U postoji u > 0 takav da je K (x;, ) € U. Tada je

f(xlg) C K(xy,u).
Iz ovoga slijedi da je f(xlg) C U. Dakle, postoji r; > 0 takav da je

E(xl,rl)g U1 (27)

Bez smanjenja opéenitosti moZzemo pretpostaviti da je r; < 1. Pretpostavimo da je n €
N te da smo definirali x, € X ir, > 0. Kako je U,;; gust u (X,d) slijedi da je skup
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K (x,,r,) N U, neprazan. Izabereimo x,.; € K (x,,, r,) N U,41. K (x,,, 1) N Up1q j€ otvoren
skup jer je presjek dvaju otvorenih skupova pa postoji r,,.; > 0 takav da je

E(xn+1’ rn+l) c K(xm rn) N Un+l (28)

pri ¢emu mozZemo pretpostaviti da je r,;; < n% Ovime smo definirali niz (x,) u X i niz

o . . . . .o . . . .o . 1
pozitivnih realnlh brOJeYa (r,) tako da vrijedi (2.7) i tako da za svaki n € N vrijedi r, <
te (2.8)). Za svaki n € N imamo

— 2
diam K (x,,r,) <2r, < —
n

pa moZemo zakljuciti da niz (diam K (x,, r,,)) tezi nuli. Kako je (E (x,, rn)) niz nepraznih,
zatvorenih i omedenih skupova u(X, d), a koristeéi (2.8)) dobivamo da za svaki n € N vrijedi

E(xn+l’ rn+1) c E(xm rn) .

Iz propozicije [2.5.14] slijedi da postoji a € X takav da je a € K (x,,r,,) za svaki n € N. Iz
2.7) i 2.8) slijedi da je a € U, za svaki n € N. Time smo dokazali tvrdnju. o

Definicija 2.5.16. Neka je X topoloski prostor te neka je A C X. KaZemo da je A nigdje
gust skup u X ako je Int (C1(A)) = 0.

Uocimo da vrijedi A je nigdje gust ako i samo ako ne postoji neprazan otvoren skup U
u X takav da je U C Cl A.

Uocimo da za topoloski prostor X i A C X vrijedi sljedece:

A je nigdje gustu X & X\ Cl A gust u X. (2.9)
Definicija 2.5.17. Za topoloski prostor X kaZemo da je prve kategorije ako je X unija

prebrojivo mnogo skupova koji su nigdje gusti u X. Ako je X topoloski prostor koji nije
prve kategorije, onda za X kaZemo da je druge kategorije.

Napomena 2.5.18. Analogno definiramo pojam nigdje gustog skupa u metrickom prostoru
te pojmove metrickog prostora prve i druge kategorije.

Teorem 2.5.19 (Baireov teorem o Kkategoriji). Neka je (X,d) potpun metricki prostor.
Tada je (X, d) metricki prostor druge kategorije.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, to jest da (X, d) nije druge kategorije. Tada je (X, d) prve

kategorije Sto znaci da postoji niz (A,) nigdje gustih skupova u (X, d) takav da je
X = U,ean An- 1z ovoga slijedi X = |, C14,,. Imamo:

0= [U ClA,,)C - ﬂ (X\CIA,). (2.10)

neN

Za svaki n € N skup X\ Cl A, je gust u X (prema (2.9)), a ocito je i otvoren u X. Iz teorema
[2.5.15|slijedi da vrijedi ),y (X\ C1A,) # 0, $to je u kontradikciji sa (2.10). m|
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Propozicija 2.5.20. Neka je X topoloski prostor te A C X. Tada je
CIA\ IntA = 0A.
Posebno, ako je A zatvoren, vrijedi 0A = A\ Int A.

Dokaz. Neka je x € C1A\ IntA. Dovoljno je pokazati da je x € Cl1 (X\A). Vrijedi x ¢ IntA
paje x € X\ Int A. PokaZimo da vrijedi:

CI(X\A) = X\ IntA. (2.11)

Neka je y € Cl1(X\A). Treba dokazati day ¢ Int A. Svaka okolina U tocke y sijeCe skup
X\Apay ¢ IntA.
Neka je y € X\ Int A tada svaka okolina V od y sijece skup X\A. Tada je y € C1(X\A). Iz
toga zakljuCujemo da vrijedi tvrdnja (2.11).
Iz (2.11) slijedi da je x € C1(X\A). Iz ovoga slijedi da je C1A\ IntA € C1A N CI1(X\A), to
jest CIA\ Int A C 0A.

Analogno se pokazuje i 0A C Cl1 A\ Int A. m|

Propozicija 2.5.21. Neka je (X, d) potpun metricki prostor te neka je Y neprazan zatvoren
podskup od X. Tada je (Y, d|yy) potpun metricki prostor.

Dokaz. Neka je (x,) Cauchyev niz u (Y, d|y.y). Tada je (x,) 1 Cauchyev niz u (X,d). 1z
¢injenice da je (x,) potpun slijedi da je (x,) konvergentan niz u (X, d). Stoga postoji l € X
takav da x, — [. Kako je Y zatvoren iz leme [2.5.13]slijedi da je [ € Y. Iz ovoga slijedi da
Xy —> Liu (Y, dlyxy)- O

Napomena 2.5.22. Neka je X povezan topoloski prostor. Tada ne postoji skup A koji je i
otvoren i zatvoren u X te takav da je A # 0 i A # X. Naime, kada bi takav skup A postojao,
onda bi (A, X\A) bila separacija od X.

Teorem 2.5.23. Neka je (X, d) metricki prostor koji je povezan, lokalno povezan i potpun.
Tada se X ne moZe prikazati kao unija prebrojivo mnogo medusobno disjunktnih skupova
koji su zatvoreni u (X, d) i koji su pravi podskupovi od X (to jest razliciti od X).

Dokaz. Prvo primijetimo da se X ne moze prikazati kao unija konacno mnogo takvih sku-
pova zbog povezanosti od (X, d). Pretpostavimo suprotno to jest pretposravimo da se X
moze prikazati kao prebrojiva unija

X = UC,. (2.12)

ieN
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gdje je (C;) niz nepraznih zatvorenih skupova u (X, d) takav da je C; # X zasvakii € N
i takav da za sve i, j € N vrijedi

i#j=>CnC;=0. (2.13)

Neka je

D::X\[LJHuCJ. (2.14)

ieN

D = U@C,

Neka je x € D. Tadaje x € X i x ¢ ;o Int C;. 1z (2.12) slijedi da postoji j € N takav da je
x € Cj. No x ¢ IntC; povlaci da je x € C;\Int C;. Sada iz propozicije [2.5.20]slijedi da je
x € 0C; paje posebnoix € |J dC;.
ieN

Obratno, neka je x € | J dC;. Tada je x € dC; za neki j € N. Koristeci propoziciju [2.5.20

ieN
dobivamo da je x € C;\IntC; to jest x ¢ IntC;. Neka je i € N takav da je i # j. Imamo
x € C;paiz (2.13) slijedi da x ¢ C;. Posebno i x ¢ IntC;. Dakle x ¢ IntC; za svaki i € N.
Iz ovoga slijedi da x ¢ | J;oy Int C;. Tada je x € X\ (U, Int C), to jest x € D.

Zakljuujemo da vrijedi

Tvrdimo da je

D= Jac. (2.15)
ieN
Tvrdimo da je D # (. Pretpostavimo suprotno, to jest pretpostavimo da je D = 0. Tada
iz (2.14) slijedi da je X = ;o IntC; pa postoji iy € N takav da je IntC;, # 0. Kako je
Ci, # X vrijedi IntC;, # X pa je J;z, IntC; # 0. 1z ovoga slijedi da je (Int Cj, ;;, Int C;
) separacija metrickog prostora (X, d). To je u kontradikciji s povezanoS¢u prostora (X, d).
Dakle, D # 0. Ocito je po (2.14) D zatvoren u (X, d). Iz propozicije 2.5.21] slijedi da je
D, kao potprostor od (X, d), potpun metricki prostor. Sada teorem [2.5.19| povlaci da je D
druge kategorije.
Iz (2.15)) moZemo zakljuciti da postoji i € N takav da dC; nije nigdje gust u D. To znadi da
postoji neprazan otvoren skup V u D takav da je V C Cl9C;. No vrijedi C19C; = 9C; jer je
0C; zatvoren u X paiu D. Imamo
V cac,.

Nadalje, postoji otvoren skup U u (X,d) takavdajeV =U N D. Prematome UND # 0 i
UnNDCcacC,. (2.16)
Zakljucujemo da je U N AC; # 0. Nadalje, iz (2.16) slijedi da je

U N (D\oC;) = 0. (2.17)
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Odaberimo x € U N dC;. Tada je x € U pa budu¢i da je (X, d) lokalno povezan postoji
otvorena okolina W od x u (X, d) takva da je W C U i takva da je W povezan skup u (X, d).
Svaka otvorena okolina od x u (X, d) sijeCe i C; i X\C; jer je x € dC;. Posebno

Wn(X\C)#0
pa iz (2.12) slijedi da postoji j € N, j # i, takav da je
WNC;#0. (2.18)

IzW c Ui @2.17) slijedi
W N (D\oC;) = 0. (2.19)

Iz (2.13) slijedi da je dC; N AC; = 0. 1z ovoga i (2.15)) slijedi da je C; € D\OC; pa (2.19)
povlacdi da je
wn OCJ = 0

Koristeci prethodnu jednakost i propoziciju[2.5.20| imamo
WNC;=Wn(IntC;udC;) = (WnIntC;)u(WnaC;) =W nntC,,

dakle WNC; = WnInt C;. Ovo implicira da je presjek skupova Wi C; i otvoren i zatvoren
u W. Nadalje, taj presjek je neprazan prema (2.18), a vrijedi W N C; # W jer bismo inace
imali W C C}, Sto bi povlacilo da je x € C; (buduci da je W otvorena okolina od x ), no to
je nemoguce jer je x € C; (zbog x € 9C;) 1 C; N C; = (. Dakle, imamo neprazan skup koji
je razlic¢it od W i koji je 1 otvoren 1 zatvoren u W. To je u kontradikciji s ¢injenicom da je
W povezan (napomena [2.5.22)). Time je tvrdnja teorema dokazana.

O
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Sazetak

Ovaj smo diplomski rad podijelili na dva veca poglavlja u kojima smo promatrali razne
aspekte povezanosti.

U prvom smo poglavlju ovog rada proucavali definicije norme i metrike te ekvivalentne me-
trike u kontekstu metri¢kih prostora. Takoder smo istraZivali otvorene i zatvorene skupove
u tim prostorima, kao i neprekidne funkcije izmedu njih. Nakon toga smo uveli pojmove
topologije i topoloSkog prostora, te smo detaljnije proucavali baze topologije i neprekidne
funkcije izmedu topoloskih prostora. Nadalje, obradivali smo potprostore metrickih i to-
poloSkih prostora.

U drugom poglavlju smo definirali pojam separacije u topoloskim i metrickim prostorima,
kao i1 povezane topoloske i metricke prostore. Dokazali smo da je svaki segment [a,b]
povezan, a zatim smo proucavali komponente povezanosti tocke u topoloSkom prostoru i
neka njihova svojstva. Takoder smo definirali produkt topoloskih prostora i dokazali da je
produkt dva povezana topoloska prostora povezan. Uveli smo pojam putevima povezanog
topoloskog prostora, dokazali da je svaki putevima povezan topoloski prostor povezan i dali
primjer topoloskog prostora koji je povezan, ali nije putevima povezan. Nadalje, istaZivali
smo lokalnu povezanost i naveli primjer topoloSkog prostora koji je povezan, ali nije lo-
kalno povezan. Na kraju smo dokazali Baireov teorem o kategoriji i pomocu njega teorem
kojim se tvrdi da se povezan, lokalno povezan i potpun metricki prostor ne moze prikazati
kao unija prebrojivo mnogo zatvorenih, pravih i medusobno disjunktnih podskupova.






Summary

We divided this thesis into two larger chapters in which we observed various aspects of
connection.

In the first chapter of this work, we studied the definitions of norm, metric and equivalent
metric in the context of metric spaces. We also explored open and closed sets in these spa-
ces, as well as continuity of functions between them. After that, we introduced the term of
topology and topological spaces. Also, we studied the bases of a topology and continuity
of functions between topological spaces. Furthermore, we researched subspaces of metric
and topological spaces.

In the second chapter, we defined the notion of separation in topological and metric spaces,
as well as connected topological and metric spaces. We proved that every segment [a,b] is
connected. Then we studied the connected components of a node in topological spaces and
some of their properties. We also defined the product of topological spaces and proved that
the product of two connected topological spaces is connected. We introduced the notion of
a path-connected topological space, proved that every path-connected topological space is
connected topological space, and gave an example of a topological space that is connected
but not path-connected. Furthermore, we investigated local connectivity and provided an
example of a topological space that is connected but not locally connected. Finally, we pro-
ved Baire’s category theorem and using it the theorem that claims that a connected, locally
connected, and complete metric space cannot be represented as the union of countably
many closed, real, and mutually disjoint subsets.
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