Statisticko modeliranje kopulama

Tomljanovié¢, Darko

Master's thesis / Diplomski rad

2023

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Science / SveuciliSte u Zagrebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://Jum.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:397195

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-05-11

W £,
% £,
S S
é‘? % Repository / Repozitorij:
27% 5—* Repository of the Faculty of Science - University of
2 g Zagreb
9, Nad
% S
O‘Pﬂ/ r‘{\t’*'
0. MaTEMP

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLIL

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:397195
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/pmf:12610
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:12610
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:12610

SVEUCILISTE U ZAGREBU
PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKI FAKULTET
MATEMATICKI ODSJEK

Darko Tomljanovi¢

STATISTICKO MODELIRANJE
KOPULAMA

Diplomski rad

Voditelj rada:
doc. dr. sc. Snjezana Lubura Strunjak

Zagreb, srpanj 2023.



Ovaj diplomski rad obranjen je dana

pred ispitnim povjerenstvom

u sastavu:

, predsjednik

, Clan

, Clan

Povjerenstvo je rad ocijenilo ocjenom

Potpisi ¢lanova povjerenstva:




Obitelji.



Sadrzaj

Uvod

1 Kopule

1.1 Definicija i karakterizacija . . . . . . .. .. .. ... ... .. ... .

1.2 Fréchet - Hoeffdingove granice

1.3 Sklarovteorem . . . . . . . . . . . ...
1.4 Kopuledozivljenja . . . . . . . .. . . ...

1.5 Radijalna simetrija i izmjenjivost

2 Zavisnost
2.1 SavrSena zavisnost i nezavisnost

2.2 Koeficijenti korelacije . . . . . . . .. .. L
2.3 Repnazavisnost . . . . . . . ... e

3 Klase i familije

3.1 Elipticnekopule . . . . . . . .. ...
3.2 Arhimedovekopule . . . . ... ... ... ...

3.3 Kopule ekstremnih vrijednosti

4 Procjena parametarskih kopula

4.1 Procjena parametarskim marginalnim distribucijama

4.2 Procjena neparametarskim marginalnim distribucijama . . . . . . . . ..

4.3 Procjena kopula s djelomic¢no fiksnim parametrima

S Primjena
Dodatak: Implementacija u R-u

Bibliografija

Y

21
21
22
27

31
31
38
42

47
47
49
50

53

61

83



Uvod

Nakon $to su 2009. godine izasle na naslovnici ameri¢kog Casopisa Wired, kopule su se
nasle u srediStu pozornosti. Zbog prevelike uporabe, predstavljene su kao krivac financij-
ske krize 2008. godine. Cilj rada je definirati kopule, navesti osnovna svojstva i primjere
kopula te iskazati 1 dokazati teoreme koji su vezani uz ovo podrucje statistike. Takoder,
raznim modelima 1 simulacijama u programskom jeziku R, pokazat ¢emo zasSto su kopule
toliko mocan matematicki alat koji je prema pisanju Felixa Salmona pokrenuo recesiju.

Pocetak standardiziranih distribucija, prvotni naziv kopula, vezemo uz vrijeme Drugog
svjetskog rata i finskog statisticara Wassilyja Hoeffdinga. Sli¢no istrazivanje je zapoceo i
francuski matemati¢ar Maurice Fréchet neovisno o Hoeffdingovim, do tad ve¢ objavljenim,
radovima pa su danas rezultati tih istraZivanja poznati pod nazivom Fréchet - Hoeffding.
Termin “kopula” (lat. copulare) znaci “nesto $to spaja, povezuje”, a prvi put se spominje
1959. godine u radu americkog matemati¢ara Abe Sklara. Osim §to je dao naziv, Sklar je i
dokazao srediSnji teorem ovog rada koji se, njemu u Cast, naziva Sklarovim teoremom.

Osim Sklarovim teoremom, u prvom poglavlju ¢emo se baviti definicijom kopula 1 nji-
hovom karakterizacijom te ¢emo ih omediti granicama, tocnije gornjom i donjom Fréchet -
Hoeffdingovom granicom. Nadalje, definirat éemo kopule doZivljenja i promotriti svojstva
radijalne simetri¢nosti i izmjenjivosti.

Kopule su, prvenstveno, alat koji sluzi za izraCunavanje zavisnosti vise varijabli, a upravo
zavisnost prou¢avamo u drugom poglavlju. Uvest cemo pojmove repne zavisnosti, savrsene
zavisnosti 1 nezavisnosti te ¢emo analizirati koeficijente korelacije. Nece nam biti dovoljni
samo linearni koeficijenti korelacije pa ¢emo uvesti i koeficijente korelacije ranga.

U sljedecem poglavlju navest ¢emo razne familije kopula te ih smjestiti u tri klase: elipticne
kopule, Arhimedove kopule te kopule ekstremnih vrijednosti. Navest ¢emo i osnovna svoj-
stva svake klase kopula.

U cetvrtom poglavlju upoznat ¢emo se s metodama procjene parametara marginalnih dis-
tribucija kopule te metodama procjene parametara kopule.

Petim poglavljem, ujedno i zadnjim, modelirat ¢emo dva primjera primjene kopula u po-
drucju rizika i dionica. Takoder, nastojat ¢emo objasniti Salmonovo stajalista o kopuli kao
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uzroCniku recesije.



Poglavlje 1
Kopule

Za intuiciju, prije navodenja matematicki ispravne definicije kopula, kopule se mogu pro-
matrati kao funkcije koje nam na jednostavniji nacin daju informacije o vrijednosti za-
jednicke funkcije distribucije. Naime, ne moramo konstruirati zajednicku funkciju dis-
tribucije svih slucajnih varijabli nego umjesto nje moZemo promatrati samo marginalne
funkcije distribucija i funkciju koja povezuje te marginalne funkcije distribucija.
Definicije, teoremi te njihovi dokazi su preuzeti iz [1], [4] 1 [8].

1.1 Definicija i karakterizacija

Prisjetimo se, funkcija distribucije F : R — R d-dimenzionalnog slu¢ajnog vektora X je
definirana s

F(:z:) = IP(X < :1:) , &= ()Cl,)C2, ...,Xd) S Rd.
Marginalna funkcija distribucije od X; za j € {1,2,...,d} je dana s

Fij(x)=lim ... lim lim .. lim F(x, ..., X1, X Xjs1, ..., Xg), X€R.

X]—00 Xj—] 00 X100 Xg—00

Akoje X; ~U(0,1), j € {1,2,...,d}, onda je F'; uniformna marginalna funkcija distribucije
na intervalu [0, 1].

Definicija 1.1.1. d-dimenzionalna kopula C : [0,1] — [0, 1] je funkcija distribucije s
uniformnim marginalnim funkcijama distribucije na intervalu [0, 1].

Propozicija 1.1.2 (Karakterizacija kopula). d-dimenzionalna kopula je funkcija C : [0, 1]1¢ —
[0, 1] za koju vrijede sljedece tvrdnje:

1. C(uy,uy,...,uy) je neopadajuca po svakoj komponenti u;.

3



4 POGLAVLIJE 1. KOPULE

2. i-tu marginalnu distribuciju dobivamo postavljanjem u; = 1 za svaki j € {1,2,...,d}
Ij#1i

C(l, ceey 1, u;, 1, ceey 1) = U;.

Svaka komponenta u; je uniformno distribuirana.

3. Neka su a = (ay,a,....,ay),b = (b1,bs,....,by) € [0,11% i aj < bjza svaki j €
{1,2,...,d}, tada vrijedi:

2 2 2
AapCi= Do > o D (I C gyt thgy) 20 (1)

=1 =1 ig=1
gdje suuj; = aj, ujp = b;.

Funkciju A4 ,C, definiranu u (1.1), nazivamo C-volumen.

Definirajmo nezavisnu kopulu kako bi ju mogli koristiti u primjeru s C-volumenom. Ne-
zavisna kopula IT je dana s

d
[(u) = 1—[ wj, w=(uy,u, ... uy) € [0,1]% (1.2)
=1

J

Primijetimo da je nezavisna kopula zapravo funkcija distribucije po komponentama ne-
zavisnog slucajnog vektora U = (U;,U,,...,Uy), pri cemu je U; ~ U(0, 1) za svaki
jel{l,2,..,d}.

U dvodimenzionalnom slu€aju za C = ITiz (1.1) slijedi
A(a,b]H = C(b1,by) — C(b1,a2) — C(ay, by) + C(ay, ar).
Odnosno,
Al = b1by — bras — a1by + aya,
Al = (b1 —a1)(b, — ay).
Takoder, znamo da vrijedi

P € (a,b]) =P(a<U <b) =(b; —a))(by — a).
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Dakle,
A(a,b]H = ]P(a <U < b)

Prethodnim racunom direktno poop¢avanjem na d dimenzija slijedi da je funkcija II, za-
dana kao u (1.2), zaista kopula jer su ostale dvije tvrdnje iz karakterizacije trivijalno zado-
voljene.

Uvjerimo se da gornja jednakost zaista vrijedi.

Napomena 1.1.3. Primjere, koji to zahtijevaju, smo implementirali koriste¢i programski
jezik R. Implementacija svih primjera se nalazi u odjeljku Dodatak: Implementacija u R-u
pri kraju rada.

Primjer 1.1.4 (C-volumen). Funkcijom prob () moZe se izracunati C-volumen zadane ko-
pule. Neka su a i b zadani tako da a,b € [0,1]¢ i a; < bj za svaki j € {1,2}, npr.
a=(1/6,1/5)ib=(5/6,1), provjerimo da gornji raspis zaista vrijedi u slucaju nezavisne
kopule.

Rezultat izvrsavanja koda potvrduje da raspis zaista vrijedi. Odnosno, dobije se jedna-
kost izmedu C-volumena i vjerojatnosti.

Kako bi bolje upoznali nezavisne kopule, primjerima iz [4], prikaZimo neke njene ka-
rakteristi¢ne grafove.

Primjer 1.1.5 (Uzorak iz nezavisne kopule). Generirajmo uzorak duljine 1000 iz dvodi-
menzionalne nezavisne kopule koristenjem naredbe rCopula(). Naredbom plot() pri-
kazat ¢emo dobiveni uzorak.

06

04

02

Slika 1.1: Uzorak iz nezavisne kopule
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Primjer 1.1.6 (Graficki prikaz nezavisne kopule). Pretpostavimo da je dimenzija d = 2,
tada ¢emo pomocu povrsinskog i linijskog prikaza prikazati nezavisnu kopulu. U R-u
postoje implementirane funkcije wireframe2 () te contourplot2() za traZeni prikaz.
Takoder je i implementirana funkcija indepCopula () koja ¢e nam posluZiti za konstruk-
ciju nezavisne kopule.

{AOKIR
% XX
LGNS

KRN

() (b)

Slika 1.2: (a) PovrSinski prikaz nezavisne kopule (b) Linijski prikaz nezavisne kopule

1.2 Fréchet - Hoeffdingove granice

Pokazat ¢emo da se svaka kopula moZe omediti gornjom i donjom Fréchet - Hoeffdin-
govom granicom, no prije njihovog definiranja dajemo definiciju apsolutne neprekidnosti
kopula.

Definicija 1.2.1. d-dimenzionalna kopula C : [0,1]¢ — [0, 1] je apsolutno neprekidna ako
C(u) ima funkciju gustoce c(u) i vrijedi

wy U g
Cuy, Uy, ..., uy) = f f f c(ty, by, ..., t)dty...dhdt.
0 0 0

U nastavku rada Cesto ¢emo za funkciju gustoce kopule C uzeti funkciju

6;1

= Clr s e ttg), (U, U3y s tg) € (O, DY,
aud...auzaul (ul Uy ud) (ul U ud) ( )

c(uy, Uy, ..., Ug)

ako postoji i ako je integrabilna.
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Primjer 1.2.2. DokaZimo da je dvodimenzionalna nezavisna kopula apsolutno neprekidna
po definiciji. Za svaki (uy,u,) € [0, 11? vrijedi

f f 1dtdt, = ujuy = C(M],l/lg)

Definirajmo donju Fréchet - Hoeffdingovu granicu W i gornju Fréchet - Hoeffdingovu
granicu M s

d
W(uy, uy, ..., uz) = max {Z uj—d+ 1,0},

j=1

M(uy,us, ..., ug) = min u;
1<j<d

za (uy, Uy, ..., ug) € [0, 11%.

d
Lema 1.2.3. Za svaku kopulu C vrijedi nejednakost |C(b) — C(a)| < Zlb i — aj| za svaki
=1

a,be [0, 1]

Dokaz. Bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostavitia < b, a, b € [0, 1]¢. KoriStenjem
teleskopiranja i nejednakosti trokuta vrijedi

IC(b) - C(a)I<ZIC(bl,~. bj1,bj,aj41,....a0) + C(by, ... bj1, a5, a1, ... aa)l.

j=1

Pretpostavimo da komponente by, ...,b;_1, a1, ..., ag teze k 1, tada po karakterizaciji imamo
ca,..,1,b,1,...,H)+Cq1,..,1,a;,1,..,1)=b; —a;

j7 b

odakle slijedi tvrdnja. O

Teorem 1.2.4 (Fréchet - Hoeffdingove granice). Za svaku d-dimenzionalnu kopulu C vri-
Jjedi

W(u) < C(u) < M(w), w = (uy, ta, ..., ug) € [0, 117,
Dokaz. Po lemi 1.2.3 vrijedi
d d
1-Clu)=C)-Cw) < Y (I-up=d- Y u,
j=1 j=1
d

Stoga C(u) > Zuj —d+1,uzto C(u) > 0 pa

J=1



8 POGLAVLIJE 1. KOPULE

d

C(uw) > max {ZuJ —d+ 1,0} = W(uw).

=

Dokazimo joS i C(u) < M(w). Bududi da su kopule neopadajuée u svakoj komponenti, za
svaki j € {1,2,...,d}

Clu)<C(,..,1Lujl,..,1)=u;
ZakljuCujemo
C(u) < min u; = M(u).
1<j<d
]

Propozicija 1.2.5. Donja Fréchet - Hoeffdingova granica W je kopula za d = 2. Gornja
Fréchet - Hoeffdingove granica M je kopula za svaki d > 2.

Dokaz. W je kopula za d = 2 zbog toga §to (U, 1 — U) ~ W za U ~ U(0, 1). Odmah éemo
pokazati da W nije kopula za d > 3. Neka je d > 3, tada

d

d

) ij lil liz 1id
= 3 B ([ (1)
e Sl 1)

i€{0,1}4

=max{l+1+..+1—-d+ 1,0}

—dmax{%+1+l+...+1—d+l,0}

d 1 1
+(2)max{§+§+1+...+1—d+1,0}

1 1 1 1
—...+(—1)dmax{—+—+—+...+——d+1,0}

2 2 2 2
d
=1-=-<0.
3 <
M je kopula za svaki d > 2 zbog toga sto (U, U, ...,U) ~ M za U ~ U(0, 1). m]

Napomena 1.2.6. Fréchet - Hoeffdingove granice koje su kopule nisu apsolutno nepre-
kidne.

Sljedeci primjer je preuzet iz [4].
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Primjer 1.2.7 (Graficki prikaz Fréchet - Hoeffdingovih granica). Pretpostavimo da je d =
2, tada éemo pomocu povrsinskog i linijskog prikaza prikazat Fréchet - Hoeffdingove gra-
nice. Koristit cemo, kao i u primjeru 1.1.6, funkcije wireframe2 () te contourplot2().

)

n‘ 0‘
,0 ,o‘,o 2
R

© (d)

Slika 1.3: (a) PovrSinski prikaz donje Fréchet - Hoeffdingove granice (b) Linijski prikaz
donje Fréchet - Hoeffdingove granice (c) PovrSinski prikaz gornje Fréchet - Hoeffdingove
granice (d) Linijski prikaz gornje Fréchet - Hoeffdingove granice

Funkcija contourplot2() je prilicno neprecizna pa se linije u prikazu gornje Fréchet -
Hoeffdingove granice ne sjeku pod pravim kutom na dijagonali (slika 1.3(d)).
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1.3 Sklarov teorem

Prije negoli iskazemo i dokazemo Sklarov teorem, navest ¢emo definicije, propozicije i
leme potrebne za njegovo dokazivanje.

Definicija 1.3.1 (Generalizirani inverz). Neka je F funkcija distribucije. Tada je generali-
zirani inverz funkcije F svaka funkcija F©V na [0, 1] za koju vrijedi:

1. Akojey € ImF = {F(x) : x € R}, tada je FVY(y) bilo koji broj x € R tako da
F(x) =y, to jest za svakiy € Im F
F(FY(y) = y.
2. Akoy ¢ Im F, tada

FY(y) =inf{x : F(x) > y} = sup{x : F(x) < y}.

Propozicija 1.3.2 (Svojstva generaliziranog inverza). Neka je F : R — R rastuca pri cemu
je, za svaki x,y € R, F(—00) = lim F(x)i F(co0) = lim F(x), tada:

1. FEY(y) = —co ako i samo ako F(x) >y za svaki x € R. F©V(y) = oo ako i samo ako

F(x) <yzasvaki x € R.

2. Neka je F©V rastué¢a. Ako je F©V(y) € (=00, ), tada je F©V lijevo neprekidna po
y i desno ogranicena po y.

3. Vrijedi nejednakost F=V(F(x)) < x. Ako je strogo rastu¢a, onda F~V(F(x)) = x.

4. Neka je F desno neprekidna. F©V(y) < oo implicira F(F©V(y)) > y. Ako je
y € ImF U {inf F,sup F}, tada F(F“"(y)) = y. Nadalje, ako je y < inf F, tada
F(FEY(y)) > yiako jey > sup F, tada F(F“V(y)) < y.

5. F(x) > y implicira x > F©Y(y). Obratna implikacija vrijedi ako je F desno nepre-
kidna. Nadalje, F(x) <y implicira x < FTD(y).

6. (FEP(y=), FEV(+) S{x € R: F(x) = y} C[FV(y-), FV(y+)] gdje je FV(y-) =
lim FEV(z) i FED(y+) = lim FCV(z).
/y Ny

7. F je neprekidna ako i samo ako je F™V strogo rastué¢a na [inf F,sup F). F je strogo

rastuca ako i samo ako je F™V neprekidna na Im F.

8. Ako su F\ i F, desno neprekidne funkcije sa svojstvima kao F, tada (F) o F»)"D =
FSVo V.
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Dokaz. Dokaz moZete pronaci u [2]. O

Lema 1.3.3 (Vjerojatnosna transformacija). Neka je X ~ F i F neprekidna, tada F(X) ~
U, 1).

Dokaz. Po propoziciji 1.3.2, svojstvo (7), buduéi da je F neprekidna tada je F~" strogo
rastuc¢a na [inf F, sup F] = [0, 1]. Stoga za u € [0, 1],

P(F(X) <u) = P(FCY(F(X)) < F™D(u) = P(X < FT W) = F(FTY () = u.

Pri ¢emu prva jednakost slijedi iz svojstva (7), druga jednakost iz svojstva (3) te zadnja
jednakost iz svojstva (3) i (4) gore navedene propozicije. O

Lema 1.3.4 (Kvantilna transformacija). Neka je U ~ U(0, 1) i F bilo koja funkcija distri-
bucije, tada F=Y(U) ~ F.

Dokaz. Vrijedi
P(FEY(U) < x) = P(U < F(x)) = F(x), x€R,
pri cemu prva jednakosti slijedi iz propozicije 1.3.2, svojstvo (5). O

Pomo¢u vjerojatnosne i kvantilne transformacije mozemo prijeéi s R? na [0, 1]¢ i obratno.
Sada imamo sve potrebne rezultate da bismo dokazali Sklarov teorem. Iskaz navodimo u
dva dijela, tako ¢emo se lakSe naknadno osvrnuti na njega.

Teorem 1.3.5 (Sklarov teorem).

1. Za svaku funkciju distribucije H s jednovarijabilnim marginalnim funkcijama distri-
bucije F, F, ..., Fy postoji d-dimenzionalna kopula C tako da

H(x1, %2, x3) = C(Fy (x1), Fa(%2), ooy Fy(x3)), «€RY. (1.3)

d
Kopula C je jedinstveno definirana na l_[ ImF;s
j=1

d
Clur, 3, o0y tig) = HFT @), FY o), o FS V), we | [ImF,
j=1

gdjeIm F; = {F(x) : x € R} oznacava rang.
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2. Obratno, za danu d-dimenzionalnu kopulu C i jednovarijabilne funkcije distribucija
F\,F»,...,Fy, H definirana kao u (1.3) je d-dimenzionalna funkcija distribucije s
marginalnim funkcijama F1, F», ..., Fy.

Dokaz.

1. Dokaz provodimo samo za neprekidne Fi, F, ..., F;. Neka je X ~ H i definiramo
U;=FijX)),je{l,2,..,d}. Po propoziciji 1.3.3, U; ~U(0, 1) za j € {1,2, ...,d} pa
je funkcija distribucije C od U kopula.

Kako F; strogo rastuca po propoziciji 1.3.2, svojstvo (3), slijedi da je za svaki j €
{1,2,....d}

X; = Fy (X)) = FyP(U)).
Nadalje,
H(z) = P(X; < x;,¥j) = P(FV(U)) < x;,Vj) = P(U; < Fi(x;), V)
= C(F(x1), F2(x2), ..., Fa(xy))

pri ¢emu predzadnja jednakost vrijedi zbog svojstva (5) propozicije 1.3.2. Stoga, C
je kopula i zadovoljava (1.3).
Svojstvo (4) iste propozicije implicira da F j(Fj._l)(u i) = ujzasvakiu; € ImF; pa

d
slijedi za w e | [ ImF;
j=1

Cluty, tty,y ooy ttg) = C(F1(FV(ur)), Fo(FS V() oo Fa(FY (1))
= H(FC (), FS " (2), ..y F P (ug)).

2. ZaU ~ C definiramo X = (F\""(U)), F\ "(U,), ..., F{ "(Uy)), tada za © € R?
P(X <) =P(F;"(U) < x;,¥)) = PU; < Fi(x)), V)
= C(F1(x1), F2(x2), ..., Fa(xa))

pri cemu predzadnja jednakost vrijedi zbog svojstva (5) propozicije 1.3.2.
H definirana s (1.3) je funkcija distribucije s marginalnim funkcijama distribucije
F\,Fy, ... Fy.

O

Sljedeca dva rezultata ¢e nam biti od pomo¢i prilikom interpretacije Sklarovog teorema.
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Lema 1.3.6. Neka je X; ~ F; i F; neprekidna za svaki j € {1,2,...,d}, tada X ima kopulu
C ako i samo ako (F (X)), F2(X5), ..., Fy(Xy)) ~ C.

Dokaz. Vrijedi

P(F (X)) < uj,¥j) = P(FiX)) < up,¥j) = PXX; < FP(wy), V)

=PX; < FCV), ¥j) = FOFT ), FS V), . Fy V(1))

= C(u)
pri cemu prva i treca jednakost slijede iz neprekidnosti, druga iz propozicije 1.3.2 svojstva
(5), a zadnja iz Sklarovog teorema.
Obratno, kako je F;, j € {1,2,...,d}, strogo rastuca slijedi

F(x) = P(FY(F (X)) < x;,V)) = P(F(X)) < Fi(x)). V)
= C(F1(x1), F2(x2), .., Fa(xa))

pa iz Sklarovog teorema slijedi tvrdnja. Jednakosti slijede iz propozicije 1.3.2 1 to svojstava
3)i(5). O

Teorem 1.3.7 (Princip invarijantnosti). Neka je X ~ F s neprekidnim marginalnim funkci-
jama Fy, Fy, ..., Fq i kopulom C. Ako je T strogo rastuca naIm X za svaki j € {1,2, ...,d},
tada (T1(Xy), Tr(X>), ..., T4(X,)) takoder ima kopulu C.

Dokaz. Bez smanjenja opCenitosti moZemo pretpostaviti da je 7; desno neprekidna. 7'; je
i strogo rastuca na Im X; i X; je neprekidno distribuirana pa je 7 ;(X;) neprekidno distribu-
iranate za x € R

Frix)(x) = P(T{(X)) < x) = P(T{(X)) < x)
= PX; < T () = P(X; < TV ()
= FyT{ ().
To implicira da je P(Fr,x,(T;(X})) < u;, ¥ j) jednako
P(FATS T X)) < up ¥ j) = P(FiX) < up ¥ j) = Clu).

Prva jednakost slijedi iz svojstva (3) propozicije 1.3.2. Sada tvrdnja slijedi iz leme 1.3.6.
O

Primjer 1.3.8 (Interpretacija Sklarovog teorema). Interpretaciju cemo podijeliti na dva
dijela kao $to smo to radili u iskazu i dokazu Sklarovog teorema.
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1. Marginalne funkcije distribucije i kopulu mozZemo dobiti dekompozicionirajuci funk-
ciju distribucije H $to s principom invarijantnosti omogucava promatranje zavisnosti
bez obzira na marginalne funkcije distribucija. Dakle moZemo promatrati

= (Fi1(Xy), F2(X2), ..., Fy(Xa))

umjesto X = (X1, Xz, ..., Xg).
2. MoZemo konstruirati multivarijabilnu funkciju distribucije.

U sljede¢em primjeru, koji je preuzet iz [1], implementirat ¢emo Sklarov teorem ko-
riste¢i -kopulu C7,,. Na #-kopulu ¢emo se detaljnije osvrnuti kasnije.
Za svaki u € [0, 1]%, t-kopula s vektorom pomaka O je dana s

Chy(w) = 1p, (£, 1), 1, (U2), ..., 1, ()

t, Yuy) 1, L) v;—d) o Pl —ud
1+ dxi...dxy
(7rv)2 Vdet P v

gdje su ¢ jednovarijabilna Studentova t-distribucija s v > 0 stupnjevima slobode, P korela-
cijska matrica dimenzije d X d. Redci i stupci korelacijske predstavljaju slucajne varijable,
a na presjeku retka 1 stupca nalazi se koeficijent korelacije dviju varijabli koje oni pred-
stavljaju. Posljedi¢no, na dijagonali se nalaze jedinice.

Neka je C d-dimenzionalna kopula takodaje U ~ Ci,za j € {2,3,...,d}, ui,up, ..., uj €
(0,1)iu; €[0,1] tada je

Cina,..jiiWjluy,ugy .cyujy) = P(U; SujlUy = uy, Uy = uy, ..., Ugy = ug_y).

Ciip,...j-1Clur, ua, ..., uj-1) je funkcija distribucije i vrijedi, za j € {2, 3, ..., d}, uy, uz, ..., uj_; €
0,1)iu;€[0,1]

U ; -
fo PR Dy gy e ujy, u)du

B2l Dy, ug,y ooy 1)

Cj|1,2 ,,,,, j—1(uj|ul, Uzyeeey uj—l) =

b

uz dogovor da je ¢V = 1.
Funkciju koja u pridruZuje v’ nazivamo Rosenblattova transformacija. Rosenblattova tran-
sformacija je definirana za u € (0, 1)? s
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up = u

u’2 = C2|1(M2|M1)

uy = Canp,..a—1(Ualur, ua, ... ug-y).

Vise detalja o Rosenblattovoj transformaciji potrazite u [4].

Primjer 1.3.9 (Graficki prikaz Sklarovog teorema). Graficki prikaz Sklarovog teorema
¢emo podijeliti na dva dijela kao sto smo podijelili i njegov iskaz.

1. Neka je dvodimenzionalan uzorak duljine 1000 dobiven iz Studentove t-distribucije
sa stupnjevima slobode v = 3 i korelacijskom matricom P gdje je korelacija p =
0.5. Koristenjem Studentove t-marginalne distribucije iz dobivenog uzorka éemo
procijeniti odgovarajuce vrijednosti t-kopule.

Radi lakseg pracenja istaknut cemo pet slucajno odabranih uzoraka.

10
0

08
>

06

S
04

00
o

(a) (b)

Slika 1.4: (a) Uzorak iz Studentove ¢-distribucije (b) Odgovarajuci uzorak iz t-kopule

2. Na procijenjeni uzorak t-kopule iz koraka 1. sada moZemo primijeniti kvantilnu
eksponencijalnu marginalnu transformaciju s parametrom A = 0.5.
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10
1

08
>

04

02

() (b)

Slika 1.5: (a) Uzorak iz t-kopule (b) Odgovarajuce transformirane vrijednosti

Primijetimo na slici 1.4(a) tocke s najmanjom vrijednosti apscise su, redom: "B”, "E”,
"C”, ”D” te "A”. Tocke s najmanjom vrijednosti ordinate su: "B”, "D”, "C”, "A” te
"E”. Na svakoj sljedecoj slici je isti raspored tocaka po apscisi i ordinati, dakle transfor-
macije ne utjecu na raspored tocaka nego samo na vrijednost.

Vidimo da su kopule jednostavne i efikasne za modeliranje. 1z grafickog prikaza se
lako vidi zavisnost i distribucija uzoraka. Nademo li neki model koji nam odgovara za tu
kopulu tada na nju moZemo primijeniti bilo koju inverznu marginalnu transformaciju.

1.4 Kopule dozivljenja

Opcenito, funkcija doZivljenja je vjerojatnost da ¢e jedinka X nadzivjeti vrijeme x. Ozna-
¢imojus F,adanajes F(x) = 1 - F(x) = 1 -P(X < x) = P(X > x). U d-dimenzionalnom
slu¢aju funkcija doZivljenja je dana s H(z) = P(X > ), x € R%. Uotimo da H(xz) # 1 —
H(x). Marginalne funkcije dozivljenja dane su s Fj(xj) = F(—OO, cey =00, Xj, =00, ..., —00),
no one nisu funkcije distribucije kao ni H.

Teorem 1.4.1 (Sklarov teorem za kopule dozZivljena).

1. Za svaku funkciju doZivljenja H s marginalnim funkcijama doZivljenja F, F», ..., Fq
postoji kopula C tako da

H(x1, X2, ooy ) = C(F(x1), F2(x2), ..., Fa(x,)), « €R%. (1.4)
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d
Kopula C je jedinstveno definirana na l—[ Im F] s
j=1

d
Clurta, .rtg) = HET (A =), (1 = 100), ., F V(1= ug)), we | [ImF;

j=1

2. Obratno, za dane d-dimenzionalnu kopulu C i jednovarijabilne funkcije doZivljenja
F\,F», ..., Fy, H definirana kao u (1.4) je funkcija doZivljenja s marginalnim funkci-
jama doZivljena F|, F,, ..., F,.

Dokaz. Analogan dokazu 1.3.5, odnosno dokazu Sklarovog teorema. O

Kopulu C definiranu s (1.4) nazivamo kopulom doZivljenja. Navest éemo sada svojstva
kopule doZivljenja da bi ju mogli lakSe implementirali u R-u. Propoziciju ¢emo navesti bez
dokaza.

Propozicija 1.4.2 (Svojstva kopule doZivljenja). Neka je C i C ~ U, tada:
1.1-U~C.

2. Kopula dozivljenja C moze se generirati pomocu

6(’11,) = Z (_1)|J|C((1 _ ul)l(leJ), (1- uz)l(ze.])’ (1 - ud)l(deJ))

JE(1,2,...d}

zaw € [0, 114

3. Ako kopula C dopusta ¢ onda dopusta i C, a gustoéa od C je dana s
cw)=c(l —u, 1 —us, ... 1 —uy), €0,

U sljedecem primjeru cemo koristiti Gumbel - Hougaardovu kopulu definiranu s

1
d b
2. log(upl’

CS"(uy, uz, ..., ug) = [j_l

gdjesuwu €[0,1]9160 €[1, ).



18 POGLAVLIJE 1. KOPULE

Primjer 1.4.3 (Kopula doZivljenja). Konstruirat ¢emo uzorak duljine 1000 iz dvodimenzi-
onalne Gumbel - Hougaardove kopule CgH s parametrom 0 = 4. Zatim koristeci svojstvo
(1) iz propozicije 1.4.2 konstruiramo Gumbel - Hougaardovu kopulu doZivljenja. Na kraju
¢emo pokazati uzorak te povrsinski prikaz gustoca kopule CS¥ i njene kopule doZivljenja
koristeci funkciju rotCopula().

. o0
Se o823
-, | IR X 72 N - |
PR T
g RE
- o n ¥ My L -
R . o Agea, i B
3 -~ ".‘\ & .;L‘. ‘-’.'. B ot
= R RS S XA o
i s
L o LB ST .

< s [y oy * < |
CRIFRRRR W LN 3

RN S e

o sbe s emepdes

PEERRS IR O IR o
° ot sl 23T N =

Qo e 8,

by 3':2'.,.'

(%13 e

o | Mo T 2

T T T T T T

00 02 04 06 08 10

u, Vi
(@) (b)

dCopula

(© (d)

Slika 1.6: (a) Uzorak iz Gumbel - Hougaardove kopule (b) Uzorak iz Gumbel - Hougaar-
dove kopule dozivljenja (c) Gusto¢a Gumbel - Hougaardove kopule (d) Gustoca Gumbel

- Hougaardove kopule doZivljenja
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1.5 Radijalna simetrija i izmjenjivost
Sljedeca je definicija usko vezana za prethodno poglavlje.

Definicija 1.5.1 (Radijalna simetrija). Slucajni uzorak X je radijalno simetrican oko a €
R? ako X — a te a — X imaju jednake distribucije.

Propozicija 1.5.2 (Karakterizacija radijalne simetrije). Neka je X ~ H s neprekidnim
funkcijama distribucije F1,F,,...,F, i kopulom C. Ako je, za svaki j € {1,2,...,d}, X;
simetric¢an oko a;, onda je X radijalno simetri¢an oko a ako i samo ako C = C.

Odmah ¢emo navesti i1 definiciju izmjenjivosti, a nakon toga ¢emo na istom primjeru
promatrati obje definicije.

Definicija 1.5.3 (Izmjenjivost). Slucajni uzorak X je izmjenjiv ako (X;,,X,,,...,X;,) te
(X1, X2, ..., Xy) imaju jednake distribucije za sve permutacije (j, jz, ..., ja) Skupa {1,2, ...,d}.

Propozicija 1.5.4 (Karakterizacija izmjenjivosti). Neka je X ~ H s neprekidnim jedno-
varijabilnim funkcijama distribucije Fy, F, ..., F4 i kopulom C. X je izmjenjiv ako i samo
ako Fy = Fy = ... = Fqi C(uj,,uj,,...,uj,) = Cuy, us, ..., ug) za sve ui, uy, ...,uq € [0,1] i
sve permutacije (ji, ja, ..., ja) Skupa {1, 2, ..., d}.

Primjer 1.5.5 (Radijalna simetrija i izmjenjivost). Promotrimo dvodimenzionalne kopule
iz prethodnih primjera, t-kopulu C ;tw i Gumbel - Hougaardovu kopulu CHGH . Neka su para-
metri kopule C, , dani s p = 0.5 i v = 3, a parametar kopule CgH s 0 = 4. Prikazat ¢emo
funkcije gustoce kopula.

(a) (b)
Slika 1.7: (a) Gustoca t-kopule (b) Gusto¢a Gumbel - Hougaardove kopule
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Iz slike lako uocimo da je, s ovako postavljenim parametrima, t-kopula radijalno sime-
tricna i izmjenjiva, dok je Gumbel - Hougaardova kopula samo izmjenjiva.

MoZe se pokazati da je t-kopula radijalno simetricna i izmjenjiva za sve parametre p €
[-1,1]1i v > O, dok je Gumbel - Hougaardova kopula izmjenjiva za svaki 0 > 1 te radi-
jalno simetricna samo za 0 = 1.



Poglavlje 2

Z.avisnost

Jedno od najproucavanijih svojstava u statistici je zavisnost, a kako smo ve¢ vidjeli u pri-
mjeru s grafickim prikazom Sklarovog teorema kopule imaju primjenu u njezinoj procjeni.
Kazemo da je niz (X;, j € J) nezavisan ako za svaki J' = {ji, jo,..., ji} € J 1 za sve
A € BRM), Ay € B(R"2), ..., Ax € B(R"r) vrijedi

IP()(J1 S Al,Xj2 €A, ""Xjk S Ak) = IP(XJI S A])IP(XJZ S Az)IP(XJk S Ak)

pri ¢emu je J prebrojiv skup indeksa, a B(R"") Borelova o-algebra na skupu R, za r €
{1,2,...,k}. U suprotnom kaZemo da je niz zavisan. Definicija nezavisnosti i zavisnosti je
preuzeta iz [6].

Definicije, teoremi te njihovi dokazi su preuzeti iz [1], [4] 1 [8].

2.1 Savrsena zavisnost i nezavisnost

Prije smo dokazali da za svaku kopulu C vrijedi

W(u) < C(u) < M(uw), w = (up,u,...,uy) € [0,1]9,

1<j<d

d
pri Semu je W(uy, s, ..., tg) = max {Zuj —d+ 1,0} i M(uy, s, ..., ug) = min u;.
=1
Odnosno, kopula C je omedena donjom Fréchet - Hoeffdingovom granicom W 1 gornjom
Fréchet - Hoeffdingovom granicom M. U dvodimenzionalnom slu€aju, po propoziciji
1.2.5, donja i gornja Fréchet - Hoeffdingova granica su kopule. U dokazu te propozicije
naveli smodaje (U,1-U) ~Wte (U,U)~ MzaU ~U(Q, 1).

21
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Primjer 2.1.1 (Uzorak iz Fréchet - Hoeffdingovih granica). Generirajmo uzorak U du-
ljine 50 iz standardne normalne distribucije. Prilagodimo generirani uzorak u dvodimen-
zionalni vektor (U, 1 — U) te (U, U) te tako dobiveni prilagodeni uzorak prikaZimo na gra-
fovima.

0
10

0.
08

(a) b)

Slika 2.1: (a) Uzorak iz donje Fréchet - Hoeffdingove granice (b) Uzorak iz gornje Fréchet
- Hoeffdingove granice

Nakon ovog primjera jasnije je zaSto zavisnost uzorka (U,1 — U) (~ W) nazivamo
savrsenom negativnom zavisnosti, a zavisnost uzorka (U, U) (~ M) savrSenom pozitivnom
zavisnosti. Budu¢i da je gornja Fréchet - Hoeffdingova granica kopula za svaki d > 3, tada
se savrSeno pozitivna zavisnost moze proSsiriti 1 na d-dimenzionalan slucaj za d > 3.

d
Prikazom uzorka iz nezavisne kopule II(u) = Hu s = (U, Uy, ..., ug) € [0, 114, u pri-
=1
mjeru 1.1.5 intuitivno je jasno da ako je kopula uzoraka nezavisna kopula, onda su ti uzorci
nezavisni. Intuiciju potvrduje Sklarov teorem koji, dodatno, dokazuje i obratnu implika-
ciju.

2.2 Koeficijenti korelacije
Iako koeficijent korelacije Cesto poistovjecujemo s linearnim (Pearsonovim) koeficijentom

korelacije, za kopule su nam vaZzniji koeficijenti korelacije ranga. U radu ¢emo prouciti
dva koeficijenta korelacije ranga, Kendallov 7 i Spearmanov p.
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Linearni koeficijent korelacije
Linearni odnosno Pearsonov koeficijent korelacije p je definiran s

_ cov(X1, X») _ El(X, - EX)(X; - EX))]
VVar(X)) VVar(Xy)  E[(X, - EX))?] VE[(X, — EX)?]

pP = p(XlaXZ)

pri ¢emu su X, i X, takvi da ]E[XJZ.] < oo, je{l,2}.
Navest ¢emo neka svojstva linearnog koeficijenta korelacije bez dokaza.

Propozicija 2.2.1. Neka su X, i X, dvije slucajne varijable takve da ]E[XJZ.] < oo, je{l,2},
tada:

1. |o(X1,X5)| < 1.

2. |o(X1,X3)| = 1 ako i samo ako postoje konstante a,b € R,a # 0 tako da je X, =
aX, + b gotovo sigurno.

3. Ako su X, i X, nezavisne, onda p(X,, X;) = 0.

4. Za svaki a;,a, > 0 (aj,a, <0)i by, by, € Rvrijedi
plai Xy + by, ax X5 + by) = p(Xy, X).

Kazemo da je linearni koeficijent korelacije p invarijantan za strogo rastuce (pa-
dajuce) linearne transformacije.

Propozicija 2.2.2 (Hoeffdingova formula). Neka je (Xi, X;) slucajan vektor s funkcijom
distribucije H i marginalnim funkcijama distribucije F1, F, te IE[X]?] < oo, je{l,2}, tada

[T [T (Hx1, x0) = Fi(x) Fa(xo)dxdx,
VVar(X;) yVar(X;) '

p(Xi, X,) =

Ovu propoziciju ostavljamo bez dokaza.

Medutim, linearni koeficijent korelacije p ima dosta nedostataka:
1. p(X;, X>) ne postoji za sve sluCajne varijable X; 1 X.
2. p(Xi, X>) nije invarijantna za sve strogo monotone funkcije.

3. Marginalne funkcije distribucija F', F, 1 koeficijent korelacije p(X;, X;) ne definiraju
jedinstveno funkciju distribucije F.
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4. Ako je p(Xi, Xz) = 0, tada slucajne varijable X; i X, nisu nezavisne.

5. Za dane marginalne funkcije distribucija Fy, F>, p(X;, X») ne postiZe sve vrijednosti
intervala [—1, 1] za odgovarajucu kopulu slu€¢ajnog vektora (X, X>).

Klasi¢nim primjerom, preuzetim iz [4], graficki ¢emo pokaziti peti nedostatak, to jest da
p(X1,X5) ne postize sve vrijednosti intervala [—1, 1] za odgovaraju¢u kopulu slu¢ajnog
vektora (X, X»), za dane marginalne funkcije distribucija F; i F5.

Primjer 2.2.3. Neka su X; ~ LN(O, 0'?), j € {1,2}, odnosno lognormalne slucajne va-
rijable. Po teoremu 1.2.4 znamo da je svaka kopula ogranicena pa minimalni koeficijent
korelacije p i maksimalni koeficijent korelacije p moZemo dobiti kao

2,2
()-0p)? 71t

€ 2 —-e 2
F p(rl,—a'z B B B) 2?
_ a a O O
NN

() +09)? oi+o3

e 2 -—e 2

P =Poio, = :
\/(e"% —1)e"% \/(e”% —1)e‘75

PrikaZimo graficki gore navedene funkcije.

(@) (b)

Slika 2.2: (a) Minimalni koeficijent korelacije (b) Maksimalni koeficijent korelacije

Sada je jasno da ne moZemo postici sve vrijednosti intervala [—1, 1], na primjer uzmimo
a’ajeoq :1i0'2:5.
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Koeficijenti korelacije ranga

Neke od nedostataka linearnog koeficijenta korelacije mozemo rijesiti uvodenjem koefici-
jenta korelacije ranga. Za kopule su najbitniji Kendallov 7 i Spearmanov p.

Definicija 2.2.4. Neka je (X, X3) slucajan vektor s neprekidnim marginalnim funkcijama
distribucija F i F>.

1. Spearmanov p je definiran s
ps = ps (X1, X2) = p(F1(X1), F2(X2)).

2. Neka su (X, X,) i (X{, X}) nezavisni s jednakim funkcijama distribucije. Kendallov t
Jje definiran s

7 =7(X1, X5) = Elsign((X; — X)(X2 — X3))]
= P((X) - X)Xz - X3) > 0) - P((X; — XXz - X3) < 0)

gdje je
-1 ,x<0
sign(x) =<0 ,x=0
1 ,x>0.

Primjer 2.2.5. Kao $to smo imali u primjeru 1.4.3, konstruirat cemo uzorak duljine 1000
iz dvodimenzionalne Gumbel - Hougaardove kopule CS" s parametrom 6 = 4. Zatim

izracunajmo Kendallov 1 koristeci ve¢ implementiranu R-ovu funkciju cor( ..., method
= "kendall").

Izracunajmo jos i Spearmanov p, pomocu naredbe cor( ..., method = "pearson"),
za dvodimenzionalne Fréchet - Hoeffdingove granice i uvjerimo se da je ps = —1 za donju

te ps = 1 za gornju Fréchet - Hoeffdingovu granicu.

Izvrsavanjem koda dobijemo da je Kendallov T jednak 0.7575335. Takoder, potvrdujemo
gornje slutnje o vrijednosti ps.

Sljedeca propozicija nam kazuje da Spearmanov p i Kendallov 7 ovise samo o odgova-
rajucoj kopuli.

Propozicija 2.2.6. Neka je za j € {1,2} X; ~ Fj, F; neprekidna i C kopula, tada za
(U, U) ~11
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1 pl
Ps = 12f f C(uy, wp)duyduy — 3 = 12IE[C(U}, U))] -3
0o Jo

Dokaz. Primijenimo Sklarov teorem na Hoeffdingovu formulu

o x = L SO ), o) — Fio Fatdds @.1)
pX1.Xo) = VVar(X;) yVar(X) | |

Nadalje,
ps (X1, X2) = p(F1(X1), F2(X2)) = 12f f (C(uy, uz) — uyuz)duydu,
= 12[ f C(ul,uz)dulduz -
U drugoj jednakosti smo koristili (2.1). m|

Propozicija 2.2.7. Neka je za j € {1,2} X; ~ F}, F'j neprekidna i C kopula, tada

1 pl
T=4f f C(uy, ur)dC(uy, uz) — 1 = 4E[C(U,, Uy)] -
0 Jo

za (U, Up) ~C

Dokaz. Neka su (Xi, X5) 1 (X7, X)) nezavisni s jednakim funkcijama distribucije, onda

7= P((X; - X)Xz — X5) > 0) - P((X; — X)Xz — X35) < 0)
= 2P((X; — X))(X, — X}) > 0) — 1
= 4P(U, < U, U, < U)) -1

1 1
= 4f f IP(Ul < up, Uz < l/lz)dC(ul,I/tz) -1
0 0

1 1
=4 f f Cur, 2)dC(uy, ) — 1.
0 0

Primjer 2.2.8. Neka je zadana Gumbel - Hougaardova familija kopula {Cy : 8 € [1, c0)}.
Tada vrijedi da je g.(0) = 1(Cy) za 0 € [1,0), odnosno g.(0) =1 —-1/0za 0 € [1,0). U
vanjskom paketu copula g. se moZe dobiti koristenjem funkcije tau(), dok se njezin inverz
moZe dobiti koristenjem funkcije iTau(). Pomocu gore navedenih funkcija izracunajmo

O
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grig.

Kao rezultat izvrSavanja koda dobijemo da je g.(0) jednak 0.75, dok je g.(6)~' ocekivano
Jjednak 4.

Dakle, dokazali smo u propozicijama 2.2.6 1 2.2.7 da Kendallov 7 1 Spearmanov p ovise
samo o kopuli. 1z tog razloga navedeni koeficijenti korelacije ranga imaju prednosti nad
linearnim koeficijentima korelacije:

1. Koeficijenti korelacije ranga uvijek postoje.
2. Koeficijenti korelacije ranga su invarijantni za sve strogo monotone funkcije.

3. Koeficijenti korelacije ranga postiZzu sve vrijednosti intervala [—1, 1].

2.3 Repna zavisnost

O zavisnosti varijabli u donjem lijevom i gornjem desnom dijelu kvadrata ([0, 1] x [0, 1])
govori nam repna zavisnost.

Prije no Sto krenemo s uvodnim primjerom definirajmo normalnu kopulu C}. Za u €
[0, 1]%, normalna kopula C% je dana s

Ch(u) = Op(O”' (1), D™ (), ..., D™ (ug))

O (uy) O () O (uy) o1/ Pl
f f f dxldxz...dxd
(27‘()‘”2 det P

gdje je @ standardna normalna funkcija distribucije, P korelacijska matrica i ' Rosenblat-
tova transformacija od x.

Primjer 2.3.1. Ovim primjerom ¢emo pokazati kako odabir kopule utjece na gornju i donju
repnu zavisnost. Uzmimo uzorak duljine 15000 iz dvodimenzionalnih kopula sa standard-
nim normalnim marginalnim funkcijama distribucije. Kopule koje promatramo neka budu
donja Fréchet - Hoeffdingova granica, normalna kopula, t-kopula i Gumbel - Hougaar-
dova kopula pri cemu smo parametre odredene kopule izracunali iz Kendallovog T = 0.6
koristeci funkciju iTau().

Na grafickom prikazu navedimo koliki se postotak uzorka nalazi u gornjem desnom i do-
njem lijevom kvadratu s obzirom na 0.05- i 0.95-kvantile standardne normalne distribucije.
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Gornji Besni: 0.00% i Gommji desni: 4.97%
¥ 1 Donji lijevi:  0.00% ¥ Donji lijevi: 5.13%]
T T T T T T T T T T
4 2 0 2 4 4 2 0 2 4

i Gomniji desni: 5.76% % Gomii desni: 6.41%)
¥4 Donji lijevi:  5.71% ¥ 5 Donji ljevi: 3.55%]
T T T

T T T T T
-4 -2 0 2 4 -4 2 0 2 4

(© (d)

Slika 2.3: (a) Donja Fréchet - Hoeffdingova granica (b) Normalna kopula (c) #-kopula
(d) Gumbel - Hougaardova kopula

Na slici 2.3 prikazani su rezultati primjera. Primijetimo, gornja i donja repna zavisnost
nisu definirane za donju Fréchet - Hoeffdingovu granicu. Uocimo da kod normalne ko-
pule nema velike zavisnosti dok se kod t-kopule moZe zapaziti nesto veéa zavisnost. Cesto
kaZemo da su repovi t-kopule teZi u odnosu na normalnu kopulu. Za razliku od normalne
kopule i t-kopule, gornja i donja repna zavisnost Gumbel - Hougaardove kopule se raz-
likuju. Izgleda da male vrijednosti jedne varijable ne utjeCu na male vrijednosti druge
varijable, dok se kod velikih vrijednosti vidi utjecaj jedne varijable na drugu.

Dakle, iako repovi dijele isti koeficijent korelacije ranga i marginalnu distribuciju oni se
ne ponasaju isto, a razlog tomu leZi u razlicitim kopulama.
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Da ne bismo samo nagadali o donjoj odnosno gornjoj repnoj zavisnosti definirajmo
koeficijente repne zavisnosti.

Definicija 2.3.2 (Koeficijenti repne zavisnosti). Neka je (X1, X») slucajni vektor s margi-
nalnim funkcijama distribucija F i F,. Pod uvjetom da postoje ogranicenja, koeficijenti
donje repne zavisnosti A; i gornje repne zavisnosti A, varijabli X, i X, su definirani s

A= 4%, X) = lim P(X; < FS@) 1 X < F7Vg)),
A= A(Xi1, X) = lim P(X; > FS(@) 1 X0 > FUV(g)).

Ako je A; € (0,1] (4, € (0, 1]), tada su repovi X, i X, zavisni dolje (gore). Ako je 4, =0
(A, = 0), tada su repovi X, i X, nezavisni dolje (gore).

Nadalje, dokazat ¢emo da koeficijenti repne zavisnosti ovise samo o odgovarajucoj
kopuli.

Propozicija 2.3.3. Neka je (X1, X,) slucajan vektor s neprekidnim marginalnim funkcijama
distribucije i C kopula, tada

C(q,
4 = A(C) = lim &2
aN\o q
Clg,.q) I 1 -2q+C(q,q)
= 11m .

q a\0 1-¢g

A, = 2,(C) = 1i
) qI}I}

Dokaz. Propozicija slijedi direktno iz definicije, Bayesovog pravilai C(g,q) = 1 — 2¢g +
C(q, q) Sto je posljedica svojstva (2) propozicije 1.4.2 u dvodimenzionalnom slu¢aju. 0O

Iz ove propozicije slijedi da su koeficijenti 4; i A, jednaki za radijalno simetri¢ne ko-
pule.

Primjer 2.3.4. Buduci da je t-kopula C,, radijalno simetri¢na dovoljno je promatrati
samo jedan koeficijent repne zavisnosti, npr. donji. Izracunajmo za koeficijente korela-
cije p € {-0.7,0,0.7} i stupnjeve slobode v € {1,5, 10} donju repnu zavisnost t-kopule Cj,,

koristeci R-ovu funkciju 1ambda ().
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Koeficijent korelacije Stupnjevi slobode v
P 1 5 10

-0.7 0.0780 0.0011 0.0000

0 0.2929 0.0498 0.0069

0.7 0.6127 0.3432 0.1911

Tablica 2.1: Koeficijenti repne zavisnosti #-kopule s obzirom na koeficijent korelacije i
stupanj slobode

Vidimo da je koeficijent repne zavisnosti proporcionalan koeficijentu korelacije p, a obr-
nuto proporcionalan stupnju slobode v.



Poglavlje 3

Klase i familije

Teorija skupova je grana matematike koja se bavi definiranjem pojmova iz podnaslova.
Buduci da je pojmove nemoguce definirati na jednostavan nacin, za daljnje Citanje rada
dovoljna je i intuitivna definicija. Klase su kolekcije skupova matematickih objekata koje
imaju neko zajednicko svojstvo. Tako mozemo govoriti o klasi skupova koji sadrze element
5, klasi svih neprekidnih funkcija, itd. Opcenito, klase nisu skupovi. Za razliku od klasa,
familije su skupovi skupova.

U primjerima smo se ve¢ susreli s familijama, tako smo upoznati s familijama normalnih
kopula, t-kopula i Gumbel - Hougaardovih kopula. U ovom poglavlju zamijetit ¢emo da
t-kopule 1 normalne kopule pripadaju klasi elipticnih kopula, a Gumbel - Hougaardove
kopule klasi Arhimedovih kopula i klasi ekstremnih vrijednosti.

Definicije, teoremi te njihovi dokazi su preuzeti iz [4] 1 [8].

3.1 Elipti¢ne kopule
Sklarovim teoremom iz elipti¢nih distribucija konstruiramo elipti¢ne kopule.

Definicija 3.1.1 (Elipti¢na distribucija). d-dimenzionalan slucajan vektor X ima elipticnu
distribuciju s vektorom pomaka p € R¢, kovarijacijskom matricom * = AAT ranga r(X) =
k < d za sve matrice A € R®* i radijalnim dijelom R > 0 ako

X2Lpu+AY, Y ERS,
gdje je S ~ U({x € R : ||x|| = 1}), ||| oznacava Euklidsku normu, a R i S su nezavisne.

Primjer 3.1.2. Generirajmo uzorak duljine 5000 iz dvodimenzionalne elipticne distribu-

i kovarijacijskom matricom

cije prateci prethodnu definiciju s vektorom pomaka p = [20]

31
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= [15 3]. Neka je radijalni dio R zadan kao R = dQ pri ¢emu je Q uzorak iz F-

distribucije sa stupnjevima slobode v, = 3 i v, = 2. Koristenjem funkcije sqrtm(), koja
se nalazi u paketu expm, izracunajte Choleskyjev faktor A matrice ¥. Nadalje, S kons-
truirajmo iz normiranog slucajnog uzorka Z ~ Ny(0,1;) gdje je 1; matrica identiteta,

odnosno vrijedi S = Z /|| Z)].

10

05

-1.0

(R(AS)),

(R(AS))

©

(AS),

40

(AS);

(b)

(@

Slika 3.1: (a) Uzorak iz S (b) Uzorak iz AS (c) Uzorak iz RAS (d) Uzorak iz X

Slika 3.1(a) prikazuje uniformno rasporeden uzorak na jedinicnoj kruznici. Primjenjujuci
Choleskyjev faktor A transformiramo uzorak u elipsu. Nakon skaliranja uzorka s realizaci-
jom R i pomicanja za vektor pomaka p dobivamo realizaciju uzorka iz elipticne distribucije
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15 3]

i kovarijacijskom matricom ¥ = [ 3 9

s vektorom pomaka p = [20]

Definicija 3.1.3. Neka je slucajan vektor X elipticno distribuiran s funkcijom distribucije
H i odgovarajuc¢im marginalnim funkcijama distribucije Fi, F», ..., F,. Kopulu C za koju
vrijedi

d
Clur, g, oo ttg) = HOF ), FS (o), o FS V), we [ [ImF,
j=1

nazivamo elipticnom kopulom.

U nastavku ¢emo pretpostavljati da su parametri od H danis ¢ = 0 = (0,0, ...,0)i X je
jednaka korelacijskoj matrici P. 1z ovih pretpostavki slijedi da su Fy, F», ..., F; identicne,
odnosno Fi=F,=..=F;=F.

Elipti¢ne kopule su izvedene iz distribucija mijeSanih normalnih varijanci, potklase elipti-
¢nih distribucija. Za pocetak definirajmo distribucije mijeSanih normalnih varijanci pa
pokaZimo da su potklasa elipti¢nih distribucija.

Definicija 3.1.4. KaZemo da slucajan vektor X ima distribuciju mijesSanih normalnih vari-
janci ako vrijedi

X< p+ VWAZ

gdje su p i A kao iz definicije 3.1.1, a W nenegativna slucajna varijabla nezavisna od
Z ~ Ny(0,1,), 1; je matica identiteta dimenzije d X d.

Zaista, iz
X 2 p+ VWAZ = p+ NWIZIAZ/Z) = p + RAS

slijedi da su distribucije mjeSavina normalnih varijanci elipti¢ne distribucije.

Primjere distribucija mjeSavina normalnih slu€ajnih varijabli smo ve¢ koristili, naime nor-
malna i Studentova ¢-distribucija pripadaju ovoj potklasi. Kopule dobivene iz normalne 1
Studentove 7-distribucije nazivamo normalne ili Gaussove kopule i #-kopule, redom.

Normalna kopula

Iako smo je ve¢ naveli ponovimo definiciju normalne kopule C%. Normalnu kopulu C}
definiramo za w = (uy, ua, ..., uy) € [0, 1]¢ kao
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Ch(u) = Op(D (1)), D™ (1), ..., D" (1tg))

l(ud) 1(”2) O (“1) _(]/2)1; Ple
f f f dX]ng‘..dxd
(27r)“"/2 det P

gdje je @ standardna normalna funkcija distribucije, P korelacijska matrica i ' Rosenblat-
tova transformacija od .
Funkcija gustoce ¢, normalne kopule C7, je definirana kao

1 _1 . p-1_
cn(u) = € 2@ Id)w’ u = (ula Uz, ...,Md) € (05 1)(19

gdje je = (@' (u)), @' (u2), ..., @' (u0))-

U dvodimenzionalnom sluc¢aju umjesto korelacijske matrice P moZemo promatrati samo
koeficijent korelacije p jer je P jedinstveno odredena s p. Za normalnu kopulu C7 vrijedi
da se Kendallov 7 moZe procijeniti iz 7 = 7% arcsin (p), dok se Spearmanov p procjenjuje iz
relacije ps = 2 arcsin (5).

U sljedeCem primjeru neemo Koristiti ve¢ implementiranu R-ovu funkciju rCopula(),
nego ¢emo algoritmom do¢i do traZzenog uzorka. 1z tog razloga dajemo algoritam simula-
cije uzorka normalne kopule.

Algoritam 3.1.5 (Simulacija uzorka normalne kopule).

1. Iz korelacijske matrice P izvedi Choleskyjev faktor A.
2. Generiraj uzorak Z,,2,, ...,Z; ~ N(O, 1).
3. Izracunaj X = AZ.

4. Vrati U = (®(X,), D(Xy), ..., D(X,)).

Primjer 3.1.6. Koriste¢i algoritam i procjenu za Kendallov T prikaZimo uzorak duljine
1000 iz dvodimenzionalne normalne kopule s koeficijentom korelacije p takav da je odgo-
varajuci Kendallov T jednak —0.6.
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06

04

02

Slika 3.2: Uzorak iz normalne kopule

Posebni sluCajevi normalne kopule C%:

l.Zad = 2ip = -1, C; = W, tj. normalna kopula je jednaka donjoj Fréchet -
Hoeftdingovoj granici.

2. Za d > 2 i svaki nedijagonalni element matrice P jednak 1, C}, = M, tj. normalna
kopula je jednaka gornjoj Fréchet - Hoeffdingovoj granici.

3. Za svaki nedijagonalni element matrice P jednak 0, C}, = I, tj. normalna kopula je
jednaka nezavisnoj.

t-kopula

Takoder, ponovimo definiciju #-kopule C;’U. Za svaki w = (uy, us, ..., ug) € [0, 1]¢, t-kopula
je dana s

Chy () = 1, (£, 1), 1, (), ... _l(ud))

1, (ud) t, (M]) U+d ) el _utd
P 2
f f ) (1 + 2 w) dxy..dx
(7rv)2 Vdet P v

gdje su ¢ Studentova ¢-distribucija s v > 0 stupnjevima slobode 1 P korelacijska matrica

dimenzije d X d. Za x > 0, gama funkcija I je funkcija definirana s I'(x) = f e dt.
0

Funkcija gustoCe ¢}, t-kopule C, | je dana s
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(%)

U+l

v+d

(14 2zie) T
]ﬁ< 0

J=1

. w = (U, ..., ug) € (0, 1)4,

< |\.\)

gdje je x = (1, (1), £, (ua), ..., 1, (ua)).

Kendallov 7 za dvodimenzionalnu #-kopulu C;,, se moZe procijeniti s 7 = %arcsin (0),

dok Spearmanov p nije definiran.
Sli¢no kao u prethodnom odjeljku dajemo algoritam simulacije uzorka #-kopule, a zatim
ga koristimo prilikom generiranja uzorka u R-u.

Algoritam 3.1.7 (Simulacija uzorka ¢-kopule).
1. Iz korelacijske matrice P izvedi Choleskyjev faktor A.
2. Generiraj uzorak Z,,2,, ...,Z; ~ N(O, 1).
3. Generiraj uzorak W ~ 1/G,G ~ I'(v/2,v/2), nezavisno od Z.
4. Izracunaj X = VWAZ.
5. Vrati U = (t,(X)), t,(X2), ..., t,(X2)).

Primjer 3.1.8. Koristeci algoritam i procjenu za Kendallov T prikaZimo uzorak duljine
1000 iz dvodimenzionalne t-kopule s v = 2 i koeficijentom korelacije p takav da je odgo-
varajuc¢i Kendallov T jednak —0.6.

06

04

02

Slika 3.3: Uzorak iz t-kopule
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Posebni slucajevi #-kopule C, :

l. Zad =2ip=-1,C], = W, . t-kopula je jednaka donjoj Fréchet - Hoeffdingovoj
granici.

2. Za d > 2 i svaki nedijagonalni element matrice P jednak 1, C},, = M, tj. t-kopula je
jednaka gornjoj Fréchet - Hoeffdingovoj granici.

3. Zasvaki nedijagonalni element matrice P jednak 0 i v = oo, C},, =11, §j. t-kopula je
jednaka nezavisnoj.

Dakle, prvi i drugi slucaj se podudara s normalnom kopulom, dok se treéi slu¢aj pomalo
razlikuje zbog stupnja slobode v.

Nakon Sto smo se detaljnije upoznali s normalnom kopulom i #-kopulom, grafi¢ki ¢emo us-
porediti njihove funkcije gustoce. Odabrali smo ba$ funkcije gustoce jer je njihova razlika
najuocljivija.

Primjer 3.1.9. Grdficki usporedimo gustoce normalne kopule Cj, i t-kopule C,, , sa stup-
njem slobode v = 2. Koeficijent korelacije p izracunajmo iz Kendallovog t koji je jednak
0.6 za obje kopule.

dCopula

() (b)

Slika 3.4: (a) Povrsinski prikaz gusto¢e normalne kopule (b) Linijski prikaz gustoce nor-
malne kopule
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dCopula

(@) (b)

Slika 3.5: (a) PovrSinski prikaz gustoce #-kopule (b) Linijski prikaz gustoce t-kopule

Izmedu slika 3.4 i 3.5 vidimo da je najznacajnija razlika u repovima, kao $to smo komenti-
rali u primjeru 2.3.1.

Za kraj navedimo prednosti i mane elipti¢nih kopula. Prednosti modeliranja elipticnim
kopulama su dostupnost funkcija gustoée i jednostavnost simuliranja, dani su algoritmi
koje smo s lako¢om simulirali u R-u. Dva svojstva koja se uzimaju kao mana elipticnih
kopula su implicitna zadanost 1 radijalna simetri¢nost Sto rezultira jednakosti izmedu gornje
1 donje repne zavisnosti.

3.2 Arhimedove kopule
Na pocetku definirajmo Arhimedov generator, d-monotonost i potpunu monotonost.

Definicija 3.2.1 (Arhimedov generator). Arhimedov generator je neprekidna padajuca
Sfunkcija ¢ : [0,00] — [0, 1] koja zadovoljava y(0) = 1 i limy(¢) = 0 i strogo je padajuca
—o0
na [0, inf{z : Y(¢) = 0}].
Pseudoinverz Arhimedovog generatora i je funkcija y!=! : [0,1] — [0, o] za koju

vrijedi Y!=1(0) = {r : Y(r) = 0}. Za strogi Arhimedov generator, tj. za > 0 imamo
Y1 = ¢!, Klasu Arhimedovog generatora ¢ ozna¢avamo s W.

Definicija 3.2.2. Ako ¢ € ¥ dopusta derivaciju y® koja zadovoljava (-1)y®(t) > 0 za
svaki k € {0,1,....d — 2} i t € (0, 00) te je pritom (—1)"2y'9=2(t) neprekidna i konveksna
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na (0, ), tada je ¥ d-monotona. Ako je W d-monotona za svaki d, tada je  potpuno
monotona.

Sada imamo sve potrebno za definirati Arhimedovu kopulu.

Definicija 3.2.3 (Arhimedova kopula). Za kopulu C kazemo da je Arhimedova ako za svaki
w = (uy, s, ..., ug) € [0, 114 zadovoljava

Cw) =y + ¢ w) + o+ 9 (wg) (3.1)
gdje je W Arhimedov generator.

Propozicija 3.2.4 (Karakterizacija Arhimedove kopule). Funkcija koja zadovoljava formu
(3.1) je Arhimedova kopula ako i samo ako W € ¥ i s je d-monotona.

Neke od familija koje pripadaju klasi Arhimedovih kopula dajemo u tablici. U tablici
¢emo navesti njihove eksplicitne formule, Arhimedov generator ¢ i domenu parametra.
Dodatne familije moZete pronaci u [8].

Naziv familije Formula C, Generator ¢y, Parametar 6
u
Ali - Mikhail - Haq 2 log L=81=1 [0, 1)
10 [T (1)) !
. .
Clayton (max{ Y u’ -1, o}) (14070 (0, o)
j=1
(e " -D —6r
Frank —+log| 1+ F—=— —log 5= (0, 00)
d
[z |zn<u,>|9 o
Gumbel - Hougaard e V! e’ [1, o0)

Tablica 3.1: Tablica familija nekih Arhimedovih kopula

Arhimedov generator nam otkriva mnoga svojstva Arhimedovih kopula pa nam tako omo-
gucava da izraCunamo i Kendallov 7. Kendallov 7 za Arhimedove kopule je dan s

00 1
r=1 —4f ( (1)dt = 1+4f L
0 0 ((0))
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gdje je ¥ strogo monotona i dvaput neprekidna funkcija. Spearmanov p nije definiran za
Arhimedove kopule.
Iz generatora se mogu izracunati i koeficijenti repne zavisnosti, 4; i 4,. Vrijedi

e 2D _ A W20 RS (7. RSP )
A= lim o5 = 2 lim S555, - A, =2 1,1\“8 o = 2 21;\113 V@)

gdje je ¢ diferencijabilna funkcija.
U sljedecoj tablici navest ¢emo Kendallov 7 i koeficijenti repne zavisnosti za gore proma-
trane familije.

Naziv familije Kendallov 7 Repna zavisnost 1, Repna zavisnost 4,
Ali - Mikhail - Haq 1 — 2200 ko120 0 0

Clayton - 277 0

Frank | +%(M— 1) 0 0

Gumbel - Hougaard 9%01 0 220

Tablica 3.2: Kendallov 7 1 koeficijenti repne zavisnosti za neke Arhimedove kopule

Prije navodenja algoritma za simulaciju dajemo definiciju Laplace - Stieltjes transformacije
koju ¢emo koristiti u algoritmu. Laplace - Stieltjes transformacija funkcije F je dana s

LS[F](t) = foo e dF(v) = E[e™], t€[0,0).
0

Algoritam 3.2.5 (Simulacija uzorka Arhimedove kopule s potpuno monotonim generato-
rom).

1. Generiraj uzorak V.~ F = LS '[y].

2. Generiraj uzorak E\, E,, ..., E; ~ Exp(1), nezavisno od V.
. Ei E E,

3. Vrati (w (7) N4 (72) ./ (7’))

Primjer 3.2.6. Prikazimo uzorak duljine 1000 iz Claytonove kopule koristenjem algoritma
na dva nacina.

1. Pomocu tablica 3.1 i 3.2 za Kendallov T = 0.3.
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2. Koristenjem gotovih R-ovih objekata za Kendallov T = 0.7. Naime, za simulirati
Claytonovu kopulu koristimo funkciju getAcop (), za odrediti uzorak V primjenju-
Jjemo @VO te za odrediti uzorak iz generatora koristimo @psi. @V0 i @psi stavljamo
kao nastavak na varijablu simulirane kopule npr. clayCop@psi.

W o' e
3 RRE
o' . .

Ui Uy

(a) (b)
Slika 3.6: (a) Claytonova kopula s 7 = 0.3 (b) Claytonova kopula s 7 = 0.7

Primjer 3.2.7. PrikaZimo povrsinski i linijski prikaz gustoca kopule iz prvog nacina pret-
hodnog primjera.

dCopula

() (b)

Slika 3.7: (a) PovrsSinski prikaz gustoce Claytonove kopule (b) Linijski prikaz gustoée
Claytonove kopule
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Pretezno eksplicitna zadanost kopula, vidljivost svojstava iz Arhimedovog generatora
¥, jednostavnost simuliranja i radijalna nesimetri¢nost samo su neke od prednosti mode-
liranja Arhimedovim kopulama. S druge strane, jednakost marginalnih funkcija i mala
koli¢ina parametara, mane su ove klase kopula.

3.3 Kopule ekstremnih vrijednosti

Definicija 3.3.1. d-dimenzionalna kopula C je kopula ekstremnih vrijednosti ako postoji
kopula C* tako da za svaki u = (u, us, ..., ug) € [0, 1]

11 1
lim C*(ur)" = lim C*(uf, 5., ..., u})" = C(w).

n—oo

U nastavku dajemo karakterizacije gore navedene definicije bez dokaza.

Propozicija 3.3.2. Kopula C je kopula ekstremnih vrijednosti ako i samo ako za svaki
uel0,11%ireN

Cwr) = C(u).

Propozicija 3.3.3. Kopula C je kopula ekstremnih vrijednosti ako i samo ako postoji funk-
cija A : Ag_y — [1/d, 1] tako da za svaki u € (0,117 \ {(1,1, ..., 1)}

d
o e o ]]

C(u) — e[[jzl jzlloguj,z;'-lzlloguj Z?zlloguj
pri Cemu je Ag_y = {(Wi, Wa, oo wa1) € [0, 1171t wy +wo + o+ wyy < 1)

Funkciju A iz propozicije 3.3.3 nazivamo Pickandova funkcija distribucije. Pickandova
funkcija distribucije A je konveksna i zadovoljava

d-1
max {W],Wz, o Wi-1, 1- Wj} < A(w) < 1, w = (W],Wz, ...,Wd_l) c Ad—l- (32)
i=1

J

Nadalje, dajemo tablicu u kojoj ¢emo navesti neke od najpoznatijih familija kopula eks-
tremnih vrijednosti.
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Naziv familije Formula C Parametar
. 1
—[ 3 log(u j>|9]
Gumbel-Hougaardova e V! 0 €[l,00)
_L
( i(flog(uj)’e)] “
Galambos ev=! ITu 6 € (0, )
i=1
1, (a) 6, w) ;') T(%4)
t-EV —eo " J-oo > r(9)m? v E(0,0),pe(=1,1)
1 P g\ 27!
Vdet P (1 + v ) dx

Tablica 3.3: Tablica familija nekih kopula ekstremnih vrijednosti

U sljedecoj tablici navodimo Pickandovu funkciju A za svaku od gore navedenih familija

kopula.

Naziv familije Pickandova A Parametar
Gumbel - Hougaardova (1 = x)? + x%)o 0 €1, 00)
Galambos 1= (x4 (1—x) 0 6 € (0, )
t'EV xrlH—l(Zx) + (1 - x)tv+1(zl—x)’ = (0’ OO),p c (_1’ 1)

2= (0 ((75) —p) (- p)
Tablica 3.4: Tablica Pickandovih funkcija distribucije nekih kopula ekstremnih vrijednosti

Primijetimo da Gumbel - Hougardova familija pripada i kopulama ekstremnih vrijednosti
i Arhimedovim kopulama. Podaci iz obje tablice se mogu pronaci u izvorima [7] i [9].

Za razliku od Arhimedovih kopula gdje nije definiran Spearmanov p, u ovoj klasi se mogu
izraCunati oba koeficijenta korelacije ranga. Za Pickandovu funkciju distribucije A koefi-

cijenti korelacije su dani s

1 1
— 1 — (-0 ’
P = 12fO h—dt -3, 1= j; LD AA'(1).




44 POGLAVLIJE 3. KLASE I FAMILIJE

Takoder, donja i gornja repna zavisnost 4; 1 A, redom, su dane s
A= laap=12, A =2(1 - A(1/2)).

Primjer 3.3.4. PokaZimo da u dvodimenzionalnom slucaju zaista vrijedi relacija (3.2), tj.
vrijedi max{x,1 — x} < A(x) < 1 gdje je A Pickandova funkcija distribucije za Hiistler -
Reissovu kopulu s parametrom 6 dobivenog iz Kendallovog T € {0.3,0.6,0.9}. Nakon toga
odaberimo jedan Kendallov T, npr. T = 0.3 i prikaZimo uzorak kopule te povrsinski i linijski
prikaz pripadne funkcije gustoce.

10

09

08

T T T T T T T T
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10

dCopula

(©) (d)

Slika 3.8: (a) Prikaz Pickandovih funkcija distribucija (b) Uzorak iz Hiistler - Reissove
kopule (c) PovrSinski prikaz gustoée Hiistler - Reissove kopule (d) Linijski prikaz gustoce
Hiistler - Reissove kopule
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Zaista, na slici 3.8(a) vidimo da se za svaki Kendallov T € {0.3,0.6,0.9} Pickandova funk-
cija distribucije nalazi unutar gore navedenih granica.






Poglavlje 4

Procjena parametarskih kopula

Prilikom modeliranja ¢esto nemamo dostupne informacije o parametrima kopule ili para-
metrima marginalnih distribucija kopula nego ih moramo procijeniti. Ovim poglavljem
upoznajemo nacin rjeSavanja problema manjka dostupnih informacija takve prirode. Ba-
vit ¢emo se iskljucivo parametarskim kopulama, a viSe detalja o procjeni neparametar-
skih kopula moZete pronaci u [4]. Za kopulu C kaZzemo da je parametarska ako vrijedi
CeC={Cy:0c0},gdie ® CRP, pe N, parametarski prostor. Dodatno éemo pretpos-
taviti da je rije¢ o neprekidnim kopulama.

Definicije, teoremi te njihovi dokazi su preuzeti iz gore navedenog izvora.

4.1 Procjena parametarskim marginalnim
distribucijama

Pretpostavimo da marginalne funkcije F'; pripadaju apsolutno neprekidnim familijama 7,
Jj€{l,2,...,d}, koje su zadane s

Fi=Fjy v €l

gdjejeI'; TR, p; €N,
Parametre kopule 0 procijenit cemo metodom maksimalne vjerodostojnosti i metodom
funkcije zakljucivanja.
Metoda maksimalne vjerodostojnosti
Diferencirajuéi formulu (1.3) iz Sklarovog teorema dobivamo funkciju gustoce

d

h('x]’ xz’ bS] xd) = CH(Fl,")ﬂ (X]), F2,"72(x2)’ ceey Fd,’y,/(-xd))nfj,'y_,-(xj)
j=1

47
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gdjesucy i fjxv_/ funkcije gusto¢e od Cg i F,, redom, za j € {1,2, ..., d}.
Funkcija vjerodostojnosti za procjenu vektora (vo.1, Y02 ---» Yo.a» @) je dana s

n d n
&1(71 B 72’ ceey ’Yd’ 0) = Z log CB(FI,"yl (Xi,1)7 F2,"72(Xi,2)7 sy Fd,’yd(Xi,d)) + Z Z lOg -](j,’Yj(Xi,j)

i=1 j=1 i=1
pri cemu je n velic¢ina uzorka.

Primjer 4.1.1. Procijenimo parametre Galambos kopule, eksponencijalne i normalne mar-
ginalne funkcije distribucije za uzorak duljine 5000 u dvodimenzionalnom slucaju.

Kao ulazne podatke dajmo Galambos kopulu C s parametrom 6 = 2, eksponencijalnu mar-
ginalnu funkciju s parametrom Ay = 2 te normalnu marginalnu funkciju s parametrima
Ho =2 i 0o = 4. Funkcijom rMvdc () moZemo simulirati uzorak iz gore navedenih margi-
nalnih funkcija, a za procjenu koristimo fitMvdc ().

Kao sto je bilo za ocekivati, rezultat izvrsavanja koda daje vrijednosti parametra koje su
priblizno jednake stvarnim vrijednostima, tj. vektor parametara je dan s (A, U,, 0y, 6,) =
(1.967,1.984,4.042,1.975).

Nedostatci koristenja ove metode su utjecaj marginalnih funkcija na 8, i slozenost mak-
simiziranja u velikim dimenzijama.

Metoda funkcije zakljucivanja

U ovoj metodi, da bi sprijecili utjecaj marginalnih funkcija na 6,, prvo se procjene para-
metri marginalnih funkcija distribucije, a zatim parametri kopule.
Parametri marginalnih funkcija procjenjuju se s

Yn,j = argsup Z log fj~,(Xi)).

Y€l 3

Nakon parametara marginalnih funkcija procjeni se parametar kopule

0, = argsup > 108 Co(F 15, (Xin), F2,(Xi2)s s Fary, (Xia).
SO —
Primjer 4.1.2. S istim ulaznim podacima kao u primjeru 4.1.1 odredimo parametar 6,.
Ono sto ovaj primjer razlikuje od prethodnog je intuitivniji pristup. Odredit cemo vektor
Uiysoo = Fysoor (Xi)s Foryspe.(Xi2)), pri cemu su marginalne funkcije gustoce Fy g, 1
F2 00, €ksponencijalna i normalna, redom. Takoder, za koristenje metode funkcije za-
kljucivanja moramo dodati vrijednost method = "ml" u funkciju fitCopula().

Izvrsavanjem koda, 6, poprima vrijednost 2.042.
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4.2 Procjena neparametarskim marginalnim
distribucijama

Neka je X, X», ..., X, uzorak. Empirijska funkcija distribucije za j € {1, 2, ...,d} je dana
S

n
1
Fn,j(x) = n+ 121()(1']5)()’ X € R-
i=1

Uzorak kojim procjenjujemo 6, je dan s

Uin = (Fpi(Xi), Fro(Xp), ..., Fra(Xia)), i€{1,2,..,n}, 4.1)

pri Cemu su F,,; empirijske funkcije distribucije. Ovako definirani uzorci U, ,,, U, ..., Uy,
su zavisni. Naime F, ; ovise 0 X, X5;, ..., X,j zasvaki j € {1,2, ..., d} Sto uzrokuje zavisnost
uzorka.

Buduc¢i da uzorak dolazi iz empirijskih funkcija distribucije za procjenu ¢emo umjesto
metode maksimalne vjerodostojnosti koristiti pseudometodu maksimalne vjerodostojnosti,
no za pocetak ¢emo upoznati metodu momenta.

Metoda momenta

U ovom potpoglavlju bazirat ¢emo se na dvodimenzionalni prostor, tj. d = 2, dok ¢emo
parametarski prostor ® sagledati kao ® C R. Promatrat ¢emo funkcije

8(6) = 7(Co) 1 85 (0) = ps(Cy), 0 €0,

gdje su 7(Cy) 1 ps(Cy) definirane kao u propozicijama 2.2.7 1 2.2.6, redom. Iz toga slijedi
da se procjenitelj 8, od 6, dobije inverzom, odnosno

Hn = g-l_-l(Tn) i gn = g,;sl(/?s,n)
Sli¢no kao 1 u primjeru 2.2.8, procijenimo Spearmanov p.

Primjer 4.2.1. Neka je zadana normalna familija kopula {Cy : 8 € [—1,1]}. Tada vrijedi
da je g,,(0) = ps(Cy) za 0 € [-1, 1] odnosno g,,(0) = (6/r) arcsin(0/2). U R-u se g,, moZe
dobiti koristenjem funkcije rho (), dok se njen inverz dobiva naredbom iRho (). Procije-
nimo 6, iz uzorka normalne kopule velicine 1000. Za parametar normalne kopule uzmimo
6y = 0.7.

Izvrsavanjem koda dobivamo procjena za 6. Procjena je dana s 6, = 0.7134338.
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Pseudometoda maksimalne vjerodostojnosti

Pseudometoda maksimalne vjerodostojnosti ucinkovitiji je nain procjenjivanja parametra
pogotovo u viSedimenzionalnim prostorima. Pseudoprocjenitelj maksimalne vjerodostoj-
nosti je dan s

6, = argsup Z log cy(U;,)

S O ——
gdje suU,, dani kaou (4.1) zai € {1,2, ..., n}.

Primjer 4.2.2. Neka je zadana Frankova familija kopula {Cy : 0 € (0, 00). Koristenjem
funkcije fitCopula( ..., method = "mpl") procijenimo vrijednost parametra 6, iz
uzorka Frankove kopule s parametrom 6y = 5 duljine 1000.

Procjena koju dobijemo izvrsavanjem koda je 6, = 4.996.

4.3 Procjena kopula s djelomicno fiksnim parametrima

U ovom odjeljku ¢emo promatrati kopule kojima ¢e neke komponente vektora parametra
0 € ® C R”, p > 1 biti fiksirane. Fiksiranjem nekih komponenti moZemo narusiti to¢nost
modela, ali tim postupkom pojednostavljujemo procjenjivanje.

Buduc¢i da smo se sa svim metodama koje se koriste u ovom slucaju procjenjivanja veé
upoznali prelazimo odmah na primjer.

Primjer 4.3.1. Neka je zadan uzorak duljine 1000 iz trodimenzionalne normalne kopule s
parametrom 6y = (0.3,0.5,0.8). Pretpostavimo da trebamo procijeniti kopulu iz prethod-
nog uzorka, ali s fiksiranom prvom komponentom parametra 6y. Kako bi fiksirali prvu
komponentu parametra u R-u koristimo funkciju fixParam().

Procijenimo ostale komponente parametra na tri nacina:

1. Pseudometodom maksimalne vrijednosti.
2. Metodom momenta uporabom g '.
3. Metodom momenta uporabom g;sl.
Pratimo li gornju numeraciju, izvrSavanjem koda dobiju se sljedeci rezultati:
1. 6, =(0.5030,0.7995)
2. 6, =(0.5193,0.7960)
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3. 6, =(0.5202,0.7937)

pri Cemu je vektor parametara 6, vektor procjenjenjih vrijednosti zadnje dvije komponente
vektora 0.
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Primjena

U ovom poglavlju ¢emo vidjeti kako su kopule nasle svoju primjenu. Prvi primjer je pre-
uzet iz [4], a govori o modeliranju agregacije rizika pomocu kopula. Drugi primjer, kojim
¢emo vidjeti da vrijednost dionica bolje odgovara modelu #-kopule nego normalne kopule,
moze se pronaéi u [3]. Drugi primjer je svojevrstan uvod u treci primjer koji se bazira
na Clanku Felixa Salmona [10]. Salmon tvrdi da je nesmotrena uporaba normalne kopule
potaknula financijsku krizu 2008. godine.

Primjer 5.0.1 (Agregacija rizika). Neka je L = (Ly, L,, ..., Ly) vektor Cije su komponente
nenegativni unaprijed odredeni gubitci d tvrtki. Agregirani gubitak je onda dan s

L+:L1+L2+...+Ld.

Ako s Fi+ oznacimo funkciju distribucije agregiranog gubitka, mi zapravo Zelimo znati
mjeru rizika o(L*) funkcije F+. Mjera rizika koju ¢emo proucavati je rizicnost vrijednosti
(engl. value-at-risk) koja je dana s

VaR,(L*) = F}."(a)

pri ¢cemu je a € (0, 1) razina pouzdanosti. VaR,(L") je najmanja vrijednost agregiranog
gubitka koju cemo premasiti s vjerojatnosti 1 — a (Hofert at al., 2018).

Kako bi strukturirali podatke, gubitke ¢emo biljeZiti u odredenom periodu, tako ée nam
realizacije biti oblika (L;;, Ly, ...,L;y) za i € {0, 1, ...,n}. Realizacije ¢emo zapisati u ma-
tricu X = (L;j), i € {1,2,..,n},j € {1,2,...,d}. Matricu Y gradimo iz matrice X tako da
permutiramo vrijednosti unutar stupaca da bi dobili aproksimativnu zavisnost koja ce biti
pogodna za modeliranje kopulama. Tim nacinom necemo uzorkovati promjenu marginal-
nih funkcija funkcije distribucije agregiranog gubitka.

53
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Pretpostavit ¢emo da podaci dolaze iz Pareto distribucije s parametrom a = 2.5, lognor-
malne distribucije s parametrima u = 10i 0 = 20 te loggamma distribucija s parametrima
a = 41i B = 5. Prethodno opisanom permutacijom dobit cemo podatke koji odgovaraju
t-kopuli C,,,, pri ¢emu je v = 3.5. Rizicnost vrijednosti VaR, promatrat ¢emo pri razini
znacajnosti a € {0.001,0.01,0.05,0.1,0.2,....,0.8,0.9,0.95,0.99,0.999} i pri koeficijentu
korelacije t-kopule p € {0,0.1, ..., 1}.

Maksimum obzirom na ARA()

& - — Maksimum obzirom na tkopulu

VaR,(L")

(a) (b)
Slika 5.1: (a) Povrsinski prikaz VaR,(L*) (b) Maksimalne vrijednosti

Na slici 5.1(a) su dane procijenjene vrijednosti funkcije VaR,(L"). Uoc¢imo da je vrijed-
nost funkcije proporcionalna razini znacajnosti a Sto je, izmedu ostalog, posljedica sve
manjeg broja podataka. Takoder, slika potvrduje da se maksimalna vrijednost ne postiZe
za koeficijent korelacije p = 1. Na slici 5.1(b) vidimo maksimalnu vrijednost VaR,(L") za
svaki a. Slici je pridodana i vrijednost ve¢ implementirane funkcije ARA() koja se nalazi u
vanjskom paketu qrmtools. Funkcija ARA() aproksimira maksimalnu vrijednost funkcije
VaR,(L*) neovisno o kopuli koja joj je pridruZena, a ovisno o marginalnim funkcijama
distribucije.

Pomocu funkcije ARA() moZemo vidjeti za koje zavisnosti bi se postizale maksimalne vri-
Jjednosti funkcije VaR, (L") s fiksiranom vrijednosti @ = 0.99. Promatrat é¢emo trodimenzi-
onalan i dvodimenzionalan slucaj.
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Slika 5.2: Uzorak iz trodimenzionalne funkcije ARA()

Slika 5.2 prikazuje strukturu uzorka za nase marginalne funkcije pri kojima se dostiZu
najvise vrijednosti rizicnosti.

04

Slika 5.3: Uzorak iz dvodimenzionalne funkcije ARA()

Uzmemo li samo Pareto funkciju distribucije i lognormalnu funkciju distribucije tada funk-
cija VaR,(L") postize maksimalne vrijednosti kada bi uzorak izgledao kao na slici 5.3.
Primijetimo da uzorak odgovara uzorku iz donje Fréchet - Hoeffdingove granice W.
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Primjer 5.0.2 (Kopula povrata dionica). Primjerom pokazujemo da povrate dionica pre-
ciznije aproksimiramo t-kopulom nego normalnom kopulom. U primjeru cemo promatrati
dionice najvece internetske trgovine Amazon.com (u nastavku Amazon), tehnolosku tvrtku
Apple te naftne kompanije Shell PLC (u nastavku Shell) u razdoblju od 1. sijecnja 2018.
do 1. sijecnja 2023.. Dionice ¢emo vrednovati po njihovim cijenama ostvarenim na kraju
dana. Podatke o zavrsnim cijenama prikupili smo s web stranice Yahoo Finance. Na
sljedecem grafu mogu se vidjeti fluktuacije cijena odabranih dionica kroz petogodisnje
razdoblje.

—— Amazon.com
Apple
o Shell PLC “\P‘;
B
[ ]
=
A
o _|
[T}
T T T T T T
2018 2019 2020 2021 2022 2023

Slika 5.4: Petogodi$nje fluktuiranje cijena promatranih dionica

Odmah primjecujemo da se prvi veci pad svih promatranih dionica dogodio pocetkom
2020. godine, no to moZemo pripisati pandemiji COVID-19. Nakon toga Amazonove i Ap-
pleove dionice znacajno rastu te nakon dvogodisnjeg odrZavanje postignute cijene padaju
kako se pribliZavamo kraju promatranog razdoblja. Za razliku od njih Shellove dionice
imaju stabilan rast zakljucne cijene bez velikih oscilacija.

U praksi za racunanje povrata koristimo logaritamske povrate. Ako je cijena dionice u
periodu t dana s P, tada povrat racunamo kao
P — P Py

R, = =—-1, t=1,2,..,n
! Pt—l Pz—l

Logaritamske povrate dobivamo kao
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Logaritamske povrate preferiramo jer njih moZemo jednostavno zbrojiti po promatranim
periodima te se uvijek krecu oko nule. Na grafu vidimo podatke o dnevnim logaritamskim
povratima koje cemo kasnije koristiti za odredivanje odgovarajuce kopule.
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Slika 5.5: Petogodi$nji logaritamski povrati promatranih dionica

Obzirom da je kopula funkcija uniformne distribucije, empirijske podatke moramo pri-
lagoditi tako da imaju uniformnu distribuciju. U R-u to moZemo napraviti koristeci funk-
ciju pobs (). Prilagodene podatke pridruiujemo normalnoj kopuli i t-kopuli naredbom
fitCopula(). Iz pridruZenih kopula dobivamo korelacijske matrice za dionice Applea,
Amazona i Shella, redom,

1.0000 0.6802 0.2318 1.0000 0.6977 0.2452
0.6802 1.0000 0.2867|, (0.6977 1.0000 0.2981
0.2318 0.2867 1.0000 0.2452 0.2981 1.0000

pri cemu prva matrica predstavlja korelacijsku matricu normalne kopule, a druga t-kopule.
Opcenito, korelacijska matrica t-kopule pokazuje vecu koreliranost podataka.
Takoder smo i izracunali stupanj slobode t-kopule koji iznosi 5.4681.

Aikake informacijski kriterij, oznaka AIC, koristimo za procjenjivanje koliko dobro podaci
opisuju model. AIC se bazira na metodi maksimalne vjerodostojnosti, a kriterij nam daje



58 POGLAVLIJE 5. PRIMJENA

relativnu gresku procjene modela. Dakle model je bolji ako dobijemo manju vrijednost AIC
kriterija. Ako s L, oznacimo maksimum funkcije vjerodostojnosti te s k broj procijenjenih
parametra tada je kriterij dan s

AIC =2k —21log(Ly,).

U naSem primjeru imamo 3 parametra pri cemu, u slucaju t-kopule, stupanj slobode sma-
tramo fiksnim te samo procjenjujemo korelacije. Maksimum funkcije vjerodostojnosti u R-u
implementiramo nastavkom @loglik na pridruZenu kopulu.

Vrijednosti AIC kriterija za normalnu kopulu iznosi -876.8901, dok je za t-kopulu jednak
-1006.603 iz cega slijedi da podaci bolje opisuju t-kopulu. U postocima, 14.7923 % je
manja Sansa da ¢emo izgubiti informacije ako za modeliranje koristimo t-kopulu umjesto
normalne kopule.

Primjer 5.0.3 (Formula koja je unistila Wall Street). Na naslovnici americkog magazina
Wired 2009. godine izlazi ¢lanak Felixa Salmona ”Recipe for Disaster: The Formula That
Killed Wall Street” (engl. Recept za katastrofu: Formula koja je unistila Wall Street) u
kojoj se kao sredisnji razlog propasti financijskog trZista 2008. godine navodi nesmotrena
uporaba normalne kopule.

Rejting agencije podijelile su financijsku imovinu u vise razreda s obzirom na njihove ri-
zike. Kreditne agencije S & P i Fitch imaju gotovo identicne oznaka za rangiranje razreda.
Razred AAA oznacava imovinu s vrlo niskim kreditnim rizikom i, sukladno tome, niZim
prinosom. Imovina u razredu AA podrazumijeva visi kreditni rizik i vecéi prinos. Takvo
konstruiranje razreda ide sve do vrlo rizicne imovine, odnosno prezaduZene imovine, u
razredu D. Sli¢an sistem, ali s razlic¢itim oznakama, ima i treca velika rejting agencija Mo-
ody’s.

Investitori su, smatrajuci da je ovo dobar nacin klasificiranja imovine, ulagali u nisko-
rizicnu imovinu jer je ona najsigurnija.

2000. godine David X. Li predstavlja normalnu kopulu koju su financijski krugovi od-
mah prihvatili zbog jednostavnosti i prakticnosti. Naime, najveci doprinos ove formule je
svodenje korelacije izmedu financijskih instrumenata na samo jedan broj, y.

Li je do formule doSao promatrajuci samo cijene izvedenice Credit Default Swap (engl.
Ugovor o razmjeni na osnovi nastanka statusa neispunjavanja obveza), oznaka CDS, Cije
je trgovanje znacajno raslo. CDS je ugovor o zamjeni u kojem se kupac obvezuje placati
fiksnu kamatnu stopu u zamjenu za zastitu ako dode do bankrota. Iz definicije moZemo
zakljuciti da ako cijena CDS-a raste kreditni rizik takoder raste. U to vrijeme biljeZi se
i porast trgovanja instrumenata pod nazivom Collateralized Debt Obligations (engl. Ko-
lateralizirana duZnicka obveza), oznaka CDO. CDO je skup zajmova koji se prodaje kao
Jjedinstvena cjelina investitoru. Kao zajam se cesto mogla naci nekretnina, dug, automobil
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i mnoga druga imovina. Buduéi da se promatraju kao cjelina tada CDO ima jedinstven
razred koji mu se pridruzuje, tako da CDO moZe pripadati razredu AAA iako ni jedan od
zajmova od kojih je CDO sastavljen ne mora zadovoljavati uvjete AAA razreda.

Izbor lako primjenjivog modela normalne kopule doSao je na osudu jos prije nego je nas-
tala recesija, no njezinom uporabom se moglo vrlo dobro zaraditi pa su znakove upozore-
nja zanemarivali i financijske institucije i investitori.

Naime, financijske izvedenice, u nasem primjeru CDS i CDO, vrlo su ovisne o instru-
mentima za koje su vezane. Kako se korelacija izracunavala na temelju CDS-a, koji su bili
relativno novi pojam na trZistu i cije se razdoblje trgovanja dogadalo jedino u razdoblju
rasta cijena nekretnina, korelacija nije predstavljala stvarnu sliku. Korelacija izmedu fi-
nancijskih izvedenica i cijena nekretnina je bila vrlo mala no kada su se pocele dogadati
promjene na nekretninskom trZistu to se promijenilo. Padom cijena nekretnina korelacija
izvedenica postala je znatno veéa pa su CDO instrumenti postali znacajno riskantniji. Ins-
trumenti koji su se nalazili u AAA razredu vrlo su brzo pali u niZe razrede. CDO, koji je
bio popularan instrument trgovanja, postao je ozbiljan financijski problem.

Financijski problem koji je nastao zbog neopreznog koristenja matematickog modela nor-
malne kopule, prema pisanju Felixa Salmona, doveo je do financijske krize 2008. godine.
David X. Li, idejni zacetnik normalne kopule, nakon svega Sto je uslijedilo uzrokovano
koristenjem njegova modela samo je ustanovio: “Najopasniji dio je kada ljudi vjeruju
svemu $to iz toga proizlazi.”.
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Dodatak: Implementacija u R-u

Implementaciju u R-u ¢emo staviti u posebnu cjelinu. Rezultate dobivene ovim kodovima,
izlazemo odmah u samom primjeru.

Za implementaciju koristimo programski jezik R, ponajviSe programski paket copula.
R-ov paket copula pruza koriStenje raznih klasa kopula poput eliptinih, Arhimedovih,
ekstremnih vrijednosti i drugih, kao i njihovih transformacija i mjeSavina. Za viSe infor-
macija mozete pogledati [5].

Prije rada s vanjskim paketom copula potrebno ga je instalirati. Jedan od nacina za insta-
laciju je koriStenjem naredbe install.packages("copula™).

Primjer 1.1.4

library(copula)

d <- 2
ic <- indepCopula(dim = 2)

a<-c(1/6, 1/5)
b <- c¢(C 5/6, 1)
p <- prod(b - a)

c <- prob(ic, 1 = a, u = b)

all.equal(p, )

Primjer 1.1.5

61
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62 DODATAK: IMPLEMENTACIJA U R-U

library(copula)
n <- 1000 # velicina uzorka
d <- 2 # dimenzija

indCop <- indepCopula(dim = d) # nezavisna kopula

set.seed(67)
U <- rCopula(n = n, copula = indCop) # uzorak iz nezavisne kopule

plot(U, xlab = quote(u[l]), ylab = quote(u[2]), pch = 19, col = "#282dbb")

Primjer 1.1.6

library(copula)

d <- 2 # dimenzija
indCop <- indepCopula(dim = d) # nezavisna kopula

# povrsinski graficki prikaz
wireframe2 (indCop, FUN = pCopula, col.4 = F, drape = T, col = "black",
colorkey = F, col.regions = colorRampPalette(c("blue", "yellow")) (100))
# linijski graficki prikaz
contourplot2(indCop, FUN = pCopula, drape = T, col = "black",
col.regions = colorRampPalette(c("#8686£f8", "#£f1£18d")) (100))

Primjer 1.2.7

library(copula)

grid <- seq(from = 0, to = 1, by = 0.05) # ekvidistantna subdivizija
# na intervalu [0, 1]

u <- expand.grid("u[l]" = grid, "u[2]" = grid)

# vrijednosti Frechet - Hoeffdingovih granica u tockama u
W <- function(u) pmax(ul[, 1] + u[, 2] - 1, ®)
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M <- function(u) pmin(u[, 11, u[, 21)

W.mat <- cbind(u, "W(u[1l], ul2]D)"
M.mat <- cbind(u, "M(Qu[l1], ul2D"

W(w)
M(w)

# povrsinski prikaz Frechet - Hoeffdingovih granica

wireframe2(W.mat, drape = T, col = "black", colorkey = F,
col.regions = colorRampPalette(c("blue", "yellow")) (100))
wireframe2(M.mat, drape = T, col = "black", colorkey = F,

col.regions = colorRampPalette(c("blue", "yellow"))(100))

# linijski prikaz Frechet - Hoeffdingovih granica
contourplot2(W.mat, drape = T, col = "black",

col.regions = colorRampPalette(c("#8686f8", "#£f1£18d")) (160))
contourplot2(M.mat, drape = T, col = "black",

col.regions = colorRampPalette(c("#8686f8", "#f1£18d")) (160))

Primjer 1.3.9

install.packages('"nvmix") # potrebno za Studentovu t-distribuciju
library(nvmix)

n <- 1000 # velicina uzorka

d <- 2

rho <- 0.5 # korelacija

P <- matrix(c(1l, rho, rho, 1), nrow = d) # korelacijska matrica
df <- 3 # stupnjevi slobode

rate = 0.5

set.seed(312)

X <- rStudent(n, df = df, scale = P) # uzorak iz t-distribucije
U <- pt(X, df = df) # realizacije t-kopule

Y <- qexp(U, rate = rate) # transformiramo u eksponencijalne

# marginalne funkcije

# specijalne tocCke koje cemo promatrati

size <- 5

spec <- data.frame(ind = sample(l:n, size = size),
name = head(LETTERS, size))
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64 DODATAK: IMPLEMENTACIJA U R-U

#graficki prikaz uzorka t-distribucije
plot(X, xlab = quote(X[1]), ylab = quote(X[2]), pch = 19, col = "#£f£d500")
points(X[spec$ind, 1], X[spec$ind, 2], col = "#282dbb", pch = 19)
text (X[spec$ind, 1], X[spec$ind, 2], labels = spec$name,
adj = c(-0.5, 0.5), col = "#282dbb", font = 2)

# graficki prikaz odgovarajuce t-kopule
plot(U, xlab = quote(U[1]), ylab = quote(U[2]), pch = 19, col = "#£f£d500")
points(U[spec$ind, 1], U[spec$ind, 2], col = "#282dbb", pch = 19)
text(U[spec$ind, 1], U[spec$ind, 2], labels = spec$name,

adj = c(-0.5, 0.5), col = "#282dbb", font = 2)

# graficki prikaz t-distribucije s eksponencijalnim marginalnim funkcijama
plot(Y, xlab = quote(Y[1]), ylab = quote(Y[2]), pch = 19, col = "#££fd500")
points(Y[spec$ind, 1], Y[spec$ind, 2], col = "#282dbb", pch = 19)
text(Y[spec$ind, 1], Y[spec$ind, 2], labels = spec$name,

adj = c(-0.5, 0.5), col = "#282dbb", font = 2)

Primjer 1.4.3

library(copula)

n <- 1000 # velicCina uzorka
d <- 2
theta <- 4 # parametar za Gumbel - Hougaardovu kopulu

ghCop <- gumbelCopula(theta, dim = d)

set.seed(154)
U <- rCopula(n, copula = ghCop) # uzorak iz Gumbel - Hougaardove kopule
V <- 1 - U # uzorak iz Gumbel-Hougaardove kopule dozivljenja

# graficki prikaz uzorka
plot(U, xlab = quote(U[1]), ylab
plot(V, xlab = quote(V[1]), ylab

quote(U[2]), pch
quote(V[2]), pch

19, col
19, col

"#282dbb")
"#282dbb")

# povrsinski graficCki prikaz gustoca
wireframe2 (ghCop, FUN = dCopula, xlim = c(0.01, 0.99), ylim = c(0.01, 0.99),
col.4 = F, drape = T, col = "black", colorkey = F,
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col.regions = colorRampPalette(c("blue", "yellow")) (100))
wireframe2 (rotCopula(ghCop), FUN = dCopula, xlim = c(0.01, 0.99),
ylim = ¢(0.01, 0.99), xlab = quote(v[1l]), ylab = quote(v[2]),
col.4 = F, drape = T, col = "black", colorkey = F,
col.regions = colorRampPalette(c("blue", "yellow")) (100))

Primjer 1.5.5

library(copula)
d <- 2

rho <- 0.5 # korelacija
df <- 3 # stupnjevi slobode
theta <- 4

tCop <- tCopula(rho, df = df, dim = d)
ghCop <- gumbelCopula(theta, dim = d)

# linijski prikaz funkcija gustoce
contourplot2(tCop, FUN = dCopula, drape=T, col = "black", n.grid = 50,
cuts = 10, lwd = 1/4,
col.regions = colorRampPalette(c("#8686f8", "#£f1£18d")) (160))
contourplot2(ghCop, FUN = dCopula, drape=T, col = "black", n.grid = 50,
cuts = 50, lwd = 1/4,
col.regions = colorRampPalette(c("#8686f8", "#£f1£18d")) (160))

Primjer 2.1.1

n <- 50 # duljina uzorka
set.seed(237)
U <- runif(n) # slucajan uzorak iz standardne uniformne distribucije

# Frechet - Hoeffdingove granice
W <- matrix(c(U, 1-U), nrow = length(U)) # donja
M <- matrix(c(U, U), nrow = length(U)) # gornja

65
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66 DODATAK: IMPLEMENTACIJA U R-U

# graficki prikaz uzorka

plot(W, xlab = quote(u[l]), ylab = quote(u[2]), pch = 19, col = "#282dbb")
plot(M, xlab = quote(u[l]), ylab = quote(u[2]), pch = 19, col = "#282dbb")
Primjer 2.2.3
sig <- seq(from = 0.01, to = 6, by = 0.25)
sig.min <- as.matrix(expand.grid(sig, -sig)) # sigma_1, - sigma_2
sig.max <- as.matrix(expand.grid(sig, sig)) # sigma_1, sigma_2
# implementacija funkcije rho
cor <- function(s){
(exp((s[,1] + s[,2]1)72/2) - exp((s[,1172 + s[,2]172)/2)) /
(sqrt((exp(s[,1172) - D *exp(s[,1]1°2)*(exp(s[,2]172) - 1)*exp(s[,2]172)))
}
#povrsinski graficki prikaz
wireframe2 (cbind("sigma[1]" = sig, "sigma[2]" = sig,
"underline(rho)" = cor(sig.min)), drape = T, col='black',
colorkey=F, col.regions = colorRampPalette(c("blue", "yellow")) (100))
wireframe2 (cbind("sigma[1]" = sig, "sigma[2]" = sig,
"bar(rho)" = cor(sig.max)), drape = T, col='black',
colorkey=F, col.regions = colorRampPalette(c("blue", "yellow")) (100))
Primjer 2.2.5
library(copula)
n <- 1000 # velicina uzorka
d <- 2
theta <- 4 # parametar za Gumbel - Hougaardovu kopulu
ghCop <- gumbelCopula(theta, dim = d)
set.seed(231)

U.gh <- rCopula(n, copula = ghCop) # uzorak iz Gumbel - Hougaardove kopule
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tau.gh <- cor(U.gh, method = "kendall")[1l, 2] # Kendallov tau
tau.gh # 0.7575335

set.seed(133)
U.unif <- runif(n) # slucajan uzorak iz standardne uniformne distribucije

# Frechet - Hoeffdingove granice
W <- matrix(c(U.unif, 1-U.unif), nrow = length(U.unif)) # donja
M <- matrix(c(U.unif, U.unif), nrow = length(U.unif)) # gornja

rho.W <- cor(W, method
rho.W # -1
rho.M <- cor(M, method
rho.M # 1

"spearman")[1, 2]

"kendall")[1, 2]

Primjer 2.2.8

library(copula)
theta <- 4 # parametar za Gumbel - Hougaardovu kopulu
tau(gumbelCopula(theta)) # 0.75

iTau(gumbelCopula(), 1 - 1/theta) # 4

Primjer 2.3.1

install.packages("nvmix")
library(nvmix)
library(copula)

n <- 15000

tau <- 0.6
df <- 4

# parametri kopula



68 DODATAK: IMPLEMENTACIJA U R-U

tau.norm <- iTau(normalCopula(), tau = tau)
tau.t <- iTau(tCopula(df = df), tau = tau)
tau.gh <- iTau(gumbelCopula(), tau = tau)

1fhCop <- lowfhCopula()

normCop <- normalCopula(tau.norm)
tCop <- tCopula(tau.t, df = df)
ghCop <- gumbelCopula(tau.gh)

# marginalna funkcija distribucije
sta.norm <- list(list(mean = 0, sd = 1), list(mean = 0, sd = 1))

# uzorak

set.seed(154)

X.1lfh <- rMvdc(n, mvdc = mvdc(1fhCop, c("norm", "norm"),
paramMargins = sta.norm))

X.norm <- rMvdc(n, mvdc = mvdc(normCop, c("norm", "norm"),
paramMargins = sta.norm))

X.t <- rMvdc(n, mvdc = mvdc(tCop, c("norm", "norm"),
paramMargins = sta.norm))

X.gh <- rMvdc(n, mvdc = mvdc(ghCop, c("norm", "norm™),
paramMargins = sta.norm))

# funkcija za graficki prikaz
plotSquare <- function(X, g, limits){
plot(X, xlim = limits, ylim = limits, xlab = quote(X[1]),
ylab = quote(X[2]), pch = 19, col = "#282dbb")
ablineth = q, v = q, 1ty = 3)
points(X[apply(X <= q[1], 1, all), ], pch = 19, col
points(X[apply(X >= q[2], 1, all), ], pch = 19, col
11 <- length(X[apply(X <= q[1], 1, all), 1) / n * 100
ur <- length(X[apply(X >= q[2], 1, all), 1) / n * 100
mtext(sprintf("Gornji desni: %.2f%%", ur),
cex = 1, side = 1, line = -2.5, adj = 1)
mtext (sprintf("Donji lijevi: %.2£%%", 11),
cex = 1, side = 1, line = -1.5, adj = 1)

"#££d500")
"#££d500")

q. <- 0.05 # kvantil
q <- gnorm(c(q., 1-9.))
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limits <- range(q, X.lfh, X.norm, X.t, X.gh)

plotSquare(X.1fh, q, limits)
plotSquare(X.norm, g, limits)
plotSquare(X.t, q, limits)
plotSquare(X.gh, g, limits)

Primjer 2.3.4

library(copula)

rho <- ¢(-0.7, 0, 0.7) # koeficijent korelacije
df <- ¢(1, 5, 10) # stupnjevi slobode

# matrica donjih koeficijenata repne zavisnosti

lambda <- matrix(0®, nrow = length(rho), ncol = length(df))
colnames(lambda) <- df

rownames (lambda) <- rho

for( i in 1:length(rho))
for( j in 1:length(df))
lambdal[i, j] <- lambda(tCopula(rho[i], df = df[j]))["lower"]

Primjer 3.1.2

install.packages("expm")
library (expm)

n <- 5000 # velicCina uzorka

d <- 2 # dimenzija

dfl <- 3 # stupnjevi slobode

df2 <- 2

mu <- c(20, 20) # vektor pomaka

# kovarijacijska matrica

cov <- matrix(data = c(15, 3, 3, 2), ncol = d, byrow = T)

set.seed(1910)

69
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<- sqrt(d*rf(n, dfl = dfl, df2 = df2)) # radijalni dio
<- sqrtm(cov) # Chosleskyjev faktor

matrix(rnorm(n*d), ncol = d)

<- Z/sqrt(rowSums(Z"2))

<- rep(mu, each = n) + R * t(A %*% t(S))

< L N > X
0

plot(S, xlab = quote(S[1]), ylab = quote(S[2]), pch = 19, col = "#282dbb")

plot(t(A %*% t(S)), xlab = quote((AS)[1]), ylab = quote((AS)[2]),
pch = 19, col = "#282dbb")

# granice grafa
x <- range(X[, 1], X[, 1] - mu[1])
y <- range(X[, 2], X[, 2] - mu[2])

plot(R * t(A %*% t(S)), xlab = quote((R(AS))[1]), ylab = quote((R(AS))[2]),
x1lim = x, ylim = y, pch = 19, col = "#282dbb")

plot(X, xlab = quote(X[1]), ylab = quote(X[2]), xlim = x, ylim = vy,
pch = 19, col = "#282dbb")

Primjer 3.1.6

install.packages("expm")
library (expm)

n <- 1000 # velicina uzorka
d <- 2 # dimenzija
tau <- -0.6

rho <- sin(tau*pi/2) # inverz

# pratimo algoritam

P <- matrix(data = c(1, rho, rho, 1), ncol = d, byrow = T)
A <- sqrtm(P)

set.seed(16)

Z <- matrix(rnorm(n*d), ncol = d)

X <- t(A %*% t(2))

U <- pnorm(X)
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# prikaz

71

plot(U, xlab = quote(U[1]), ylab = quote(U[2]), pch = 19, col = "#282dbb")

Primjer 3.1.8

install.packages("expm™)
library(expm)

n <- 1000 # velicCina uzorka
d <- 2 # dimenzija

tau <- -0.6

df <- 2

rho <- sin(tau*pi/2) # inverz

# pratimo algoritam

P <- matrix(data = c(1, rho, rho, 1), ncol = d, byrow = T)
A <- sqrtm(P)

set.seed(1610)

Z <- matrix(rnorm(n*d), ncol = d)

W <-d * 1l/rgamma(n, shape = df/2, scale = df/2)

X <- sqrt(wW) * t(A %*% t(Z))
U <- pt(X, df = df)

# prikaz

plot(U, xlab = quote(U[1]), ylab = quote(U[2]), pch = 19, col = "#282dbb")

Primjer 3.1.9

library(copula)

tau <- 0.6
df <- 2

# normalna kopula
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normCop <- normalCopula(iTau(normalCopula(), tau = tau))
# t kopula
tCop <- tCopula(iTau(tCopula(df = df), tau = tau), df = df)

# povrsinski prikaz
wireframe2 (normCop, FUN = dCopula, xlim = c(0.025, 0.975),

ylim = ¢(0.025, 0.975), col.4 = F, drape = T, col="black',

colorkey = F, col.regions = colorRampPalette(c("blue", "yellow")) (100))
wireframe2 (tCop, FUN = dCopula, xlim = c(0.025, 0.975),

ylim = ¢(0.025, 0.975), col.4 = F, drape = T, col="black',

colorkey = F, col.regions = colorRampPalette(c("blue", "yellow")) (100))

# linijski prikaz
contourplot2(normCop, FUN = dCopula, drape=T, col='black',

n.grid = 50, cuts = 50, lwd = 1/4,

col.regions = colorRampPalette(c("#8686£f8", "#£f1£18d")) (100))
contourplot2(tCop, FUN = dCopula, drape=T, col='black',

n.grid = 50, cuts = 50, lwd = 1/4,

col.regions = colorRampPalette(c("#8686f8", "#£f1£18d")) (160))

Primjer 3.2.6

library(copula)
n <- 1000
d <- 2

# prvi nacin
taul <- 0.3
thetal <- 2*taul/(l-taul) # inverz

set.seed(1012)
V1 <- rgamma(n, shape = 1/thetal, rate = 1)
El <- matrix(rexp(n*d, rate = 1), ncol d)

# Arhimedov generator

psi <- function(x, theta){
(1 + x)"(-1/theta)

}
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Ul <- psi(E1/V1, thetal) # uzorak

73

plot(Ul, xlab = quote(U[1]), ylab = quote(U[2]), pch = 19, col = "#282dbb")

# drugi nacin

tau2 <- 0.7

theta2 <- iTau(archmCopula("Clayton"), tau = tau2)
clayCop2 <- getAcop('"Clayton", theta2)

V2 <- clayCop2@V0(n, theta = theta2)
E2 <- matrix(rexp(n*d, rate = 1), ncol = d)
U2 <- clayCop2@psi(E2/V2, theta = theta2) # uzorak

plot(U2, xlab = quote(U[1]), ylab = quote(U[2]), pch = 19, col = "#282dbb")

Primjer 3.2.7

library(copula)

d <- 2
taul <- 0.3
n <- 1000

# parametar
thetal <- iTau(claytonCopula(), tau = taul)

# Claytonova kopula
clayCopl <- claytonCopula(thetal, dim = d)

# povrsinski prikaz
wireframe2(clayCopl, FUN = dCopula, xlim = c(0.01, 0.99),
ylim = ¢(0.01, 0.99), col.4 = F, drape = T, col="black',

colorkey = F, col.regions = colorRampPalette(c("blue", "yellow")) (100))

# linijski prikaz
contourplot2(clayCopl, FUN = dCopula, drape=T, col='black',
n.grid = 50, cuts = 50, lwd = 1/4,

col.regions = colorRampPalette(c("#8686£f8", "#£f1£18d")) (100))
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Primjer 3.3.4

library(copula)

n <- 1000
taul <- 0
tau2 <- 0.6
tau3 <- 0

thetal <- iTauChuslerReissCopula(), tau = taul)
theta2 <- iTauChuslerReissCopula(), tau = tau2)
theta3 <- iTauChuslerReissCopula(), tau = tau3)

X <- seq(from = 0, to = 1, by = 0.01)

# prikaz Pickandove funkcije distribucije
plot(x, AChuslerReissCopula(thetal), w = x), xlab "t", lwd = 3,
ylab = "A", type = "1", ylim = c(0.5, 1), col = "#282dbb")
lines(x, AChuslerReissCopula(theta2), w = x), lwd = 3, col = "#9e9ddf")
lines(x, AChuslerReissCopula(theta3), w = x), lwd = 3, col = "#££d500")
lines(x, pmax(x, 1-x), lty = 3)
lines(x, x>=0, 1lty = 3)
legend("bottomright", bty = "n", lwd = 3,
col = c("#282dbb", "#9e9ddf", "#££d500"),
legend = expression(tau == 0.3, tau == 0.6, tau == 0.9 ))

# Hustler - Reiss kopula
hrCop <- huslerReissCopula(thetal)

# uzorak
U <- rCopula(n, copula = hrCop)
plot(U, xlab = quote(U[1]), ylab = quote(U[2]), pch

19, col = "#282dbb")

# povrsinski prikaz

wireframe2 (hrCop, FUN = dCopula, xlim = c(0.01, 0.99), ylim = c(0.01, 0.99),
col.4 = F, drape = T, col="black', colorkey = F,
col.regions = colorRampPalette(c("blue", "yellow")) (100))

# 1linijski prikaz
contourplot2 (hrCop, FUN = dCopula, drape=T, col='black',
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n.grid = 50, cuts = 50, lwd = 1/4,
col.regions = colorRampPalette(c("#8686f8", "#£f1£18d")) (160))

Primjer 4.1.1

library(copula)
n <- 5000 # velicina uzorka

# parametri
theta <- 2
lambda <- 2
mu <- 2
sd <- 4

# Galambos kopula
galCop <- galambosCopula(theta)

# marginalne funkcije distribucije

f <- mvdc(galCop, margins = c("exp", "norm"),
lambda), list(mean = mu, sd = sd)))

paramMargins = list(list(rate =

set.seed(208)
X <- rMvdc(n, mvdc = f)

# poCetna vrijednost

poc <- c(lambda® = 1/mean(X[ , 1]), mu® = mean(X[ , 2]),
sigma® = sd(X[ , 2]), theta® = theta)

# procjena parametara

mle <- fitMvdc(X, mvdc = f, start = poc)

summary (mle)

Primjer 4.1.2

library(copula)
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n <- 5000 # velicina uzorka

# parametri
theta <- 2
lambda <- 2
mu <- 2
sd <- 4

# Galambos kopula
galCop <- galambosCopula(theta)

# marginalne funkcije distribucije
f <- mvdc(galCop, margins = c("exp", "norm"),

paramMargins = list(list(rate = lambda), list(mean = mu, sd = sd)))

set.seed(702)
X <- rMvdc(n, mvdc = £)

U <- cbind(pexp(X[ , 1], rate = 1/mean(X[ , 11)),
pnorm(X[ ,2], mean = mean(X[ ,2]), sd = sqrt((n-1)/n)*sdX[ , 2]1)))

# procjena paramtra

ifme <- fitCopula(galambosCopula(), data = U, method = "ml")
summary (i fme)

Primjer 4.2.1

library(copula)

n <- 1000
theta <- 0.7 # parametar za normalnu kopulu

norCop <- normalCopula(theta)

set.seed(2011)
X <- rCopula(n, copula = norCop)

# procjena za Spearmanov rho
rho.n <- cor(X[ , 1], X[ , 2], method = "spearman")
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theta.n <- iRho(norCop, rho = rho.n)
theta.n # 0.7134338

Primjer 4.2.2

library(copula)

n <- 1000
theta <- 5 # parametar Frankove kopule

franCop <- frankCopula(theta) # Frankova kopula

set.seed(2910)
U <- rCopula(n, copula = franCop)

# konstriramo procjenitelj
mple <- fitCopula(frankCopula(), data = pobs(U), method = "mpl")

summary (mple)

Primjer 4.3.1

library(copula)

n <- 1000

d <-3

theta <- ¢(0.1, 0.5, 0.8) # parametri

theta.p <- ¢(0.1, NA_real_, NA_real_ ) # djelomicno fiksni parametri

# kopula s zadanim parametrima

normCop <- normalCopula(param = theta, dim = d, dispstr = "un")

# kopula Cija dva parametra procjenjujemo

normCop.p <- normalCopula(param = fixParam(theta, c(T, F, F)), dim = d,
dispstr = "un")

set.seed(2506)
U <- pobs(rCopula(n, copula = normCop))

77
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# 3 nacCina procjene

fitCopula(normCop.p, data = U, method = "mpl™)

U, method "itau")

fitCopula(normCop.p, data

fitCopula(normCop.p, data = U, method = "irho")

Primjer 5.0.1

library(copula)

#parametri
th <- 2.5
m <- 10

v <- 20

s <- 4

r <-5

# marginalne distribucije
gF <- list(gPar = function(p) (1-p)~(-1/th)-1,
gLN = function(p) qlnorm(p, meanlog = log(m)-log(l*v/m~2)/2,
sdlog = sqrt(log(l+v/m~2))),
gLG = function(p) exp(qgamma(p, shape = s, rate = r)))

# matrixa X
set.seed(1606)
X <- sapply(gF, function(mqf) mqf(runif(2500)))

# funkcija VaR

VaR <- function(X, alpha, rho, df = 3.5){
n <- nrow(X)
d <- ncol(X)

set.seed(5605)

U <- rCopula(n, copula = tCopula(rho, dim = d, df = df))
rk <- apply(U, 2, rank)

print(rk)

# matrica Y
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Y <- sapply(l:d, function(j) sort(X[ , jIDIrk[ , j11)
print(Y)

S <- rowSums(Y)

print(S)

quantile(S, probs = alpha, type = 1, names = F)

# prikaz
alpha <- c(0.001, 0.01, 0.05, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5,
0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 0.95, 0.99, 0.999)
rho <- seq(from = 0, to = 1, by = 0.1)
grid <- expand.grid("alpha"= alpha, "rho" = rho)[ , 2:1]
VaR.fit <- sapply(rho, function(r) VaR(X, alpha = alpha, rho = r))

res <- cbind(grid, "VaR[alpha](L"'+')" = as.vector(VaR.fit))

wireframe2(res, col.4 F, drape = T, col="'black', colorkey = F,
col.regions = colorRampPalette(c("blue", "yellow")) (100))

install.packages("qgrmtools")
library(qrmtools)

worst.VaR <- sapply(alpha, function(a) mean(ARA(a, gF = qF)$bounds))

plot(alpha, worst.VaR, type = "b", pch = 16, col = "#££d500",

xlab = quote(alpha), ylab = quote(VaR[alpha](L"'+")),

ylim = range(VaR.fit, worst.VaR))
lines(alpha, apply(VaR.fit, 1, max), type = "b", pch = 16, col = "#282dbb")
legend("topleft", bty = "n", 1ty = rep(l, 2),

col = c("#££d500", "#282dbb" ), legend =

c(expression("Maksimum obzirom na ARA()"),

expression("Maksimum obzirom na t-kopulu")))

# trodimenzionalni ARA()
wVaR <- ARA(0.99, gF = gF)
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X <- wVaR[["X.rearranged"]]$up
U <- pobs(X)

# dvodimnezionalni ARA()
pairs2(U, col = "#282dbb", pch = 16)

wVaR. <- ARA(0.99, gF = gF[1:2])

X. <- wVaR.[["X.rearranged"]]$up

U. <- pobs(X.)

plot(U., xlab = quote(U[1]), ylab = quote(U[2]), col = "#282dbb", pch = 16)

Primjer 5.0.2

library(copula)

# potrebno za dohvacanje podataka
install.packages("quantmod")
library(quantmod)

start <- "2018-01-02" # pocCetak razdoblja
end <- "2022-12-30" # kraj razdoblja
# ovako smo definirali s obzorom na trgovanje dionicama

# dohvacanje podataka

getSymbols("AMZN", from = start)
getSymbols("AAPL", from = start)
getSymbols("SHEL", from = start)

# zakljucne cijene

data.close <-data.frame("AMZN" = AMZN$AMZN.Close, "AAPL" = AAPL$AAPL.Close,
"SHEL" = SHEL$SHEL.Close)

ind.start <- which(rownames(data.close)==start)

ind.end <- which(rownames(data.close)==end)

data.close <- data.close[ind.start : ind.end, ]

sum(data.close == 0) # 0

date.close <- as.Date(rownames(data.close),"%Y-%m-%d")

# logaritamski povrati
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data <- data.frame("AMZN" = diff(log(AMZN$AMZN.Close), lag=1),
"AAPL" diff(log(AAPL$AAPL.Close), lag=1),
"SHEL" = diff(log(SHEL$SHEL.Close), lag=1))

ind.start <- which(rownames(data)==start)

ind.end <- which(rownames(data)==end)

data <- data[ind.start : ind.end, ]

data <- data[-1, ]

date <- as.Date(rownames(data), "%Y-%m-%d")

# prikaz fluktuacije cijena
plot( date.close, data.close$AMZN, type = "1", lwd = 2, col = "#282dbb",
ylab = "ZavrsSna cijena", xlab = NA, ylim = range(data.close$AMZN,
data.close$AAPL, data.close$SHEL))
lines( date.close, data.close$AAPL, type "1", 1wd = 2, col = "#9e9ddf")
lines( date.close, data.close$SHEL, type = "1", 1lwd = 2, col = "#££d500")
legend("topleft", bty = "n", 1ty = rep(l, 2, 3),
col = c( "#282dbb", "#9e9ddf", "#ff£d500"),
legend = c("Amazon.com", "Apple", "Shell PLC"), y.intersp=1)

# prikaz logaritamskih povrata

par(mfrow = ¢(3, 1), mai = c(0.1, 0.2, 0.2, 0.1), mar = rep(2,4))

plot(date, data$AMZN, type = "1", lwd = 2, col = "#282dbb",
ylab = "Amazon.com", xlab = NA)

legend("topleft™, bty = "n", legend = "Amazon.com", cex = 1.2)

plot(date, data$AAPL, type = "1", lwd = 2, col = "#9e9ddf",
ylab = "Apple", xlab = NA)

legend("topleft", bty = "n", legend = "Apple", cex = 1.2)

plot(date, data$SHEL, type = "1", lwd = 2, col = "#££d500",
ylab = "Shell PLC", xlab = NA)

legend("topleft", bty = "n", legend = "Shell PLC", cex = 1.2)

par (mfrow = c(1, 1))

d <- ncol(data)
U.data <- pobs(data) # uniforman distribucija

# normalna kopula

normCop <- normalCopula(dim = d, dispstr = "un")
fit.normCop <- fitCopula(normCop, data = as.matrix(U.data))
# t-kopula
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tCop <- tCopula(dim = d, dispstr "un')
fit.tCop <- fitCopula(tCop, data = as.matrix(U.data))

# korelacijske matrice i stupanj slobode
p2P(coef(fit.normCop))

p2P (head(coef(fit.tCop), n = d))
tail(coef(fit.tCop), n = 1)

# AIC
k <- choose(d, 2) # broj parametara

AIC.normCop <- 2*k - 2*fit.normCop@loglik
ATIC.normCop

AIC.tCop <- 2*k - 2*fit.tCop@loglik
AIC.tCop

(AIC.normCop - AIC.tCop) / abs(AIC.normCop)
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Sazetak

U ovom radu proucavali smo kopule. Na pocetku smo definirali kopulu kao funkciju distri-
bucije s uniformnim marginalnim funkcijama distribucije na intervalu [0, 1]. Naveli smo i
njezinu karakterizaciju te smo upoznali najjednostavniju kopulu, nezavisnu kopulu. Poka-
zali smo da gornja i donja Fréchet - Hoeffdingova granica omeduju svaku kopulu te da su,
u odredenim dimenzijama, i same kopule. Zatim smo se usredotoc€ili na Sklarov teorem,
srediSnji teorem ovog diplomskog rada. Osim Sto smo ga iskazali i dokazali, dali smo i nje-
govu interpretaciju. Na kraju poglavlja uveli smo kopule doZivljena te svojstva radijalne
simetri¢nosti i izmjenjivosti.

U sljedeéem poglavlju fokusirali smo se na zavisnost. Uveli smo pojmove savrSene zavis-
nosti 1 nezavisnosti kao i repne zavisnosti. U ovom poglavlju analizirali smo i koeficijente
korelacije te smo primijetili da nam linearni koeficijenti korelacije nisu optimalni procje-
nitelji te smo zbog toga uveli dva koeficijenta korelacije ranga, Spearmanov p i Kendallov
T.

Klase i familije kopula proucavali smo u treCem poglavlju. Naveli smo tri klase ko-
pula: elipticne kopule, Arhimedove kopule i kopule ekstremnih vrijednosti te smo im,
izucavajuci njihova svojstva, pridruzili familije kopula. U sklopu naSe analize najveca je
paZnja bila usmjerena na normalnu i -kopulu kao familijama elipti¢ne klase kopula.

Cetvrtim poglavljem Zeljeli smo pronaéi rjeSenje za manjak informacija o parametrima
kopula i parametrima marginalnih funkcija kopula. Metode kojim smo rijesili taj problem
su metoda funkcije zakljucivanja, metoda momenta, metoda maksimalne vjerodostojnosti
te pseudometoda maksimalne vjerodostojnosti.

U nastavku smo modelirali tri primjera primjene kopula. Prvi primjer govori o modeli-
ranju agregacije rizika pomocu kopula, drugim primjerom pokazali smo da je logaritamske
povrate dionica bolje modelirati 7-kopulom nego normalnom kopulom, dok zadnji primjer
raspravlja o stajaliStu Felixa Salmona da je kopula, zbog pretjerane uporabe, prouzrocila
financijsku krizu.



Na kraju rada se nalazi implementacija primjera. Primjere smo implementirali u program-
skom jeziku R.



Summary

In this work, we examine copulas. We first define a copula as a distribution function with
a uniform marginal distribution function on the interval [0, 1]. We also provide their cha-
racteristics and demonstrate the simplest, independent copula. We have shown that each
copula is bounded by upper and lower Fréchet - Hoeffding boundaries and that these bo-
undaries are copulas in some dimensions. Next, we focus on Sklar’s theorem, which is the
central theorem of this work. We not only propose and prove it, but we also provide its
interpretation. At the end of the chapter, we introduce the concept of a surviving copula
and discuss the properties of radial symmetry and commutativity.

The subsequent chapter delved into the concept of dependence. Our analysis comprised of
the introduction of perfect dependence, independence, and tail dependence. Additionally,
we scrutinized correlation coefficients and arrived at the conclusion that linear correlation
coefficients are not the most effective estimators. Therefore, we introduced two alternative
rank correlation coefficients: Spearman’s p and Kendall’s 7.

In the third chapter, our focus was on the study of copulas and their classifications. We
identified three main classes of copulas: elliptical copulas, Archimedean copulas, and ex-
treme value copulas. Through the examination of their properties, we were able to associate
different copula families with each of these classes. Our research primarily honed in on the
normal and #-copula families, which belong to the elliptical class of copulas.

The fourth chapter focused on resolving the issue of insufficient data on copula parameters
and the parameters of marginal copula functions. To solve this problem, we utilized various
methods, including the inference functions method, the moments method, the maximum
likelihood method, and the maximum pseudo-likelihood method.

In addition, we constructed three instances of copula applications. The initial instance
pertained to the modeling of risk aggregation through the use of copulas. The second ins-
tance showcased the superiority of the z-copula over the normal copula in modeling the
logarithmic returns of stocks. Lastly, we explored Felix Salmon’s perspective on the finan-



cial crisis, which attributes it to the overreliance on copulas.

Concluding the paper are the implementation examples, which were executed using the
R programming language.
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