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Uvod

Korisne statisticke metode Cesto se razviju izvan statistiCke zajednice. U ovom ¢emo se
radu baviti jednom metodom koja svoje korijene vuce iz kemometrije, takozvanom meto-
dom parcijalnih najmanjih kvadrata (PLS). Jedno podrucje spektrografije bavi se predvidanjem
kemijskih sastava tvari preko valnih spektara koje one reflektiraju. Ako se signali za svaku
valnu duljinu shvate kao kovarijate, javlja se problem njihove koreliranosti, budu¢i da je
broj valnih duljina ¢esto veéi od broja opaZanja.

Problem multikoreliranosti se najcesce rjeSava regresijom nad glavnim komponentama
(PCR) ili Ridgeovom regresijom (RR). PCR prvo pronalazi malen broj nekoreliranih kom-
ponenti iz kojih ¢e dobro moci rekonstruirati kovarijate pa iz njih linearnom regresijom
predvida zavisnu varijablu, dok RR uvodi u minimizacijski problem najmanjih kvadrata
pribrojnik za L, regularizaciju.

PLS rjesava taj problem tako Sto pronalazi nove varijable kojima ¢e modelirati i ke-
mijske i spektralne varijable, dakle varijable koje ¢e istovremeno sadrzavati informacije
o kovarijatama i zavisnoj varijabli. Kao i u PCR-u, nove varijable su nekorelirane te su
nastale linearnom transformacijom originalnih kovarijata, ali za razliku od PCR-a, Cije
komponente maksimiziraju objaSnjenje varijance kod kovarijata, one sadrze i neposredne
informacije o zavisnoj varijabli. U literaturi se PLS najceS¢e predstavlja kao algoritam;
pojavljuju se ¢ak dva razlicita algoritma, za koja ¢emo u ovom radu pokazati da su ekviva-
lentna (po uzoru na [4]).

U prvom poglavlju obradit ¢emo linearnu regresiju, jedan od najpoznatijih 1 najraSirenijih
statistickih modela uopce; definirat ¢emo minimizacijski problem na kojem se ona zas-
niva, a zatim ga rijeSiti kako bismo pronasli formulu za njezine koeficijente. U drugom
poglavlju bavit ¢emo se analizom glavnih komponenti; definirat ¢emo glavne komponente
minimizacijskim problemom te pokazati da su svojstveni vektori kovarijacijske matrice
njegovo jedinstveno rjeSenje. U treCem poglavlju uvodimo metodu parcijalnih najmanjih
kvadrata kao dva algoritma koja kombiniraju metode iz prva dva poglavlja te dokazujemo
njihovu ekvivalentnost, rekurzivnu formule za teZine i rezultate vezane uz zaustavni krite-
rij. Konac¢no, u ¢etvrtom poglavlju primjenjujemo sve tri metode na podatke simulirane u
Python-u 1 analiziramo njihove rezultate.






Poglavlje 1

Linearna regresija

U ovom se poglavlju bavimo jednim od najpoznatijih statistickih predikcijskih mo-
dela - linearnom regresijom, Ciji je glavni cilj pronalazak linearne transformacije kojom ce
jednu varijablu maksimalno (u smislu norme) “pribliziti” drugoj. Veéina rezultata u ovom

poglavlju preuzeta je iz [7].

1.1 Formulacija problema

Pretpostavimo da su y € R? i x € R” slucajni vektori konacne varijance definirani na
istom vjerojatnosnom prostoru (2, F, P). Model linearne regresije tada ¢e biti oblika

y=Fx+a, (1.1)

pri ¢emu vektor @ € R? i matricu B € RP*? trazZimo metodom najmanjih kvadrata, od-
nosno minimizacijom kvadratne greske. Pritom razlikujemo dva slucaja. Ukoliko su nam
poznate distribucije od x i y, kazemo da je rije¢ o populacijskom slu¢aju 1 tada nam je cilj
minimizirati o¢ekivanje kvadratne greske, tj. pronaci @ € R? i 8 € R” td.

$(.f) =E|(y - fx - )| — min. (1.2)
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S druge strane, ako nam distribucije nisu poznate i imamo samo realizaciju uzorka duljine
n danu s

X111 X120 Xip
X:(x1 X - xp): x:21 x:zz x:2p e R,
Xnl  Xn2 xl;p
yiu Yz ot Yig
Y=(y v - y,)= y:zl yfz | ¢ g, (1.3)
Ynl Yn2 “°° Yng

rije¢ je o uzorackom slucaju, 1 tada minimiziramo ukupnu kvadratnu gresku (ili njezin
prosjek, Sto je ekvivalentno) u odnosu na opazanja, tj. traZimo matricu

,3:(,31 B, - ﬁq)eR(l’“)Xq
koja minimizira

n

P 2
(yjk - Xﬂﬂ,k) : (1.4)
=1

q
IV -XB[,." = > Iy - XBul3 =
k=1

q
k=1 j=1

pri emu je

I xii xip - Xip

. 1 x X e X

R=(t x)=| T g
L xyi xy2 0 X

'|-|r oznacava Frobeniusovu matriénu normu koja se definira kao

lAllF = Zml Zn: laj1*.

i=1 j=1

2 Alternativno smo mogli modelirati stvar sli¢nije populacijskom slu¢aju, odnosno traziti 8 € RP*9 i
& € R™1 koji minimiziraju

IY - XB - éllr,

ali tada bismo morali uvesti restrikciju da su svi reci od & jednaki. U naSem uzorackom modelu prvi redak
matrice B igra ulogu « iz populacijskog modela jer se mnoZi sa stupcem jedinica u X.
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U ovom ¢emo se poglavlju pretezito baviti populacijskom verzijom problema, dok e
analogni rezultati za uzoracki slucaj biti izneseni bez dokaza, jer je metoda rjeSavanja oba
problema jednaka - bududi da se radi o glatkim funkcijama, njihov minimum traZimo de-
riviranjem. Osim toga, uzoracki je slucaj racunski nesto jednostavniji po pitanju oznaka
buduéi da ima dimenziju manje. Ali prije negoli krenemo s izvodima za @ 1 B, razmotrit
¢emo neke uvjete pod kojima modeliranje najmanjim kvadratima ima viSe smisla.

Jedina restrikcija koju smo dosad uveli na naSe varijable je kona¢nost njihovih vari-
janci. Ona je dovoljna kako bi na§ problem imao rjeSenje. Drugim rije¢ima, ukoliko neka
od varijabli ima beskonacni drugi moment moZe se dogoditi da je ¢(a@, ) = +oo za sve
acR?if e R,

Iako se linearnom regresijom u praksi ¢esto modeliraju stvari i bez sljedece pretpos-
tavke, primjena najmanjih kvadrata ima puno viSe smisla ukoliko pretpostavimo da su x 1
y u srednjem linearno povezane, odnosno ako je

E(ylx) =B'x + a.
Kad to napiSemo u obliku
y=Bx+a+e,
iz definicije uvjetnog ocekivanja slijedi da je
E(e) = E(y — E(ylx)) = 0. (1.5)

Nadalje, ako se odlu¢imo jo$ postroZiti pretpostavke, smisleno je zahtijevati da za P-g.s.
x € R? vrijedi

E(elx) =0 (1.6)

Var(elx) = 0%, zaneki o € R?, (1.7)

Kasnije ¢emo pokazati da 1.6 vrijedi ako vrijedi 1.5 te su x i y normalne (Sto e slijediti
1z Cinjenice da su x 1 e nekorelirani). S druge strane, hoce li vrijediti 1.7 ili ne, ovisi is-
kljucivo o distribuciji podataka. Ta se pretpostavka zove homoskedasticnost i ona garantira
da ée tocke svuda uniformno “odskakati” od pravca, $to je svakako poZeljno svojstvo.

U slucaju modeliranja sa stvarnim podacima zadovoljenje svake od ovih pretpostavki
ide u prilog koriStenju linearne regresije. Ipak, u nastavku ¢emo se ograniiti samo na
pretpostavku o konacnosti varijanci, koja nam je nuzna kako bi matematicki izvodi koji
slijede imali smisla jer ona garantira egzistenciju rjeSenja u 1.2. Rezultati koji slijede
vrijede 1 bez ostalih pretpostavki, iako je te pretpostavke uvijek dobro imati na umu kad
odluc¢ujemo ho¢emo li za modeliranje koristiti linearnu regresiju ili ne.

Na Slikama 1.1 vidimo nekoliko moguéih odnosa varijabli x i y. U slucajevima pod
(a) i (b) one su u srednjem linearno povezane, dok su pod (¢) i (d) povezane na neki drugi
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(¢) kvadratna ovisnost (d) dva pravca

Slika 1.1: Razni slucajevi primjene linearne regresije

nacin. Pod (a) vrijedi homoskedasti¢nost, dok pod (b) ne - varijanca greske se povecava
kako x raste. Slika (c) prikazuje deterministi¢ki odnos varijabli: y = x2. lako i tad vrijedi
E(e) = 0 te su x i e nekorelirane, one nisu nezavisne (za dani x to¢no znamo koji je e) pa
ne vrijedi 1.6. Konacno, slucaj pod (d) bilo bi smislenije modelirati s dva pravca nego s
jednim, pri ¢emu bi neka (potencijalno dosad neizmjerena) varijabla z odredivala kojem
pravcu koje opaZanje pripada.

1.2 Izvod koeficijenata

Neka su, dakle,
x=(0x5,....,x,) ERP 1 y=(y,...,y) €R?
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slucajni vektori ¢ije komponente imaju konacne druge momente, tj.
E(xlz) <+oo,i=1,...p
]E(y?) <400, j=1,...q.

Uvodimo sljedece oznake:

Hx = E(x)

Hy = E(y)

X, = Cov(x,y)
Y = Var(x)
X,y = Var(y).

Definicija 1.2.1. Najbolji linearni predviditelj za y uz dano x je slucajni vektor y € R?
koji je afina fukncija od x i koji zadovoljava
2

) = min E(”y -B'x - a/”i)

acRY, BeRPX4

2 (ly - 51) = B (|ly - Bx - af

Najboljeg linearnog predviditelja oznacavat cemo Ply|x]. Nadalje, pogreska predvidanja
zove se rezidual i oznacava s

e(ylx) := y — Plylx].

Prije negoli iskazemo i dokaZemo teorem koji daje zatvorenu formulu za a i 8, dokazat
¢emo jednu korisnu lemu.

Lema 1.2.2. Za sve slucajne vektore x,y, z,u, v te neslucajne matrice i vektore A, B, C,D, a
i b za koje su dolje navedeni matric¢ni produkti i zbrojevi dobro definirani vrijedi sljedece:

(i) Cov(Ax + By + a, z) = ACov(x, z) + BCov(y, 2)
(ii) Cov(x,Cu + Dv + b) = Cov(x,u)C’ + Cov(x, v)D’

Dokaz. Dokazat cemo jednakost (i) tako lijevu stranu raspiSemo po koordinatama.

[Cov(Ax + By + a, z)]l-j = Cov([Ax + By + al;, z))
= Cov([Ax]; + [Byl; + ai, 7))

= Cov Z Ajxy + Z By +a;, z;
% 7
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Sad koriStenjem linearnosti kovarijance slucajnih varijabli dobivamo da je

[Cov(Ax + By +a,2); = > AxCov(x,2)) + ) BiCov(y, z) + Cov(a, z))
k l 0
= [ACov(x, 2)];; + [BCov(y, 2)];;
= [ACov(x, z) + BCov(y, 2)];;.

Tvrdnja pod (ii) dokazuje se analogno elementarnim matri¢nim racunom. O
Teorem 1.2.3. Najbolji linearni predviditelj za y uz dano x je
Plylx] = py + B (x - o),
pri Cemu je ﬁ rjeSenje jednadzbe
ZexB = Eay (1.8)
Ako je X, regularna, tada je jedinstveno rjeSenje od 1.8 jednako
,8 = E;;ny.

Dokaz. Raspisivanjem funkcije ¢ iz Definicije 1.2.1 po komponentama dobivamo sljedece:

» 2
[)’i - Q- Zﬁjixj) ]
j=1

#@.p) =E(ly-Bx-al)= ) E

q
i=1

q )4 p

= Z El|yi —#y, — Zﬂji(xj — M)~ {011' — My t Zﬂji/lx,]
j j=1 j=1

Si t

- qu [E(s7) + 2 Bsit) +B(5])]-

Bududi da je ¢ neslucajan vektor, vrijedi E (tlz) = ¢?. Koristenjem linearnosti matematickog
ocekivanja sad imamo

)4
E(s;t;) = t; E(s;) = t,-E[y,' — My — Zﬁji(xj _:“X/)]
=1
p
EQi — uy,) — Zﬁ’ji E(x; = phy))
=

:ti :0’
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paje
q q
d.p)= Y E(s})+ D7
i=1 i=1

q P 2
= ZE ()’i — My, — Zﬁji(xj —ﬂx,-))
=y =1

i
Buducdi da je ¢ glatka funkcija definirana na otvorenom skupu R? x R”*? (izomorfnom s
RP*Dx4) to&ku minimuma traZimo medu stacionarnim to¢kama, tj. rjeSenjima sustava

q

p 2
+ Z (a'i — My T Zﬁjiﬂx,-]
=

i=1

¢'(@,B) =0,
koji se sastoji od prvog podsustava
(9 P
2 (@) =2 @ =y, + Y Bty | =0, 1<i<q, (1.9)
i j=1

i drugog podsustava

0 3
%fﬁ(a’,ﬂ) ="-2E

)4
{yi — My, — Zﬁji(xj - #x,)] (X — py)

J=1

)4
+2 [ai — My, + Zﬁjtﬂx/-] My

J=1

2 2F

p
{yi — s, = ) Bix; — ux,)] (X = )
J=1

p
2B [ O = )05 = )| = D B BIC = ) — )]
j=1
p
= —2[[2yx],-k - Zﬁ;j[zxx]jk] =0. (1.10)
j=1

Iz 1.10 slijedi da za rjeSenje B = B cijelog sustava vrijedi

Zyx = B/Exx — 2xy = 2'xxi))’

30vdje u pozadini zapravo koristimo Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji. Naime, derivacija
je u sustini limes, a oekivanje integral pa ih moZemo zamijeniti zbog kona¢nih drugih momenata od x i y.
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Sto je upravo matri¢na jednadzba 1.8. Iz 1.9 slijedi da za rjeSenje @ = & istog sustava
vrijedi
& =p, - B ..
Uvrstimo li to u najbolji linearni predviditelj, dobivamo
Plyl] = & +B'x = py + Bx — pry).
Sto je 1 trebalo pokazati. m|

Napomena 1.2.4. U uzorackom slucaju 1.3 najbolji je linearni predviditelj od y uz dano x
dan s

Plylx] =y + X'X)"'XY(x - %),

pri cemu sux € RP iy € R? redom prosjeci od x i y (prosjeci stupaca matrica XiY). Do
toga se dolazi traZenjem stacionarnih tocaka u 1.4. Poveznica s populacijskim modelom je
sljedeca: 'y je procjenitelj od p,, uzoracka varijanca Sy, = ﬁX’X je procjenitelj od X,
dok je uzoracka kovarijanca Sy, = n%lXY procjenitelj od X,. Stoga je smisleno da upravo
Y procjenjuje & = p1y, a da

1 1
1XY =n- 1)(X'X)_1—1 XY = (X’X)"'XY
n —

n—

S:!IS,, = b X'X B
xxxy — n—1

bude procjenitelj za B = E;i):xy.

1.3 Svojstva linearne regresije

Odsad ¢emo pretpostavljati da je X,, pozitivno definitna pa 1 invertibilna. Prema Te-
oremu 1.2.3 tada je najbolji linearni predviditelj od y uz dano x jednak

Plylx] = Hy + nyx;;(x — Hy).

Propozicija 1.3.1. Za najbolji linearni predviditelj Ply|x] i pripadni rezidual e(y|x) vri-
Jjedi:

(i) E(Plylx]) = py i posljedicno E(e(ylx)) = 0,
(ii) Var(P[y|x]) = £, X, Z,,,
(iii) Var(e(y|x)) = Zyy — £, X712,
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(iv) Var(y) = Var(P[y|x]) + Var(e(y|x)),

(v) Cov(x,e(ylx)) =0.

Dokaz. Primjenom linearnosti matematickog ocekivanja imamo da je
]E(P[.ﬂx]) = E(ﬂy + Zyxz;;lc(x - ﬂx)) = IJy + nyz;; E(x - /Jx) = ﬂya
otkud slijedi (7). Primjenom svojstava kovarijance iz Leme 1.2.2 lako dobivamo (ii):

Var(Plylx]) = Var(uy + Ey X (¥ — 1))
= Cov(ty + Zp Ty (X — i), fy + Ty T (X — fi1y))
= CoV(Zy Zpy X, Bya Xy x) = o X Var(x) X 50
= Xy X, lexZ;; Zyy = nyz;;zxy’

X
a vrlo sli¢no 1 (iii):

Var(e(y|x)) = Var(y — gty — Zyu Xy (¥ — 1))
= Cov(y — fty — Zpu Xy (X — 1),y — fty — Zype Zg (¥ — p1))
= Var(y) — Cov(y, x) X1 Xy — Zyp ZolCov(x, y) + Xy X Var(x)E X,
= Z‘yy - 2ny2;;2xy + Z‘yxz;;zxxz;}czxj’

=Ly - nyZ;;ny.
Sada (iv) slijedi jednostavno iz prethodne dvije formule:

Var(P[y|x]) + Var(e(y|x)) = Ly X Zay + Xy — ZypZoaZyy = Ly = Var(y),

dok za (v) opet koristimo Lemu 1.2.2:
Cov(x, e(y|x)) = Cov(x,y — fty — Ty Toh(x — 1))
= Cov(x,y) — Var(x)Z;;ny

=Xy = 2“Jclc):';;zxy
=0.

Korolar 1.3.2. Ako su x i y normalne, tada je E[e(y|x)|x] = 0.
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Dokaz. Ako su x 1y onda je 1 e(y|x) normalan kao linearna kombinacija dviju normalnih
varijabli, a kako je kod normalnih varijabli nezavisnost ekvivalentna nekoreliranosti, iz
Propozicije 1.3.1 (v) i (i) redom imamo

Ele(ylx)lx] = Ele(ylx)] = 0.
O

Neka je za n € N L2 Hilbertov prostor svih n-dimenzionalnih slu¢ajnih vektora s
kona¢nim drugim momentom koji je opskrbljen skalarnim produktom

v, w) =E(W'w), v,weL,

1 pripadnom induciranom normom

vl = EO'v), veL. (1.11)

Tada je ocito x € L iy € L. Promotrimo linearni potprostor od £ definiran s
Ke={a+Bx:acR?BeR™},
Uocimo,
Var(a + Bx) "E? BE0f < +oo,

pa je zaista K, C Lz. Nadalje, uistinu je rije€ 1 o vektorskom potprostoru jer je

C1(0’1 +ﬂ,1.XT) + Cz(a’z +ﬁ,2X) = (clal + Czalz) + (ﬂl +ﬂ2)'x € «x

zasve c1,¢; € R, aj, @, € R1 1 B,B, € RP*. Sad je iz definicije najboljeg linearnog
predviditelja i norme jasno da je

Plylx] = Py, (),

pri ¢emu je Px(y) : L; — L operator projekcije na %K. Otud trivijalno slijedi iduci
rezultat.

Korolar 1.3.3. Za sve neslucajne matrice A € R?P i vektore b € RY vrijedi
P[Ax + b|x] = Ax + b.

Sljedeéa propozicija govori da bijekcijske linearne transformacije kovarijata ne utjecu
na najboljeg linearnog predviditelja.
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Propozicija 1.3.4. Za svaku regularnu matricu A € RP*P i vektor b € R? vrijedi

Ply|Ax + b] = Plylx].

Dokaz. Neka su A i b kao u iskazu. Dovoljno je pokazati da je Kprrp = K.
Neka je v = a + B'x € K, proizvoljan. Tada imamo:

v=a+Bx=a+Bx+BLA'b-LA'D
—a+fA ' (Ax+b)-FA'D
—a—-BA " +BA N Ax + D) € Karsp.

Sli¢no, za proizvoljni w = y + 6(Ax + b) € Kpxrp imamo
w=7y+d6(Ax +b) = (y + 6b) + 0Ax € K,

otkud slijedi druga inkluzija, a time 1 traZena tvrdnja.

13

O

Napomena 1.3.5. Uocimo da prilikom dokazivanja inkluzije Kaxrp S K, nismo koristili
regularnost od A. To znaci da linearna transformacija od x ne moZe poboljsati predvidanje

od y u smislu najmanjih kvadrata, tj. za sve A i b je

E (llevlAx + B)I3) > E (lle(vix)l3).-

To je i logicno, jer linearnom transformacijom ne dobivamo nikakve nove informacije,
ve¢ th samo moZemo izgubiti. Taj je gubitak proporcionalan defektu od A: ukoliko je A

regularan, ne gubimo nista, dok primjerice za A = 0 gubimo sve.






Poglavlje 2

Analiza glavnih komponenti

Pretpostavimo da su xi, y,,y 1 € sluCajne varijable koje zadovoljavaju
y=x;+2x; +&,
pri cemu su o¢ekivanja svih varijabli O te su xi, x, i &€ svi medusobno nezavisni. Tada je

Cov(xy,y) = E[x1(x; + 2x, + &)] = Var(x)
Cov(x,,y) = E[xa(x1 + 2x; + €)] = 2Var(x,)

pa imamo

s = Var(x) 0 s = Var(x,)
™ 0 Var(x,))” ™ \2Var(xy)]”

Stoga sustav1.8 iz Teorema 1.2.3

_ Var(x,) 0 1\ _ [ Var(x;)
2'xxﬁ - ny = ( 0 Var(xz)) (ﬂz) B (2V3.I'(X2))

ima jedinstveno rjeSenje B = (1,2), te je najbolji linearni predviditelj dan s
j\) =X + 2)62.

Takav model ima sljedecu interpretaciju: ukoliko se vrijednost varijable x; poveca za 1,
predvidanje od y povecat Ce se za 1, a ako poveéamo x; za 1, y raste za 2.

15
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Zamislimo sad sljedeci scenarij: Neka su xy, x5,y 1 € slu€ajne varijable koje zadovolja-
vaju

y=x1+2x+&
1
X1 = E)Cz. (21)

Kao i ranije pretpostavljamo da je ocekivanje svih varijabli O te da je € nezavisan od x; 1
x,. Uvodimo oznaku o := Var(x;) > 0. Tada je

Cov(xy,y) = E[x;y] = Elx1(x1 + 2% + &)] = E[x; (x; + 4x; + &))] = 50

Cov(x2,y) = E[x2y] = E[x2(x1 + 2x, + €)] = E[2x1(x; + 4x; + &)] = 1007
Cov(x1,x2) = E[x1x,] = E[2x}| = 207
Var(x,) = B[] = B [4x3] = 407,

Stoga je
o2 2072 502
Tax = (20‘2 40'2) Iy = (100’2) ’

te je vektor 8 iz Teorema 1.2.3 rjeSenje sustava

o 203\ (B _ (307
2072 40*\B,) ~ \6c?]”
Taj je sustav ekvivalentan jednadzbi
B =328, (2.2)

pa ima beskona¢no mnogo rjeSenja. Za koje god se rjesenje B odlugimo pri konstruk-
ciji modela, gornja interpretacija viSe nece vaziti. PoveCanje varijable x; dovest ¢e do
povecanja y za 5 (jer Ce se zbog 2.1 x, povecati za 2), dok ¢e poveCanje x, za 1 povisiti
y za % Medutim, ﬁ = (5, %)/ oCito ne zadovoljava 2.2 niti ima smisla s obzirom na odnos
varijabli. Ali ¢ak ni sva rjeSenja od 2.2 ne opisuju dobro stvarne ovisnosti. Ako primjerice
stavimo B = (—1,2)’, na§ ¢e model sugerirati da su x; i y negativno korelirane, dok je u
stvarnosti obrnuto.

U praksi ¢éemo rijetko naiéi na to da su varijable x; i x, savrSeno korelirane. Cak i kad
se susretnemo s necim takvim, to je lako rijesiti: moZemo izbaciti bilo koju od tih varijabli
iz modela bez ikakvog gubitka informacija. Problem nastaje kad su dvije varijable visoko
korelirane, ali im je korelacija manja od 1. Tada ne mozemo izbaciti nijednu bez nekog
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gubitka informacija. Nadalje, u uzorackom slucaju je tada matrica X’X “’skoro” singularna,
a invertiranje takvih matrica je numericki nestabilno (v. str. 192 u [1]).

Jedno od rjeSenja za visoku koreliranost kovarijata lezi u tzv. algoritmima za smanjenje
dimenzije, ¢iji je cilj transformirati p-dimenzionalni vektor x u k-dimenzionalni vektor u,
k < p, ¢ije ¢e komponente biti nekorelirane, a da se pritom izgubi minimalno informacija.
(U naSem bismo primjeru 2.1 mogli staviti k = 1, u; = x;, no situacija obi¢no nije tako
jednostavna.) U ovom poglavlju bavimo se jednim takvim algoritmom zvanim analiza
glavnih komponenti (engl. Principal component analysis, PCA). Rezultati koji slijede
preuzeti su ve¢inom iz [7].

2.1 Formulacija problema

Pretpostavimo da opazamo vektor x € R”, pri ¢emu je p velik. Zeljeli bismo broj
varijabli reducirati na neki manji broj (nekih) varijabli, a da pri toj transformaciji izgubimo
minimalno informacija.

Analiza glavnih komponenti pronalazi te nove varijable kao linearnu kombinaciju pos-
tojecih s ciljem da one budu najbolji linearni predviditelji komponenata od x. Te se glavne
komponente definiraju tako da su medusobno nekorelirane i imaju sukcesivno sve ma-
nju sposobnost predvidanja komponenata od x [7]. Preciznije, Zelimo pronaci matricu

7’
é = (1]1 np) € RP*P koja transformira Citav koordinatni sustav, odnosno daje novi
koordinatni prikaz od x oblika

u x'n,
u= = fx =
’
Up X )]p

s odredenim poZeljnim svojstvima. Pretpostavimo da je x € Lf,, te da ima pozitivno defi-
nitnu kovarijacijsku matricu. Stavimo

p:=E(x), X:=Var(x)>0.
Ukoliko potprostore S; od R? definiramo sljedecom rekurzijom
So=R?
S;= {v eR”: Cov(x'v,x'n;) =0, 1 <j< i},
koordinatne vektore 7, .. ., 77, biramo tako da zadovoljavaju sljedece uvjete:
n; €Si-1
E [lexle'n)li3| = min E|lleCxlxvIB|, 1<i<p, (2.3)
veS,-_1



18 POGLAVLIJE 2. ANALIZA GLAVNIH KOMPONENTI

Iz definicije potprostora S; vidimo da ¢e novonastale komponente u; biti nekorelirane.
Uvjeti 2.3 u biti garantiraju da éemo u svakom koraku izabrati komponentu koja linear-
nom regresijom najbolje predvida x, pod uvjetom da je nekorelirana s prethodnim kompo-
nentama. Iduéa lema daje nuZan i dovoljan uvjet na vektore i, kako bi potonji uvjet bio
ispunjen.

Lema 2.1.1. Komponente vektora
w=u,...,uy) = (x’nl,...,x’np)
medusobno su nekorelirane ako i samo ako za sve i, j € {1,...,p} td. i # jvrijedi
n.En; = 0.

Dokaz. Zai # jvrijedi

Cov(u;,u;) = Cov(x’ni,x’nj) = Cov(n;x, n}x) b2 n;Var(x)nj = l];):qj,
otkud slijedi tvrdnja. O

Ukoliko definiramo skalarni produkt
v, w)g := (v, Zw) = v'Zw,

uvjeti 2.3 postaju:

(1) Prvi koordinatni vektor i; odredujemo s

E [lleGelx'nIly| = min & leCelx vl (2.4)

(2) Zai > 2sem, bira tako daje ,Lyn,,...,1n,_; 1 vrijedi

min B |[llexlx 3], 1<i<p, (2.5)

VLsn,oliog

E [lleCxle'n))Ii3 |

pri cemu Ly oznacava okomitost u odnosu na (-, -)y. Preostaje pokazati da takvi koor-
dinantni vektori postoje te ih onda 1 pronadi.
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2.2 Koordinatni vektori
Teorem 2.2.1. Uvjeti 2.4 i 2.5 ekvivalentni su sljedecem:
(1) g, #0i

122 ry2
h=h = max v v’ (2.6)
n\xn, v£0  V'Zy

(2) zai>2jen,Lxn,,...,n,_, ivrijedi

2
Ut ' Ely
T = max .
l]iZl]i Visnenllisg V2V

(2.7)

Dokaz. Primijetimo da se minimizacija u 2.4 i 2.5 uvijek provodi za v # 0 jer prema
definiciji najboljeg linearnog predviditelja za sve v € R” vrijedi

E [le(xlxv)I3] = E[llx - PlxlevII3] < E|llx - mlB] = E[llx - PLxlx013].
KoriStenjem svojstva linearnog operatora traga
tr(AB) = tr(BA) (2.8)

1 linearnosti matematickog ocekivanja skupa s prethodnim rezultatima dobivamo da za
svaki v # 0 vrijedi

E [Ile(xlx’v)llg] = E [e(x|x'v) e(x|x'v)] = tr (E [e(x|x'v) e(x]|x'v)])
= E [tr(e(x|x'v) e(x|x'v))] Zg [tr(e(x]|x'v)e(x|x'v))]

= tr (E [e(x]|x'v)e(x|x'v)']) 10 tr(Var(e(x|x'v)))

1.3.1(iii) 1.2.2

tr (Epw — Zrpr Ly me) = tr(Z - Zv('zy) V')

v xv'x

lin. tr.

=X - (V) it (Evv'E) 2 - V')t (v’Ezv)

y' X2y
=trx —

Stoga je minimizacijav — E [Ile(xlx’v)llg] ekvivalentna maksimizaciji funkcije

V'
y—o> ——
vy’

otkud slijedi tvrdnja teorema. m|
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RjeSenje minimizacijskog problema danog s 2.6 1 2.7 daje sljedeci teorem, Ciji se dokaz
moze pronaci u [8].

Teorem 2.2.2. Neka su P i G kvadratne matrice istog reda p takve da je P simetricna, a G
Jjos i pozitivno definitna matrica. Tada su sljedece tvrdnje (i) i (ii) ekvivalentne:

(i) Vektorim,,...,n, sutakvi da je
(1) m, #01i

IP /P
’7,1 m _ max v'Py ’ 2.9)
n,Gn, vz0 V' Gy
(2) zai>2jenLeny,... 0., ivrijedi
n.Pn; ma v'Py
it _ X '
l]:Gl]l vl .l V' GY

(2.10)

(ii) Vektorimy,...,n, su takvi da je za i = 1,...,p 1n; svojstveni vektor od G'P koji
odgovara svojstvenoj vrijednosti v;, pri Cemu je vy 2 vy 2 -+ 2 v, i 1;Gn; = 0 za
i # ]

Nadalje, matrica G™'P ima p realnih svojstvenih vrijednosti (racunajuci kratnosti) te stoga
(i) ima rjeSenje.

Ako primijenimo ovaj teorem za G = X i P = X2, dobivamo da su traZeni koordinatni
vektori zapravo svojstveni vektori od G™'P = £7'X? = . Time smo sljede¢u definiciju
ucinili smislenom.

Definicija 2.2.3. Glavne komponente slucajnog vektora x € R su slucajne varijable
wj = X'1;, pri Cemu su 1,,...,1, svojstveni vektori od X koji odgovaraju svojstvenim
vrijednostima v; u silaznom nizu vy > -+ - > v,,.

Iduca propozicija pokazuje da su 7, . . ., 77, ortogonalni.
Propozicija 2.2.4. Neka su (n;,v;), i = 1,..., p svojstveni parovi pozitivno definitne ma-

trice X. Tada je ekvivalentno:
(i) i#j=mnZXn; =0,
(ii) i# j=nm; =0,

(iii) i # j = X 'n; = 0.
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Dokaz. Buducidaje X > 0, vrijedidajev; >0zasvakii=1,...,p. Stoga je

_ 1
n=—n,
Vi

pa su 17, X7, i £~', kolinearni, §to daje tvrdnju. O
Koordintani vektori su, dakle, medusobno okomiti pa i linearno nezavisni. Ubuduce

¢emo pretpostavljati da su oni i normirani, tj. da ¢ine ortonormiranu bazu od R”.

2.3 Regresija na glavnim komponentama

Vratimo se inicijalnom problemu: za dani x € R” Zelimo predvidati y € R. ! Oznac¢imo

o = Cov(x,y) € RP. Kako je {n,, ..., ng} ortonormirana baza, imamo
K
o= (oM 2.11)
k=1

pa je koeficijent ;¢ u najboljem linearnom predviditelju dan s

2.11

K K K
_ ] ] 1
s=L'o= 2 I[Z«r, m)nk) = (e = ) e m) o (212)
k=1 k=1 k=1

Kako bismo dobili Sto stabilnijeg procjenitelja za B, ¢, pokusat cemo maksimalno sma-
njiti broj pribrojnika u 2.12. Za pocetak mozemo izbaciti sve 1, takve da je (o, 1;,) = 0.
Nadalje, pokazat ¢emo da za viSestruke svojstvene vrijednosti moZzemo imati samo jedan
pribrojnik; preciznije, ako je v;, = v;, = --- = v; = v, tada postoji vektor 7 takav da je

r 1 1
D e m)=n, = (@m-n. (2.13)
=l 4 4

Vidimo da je i kolinearan sa sumom na lijevoj strani pa postoji @ € R takav da je

n=a) (e,
k=1

'U ostatku rada pretpostavljat da je y slucajna varijabla, jer je generalizacija za slu¢ajne vektore jasna
(istom metodom kojom predvidamo jednodimenzionalne varijable moZemo predvidati vektorske komponente
vi), a oznake su dosta jednostavnije.
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2.13 tada postaje

2(0, 0;0Mm;, = <a 2(0, ;)M <T> @ 2(0, )M,

=1 k=1 k=1
Uzimanjem normi obiju strana dobivamo:
) 1

==,
Zk:](o-’ ’]lk>2

odnosno

Zi=10 M,
+

\/ZZ:KO” ’]ik>2.

Uocimo, 77 je normiran (u normi ||-||2). Takoder, kao element linearne ljuske od {n, , ..., 1, }
ortogonalan je na preostale vektore baze te je ujedno svojstveni vektor pridruZzen svojstve-
noj vrijednosti v. Nadalje, i je jedinstven do na predznak (jer u gornji smo racun krenuli
samo s nuZnim uvjetom 2.13). Time dobivamo (gotovo) jedinstven rastav

]]:

M

Bis = ) LMy, (2.14)

=k

u kojem su svi pribrojnici netrivijalni, 17, su ortonormirani, a v, medusobno razliCiti.

Definicija 2.3.1. Svojstveni vektori n; koji se pojavijuju u 2.14 nazivaju se relevantni
svojstveni vektori, dok se pripadni koeficijenti u;y = (i, X — l,) nazivaju relevantne kom-
ponente od x za predvidanje y.

Tada imamo sljedeci rastav od x :

K
X =X =yt Hy = Hx+ Z(x = Hoes MM,
k=1

M K
=My t Z<x = M, Ny + Z (X = e, O,
k=1

k=M+1
M
:ﬂx +Z”k’]k+ea
k=1
pri cemu je

K
e= D (x—panm,

k=M+1
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dok je linearni model oblika
Y=y + Brs(x — px)

(0, )

s Ik

= E (Mie> X — )
= Yk

M
Z YUk,
k=1

gdje je

<0-’ ’]k)
Vi

Yi = ,kzl,...,M.

Takav se model zove regresija na glavnim komponentama (engl. Partial component
regression, PCR). On se po predvidanjima koja daje u teoriji ne razlikuje od linearne regre-
sije, ali je zbog nekoreliranosti komponenata u; puno interpretabilniji. Ukoliko su pocetne
veli¢ine x 1 y normalne, tada su takve i u; pa su one i nezavisne. Stoga, kad povecamo u;
za 1, to nece (vjerojatnosno) utjecati na preostale glavne komponente pa o¢ekujemo porast
od y za ;. Osim toga, buduéi da su glavne (pa tako i relevantne) komponente sortirane
po vaznosti, gornju sumu moZemo ~odrezati” tako da ona ide od 1 do k za neki k < m,
¢ime dobivamo malo drugaciji model od klasi¢ne linearne regresije, s potencijalno boljom
sposobnosti generalizacije.






Poglavlje 3

Parcijalni najmanji kvadrati

Ovo poglavlje ¢ini srzZ cijelog rada 1 bavi se algoritmom za modeliranje poznatim pod
nazivom metoda parcijalnih najmanjih kvadrata (skraceno PLS od engl. Partial least squ-
ares). Slicno kao i PCA, metoda se primjenjuje kada imamo puno (potencijalno koreli-
ranih) kovarijata koje Zelimo svesti na manji broj relevantnih komponenti. Simulacije su
pokazale da PLS dostize najmanju kvadratnu gresku s manjim brojem faktora nego PCA
[4]. Medu ostalim prednostima u odnosu na PCA isticu se i jedinstven odabir glavnih
komponenti te manja sloZenost algoritma.

PLS vuce svoje korijene iz ranih 1980-ih. NajviSe su mu doprinijeli Svante Wold 1
Harald Martens koji su ga razvijali kao kalibracijsku metodu za predvidanje kemijskih
varijabli, kod kojih je zavisna varijabla neka kemijska tvar (protein ili mast), dok kovarijate
predstavljaju apsorpcije mjerene pod razli¢itim valnim duljinama nekim spektografskim
instrumentom.

Prvo ¢emo predstaviti algoritam i pokuSati ga intuitivho razumjeti, a potom ga nizom
rezultata povezati s modelima iz prethodna dva poglavlja. Vecina teorema koje ¢emo do-
kazati, kao 1 glavni tok misli, preuzeti su iz [5].

3.1 Algoritam

Iako vecina rezultata vrijedi 1 bez pretpostavke normalnosti, konkretnosti radi pretpos-
tavit cemo da imamo sljedeci slucaj:

b 2 o

gdje je x = (x1,..., xg) sluajni K-dimenzionalni vektor, a y sluajna varijabla.
Populacijska verzija PLS algoritma tada glasi ovako:

25
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1. Inicijaliziraj pocetne reziduale:
€y = X — lx
fo=y—ny.
Zaa=1,2,...K:

2. IzraCunaj komponentu ¢, kao linearnu kombinaciju od e,_;, pri cemu za koeficijente
uzmi vektor korelacije s f,_;:

Wq = COV(eafl’fafl) (3.2)
i = (Wa,€4-1). 3.3)

3. Metodom najmanjih kvadrata odredi koeficijente uz komponente za x i y ':

P, = Covlea,1.)/Var(ta) (3.4)
qa = Cov(fa-1,1,)/ Var(t,). (3.5)

4. IzraCunaj nove reziduale:

€, =€,41— pata

fo=For = dala-
Prateci korake algoritma induktivno dobivamo sljedeci rastav od x:
X=fiy+te =M+ Pili+e ==y +Pili+ +Platea (3.6)
Sli¢no dobivamo i za y:

y:ﬂ)7+q1tl+"'+Qata+fa- (37)

U a-tom koraku, dakle, imamo rastav od x i y na komponente ¢, 1 njihove greske e,
1 f,, redom. U koraku a + 1 pokuSavamo obje te greSke smanjiti projicirajuci ih na #,,,
koji nije niSta drugo doli projekcija f, na e,, pa o¢ekujemo da komponente #,, osim Sto
dobro opisuju x, ujedno sadrzavaju bitnu informaciju za predvidanje y; u biti paralelno
rastavljamo x i y na glavne komponente - slicno kao dvostruki PCA, ali uz uvjet da su
dobivene komponente za obje varijable jednake 1 x-izmjerive.

Pokazimo da su #, doista x-izmjerivi. UoCimo da je t, po definiciji e,_;-izmjeriva funk-
cijapaje stogaie, e, i-izmjeriv kao linearna kombinacija e,_;-izmjerivih varijabli. Bududéi

! Algoritam svoje ime duguje upravo ovom koraku.
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da je ey x-izmjeriva, indukcijom zakljuCujemo da su sve #, x-izmjerive, $to smo i htjeli.
Nadalje, svaki e, je kao greska projekcije najmanjih kvadrata nuZno nekoreliran s ¢, pa
su stoga f, f, t3,... svi medusobno nekorelirani, $to je takoder poZeljno svojstvo nasSih
komponenti.

Posljedi¢no tome, imamo da je

3.6
Cov(eai, fa-1) = Cov(es1,y — py — qiti =+ = qa-1ta-1)

a—1

= Cov(eq1,5) = ), 4a Covlea 1, 1)
k=1 0

= Cov(e,_1,Y).

Koristeci rastave 3.6 1 3.7 analogno dobivamo da je
Cov(ea—l, ta) = COV(x’ ta)
COV(fa—17 ta) = COV(ya ta)'
Stoga u 3.2 umjesto f,_; moZemo staviti y, u 3.4 moZemo zamijenitie,_; s x,au3.5 f,_; s
v, ¢cime dobivamo ekvivalentan algoritam u kojem je:
W, = COV(ea—l»y)
p, = Cov(x,t,)/Var(t,)
ga = Cov(y, 1,)/Var(t,).

Takvi zapisi daju malo drugaciju interpretaciju. U koraku s “parcijalnim najmanjim kva-
dratima” primjerice umjesto procjene preostale greske e,_; pomocu novonastale varijable

1, procjenjujemo Citavu varijablu x. Medutim, kako je #, okomit na 7y, ...,7,-; (isto kao
1 e,_1), neminovno je da njegovo dodavanje u sumu popravi procjenu upravo u smjeru
greske.

Osvrnimo se odmah i na uzoracku verziju algoritma. Pretpostavimo da imamo realiza-
ciju slu€ajnog uzorka varijabli iz 3.1 duljine N koji je dan s

X111 X2 ot XiK Y1
X1 X2 vt Xog 2

X=(x x - xg)= T eRMK y=|""|eRrR". (3.8)
XN1 XN2 t° XNK YN

U principu se uzoracki algoritam ne razlikuje od populacijskog ni u ¢emu drugom osim
Sto se umjesto ocekivanja i varijance koriste njihovi procjenitelji - prosjek 1 uzoracka va-
rijanca. Ipak, potpunosti radi (i zato $to ¢e nam biti koristan za usporedbu s alternativnim
algoritmom u idu¢em odjeljku), precizno ¢emo navesti 1 njegove korake.
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Prvo ¢emo oduzeti prosjeke Xi,...Xg,y od varijabli xi,...xg,y redom kako bismo
inicijalizirali matricu E i vektor f,.

Eo=X-(¥ % ... ¥)=X-XeR"™ (3.9)
=X
fo=y-yeR" (3.10)
Zatim zaa = 1,2,... ponavljamo:

1. IzraCunamo teZine i komponente zajednicke x i y:

Y
Wq = Ea—lfa—l
t, = Ea_lwa.

2. Koristenjem najmanjih kvadrata racunamo p, i g,:

E, t, (_ X’ta)

Pa==y ™ T,
_ f:z—lta _ y,ta
e, t't,)
3. Na kraju svakog koraka raCunamo nove greske:
Ea = Ea—l - tap;
fa = fa—l - taq;'

Uocimo, u koraku A uzorackog algoritma dobivamo rastave

X=X+t,p,+ -+ t,p, +E,
Yy=Yy+tiqi+-+taqa+ fa,
usporedive s 3.6 1 3.7 redom.
Nadalje, koriste¢i induktivno ortogonalnost greske nastale primjenom najmanjih kva-

drata - sli¢no kao 1 u populacijskom slu¢aju - moZemo vidjeti da su ¢4, ..., £, medusobno
okomiti za svaki a te je

Pla(xk_fk):plktl_'_'.+pakta, k:l,...,K,
Py =¥) = qit1 + -+ + qaly, (3.11)

pri ¢emu smo s P,, oznacili projektor na [{¢y,..., t,}], dok koeficijent p; oznacava k-tu
koordinatu vektora p; zai=1,...a.
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Pretpostavimo sada da smo za dani uzorak 3.8 izvrSili A koraka algoritma 1 time “is-

trenirali” na$ predikcijski model. Ako je xo = (xo1,...,Xox) novo opazanje, definiramo
ey = Xo — Xp, azatimzaa = 1,...,A raCunamo vrijednosti komponenti i greSaka redom
ovako:

’
tao = ea_lwa

€, =€, 1 —tyP,- (3.12)

Tada je predvidanje u koraku A dano s

A A
.= - 1y
Yo :J’+qu061u :J’+Zlaotat .

a=1 a=1 a

’
a

3.2 Alternativni algoritam

Drugi algoritam za PLS koji ¢emo obraditi uveo je Harald Martens u [11]. Glavna
razlika u odnosu na algoritam izloZen u proSlom odjeljku lezi u tome Sto se koristi multi-
varijatna regresija kako bi se pronasli koeficijenti g. Drugim rijecima, u koraku a umjesto
predvidanja f,_, preko ¢, predvidamo citav y koriStenjem svih dotad izracunatih kompo-
nenti £4,...,%,. Time umjesto novog koeficijenta ¢, (kojeg smo ranije dodali prethodno
izraCunatim ¢y, ..., q,_1) dobivamo ¢itav niz koeficijenata ¢, . . . , Guq, K0ji “Zive” lokalno
samo u tom koraku.

Pokazat ¢emo da su, usprkos tim razlikama, algoritmi ekvivalentni, u smislu da daju
ista predvidanja, Sto je glavni rezultat ovog odjeljka. Zatim ¢emo koriste¢i tu ¢injenicu
izvesti rekurzivnu formulu za teZine w, 1 relativno jednostavnu formulu za predvidanje. Ti
su rezultati preuzeti iz [4].

Novi algoritam uvest ¢emo u njegovoj uzorackoj verziji (prelazak na populacijski slucaj
isti je kao kod primarnog algoritma). Pretpostavimo da imamo realizaciju uzorka danu s
3.8. Greske se inicijaliziraju kao i ranije 2:

r=X-X
fo=y-J.

2Varijable koje se odnose na alternativni algoritam oznacavat éemo zvjezdicom kako bismo ih razlikovali
od onih iz primarnog algoritma.
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Zatim u koracima a = 1,2, ... raCunamo sljedece koeficijente:
p.=E_/'fi
E* * X* *
;= — P (: *,”“) (3.13)
Py Pa Py Py
T,=(¢ ... )
g, = (T,'T;)" T,y (3.14)

E, =E, -t.p)/

a

fi=y=) iy (3.15)
k=1

Glavna razlika medu algoritmima je, dakle, u 3.14. Medutim, postoji joS jedna sup-
tilnija razlika: u alternativnom algoritmu prvo (nekom formulom) definiramo vektor p,
a zatim ¢, raCunamo metodom najmanjih kvadrata kako bismo preko p; predvidjeli E

%
a—1°

dok je u primarnom algoritmu obrnuto. Stoga su u drugom algoritmu vektori pj, ..., p,
ortogonalni, bas kao i vektori ¢4, ..., £, u prvom.

Ako je xo = (xo1, - . ., Xox)' NOVO OpaZanje, stavljamo e = xo — Xy, a zatim, kao u 3.12,
zaa=1,...,AraCunamo

* 7k
* _ea—lpa
a0 —

PP,
€)= ¢\~ Lp, =€~ ) toPi (3.16)
k=1
Predvidanje od y, tad glasi
A
o=V + ) L@ 3.17)

a=1

Kasnije ¢emo izvesti puno jednostavniju formulu za predvidanje. Ali prvo idemo do-
kazati najavljenu ekvivalenciju algoritama.

Teorem 3.2.1. Uz ranije uvedene oznake u oba algoritma, zaa = 1,2,... vrijedi
(a) Py =Wa,
(b) [ty,....t01 =1, ..., ta}],
(c) fo=Ffa
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(d) 5’20 = JA’ao-

Dokaz. Neka su bez smanjenja opéenitosti X = 01y = 0. Nadalje, neka su P i P
projektori na prostore [{¢],...,£;}]1[{f,...,¢,}] redom te neka je Iy jediniCna matrica u
RM*N Tada iz 3.11 imamo

E, =y -PwX (3.18)
Sfo=Uy =Py, (3.19)
dok 3.14 - 3.15 daju
=X- ) tip (3.20)
fo=Un =Py (3.21)
Pokazat ¢emo (a) 1 (b) zajedno koriStenjem matematicke indukcije. Za a = 1 imamo
E)=X=E;
fo=y=fo

pa je

=Ey' fo = Eofo = wo,
Sto daje bazu za (a), dok bazu za (b) dokazuje relacija
E0P1 _ EOwl
pl p] w1 wl

Pretpostavimo sada da za neki a € N vrijede (a) 1 (b). Tada je P, = P;_pa vrijedi fo=F
Sto dokazuje (c). Nadalje, bududi da je (Iy — P;,) projektor na [{¢,...,¢,}", vrijedi

o« 1.

= ——

Sfo LUt 4], (3.22)
Iy—Pu=Uy-Pu) (3.23)
=y —-Pw). (3.24)

Otud slijedi

Pon =EJf4 —( Ztipi') ( ’—Zp}iti’)fii
k=1

322 g 319

=X'f, - 2)%f> X'f, = X'(Iy - Py
0

22Xy - Py = X Uy - Pu)Iy — Py

324

= Uy = P)XI' Uy = Pia)y = Eof g = Wanr, (3.25)
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Sto dokazuje (a). UvrStavanjem 3.18 1 3.20 u definicije komponenti u primarnom i alterna-
tivnom algoritmu redom dobivamo

lyy1 = ana+1 = (IN - PIa))<wa+1 = Xwa+1 - PIIIXWIH—I (326)

t2+1 & EZPZH = (X - Z tZPZ') pZ+l = XPZH - Z <plt’ p2+1> tz
=1 S——

k=1 0

=Xp ., =Xwu. (3.27)

Buduci da je vektor $,,Xw . linearna kombinacija projekcija komponenti od X na [{#, ..., ¢,}],
po pretpostavci se nalazi u [{£],. .., ¢;}]. UvrStavanjem 3.27 u 3.26 sad vidimo da je ¢, €
[{¢],.... £, ,}], Sto dokazuje (b).

Zbog jednakosti tih ljuski za svaki a postoji regularna matrica D takva da je T, = T,D,
pri cemu je T, = (t R ta). Iz naCina na koji stvaramo predikcijske komponente #; i £;

u 3.12 1 3.16 redom, jasno je da vrijedi

(05 - - > Ey0) = (2105 - - - s La0)D.

Buduci da je D regularna, po Propoziciji 1.3.4 je $., = 9, pa slijedi (d). O
Korolar 3.2.2. Za svaki a < K su teZine wy, ..., w, medusobno ortogonalne.
Dokaz. Tvrdnja slijedi iz Teorema 3.2.1 (a) i Cinjenice da su pj, ..., p;, ortogonalni. O

Teorem 3.2.3. Rekurzija za teZine u primarnom algoritmu je dana s

wi =Eyf,
W1 =5 — W(W.SW,)'W's, (3.28)

pri Cemu su

s=Xy, S=XX, Wa:[wl w]

Dokaz. Uvrstimo li Teorem 3.2.1 (a) u 3.13, dobivamo

*
Ea— 1 Wa

t=—r

==,
wa wa
Sto moZemo matri¢no zapisati kao

T, =XW,C,, (3.29)
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gdje su
W, = [w1 --wa] e RKxa,
ﬁ 0 0
will2
0 - ... 0
C,=| . e . e R
: -
0 0 s

Uvrstavanje 3.29 u 3.14 daje
g, = (T,/T;)" T,y = (XW,C)XW,C,)" (XW,C,)y

= (C,W.X'’XW,C,)"'C,W'X'y

=C'(WX'XW,)'C;'C,W' X"y

=C;' (W/SW,)'W's,
gdje su

s=Xy, §S=XX
Iz 3.25 imamo da je
war = X'(Iy = Pp,)y.
Kad u matri¢ni zapis projektora #;, uvrstimo 3.29, dobijemo
P, = To(T;To) "' T, = XW,Co(XW,C,)XW,Co) " (XW,C,)

= XW,C,C.;' (W X'XW,)'C,'C,W'X’
= XW,(W/SW,)'W' X"

Konacno, uvrstavanjem 3.32 u 3.31 dobivamo

W1 = X' (Iy — XW,(W.SW,) "W’ X")y
=5 - SW,(W.SW,) 'W/s.

Napomena 3.2.4. U populacijskom slucaju vrijedi sljedeca rekurzija za teZine:

w =0
Wasr1 = 0 — ZW, (W IW,) "W 0.

33

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)



34 POGLAVLIJE 3. PARCIJALNI NAJMANJI KVADRATI

Na kraju ovog odjeljka dat ¢emo pojednostavljenu formulu za racunanje predvidanja.
Teorem 3.2.5. Za oba PLS algoritma, predvidanje u koraku A glasi
Ja0 =Y + B prs(xo — X),
gdje je
Barrs = Wa(W.SW,)'Ws. (3.34)
Dokaz. 1z 3.17 i Teorema 3.2.1 (d) imamo da je
Va0 =Fao =¥ + (g, - -, 140)qa-
Sli¢no kao $to smo u dokazu Teorema 3.2.3 dobili T, = XW,C,, iz 3.17 lako dobijemo
(0> - - - s Tao) = (X0 — X)W, Cy,
pa imamo
Jao =Y+ (xo — %) W4Cuq,

2§+ (10 - B WAC,yC, (W, SW,) ' Wis

=Y+ (xg— X)) WA(W/,SW,)'W's.

O

Korolar 3.2.6. Za A = K vrijedi

Barrs = Brs
pri Cemu je
Bis =S7's
vektor iz najboljeg linearnog procjenitelja.
Dokaz. Kad je A = K, matrica S je punog ranga pa iz 3.34 imamo
Baris = Wa(W,SWo) ™' Wis = W W, 'ST'W, " Wis = 5715 = B

O

Napomena 3.2.7. U populacijskom slucaju za vektor procjenitelja vrijedi sljedeéa for-
mula:

Barrs = WL (W, W) 'W/,0o. (3.35)
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3.3 Vezaizmedu PLS i PCA

U Korolaru 3.2.2 pokazali smo da su teZine w, ortogonalni K-dimenzionalni vektori.
Buduci da su netrivijalni, to povlaci da su nezavisni pa regresijski vektor B; p;¢ 1z 3.35
ovisi iskljucivo o njihovoj linearnoj ljusci. Prema Korolaru 3.2 je By p;s = Bs. Glavno je
pitanje ovog odjeljka postoji li moZda neki A < K takav da je B, p;s = By 1, ako postoji, o
¢emu on ovisi. Pokazat e se da je A jednak broju relevantnih svojstvenih vektora koje smo
definirali na kraju proSlog poglavlja, ¢ime dobivamo potencijalni zaustavni kriterij naseg
algoritma.

U svrhu dokazivanja te tvrdnje za pocetak uvodimo sljedece oznake:

Sa=Hwi,wa, ... ,wall,
M :=max{n e N:w, # 0}.

Uocimo, zbog nezavisnosti od {w,w,, ..., w4} nuzno vrijedi M < K. Nadalje, neka su
1n,, ..., relevantni svojstveni vektori od x za predvidanje y iz Definicije 2.14, te neka
su vy, ..., vk pripadne svojstvene vrijednosti. Slijedi niz teorema koji ¢e nas dovesti do

najavljene tvrdnje.

Teorem 3.3.1. (a) S, = [{o, X0, X0, ..., 2" 0},
(b)) M =min{A e N: X0 € §,).
(c) M =minfA e N: B,5 € S4}.

Dokaz.  (a) Ovo ¢emo dokazati indukcijom. Cinjenica da je

wy = Cov(eo, fo) = Cov(x — py,y — ) = &

dokazuje bazu. Pretpostavimo sad da skupovi {o, X0, Yo, ..., ZA_IO'} 1{wi,wa,...,wu}
razapinju isti potprostor. Rekurziju za tezine 3.33 moZemo promotriti na sljedeci
nacin:

Warl = 0 — EW4 (W, EW,) 'W,0 = 0 — W a, (3.36)

a

pri Cemu je a € RX neki niz koeficijenata. Bududi da su po pretpostavci

Aol

Wi,...,wa € [{o, X0, X%0,..., X
stupci matrice XW,4 su nuzno u [{X0, Xo,...,. X0} pajei

IW,a € [{E0, X0, ..., X 0}l (3.37)
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Otud slijedi da je

War = 0 — W, € [{o, 20, 220, ..., X o)),
iz ¢ega dobivamo

[wi,wa,...,wan}] C [{o, Z0, 220, ..., 20}

Ukoliko wy,; # 0, imamo jednakost jer su oba potprostora tada nuzno istih dimen-
zija (obojici prostora iz pretpostavke se dimenzija povecala za 1 dodavanjem novog
¢lana).

S druge strane, ako je wa,; = 0, 3.36 postaje
o=XW,a,
pa je prema 3.37
o€ [{(Zo,X%0,... . 2 )],

$to znaci da je dodavanjem novog ¢lana u skup {0, X0, X0, ..., X0} uvedena

zavisnost te se dimenzija njegove ljuske, kao ni one skupa tezina, nije povecala pa
su po pretpostavci te ljuske ostale medusobno jednake.

Iz (a) imamo da je M maksimalna dimenzija prostora koji nastaju takvim iteracijama
pa slijedi tvrdnja.

Pokazat ¢emo ekvivalenciju:
B €Sy = X0eS,.
Ako za neki A € N vrijedi da je
Yo e Sy,

tada prema (a) postoje koeficijenti ay, ..., a4 takvi da je
A
Yo = Z X o
k=1
Neka je m := min{k : @ # 0}. MnoZenjem gornje relacije sa X" dobivamo

A
o = @, X o + Z oz o

k=m+1
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Budu¢i da a,, # 0, ovo nam daje

A
1
Ylo=— (ZA_’"O'— Z X o],
Cy”’l
k=m+1
paje
ﬂLS (S SA.

Obrnuto, ako za neki A € N vrijedi da je B, € S, tada postoje koeficijenti
ay,...,a, takvi da je

A
Ylo = Z X o
=

Neka je m := max{k : a4 # 0}. MnoZenjem gornije relacije sa *~"*! dobivamo

M-1
YA g = Z XA " e + @, X0,
=1

pa je

O

Teorem 3.3.2. (a) M je jednak broju svojstvenih vrijednosti v, takvih da je (nqy, o) # 0
za barem jedan svojstveni vektor 0y pridruZen vy.

(b) M je jednak broju relevantnih komponenti od x za predvidanje y.
(c) Relevantni svojstveni vektoriny, ... ,1,, iz 2.14 takoder razapinju S y.

Dokaz. (a) Za neki a € N (kojeg ¢emo definirati kasnije) promotrimo sljedeci sustav
linearnih jednadZzbi s nepoznanicama cy, ..., ¢,:

a

Z o = 0. (3.38)

k=1
Raspisom analognim 2.12 lako dobijemo da je

K

<0-’ ’7)
Yo = Z " J n;j.

J=1 J
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UvrStavanjem toga u sustav 3.38 dobivamo

a

a . a K <0-’7]j> K i
Ozzckz 0'=ZC/< ZTﬂj :Zﬂj[ZJ«T,’]ﬁ]-
J J

k=1 k=1 J=1 =1 k=1
Buduc¢ida sun,,..., 1, nezavisni, taj je sustav ekvivalentan sljedecem:
S e
D= =0, zasve jtakve da (o, 1,) # 0. (3.39)
v '
k=1 "]

Neka je J broj jednadzbi u sustavu 3.39. Stavit ¢emo da je a = J. Tada sustav postaje
kvadratni pa mozemo promotriti determinantu njegove matrice koja je dana s

1 L 1L 1
Vi % v
1 L b 7
7 7 2
1 1 1
L 7

Rije¢ je o poznatoj Vandermondeovoj matrici, koja je regularna ako 1 samo ako su
svi vy, ..., v; medusobno razliciti, Sto nam daje sljedeci niz ekvivalencija:

a < J & v;u 3.39 su medusobno razliiti.
--=¢, =0.

&= sustav 3.39 ima jedinstveno rjesenje ¢,
w=c, =0.

<= sustav 3.38 ima jedinstveno rjesenje ¢,

— o,X7'o,..., X "o su nezavisni.
Sad po Teoremu 3.3.1 (b) imamo da je J = M.
(b) Slijedi iz (a) i Definicije 2.3.1.

(c) Dokaz zapocinjemo vec¢ koriStenom relacijom

K
Zk_l()' = Z V§_1<0', l],>l]]

=1

Na isti nacin kao u 2.14 iz sume na desnoj strani moZemo izbaciti pribrojnike kod
kojih je (o, ;) = 0 te ju dodatno profiniti tako da imamo samo jedan pribrojnik po
svojstvenoj vrijednosti. Koriste¢i Teorem 3.3.1(a) dobivamo da se svaki vektor baze
od S 4 moZe izraziti pomocu M relevantnih svojstvenih vektora pa stoga i oni ¢ine

bazu.
O
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Teorem 3.3.3. B4prs = Prs = A =M.
Dokaz. Kombiniranjem 3.33 1 3.35 dobivamo
Warl = O — ZﬁA,PLS'

Stoga je By prs = Y~ 'o ako i samo ako je wa,; = 0. O

3.4 Faktorski modeli

Prisjetimo se PCR modela s kraja prethodnog poglavlja. Pokazali smo da vrijedi

M
X =p, + Z wep, + e, (3.40)

k=1

pri ¢emu su

uk:<x_ﬂx77]k>, k: 17~-'7M

K
e= Y (x— e (3.41)
k=M+1
i
M
Y= v+ eo, (3.42)
k=1
gdje je
o= By
Vi

Sljedeci teorem pokazuje vezu relevantnih komponenti s koeficijentima p, i g 1z origi-
nalnog PLS algoritma.

Teorem 3.4.1. (a) U rastavima 3.40i 3.42 sve su varijable u,, ... ,uy, ey i e medusobno
nekorelirane i normalne.

(b) Kadje A = M, 3.6 je ekvivalentan 3.40, dok je 3.7 ekvivalentan 3.42. Preciznije:
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(i) eyy =ei fy = egpaje
Uy, (3.43)

YiU. (344)

(ii) Vektori p,, ..., p, razapinju S y.
(iii) U Hilbertovom prostoru normalnih varijabli s ocekivanjem nula, opremlje-

nim skalarnim produktom (x,y) = [E(xy), ortogonalni skupovi {t|,...,ty} i
{ui, ..., uy} razapinju isti potprostor U ,.

Dokaz.  (a) Bez smanjenja opcenitosti pretpostavit ¢emo da je y, = 01 u, = 0. Prema
definiciji relevantnih svojstvenih vektora imamo da je (n,,0) = 0 kad je k > M.
Stoga je

K
Cov(e,y) 2" E(ey) A E[ Z e, oy 'YJ

k=M+1

K K
= Z (Bxy), )1, = Z (o,nmn, = 0.

k=M+1 k=M+1

Sli¢no, zbog ortogonalnosti svojstvenih vektora za k < M imamo

K
Cov(e, ux) = E(e, uy) = E[ Z (x,n;)n £x, rm]
j=M+1

K K

Z E(x, 9,)x, m)n; = Z E(xx'n)n;
Jj=M+1 Jj=M+1

K K
> B In; = ) [nZn,n,

j=M+1 j=M+1

K

= > Ifvmn; = 0.

Jj=M+1

Koristenjem istog trika dobivamo da je za j,k < M takve da j # k

Cov(uj, w) = E(ujue) = ECx, n;)(x, 1)) = 0.



3.4. FAKTORSKI MODELI 41

(b) Za ostatak dokaza posluzit ¢emo se alternativnim algoritmom koji nam daje rastave

X=Ue+piti+ - +pt +e,, (3.45)
Y= My + gat+ o+ Guala + Sy (3.46)

Pritom je po Teoremu 3.2.1(a)

oo (W, X)
Wa, Wa)’

(3.47)

pa se zapravo radi o projekciji vektora x na potprostor razapet ortogonalnim vekto-
rima wy,...,w,. Neka je sada A = M. Po Teoremu 3.3.2 (c), u gornjem algoritmu x
projiciramo i na ljusku vektora 7, ..., n,, pa usporedbom 3.40 i 3.45 dobivamo da
je ey, = e. Po Teoremu 3.2.1 (c) je f; = f, opCenito.

Prvo ¢emo dokazati (iii). Neka je Uy = [{uy,...,ua}]. Bududidaje u, = (g, x), 3.47
1 Teorem 3.3.1(c) daju da je Uy = [{f], ..., 1, }]. Prema populacijskoj verziji Teorema
3.2.1 (b) vrijedi da je [{f},...,£3}] = [{f1,...,14}], Sto dokazuje tvrdnju.
Nastavljamo s dokazom (7). Iz PLS algoritma je jasno da je svaka koordinata vektora
(p t1+- - - pytm) projekceija pripadne koordinate od x na Uy, dok je (gi#1 +- - - +qmtu)
projekcija od y. Kad usporedimo to s 3.40 i 3.42, jasno je da pripadni reziduali
moraju biti isti, tj. eyy = e i fy = f.

Konac¢no, za proizvoljan j < M imamo

M= T_TM'—:

MUk /"j

pit; = ) M, / E(-)

>~
1l

1

PEE) = ) Eut)).
k=1
Buduci da je Var(z;) > 0, imamo da je p; € [{m, ..., n,}]. Stoga je

[{plaapM}] [{nlﬂﬂnM}]

Koriste¢i ortogonalnost vektora 5, ...,1,, 1 ¢injenicu da je Var(u;) > 0 za svaki
J < M, analogno dobijemo i n; € [{n,...,1,}], otkud slijedi druga inkluzija, a
samim time i (if).

O
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Usporedba metoda na podacima

Za kraj rada testirat ¢emo kako se metode opisane u prethodnim poglavljima ponasaju
u primjeni. Podaci ¢e biti simulirani tako da zadovoljavaju pretpostavku da su kovarijatni
vektor x i zavisna varijabla y normalni te u srednjem linearno povezani. Jednostavnosti radi
¢emo, kao i u prethodnom poglavlju pretpostaviti da je y sluajna varijabla (a ne vektor)
te da je Var(x;) = 1 za sve komponente od x, dok ¢emo medu eksperimentima varirati
sljedece parametre:

1. dimenziju K vektora x, K € {5, 10, 50, 100, 200},
2. koeficijent korelacije p medu kovarijatama, p € {0.01,0.1,0.2,0.5,0.9,0.99},
3. veli¢inu uzorka za treniranje modela N € {K, 2K, 3K, 5K, 10K},

4. broj komponenti n koje se koriste za predvidanje u PLS i PCR algoritmu,
n € {[0.01K7,70.1K1,[0.25K7,[0.5K1,[0.8K1}.

Dakle, prvo simuliramo uzorak duljine N varijabli

x;~NQO,1), i=1,...,K,
Bi~N(©,25", i=1,...,K,
&~ N0, 1), @.1)

a zatim konstruiramo uzorak zavisne varijable y formulom

y=pBx+e€

Pokazalo se da su rezultati puno stabilniji ukoliko su koeficijenti 8; po apsolutnoj vrijednosti u prosjeku
veci od Var(x;) = 1. Time na neki na¢in "ucvrs¢ujemo” linearnu vezu.
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Pritom ¢e u svakom eksperimentu vrijediti i
COV(.X,', -xj) =p, I # .]9

dakle, ne¢emo provoditi eksperimente u kojima kovarijacijska matrica X, sadrzi viSe od
dvije vrijednosti. Takoder, broj glavnih komponenti u PCR-u ¢e u svakom eksperimentu
biti jednak broju koraka koje smo napravili u konstrukciji PLS modela.

U Tablici 4.1 vidimo dio rezultata nastalih takvim eksperimentiranjem.

n
Model 2 20 40 100 160
linreg 116.20 | 116.20 | 116.20 | 116.20 | 116.20
per 2235.12 | 1967.13 | 1753.66 | 1212.92 | 486.72
pls 1203.17 | 256.73 | 168.04 | 11045 | 97.42

Tablica4.1: MSE za K = N = 500, p =0.5.

Jedan razuman nacin validacije naSih modela bio bi da koristeéi distribucije iz kojih
smo generirali podatke izraCcunamo populacijski B pa za greSku modela uzmemo koliko se
njegov koeficijent razlikuje od populacijskog, tj. ako je na§ model dansy = Bx, njegovu
greSku mozemo racunati kao

Err(Model) = ||B - B, -

Tako su, primjerice, modeli validirani u [2].

Medutim, kako je prilikom visoke korelacije kovarijata taj 8 “nestabilan”, mi ¢emo
umjesto toga testirati naSe modele na velikom testnom uzorku. Preciznije, prvo ¢emo izge-
nerirati vrlo velik uzorak 2, zatim trenirati model na njegovom podskupu veli¢ine N, a na
ostatku izraCunati srednju kvadratnu greSku MSE (engl. Mean squared error), Sto ¢e nam
uz R? biti primarna metrika za validaciju modela. Takav pristup ima dvije prednosti:

1. Metrike poput kvadratne greSke su interpretabilnije od udaljenosti do stvarnog S.

2. Tako se stvari rade u praksi (jer ne znamo stvarne distribucije pa ni vrijednost popu-
lacijskog koeficijenta); na danom uzorku istreniramo model, zatim ga validiramo na
testnom skupu pa Saljemo u produkciju.

Za cijeli je gore navedeni postupak koriSten programski jezik Python [13]: podaci su
simulirani pomo¢u paketa NumPy [3], dok je za trening i validaciju modela koriSten scikit-
learn [12]. Za organizaciju i spremanje podataka zasluzan je paket Pandas [10], dok su
grafovi nacrtani pomocu paketa Matplotlib [6] 1 Seaborn [14]. Puni kod mozZe se pronaci
na [9].

2Za svaki p simulirat éemo uzorak veli¢ine 100 000.
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4.1 Rezultati

Ukoliko jep = 0,tadajeiy ~ N(O, 1), pri cemu Var(y) raste s p i K. Stoga je za oCekivati
da ¢ée i MSE rasti porastom dimenzije K, $to pokazuje Slika 4.1 3. S druge strane, iako po-
rast koeficijenta korelacije p pove€ava varijancu zavisne varijable, on takoder omogucava
PCR i PLS algoritmima da s manje komponenti stvore $to bolje rastave pa to¢nost tih mo-
dela raste porastom zavisnosti medu kovarijatama, Sto mozemo vidjeti na Slici 4.2. Na istoj
slici vidimo i da se PLS puno bolje ponasa od PCR-a kad je p malen. To je upravo zbog
toga Sto PLS paralelno rastavlja x i y, dok PCA nema nikakvu informaciju o veli€ini para-
metara §; te ne moZe pri izboru glavnih komponenti znati koje varijable x; najvisSe utjecCu
nay.

— linreg
20004 —  PCr
— pls
1500 T
Ll
[F5]
= 1000
500
0 -
T T T T T T T T T
0 25 50 75 100 125 150 175 200

K

Slika 4.1: Ovisnost srednje kvadratne greske o K.

Nadalje, smisleno je promatrati i kako se PCR i PLS ponasaju s obzirom na relativan
broj komponenti koje koriste za predvidanje (Slika 4.3). Tu se PCR pokazuje puno osjet-

glavnih komponenti ne moZe dobro reproducirati ni x, a kamoli y. Na grafovima moZemo

3Na svim grafovima vrijednosti na y-osi predstavljaju prosjeéni MSE, dok su pruge oko linija §irine
standarne devijacije. Primjerice, kad promatramo presjek pravca K = 100 s pravcem PCR, njegova y-
koordinata odgovarat ¢e prosjeku MSE po svim p, N i n kad je K = 100, dok ¢e Sirina pruge na tom mjestu
biti standarna devijacija tih podataka.
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1600 A
— linreg

1400 - per
— pls
1200 -

1000 ~

800 A

MSE

600

400 A

200 A C\

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
ho

Slika 4.2: Ovisnost srednje kvadratne greske o p.

uociti 1 kako MSE u PLS-u naglo padne s */x = 0.01 na"/x = 0.1. To je zato Sto je za veCinu
K #T0.01K] = 1, a PLS u jednom koraku stvara samo komponentu koja iz e, predvida f;,
dok u 10 koraka moZe puno bolje shvatiti odnos varijabli. Ipak, i taj jedan korak ¢ini ga
boljim od PCR-a s jednom komponentom jer, za razliku od njega, barem ima neku infor-
maciju o y. Zanimljivo je da nakon tog prvog koraka PLS na mnogim grafovima bolje
predvida od linearne regresije. Taj je fenomen uocljiv i u Tablici 4.1

Kako bismo to objasnili, pogledajmo grafove na Slici 4.4, koji prikazuju kako relativna
veli¢ina uzorka utjeCe na uspjeSnost modela. Tu se najosjetljivijom pokazala linearna re-
gresija (poglavito kad je N < 2K i p jako visok), dok su PLS i PCR vrlo robustni. Razlog za
to mozemo pronaci u osjetljivosti invertiranja uzoracke kovarijacijske matrice te ¢injenici
da je za dvostruko veci uzorak ona puno blize populacijskoj X,,. Tablica 4.1 prikazuje
upravo slucaj N = K, kritian za linearnu regresiju. Buduci da je za svaki "/k u gratfovima
na Slici 4.3 jedan eksperiment s N = K, on podiZe prosjek MSE-a za linearnu regresiju
iznad PLS-ovog.

Zanimljivo je uociti i da su grafovi na 4.3 svi medusobno sli¢ni, osim Sto se PCR greska
znacajno smanjuje povecanjem koreliranosti. Isto vrijedi i za grafove na 4.4. Dakle, osim
ve¢ navedenih opaski (koje su se dale naslutiti iz prirode metoda), ne uocavamo nikakve

4Za sve K osim za 200.
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rho = 0.01 rho = 0.1
3500 3500
—— linreg —— linreg
3000 3000 +
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2500 pls 2500 pls
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0 o
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Slika 4.3: Ovisnost srednje kvadratne greske o omjeru "/«.

nove veze medu hiperparametrima K,p i N niti imamo ikakvih prevelikih neobjasnjivih
oscilacija na grafovima. To je zato $to su sve tri metode gotovo deterministi¢ke >, a testni
skup je vrlo velik pa je razina stohasti¢nosti u eksperimentima minimalna.

SImplementacija PCA-a u paketu scikit-learn sadrzi slucajni faktor kako bi brze pronalazila glavne kom-
ponente na velikim uzorcima.
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Slika 4.4: Ovisnost srednje kvadratne greske o omjeru V/.
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Poglavlje 5
Dodatak

src/config.py

import numpy as np

RANDOM_STATE = 43
RNG = np.random.RandomState (RANDOM_STATE)

GLOBAL_PATH_TO_REPO = "~ /developer/PLS"

src¢/EDistribution.py

from enum import Enum
import numpy as np
from src.config import RNG

class EDistribution(str, Enum):
normal = "normal"

@staticmethod

def get_sample(
K: int,
distribution_type: str,
sample_size: int,
rho: float,
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mean: float = 0,

):
if distribution_type == EDistribution.normal:
cov = rtho * np.ones([K, K])
cov = cov + np.diag(l - rho * np.ones(K))
X = RNG.multivariate_normal(
mean=np.zeros(K) * mean,
cov=cov,
size=sample_size,
)
return X
src/EModel.py

from enum import Enum

import numpy as np

from sklearn.linear_model import LinearRegression
from sklearn.decomposition import PCA

from sklearn.cross_decomposition import PLSRegression
from sklearn.pipeline import make_pipeline

from sklearn.metrics import mean_squared_error

from src.config import RANDOM_STATE

class EModel(str, Enum):
linreg = "linreg"
pcr = "pcr"
pls = "pls”

@staticmethod

def train(
model_name: str,
X: np.array,
y: np.array,



n_components: int | None = None,

if model_name not in list(EModel):
raise ValueError(
£f"""No such model.
Available models are {list(EModel)}"""

if model_name == EModel.linreg:
model = LinearRegression()

elif model_name == EModel.pcr:
model = make_pipeline(

PCA(
n_components=n_components,
random_state=RANDOM_STATE,

),

LinearRegression(),

elif model_name == EModel.pls:
model = PLSRegression(n_components=n_components)

model.fit(X, y)
return model

@staticmethod

def train_and_evaluate_all_models(
X_train: np.array,
X_test: np.array,
y_train: np.array,
y_test: np.array,
n_components: int,

"""Trains LS, PLS and PCR models on X_train
and y_train and evaluates them on X_test and y_test.
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Args:
n_components (int): Number of relevant
components to use for predicition in PCR and PLS.

Returns:
dict: Contains model names with
their respective R2 and MSE values.

e

score_dict = {"R2": {3}, "MSE": {}}

for model_name in list(EModel):

model = EModel.train(
model_name=model_name,
X=X_train,
y=y_train,
n_components=n_components,

)

score_dict["R2"][
model_name.value

] = model.score(X_test, y_test)

preds_test = model.predict(X_test)

score_dict["MSE"][
model_name.value

] = mean_squared_error(preds_test, y_test)

return score_dict

src/get_xy_sample.py

import numpy as np

from src.EDistribution import EDistribution
from src.config import RNG

def get_xy_sample(



distribution_type: EDistribution,
beta: np.array,
rho: float,
sample_size: int,
) -> tuple[np.array, np.array]:
"""Generates sample of X and y such that
y = X*beta + eps, eps ~ N(0, 1)

Args:
beta (np.array): Linear
transformation vector.
rho (float): Covariance
between covariates.

Returns:
tuple: X-sample, y-sample.

e

K = beta.shape[0]
rho * np.ones([K, K])
cov + np.diag(l - rho * np.ones(K))

Nn N
o O
< <
1

K = beta.shape[0]

X = EDistribution.get_sample(
K=K,
distribution_type=distribution_type,
sample_size=sample_size,
rho=rho,

error = RNG.normal (loc=0, scale=1, size=X.shape[0])
y = np.matmul (X, beta) + error

return X, y
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src/save_results.py
import sys

sys.path.append(".")

import pandas as pd

from sklearn.model_selection import train_test_split
from tgdm import tqdm

from itertools import product

import numpy as np

from src.EModel import EModel
from src.EDistribution import EDistribution
from src.get_xy_sample import get_xy_sample
from src.config import (

RNG,

RANDOM_STATE,

GLOBAL_PATH_TO_REPO,
)

from src.EDistribution import EDistribution

save_results_config = {

"Ks": [200, 100, 50, 10, 5],

"N_K_ratios": [10, 5, 3, 2, 1],
"n_K_ratios": [0.01, 0.1, 0.2, 0.5, 0.8],
"rhos": [0.01, 0.1, 0.25, 0.5, 0.9, 0.99],

"sample_size": 100_000,

def save_results(
distribution_type: EDistribution,
csv_name: str | None = None,
config: dict = save_results_config,

if csv_name is None:
csv_name = f"{distribution_typel}"
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save_path = f"{GLOBAL_PATH_TO_REPO}/data/{csv_name}.csv"

index_columns = [
IIKII’
"n_K_ratio",
llnll,
"N_K_ratio",
IIMII’

rho",

]
columns = ["model", "R2", "MSE"]
df = pd.DataFrame(None, columns=index_columns + columns)

Ks = config["Ks"]

N_K_ratios = config["N_K_ratios"]
n_K_ratios = config["'n_K_ratios"]
rhos = config["rhos"]

sample_size = config["sample_size"]

loader = tqdm(

product (Ks, rhos), total=len(Ks) * len(rhos)
)

for K, rho in loader:

beta = RNG.normal (loc=0, scale=5, size=K)
X, y = get_xy_sample(
distribution_type=distribution_type,
beta=beta,
rho=rho,

sample_size=sample_size,

)

for N XK _ratio in N_K_ratios:

M = K * N_K_ratio
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X_train,
X_test,
y_train,
y_test,
) = train_test_split(
X,
Yy,
random_state=RANDOM_STATE,
train_size=M,

for n_K_ratio in n_K_ratios:
n = int(np.ceil(X * n_K_ratio))

score_dict = (
EModel.train_and_evaluate_all_models(
X_train=X_train,
X_test=X_test,
y_train=y_train,
y_test=y_test,
n_components=n,

)
)
score_df = pd.DataFrame(score_dict)
score_df.index.name = "model"

score_df = score_df.reset_index()
for col_name, value in zip(
index_columns,
[K, n_K_ratio, n, N_K_ratio, M, rho],
):
score_df[col_name] = value
df = pd.concat([df, score_df])
loader.set_postfix(
**score_dict["R2"]
| {"rho": rho, "K": K, "n": n}
)

df.to_csv(save_path, index=False)



df.to_csv(save_path, index=False)

if __name__ == "__main__
save_results(
distribution_type=EDistribution.normal,
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Sazetak

Metoda parcijalnih najmanjih kvadrata (PLS) statisti¢ka je metoda koja se koristi za
analizu odnosa dvaju slucajnih veli¢ina x i y, naj¢esce za predvidanje y preko x. Sli¢na
je analizi glavnih komponenata (PCA), utoliko Sto se obje metode bave smanjenjem di-
menzije, tj. pronalaze skup novih nekoreliranih varijabli koje ¢e sadrzavati maksimalno
informacija o pocCetnima; ali za razliku od PCA-a, koji pronalazi komponente za maksi-
malno objasnjenje varijance u x, komponente nastale PLS-om objaSnjavaju varijancu u
obje veliCine, te se stoga mogu koristiti kao ulazi u neki prediktivni model, kao Sto je li-
nearna regresija. Metoda parcijalnih najmanjih kvadrata posebno je korisna kada je omjer
broja opazanja i dimenzije od x malen te kada su kovarijate visoko korelirane. U ovom
smo radu opisali metodu i izveli kljuCne teorijske rezultate vezane uz nju te pokazali kako
ona u odredenim slucajevima predvida bolje od linearne regresije 1 regresije na glavnim
komponentama.






Summary

Partial least squares (PLS) is a statistical method used for analyzing the relationship
between two random variables x and y, most commonly to predict y from x. It is similar to
principal components analysis (PCA) - both methods deal with dimension reduction, i.e.
they construct a set of new uncorrelated variables that will contain maximum information
about the initial ones; but unlike PCA, which finds the components that maximally explain
the variance in x, the components generated by PLS explain the variance in both variables,
and can therefore be used as inputs to some predictive model, such as linear regression.
PLS is especially useful when the ratio of the number of observations to the dimension
of x is small and when the explanatory variables are highly correlated. In this paper we
described the method, derived crucial theoretical results related to it, and showed that in
certain cases it performs better than linear regression and principal component regression
(PCR).
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