Egzaktno rjeSavanje problema cjelobrojnog linearnog
programiranja

Krizai¢, Nikolina

Master's thesis / Diplomski rad

2023

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Science / SveuciliSte u Zagrebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:597108

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-05-16

STE U
o A0

< £,
& %
5':?0 % Repository / Repozitorij:
7% ET: Repository of the Faculty of Science - University of
S ey Zagreb
g, N
7 S
(@) o8

L
Ay \
0. MATEMP:‘

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLIL

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:597108
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/pmf:12622
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:12622
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:12622

SVEUCILISTE U ZAGREBU
PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKI FAKULTET
MATEMATICKI ODSJEK

Nikolina Krizai¢

EGZAKTNO RJESAVANJE
PROBLEMA CJELOBROJNOG
LINEARNOG PROGRAMIRANJA

Diplomski rad

Voditelj rada:
prof. dr. sc. Robert Manger

Zagreb, studeni, 2023.



Ovaj diplomski rad obranjen je dana

pred ispitnim povjerenstvom

u sastavu:

, predsjednik

, Clan

, Clan

Povjerenstvo je rad ocijenilo ocjenom

Potpisi ¢lanova povjerenstva:




Sadrzaj

Sadrzaj
Uvod
1 Osnovni pojmovi iz teorije grafova
2 Problem naprtnjace
2.1 Problem O/1 naprtnjae . . . . ... ... ... ... ......
2.2 Inalice problema naprtnja¢e . . . . . . .. ... ... ... ..
3 Problem dodjeljivanja
3.1 Linearan problem dodjeljivanja . . . . . .. ... ... .. ...
3.2 Kvadratni problem dodjeljivanja . . . . . . ... ... L.
4 Problem trgovackog putnika
4.1 Opis problema trgovackog putika . . . . . . ... ... ... ..
4.2 Inacice problema trgovackog putnika . . . . . . ... ... ...
5 Egzaktni algoritmi za rjeSavanje problema CLP
5.1 Branch-and-bound metoda . . . . . ... ... ... .. ....
5.2 RjeSavanje problema O/1 naprtnjace . . . ... ... ... ...
6 Gurobi Optimization
6.1 Gradnjamodelau Gurobi-u . . . . ... ... ... ... .. ..
6.2 RjeSavanje problemau Gurobi-u . . . ... ... ... ... ..
6.3 Lazy constraintu Gurobi-u . . . . .. ... ... ... .....
7 Implementacija rjeSenja za problem trgovackog putnika
Zakljucak

Bibliografija

il

iii

|

11
11
12

13
13
16

19
19
26

29
29
33
35

37

47

49



Uvod

Tijekom prve polovice 20. stoljeca formuliraju se na temelju prakti¢nih problema najpoz-
natiji problemi cjelobrojnog linearnog programiranja (CLP). RijeC je o problemima optimi-
zacije gdje su i funkcija cilja i ograni¢enja linearni, a barem neke od varijabli odlu¢ivanja
moraju imati cjelobrojne vrijednosti. Problemi cjelobrojnog linearnog programiranja jav-
ljaju se u mnogim industrijama, kao Sto su logistika, proizvodnja, telekomunikacije. eko-
nomija, zdravstvo. U ovom radu prou¢avamo najpoznatije probleme CLP, kao Sto su pro-
blem naprtnjace, problem dodjeljivanja te problem trgovackog putnika. Takoder se bavimo
algoritmima za rjeSavanje problema CLP te koriStenjem odgovarajuéih softverskih paketa
poput Gurobi

Problem naprtnjale (engl. Knapsack problem) formulira se kao pitanje kako odabrati
odredene predmete iz skupa predmeta tako da se maksimizira ukupna vrijednost tih pred-
meta, uzimajuéi u obzir ogranicen kapacitet naprtnjace. U ekonomiji problem naprtnjace
se moZe razmatrati na nacin da pojedinac ili firma koja treba donijeti odluku o tome koje
investicije ili projekte da odabere kako bi maksimizirala ocekivani profit, s obzirom na
ogranicene resurse kao Sto su budzet ili vrijeme.

Problem dodjeljivanja (eng. assignment problem) naj¢e$c¢e se formulira kao problema u
kojem je cilj pridruZziti odredene resurse odredenim zadacima na nacin koji minimizira ili
maksimizira odredenu funkciju troska ili dobiti. Zamislimo da se na fakultetu odrzavaju
Cetri razliCita seminara, dani su nam podaci o tome koliki broj studenata moZe pohadati
odredeni seminar na odredeni dan u tjednu. Svaki takav seminar treba odrZati jednom
tjedno te u jednom danu smije biti samo jedan seminar. Cilj je pridruZiti svakom seminaru
odredeni dan u tjednu te je to potrebno napraviti tako da ¢im vise studenata moZe pohadati
seminare.

Problem trgovackog putnika (eng. Traveling Salesman Problem) formulira se kao problem
gdje trgovac ili putnik treba obiéi niz gradova i to tako da minimizira ukupnu duljinu puta
ili troskove putovanja. U industriji se problem trgovackog putnika moze primjeniti kod
problema busSenja elektronickih plo¢ica. Rupe mogu biti razliCitih veli¢ina. Za buSenje



2 UvVOD

dvije rupe razli¢itih promjera, glava stroja mora se pomaknuti u kutiju s alatom i promije-
niti svrdlo, S§to oduzima dosta vremena. Stoga je jasno da se prvo izabere promjer, izbuse
se sve rupe istog promjera te se zatim odabere novo svrdlo. Stoga se ovaj problem busSenja
moze promatrati kao niz problema trgovackog putnika, jedan za svaki promjer rupe, gdje
su “gradovi” pocetni poloZaj 1 skup svih rupa koje se trebaju izbusiti s jednim svrdlom
busilice. “Udaljenost” izmedu dva grada dana je s vremenom koje je potrebno za pomak
glave stroja iz jednog poloZaja u drugi. Cilj je minimizirati vrijeme putovanja za glavu
stroja.

Ovaj rad podijeljen je u sedam poglavlja. U prvom poglavlju ¢emo navesti neke osnovne
pojmove teorije grafova koje ce nam biti potrebne za razmatranje problema. U drugom po-
glavlju ¢emo opisati osnovni problem naprtnjace te neke verzije toga problema. U tre¢em
poglavlju opisat ¢emo problem dodjeljivanja. U Cetvrtom poglavlju ¢emo opisati osnovni
problem trgovackog putnika te razli¢ite formulacije toga problema, a navest éemo i neke
sloZenije verzije toga problema. U petom poglavlju objasnit ¢emo branch-and-bound me-
todu za problem CLP-a. U Sestom poglavlju upoznat ¢emo se s na¢inom na koji se gradi
model te rjeSava problem cjelobrojnog linearnog programiranja u softveru Gurobi. Dok
¢emo u sedmom poglavlju implementirati rjeSenje za problem trgovackog putnika koristeci
Gurobi te ¢emo navesti neke eksperimentalne rezultate.



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi iz teorije grafova

NiZze ¢emo navesti pojmove neophodne za razumijevanje osnova teorije grafova koji su
potrebni za daljnje praenje problema opisanih u ovom diplomskom radu. Sve definicije
navedene u ovom poglavlju su prema Veljanu [15].

Definicija 1.0.1. Graf G je uredeni par G = (V,E). V = V(G) je neprazan konacan skup,
Ciji su elementi vrhovi od G. E = E(G) je skup bridova disjunktnih s V, a svaki brid e € E

spaja dva vrha u, v € V koji se zovu krajevi od e.

Definicija 1.0.2. Graf G je bipartitan graf ako mu se skup vrhova moZe particionirat u
dva skupa X i Y tako da svaki brid ima jedan kraj u X, a drugi u Y. Particija (X, Y) zove

se biparticija grafa.

Slika 1.1: Primjer bipartitnog grafa K 3

Definicija 1.0.3. Brid ciji se krajevi podudaraju zove se petlja, a ako su krajevi razliciti -
pravi brid ili karika. Graf G je jednostavan ako nema ni petlja ni visestrukih bridova.

3



4 POGLAVLIJE 1. OSNOVNI POJMOVI IZ TEORIJE GRAFOVA

Definicija 1.0.4. Setnja u grafu G je niz W = voeyvie,...exvy Ciji Clanovi su naizmjence
vrhovi v; i bridovi e;, tako da su krajevi od e; vrhovi vi_.y i v;; 1 < i < k. Dio Setnje
W = voeivie,...exvg je podniz viei 1 Visi...ejv;j susjedni clanovi od W. To se jos zove i (v;, v;)-
dio od W. Setnja W je zatvorena ako je vy = vy.

Definicija 1.0.5. Ako su svi bridovi ey, es, ..., e, Setnje W medusobno razliciti, onda se put
u W zove staza, a ako su na stazi i svi vrhovi vy, ..., vy medusobno razliciti, ona se zove put.

Definicija 1.0.6. Dva vrha u, v grafa G su povezana, ako postoji (u,v)-put u G. Graf je
povezan ako su svaka dva njegova vrha povezana nekim putom.

Definicija 1.0.7. Potpun graf je jednostavan graf u kojem je svaki par vrhova spojen bri-
dom.

Definicija 1.0.8. Ciklus C, na n vrhova definiramo skupom vrhova'V = 1,2, ...,n i skupom
bridova E = {i, i + 1}li < n} U {1, n}.

Slika 1.2: Primjer C¢ ciklusa

Definicija 1.0.9. Hamiltonov put je put koji prolazi kroz sve vrhove grafa. Ukoliko je
Hamiltonov put zatvoren, govorimo o Hamiltonovom ciklusu.

U brojnim nam primjenama ucestalo trebaju i dodatne strukture na grafu.

Definicija 1.0.10. Svakom bridu e € E(G) pridruZujemo njegovu teZinu w(e). Dakle, w
je funkcijaw : E(G) — A, gdje je A = Rili R, ili Z,, itd. Uredeni par (G,w) grafa G i
teZinske funkcije w zove se tezinski graf.

Definicija 1.0.11. Sparivanje u grafu G = (V, E) je podskup M C E bridova koji su karike,
a nikoja dva nisu susjedna, tj. nemaju zajednicki vrh. KaZemo da su dva kraja brida u M
sparena u M. Sparivanje u M-zasicuje vrh v, ili se kaze da je v M-zasié¢en, ako je neki brid
iz M incidentan s v, a inace je v M-nezasicen.



Definicija 1.0.12. Sparivanje zovemo savrSenim sparivanjem ako je svaki vrh iz G M-

zasicen.
\ )
\ 7
\ /
/' \
v X\

Slika 1.3: Lijevo je primjer grafa u kojem postoji sav§eno sparivanje, oznaceno crvenom
bojom, a desno je primjer gdje ne postoji savrSeno sparivanje, opéenito vrijedi da grafovi s
neparnim brojem vrhova ne mogu imat savrSeno sparivanje






Poglavlje 2

Problem naprtnjace

2.1 Problem 0/1 naprtnjace

-----

njacu te na odabir ima viSe predmeta koji Zeli ukrasti, ali nema dovoljno prostora u naprt-
njaci. Stoga, je potrebno izabrati predmete tako da oni stanu u naprtnjacu, a da vrijednost
predmeta bude Sto veca.

Problem naprtnjace je probem iz podruc¢ja kombinatorno optimizacijske matematike te
se njime bave znanstvenici od pocetka proslog stoljeca.

Matematicki definiran problem prema Kellerer, Pferschy i Pisinger [4] . Neka je N =
{1,2,...,n} dani skup predmeta, vrijedi da je n € N, gdje predmet i ima tezinu w; i vri-
jednost (profit) p; i neka je ¢ kapacitet dane naprtnjace, gdje je ¢ pozitivan realan broj.
Klasi¢ni 0-1 problem naprtnjace se moze definirati kao problem u kojem je potrebno izraz
2.1 maksimizirat:

2= ) pixi @2.1)
i=1
pri ¢emu je

(2.2)

1 kada smo predmet i stavili u naprtnjacu
X; =
' 0 inace

te postoji ogranicenje 2.3

wix; < ¢ (2.3)
2

Uz pretpostavku da su ¢, w; te p; za sve i € {1,2, ...} pozitivni cijeli brojevi.

7



8 POGLAVLIJE 2. PROBLEM NAPRTNJACE

2.2 Inacice problema naprtnjace

Postoje i druge varijante problema naprtnjace osim problema naprtnjace 0-1, u svima njima
postoje drugacija ograni¢enja u izboru koli¢ine predmeta koji se mogu staviti u naprtnjacu.
NiZe navedeni problemi opisali su Kellerer, Pferschy, Pisinger [4].

Ograniceni problem naprtnjace je problem gdje koli¢ina pojedinog predmeta kojeg
mozemo staviti u naprtnjacu moze biti viSe od jednog, ali ujedno treba biti ograni¢eno
mnogo. Matematicki definirajmo problem. Varijable p;, w; 1 ¢ su definirane na isti nacin
kao i u 2.1, dakle ¢, w; te p; za sve i € {1,2,...} su pozitivni cijeli brojevi te je potrebno
dodatno uvesti niz pozitivnih cijelih brojeva by, bs, ..., b, koji predstavljaju maksimalnu
koli¢inu odredenog predmeta. Potrebno je rijesiti sljedeci izraz

max > pix; (2.4)
i=1
te pri tome treba vrijediti
Z wix; < ¢ (2.5
i=1
OS)C,'Sb,', X,'EZ, Vi:1,2,...,l’l (26)

Uvjet 2.6 se odnosi na ogranicenje da pojedini predmet se mozZe viSe od jednom uzet, ali
ne neograniceno puta. Sljedeci problem govori upravo o tome kada na rasplolaganjuimamo
beskonacno mnogo svakog predmeta.

Neograniceni problem naprtnjace bavi se problemom kada su svi predmeti dostupni u
neograni¢enim koli¢inama. U probelemu je potrebno maksimizirati izraz 3.1 uz ogranienja

Z wix; < ¢ 2.7)
i=1

x>0, x€z Vi=1,2,...,n (2.8)

Sljedeca inacica problema odnosi se na problem kada je iz grupe predmeta potrebno
odabrati tocno jedan predmet, takav problem naziva se problem naprtnjace visestrukog
izbora . Neka su Ny, N,,...,N, disjunktni skupovi predmeta te uvedimo matricu X =
(xi j) pri ¢emu x;; = 1 oznaCava da smo odabrali j-ti predmet iz N;-tog skupa predmeta.
Takoder, p;; predstavlja vrijednost j-tog predmeta iz N;-tog skupa predmeta, a w;; pred-
stavlja teZinu j-tog predmeta iz N;-tog skupa predmeta. Potrebno je rijesiti sljedeci izraz:

m

max Z Z DijXij (2.9)

i=1 jeN;
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uz ogranicenja

m

> Wiy <c (2.10)

i=1 jeN;

Dxy=1 (i=12...m) 2.11)
JEN;

x;j€{0,1} (i=1,2,....m, jeN) (2.12)

U mnogim primjenama prirodno se pojavljuje da vrijednost svih stvari u naprtnjaci

ovisi 1 0 medusobnom utjecaju pojedinim predmeta jedan na drugi. Takav problem naziva
se kvadratni problem naprtnjace (eng. Quadratic knapsack problem). Takav tip problema
javlja se u telekomunikaciji, u situaciji kada je potrebno odabrati mjesta na kojima treba
sagraditi satelitske stanice, takav da promet bude maksimalan, a potroSnja sredstva za iz-
gradnju stanica je ograni¢ena. Ovo je kvadratni problem naprtnjace jer jedna pozicija sa-
telitske stanice prima signale na odredenom podrucju, stoga izgradnja jedne stanice utjeCe
na izgradnju stanica na tom podrucju.
Matematicki zapiSimo problem, neka je N = {1,2, ..., n} dani skup predmeta, vrijedi da je
n € N, gdje predmet i ima teZinu w;, gdje je w; pozitivan cijeli broj za svaki i = 1,...,n
te neka je ¢ kapacitet dane naprtnjace, gdje je ¢ pozitivan realan broj. Definiramo, n X n
matricu s prirodnim brojevima P = (p,-j), gdje p;; predstavlja vrijednost koji se ostva-
ruje, ako izaberemo predmet 7, a p;; + p;; je dodatna vrijednost koja se ostvaruje u slucaju
da izaberemo predmet i i predmet j tj. izabirom predmeta i i j se ostvaruje vrijednost
pii + pjj + pij + pji - Potrebno je rijesiti sljedeci izraz:

max Y " pijxix; (2.13)

ieEN jeN
te pri tome vrijedi
Z wix; < ¢ (2.14)
ieN
x; €{0,1}, jeN (2.15)

Uocimo da je matrica P simetri¢na, dakle treba vrijediti p;; = pj za sve i,j € N.
Navedeni problem je kompleksniji problem od drugih ovdje navedenih jer za razliku od
ostalih verzija problema gdje je funkcija cilja linearna, ovdje je funkcija cilja kvadrati¢na.
Stoga ovaj problem spada u cjelobrojne kvadrati¢ne probleme.






Poglavlje 3

Problem dodjeljivanja

3.1 Linearan problem dodjeljivanja

Tipican problem linearnog dodjeljivanja je pitanje kako dodijeliti n poslova radnicima, tako
da jedan posao obavlja jedan radnik za Sto Ce on biti placen. Neka je ¢;; cijena rada j-tog
radnika da obavi i-ti posao. Problem glasi: kako rasporediti n poslova medu radnicima
tako da cijena obavljanja poslova bude najniZa moguca. Matematicki formuliran problem
prema Conforti, Cornuejols, Zambelli [7]. Potrebno je rijesit sljedeci izraz:

min Zn: Zn: CijXij (3.1)

i=1 j=1

pri ¢emu je

1  ako smo i-ti posao dodijelilij-tom radniku
Xij = L. (32)
0 1inace
iz same prirode problema slijedi da vrijede sljedece jednakosti
Dxy=1 (i=1,2,..n) (3.3)
=1
x;=1 (=12,..,n (3.4)

Jednakost 3.3 govori da jedan posao radi tocno jedan radnik, a jednakost 3.4 govori
da jedan radnik radi to¢no jedan posao. Jednakosti 3.2-3.4 nazivaju se ogranienja do-
djeljivanja. Moguce je definirati problem dodjeljivanja pomocu znanja iz teorije grafova

11



12 POGLAVLIJE 3. PROBLEM DODJELJIVANJA

prema Burkard, Dell’Amico 1 S. Martello [10]. Neka je G = (U, V; E) bipartitan graf za
koji vrijedi da su skupovi U i V n-Clani, gdje je svaki vrh iz U povezan s to¢no jednim
vrhom iz V te svaki brid e € E ima nenegativnu teZinu. Vrhove iz skupa U moZemo po-
istovjetiti s poslovima, a vrhove iz skupa V s radnicima. Neka je (i, j) € E tada teZina tog
brida odgovara vrijednosti c;;. Tada prvotni problem linearnog dodjeljivanja postaje pro-
blem savrSenog sparivanja u bipartitnom grafu tako da podgraf odreden sparivanjem ima
minimalnu teZinu.

3.2 Kbvadratni problem dodjeljivanja

U praksi se Cesto pojavljuju problemi s funkcijom cilja koja je kvadratna kod problema
dodjeljivanja. Takav problem se naziva kvadratni problem dodjeljivanja prema Burkard,
Dell’ Amico i S. Martello [10]. Kvadratni problem dodjeljivanja uveo je Koopmans i Bec-
kmanna 1957. [13] za potrebe modeliranja problema smjeStaja djelatnosti na najpovoljnije
lokacije koji je opisan u nastavku.

Primjer 3.2.1. Trebamo premjestiti n djelatnosti na n lokacija. Dane su tri matrice n X n:
A = (ap), gdje aj. predstavilja mjeru koliko djelatnost i i k suraduju
B = (b ﬂ) , gdje bj; predstavlja udaljenost izmedu lokacijej i |
C= (c,- j), gdje c;j predstavlja troSak smjesStanja djelatnosti i na lokaciju j.

Pretpostavljamo da ukupan trosak ovisi o umnosku mjere suradnje medu djelatnostima,

udaljenosti lokacija i troSku selidbe odredene djelatnosti. Svaki produkt ajbygex) repre-

zentira suradnju medu djelatnostima i i k pomnoZeno s udaljenosti izmedu dodijeljene loka-

cije djelatnosti i koju oznacavamo s ¢(i) i dodijeljene lokacije djelatnosti k koju oznacavmo

s @(k). Cilj je dodijeliti svakoj djelatnosti lokaciju tako da troskovi budu minimalni.
Prema Cela [16] funkcija cilja u ?? moZe se zapisati kao

min ; kzz; Aitbg(ireit + ; Cig(i) (3.5)

gdje je S, skup svih permutacija od 1,2, ...,n. Svaki pojedinacni produkt ayby e je
troSak transporta koji nastaje zbog suradnje djelatnosti i na lokaciji ¢(i) te djelatnosti k na
lokaciji (k). Dakle svaki izraz Y ;_, aubyiew + Cipiy predstavlja ukupan trosak, koji se pri-
pisuje djelatnosti i. Navedeni trosak ukljucuje trosSak montaZe djelatnosti i na lokaciju (i)
te troskove transporta za sve djelatnosti k, ako se montiraju na lokacije ¢(1), ¢(2), ..., (n).

Iako, navedeni problem izlazi iz okvira teme diplomskog rada, naveden je jer pro-
blem opisan u sljedeéem poglavlju se moze tumaciti kao kvadratni problem dodjeljivanja,
medutim u ovom radu ¢emo tumaciti problem trgovackog putnika kao linearni problem.



Poglavlje 4

Problem trgovackog putnika

4.1 Opis problema trgovackog putika

Jedan od najistaknutijih problema kombinatorne optimizacije je problem trgovackog put-
nika. Naziv je 30-tih godina 20. stolje¢a smislio americki matemati¢ar H. Whitney, naime
problem se moZe tumaciti kako umanjiti cjelokupnu razdaljinu koju trgovacki putnik prode
da bi obiSao svaki od n datih gradova iskljucivo jednom i vratio se u pocetni grad, prema
V. Bosanci¢, A. Golemac [14]. MoZemo modelirati problem trgovackog putnika kao funk-
ciju cilja 3.5. Medutim, kao i u potpoglavlju 3.1 problem se intuitivnije moze predociti
koristeci pojmove iz teorije grafova.

Prema R. Manger [8] problem koriste¢i pojmove iz teorije grafova glasi ovako. Zadan je
potpuni neusmjereni graf ¢ijim bridovima su pridruZene tezine. Potrebno je na¢i Hamilto-
nov ciklus s minimalnim zbrojem teZina bridova.

Prema T. C. Hu, A. B. Kahn [12] problem se moZe modelirati na sljede¢i nacin. Dano je
n gradova koje treba posjetiti trgovacki putnik uz (simetricnu) udaljenost ¢;, medu parom
gradova ii j (1 < i, i < j), trgovacki putnik treba posjetiti sve grdove to¢no jednom i
vratiti se u grad iz kojeg je krenuo pri tom treba naci najkraci moguci put. Problem je
cjelobrojne prirode jer trebamo odluditi koji brid izmedu dva grada sudjeluje u rjeSenju, a
koji ne. Upravo zato definiramo binarnu varijeblu x;; kao:

1 ako putide direktno iz grada i u grad j
xij = (41)

0 inace
Zai=1,2,...,nuvodimo varijablu ¢, za koju vrijedi u; = k, ako je grad i posjeéen u k-tom
koraku (k = 1,2, ...,n). Zatim se problem trgovackog putnika moze tumaciti kao problem

cjelobrojnog linearnog programiranja zadan kao:

13
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mannl Z C,'jx,‘j (42)

i=1 j#i,j=1
D=1 j=1,--.n (4.3)
i=1,i#j
> xy=1 i=1,-,n (4.4)
j=1,j#i
ui—uj+nx;<n—-1 1<i#j<n 4.5)

Izraz 4.2 govori da je potrebno naci rutu s najmanjom mogucom udaljenosti. Jednadzba
4.3 govori da je potrebno sti¢i u svaki grad samo jednom, a jednadzba 4.4 da se iz svakog
grada odlazi samo jednom. Nejednadzba 4.5 odnosi se na to da nisu dozvoljeni podture, od-
nosno ciklusi s manje od n vrhova. Opisan problem se naziva Miller—Tucker-Zemlinova
formulacija.
Uvijet 4.5 se dobije na nacin da prouavama viSe mogucih slucaja. Ako trgovacki putnik
ide direktno iz grada i u grad j tada je x;; = 1 te vrijedi u; = u; + 1. U sluCaju da ne postoji
brid (i, j), odnosno vrijedi x;; = 0, slijedi da vrijedi u; + 1 < u; + M(1 — x;;) gdje je M
dovoljno velik, treba vrijedit u; < M. Dakle, dobar odabir za M = n ¢ime se dobiva izraz
4.5.

Uz=2 Uyg=3
3 + 4
uz=1 2 5 us=4
[polazizte]
| (n=1) |
Slika 4.1: Primjer modeliranja problema trgovackog putnika putem Mil-

ler—Tucker—Zemlinove formulacije

Navest ¢emo jo$ jednu formulaciju problema trgovackog putnika, koja koristi podsku-
pove vrhova da bi eliminirala mogucu pojavu podtura u grafu (primjer 4.1). Formulacija
se naziva Dantzig—Fulkerson-Johnson te glasi ovako:



4.1. OPIS PROBLEMA TRGOVACKOG PUTIKA

min E E CijXij
i=1 j#i,j=1

n

E xi;=1 j=1,
i=1,i#j

n

E Xij = 1 1= 1,
Jj=1j#i

DD xSl VS C{l,...n}, IS|> 2

i€S j#i,jes

15

(4.6)

4.7)

(4.8)

(4.9)

Dakle, obje formulacije su vrlo sliéne razlikuju se u tome na koji nacin se elimini-
raju pojave podtura u grafu. Zahtjev 4.9 govori o tome da, ako uzmemo neki podskup
vrhova koji ima barem dva C€lana da broj bridova medu vrhovima iz podskupa ne smije biti
veéi od broja ¢lanova u podskupu umanjenog za jedan. Takav zahtjev treba vrijediti za
sve prave podskupove vrhova od barem dva ¢lana. Stoga, slika 4.1 ne zadovoljava Dant-
zig—Fulkerson—Johnson formulaciju jer kad za podskup vrhova uzmemo S = {3,4, 5} jer

kad uvrstimo u izraz 4.9 dobivamo kontradikciju.

'palaziété}—_—,

2

Slika 4.2: Primjer grafa koji nije dopuSten zbog uvjeta 4.5 u formulaciji Mil-
ler—Tucker—Zemlin, odnosno 4.9 u formulaciji Dantzig—Fulkerson—Johnson te je uznacen

podskup vrhova §
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4.2 Inacice problema trgovackog putnika

Kao i problem naprtnjace i problem trgovackog putnika ima vise verzija. Prema Greco [2]
postoje tri verzije problema trgovackog putnika:

1. Simetri¢ni problem trgovackog putnika
Temeljni oblik problema, ranije naveden opis problema.

2. Asimetri¢ni problem trgovackog putnika Definiran je na usmjerenom grafu G =
(U, V) s matricom A = (a;,) koja sadrZi udaljenosti medu gradovima, primijetimo
da matrica A nije simetricna. Odnosno, bar jedan brid {i, j} € V(G) ima teZinu
brida razliCite vrijednosti ovisno o smjeru kretanja. Govoreci o problemu trgovackog
putnika kao o problemu obilaska gradova, to bih znacilo da bar jedan par gradova ima
drugacije vrijednosti troSka putovanja ovisno o smjeru obilaska. TroSak putovanja se
mozZe tumaciti kao vrijeme putovanja, duljina puta, cijenu prijevoza itd.

f AN
N— N

e \ /!“h."")

Slika 4.3: S lijeve strane je primjer rjeSenja u simetri¢nom problemu trgovackog putnika, s
desne strane je primjer rjeSenja za visestruki problem trgovackog putnika opisan pod a) za
m=2

3. ViSestruki problem trgovackog putnika Ovoj vrsti problema je zajednicko to da
postoji viSe trgovackih putnika. Postoji nekoliko varijanti takvog problema:

a) m trgovackih putnika zapocinje putovanje iz istog grada, svaki grad se treba po-
sjetiti samo jednom. Potrebno je utvrditi obilaske za svih m trgovackih putnika
tako da troSak bude minimalan.

b) Postoji viSe od jednog polaznih gradova. Odnosno, ne postoji jedno polaziSte
za sve trgovacke putnike. Nakon svog putovanja svaki trgivacki putnik vraca
se u grad iz kojeg je krenuo ili u jedan od polaznih gradova, pri tome je vazno
da broj trgovackih putnika na svakom polazistu bude jednak kao i na pocetku
putovanja.
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c) Postoji m trgovackih putnika na raspolaganju, ali ne trebaju svi sudjelovati u
putovanju. Potrebno je izabrati koji ¢e trgovacki putnici sudjelovati u putovanju
tako da se minimalizira troSak. Obi¢no kod ovakvog tipa problema postoji neki
fiksni trosak koji je potrebno platit trgovackom putniku da krene na putovanje.

d) Ponekad neke gradove treba posjetiti u to¢no odredenom vremenskom periodu,
stoga je potrebno da ga tocno tada posjeti jedan od m trgovackih putnika.

Naravno, moguce je uvoditi i dodatna ogranicenja te kombinirati neke od gore nave-
denih problema.






Poglavlje 5

Egzaktni algoritmi za rjeSavanje
problema CLP

Egzaktna metoda koja se prva namece je pronalaZzenje svih mogucih rjeSenja te odabir
onog optimalnog. Medutim, takve metode iziskuju previsSe racunalnog vremena. SloZenost
za takve algoritme obiCno raste brze nego bilo koja eksponencijalna funkcija, npr. kao
faktorijela s obzirom na neki parametar koji opisuje veli€inu primjerka problema. Stoga,
kad govorimo o egzaktnim metodama one su temeljene na tome da ne traZimo ba$ sva
moguca rjeSenja ve¢ unaprijed odbacujemo ona za koja smo sigurni da ne vode do boljeg
rjeSenja. Upravo na tome se temelji algoritam koji éemo proucavati u ovom poglavlju.

5.1 Branch-and-bound metoda

Prema M. J. Brusco, S. Stahl [9] branch-and-bound pristup problemu optimizacije osmis-
lili su neovisno A. H. Land i A. G. Doig (1960.) te K. G. Murty, C. Karel i J. D. C. Lit-
tle (1962.). Branch-and-bound algoritam temelji na pretrazivanju dijela prostora rjeSenja
unutar kojeg se sigurno nalazi optimalno rjesenje. Stoga, se kaze da su dopustiva rjeSenja
nabrojana implicitno. Kao Sto samo ime algoritma govori, algoritam je temeljen na dva fun-
damentalna principa: grananju i ograni¢avanju. Pretpostavimo, da Zelimo rijeSiti sljedeci
optimizacijski problem:

meegx f(x) (5.1

U ovom poglavlju ¢emo koristiti maksimizacijski problem kako bi objasnili princip rada
branch-and-bound algoritma, medutim veza izmedu minimizacijski i maksimizacijskih
problema je sljedeca: max,cs f(x) = —min,cs(—f(x)). Stoga, sve niZe navedeno se od-
nosi 1 na probleme cjelobrojne linearne minimizacije.

19
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Neka je S konacan prostor rjeSenja. Dio algoritma koji se usredotoCuje na grananje
(eng. branching), odnosi se na to da se podskup prostora rjeSenja S’ C S podijeli u manje
podskupove S, ...,S,,. Ti podskupovi mogu se poklapati, ali u uniji trebaju tvoriti cijeli
moguc prostor rjesenja S’, odnosno S’ =S, U S, U...US,,. Proces se ponavlja tako dugo
dok svaki podskup ne sadrzi samo jedno moguce rjeSenje. Odabirom najboljeg od svih
razmatranih rjeSenja, zajamc¢eno smo pronasli globalni optimum za navedeni problem na
S’. Dio algoritma koji se odnosi na ograni¢avanje (eng. bounding), svodi se na postupak
traZenja gornje (eng. upper bound) i donje ograde (eng. lower bound) za mogué prostor
rjeSenja S’. Donja ograda z' odabire se kao najbolje trenutno nadeno rjeSenje. Gornja
ograda z“ za dani prostor rjeSenja S’ € § zadovoljava sljedece:

> f(x), VxeS§'. (5.2)

Gornja granica se koristi za smanjenje dijelova prostora za pretraZivanje. Pretpostavimo da
vrijedi 7% < 7! za dan podskup S’. 1z 5.2 dobivamo

fx)<z“<7, Vxes' (5.3)

Sto znaci da bolje rjeSenje od 7' se ne moZe naéi u S’ stoga vise ne trebamo pretraZivat pros-
tor rjeSenja S’. lako se gornja ograda moze raCunati kao z* = max,cs f(x), Cesto je takav
pristup racunski preskup. Umjesto toga, moze se proSiriti prostor rjeSenja ili modificirati
funkcija cilja tako da se time dobiveni problem moze ucinkovito rijesiti. ProSiren prostor
rjeSenja Y 2 S’ dobiva se popustanjem nekih ogranicenja, ako je Y prikladno odabran racun
7" = max,ey f(x) se moze bitno jednostavnije izvesti, a lako se vidi da je izvedena vrijed-
nost doista gornja granica. Drugi pristup je razmatranje neke druge ciljne funkcije g(x)
koja zadovoljava g(x) > f(x) za sve x € S’. Lako se provjeri da zaista z“ = maX,cs- g(x)
daje valjanu gornju granicu. Za uspjeh ove metode bitno ovisi $to ranije otkrivanje za-
dovoljavajuée donju ogradu. Algoritam branch-and-bound Cesto se prikazuje kao stablo
odluke i tada to stablo nazivamo branch-and-bound stablo, stoga ¢emo u nastavku rada
Cesto koristiti termine stabla kao strukture podataka.

Standardni problem cjelobrojnog linearnog programiranja ima sljedeci oblik:
zip = max{cx:xe€S;p}, gdie S;p={xeZ}:Ax<b} (5.4)

Uvjet x € Z7 se zove cjelobrojno ogranicenje. Gornji problem bez cjelobrojnog ograni¢enja
nazivamo relaksirani problem za zadani problem CLP. Taj relaksirani problem je problem
(obi¢nog) linearnog programiranja. linearnog programiranja. U ¢voru i branch-and-bound
stabla rjeSava se sljedeci relaksirani problem linearnog programiranja.

gp=maxicx:x €Sl gdie Sip={xeR!: Alx<b (5.5)
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Akou 5.5 pri i-tom ¢voru nademo do sada optimalnije rjeSenje, tada obiljezimo pronadeno
rjeSenje s x'. (J. Lee [6])
Uvjeti za rezanje grane, odnosno daljnje ne grananje u i-tom ¢voru su sljedeci:

1. (nije dopustiv) S' , = @
2. (optimalnost) x' € Z"
3. (dominiranost) 7, < zip gdje je zp vrijednost poznatog dopustivog rjeSenja za 5.4

S obzirom na to da rjeSavamo relaksirani problem linearnog programiranja, procesom
grananja se dodaju linearna ogranicenja na pojedine varijable. To radimo tako da je § =
STUS? gdiejeS' =SN{xeR" :dx <dplte S> =S Nf{x eR" :dx>dy+ 1},
(d,dy) € Z"". Ako je x" rjesenje relaksiranog sljedeceg problema

Z)p = max{cx : x € R”, Ax < b} (5.6)

moZemo odabrati (d, dy) tako da vrijedi dy < dx° < dy + 1. Vrlo je poZeljno birati (d, dy)
na takav nacin jer ¢e tada sigurno vrijediti x° ¢ S}, U S?, takoder moguce je dazai = 1,2
dobijemo z; , = max{cx : x € Si,} < 20,..

U praksi prema G. Nemhauser, L. A. Wolsey [1], naj¢e$ce stavimo da je (d, dy) takav da je
d = ejzaneki j € N, gdje je e; jedini¢ni vektor kanonske baze za R" te dy = [ xo].

X< L-\‘,’J/ \> a1 +1

-----

Propozicija 5.1.1. Ako je P = {cx : x € R}, Ax < b} omeden, stablo rjesenja bit ce
konacno pod uvjetom da na svakom ¢voru i gdje x§ nije cijeli broj se vrsi grananje po
principu x; < Lx?], Xj> Lx?] + 1. Posebno, ako je w; = [max{x; : x € P}] niti jedan put ne
moZe sadrZavati viSe od }, ey w; vrhova.

Dokaz. Jednom kad uvedemo ograniCenje x; < d zanekid € {0, ..., w;—1} drugo ogranienje
koje se moZe naknadno pojaviti na putu od korijena do lista stabla je x; < d’' za d’ €
{0,....,d -1} te x; > d zad € {0, ..., d}. Slijedi da najveéi broj ogranitenja koja ukljucuju x;
dogodit ¢e se dodavanjem x; < d zasved € {0, ...,w; — 1},ili x; > d zasve d € {0, ..., w,},
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ili x; > dzasved € {0, ...,a} te posljednje x; < d zasve d € {a, ..., w; — 1}. U svakom od
ovih slucajeva zahtijevamo w; ogranicenja na x; stoga . .y ; je ukupan broj ogranicenja
na bilo kojem putu. O

Primjer 5.1.2. Zadan je problem cjelobrojnog linearnog programiranja:

maxz = —x; + x»
12x; + 11x, <63
—22x; +4x, < -33

X1, X =0, x1,x, €Z
Rijesimo relaksirani problem linearnog programiranja simplex metodom.

X1 X2
€1 -12 -11 63
e | 22 —-4|-33
-1 1 0

U dva koraka simplex algoritma dobivamo sljedecu simplex tablicu:

(5] €
- 11| 123
X1 | T35 290 | 58
-1 =6 | 99
X2 | 45 T35 | 29
=9 =23 | 15
45 290 | 38

RjesSenje relaksiranog problema je 7* = % ~ 1.29, x| = 15—%;’ ~2.12, x5 = 2—3 ~ 3.41.

y

Slika 5.2: Prikaz prostora rjeSenja te optimalno rjeSenje za relaksirani problem
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Ocigledno je x; = 2, x, = 0 moguce rjeSenje promatranog problema cjelobrojnog li-
nearnog programiranja pa je 7' = =2 + 0 = =2. Kako je skup moguéih rjesenja problema
cjelobrojnog programiranja S p podskup skupa mogucih rjesenja relaksiranog problema
S 1p, na taj nacin smo dobili gornju ogradu 7* = 1.29 za funkciju cilja na S ;p. Varijabla
x1 = 2.12 je necjelobrojna pa cemo pomocu nje izvrsiti separaciju skupa mogucih rjesenja
S 1p. Dobivamo dva nova potproblema. Jedan potproblem se sastoji od pocetnog relaksi-
ranog problema uz uvjet x| < 2 taj skup oznacimo s S 1, a drugi od pocetnog relaksiranog
problema uz uvjet x; > 3 taj skup oznacimo s S ».

y

0 /ﬂ,s/ 75 9 25 % a5 % 45 ® 55 6 68
Slika 5.3: Prikaz prostora rjeSenja nakon prvog grananja, gdje je S; = {x; < 2,x, >
0: 12)61 + 11)62 < 63, —22)61 +4X2 < —33} te Sz = {Xl > 3,)62 >0 12x1 + 11)62 <
63, —22x; + 4x, < —33}
Rjesavanjem relaksiranih problema simplex algoritmom dobijemo sljedece:
z' X x;
x1 <21 075 200 275
x1=>31]-055 3.00 245
Vrijednosti trenutnih granica su 7' = =2 te 7* = 0.75. U &voru, gdje postoji uvjet

x1 < 2 vrsimo grananje tako jedna grana uvjetuje x, < 2 predstavlja skup Si, a druga
X, > 3 predstavlja skup S 4. RjeSavanjem relaksiranih problema simplex algoritmom uz
uvjet x, < 2 dobivamo z* = 0.14, x] = 1.86, x5 = 2.00. Kao sto je sa slike 5.3 vidljivo
skup S| uz dodatan uvjet x, > 3 je prazan, stoga kaZemo da je ta grana nije dopustiva.

Vrijednosti trenutnih granica su 7' = =2 te 7 = 0.14. Aktivni potproblemi su sljedeéi: .
7 x x5
x >3 -0.55 3.00 245

x1<2,x,<2] 014 186 2.00
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Prema tome potrebno je skup S 3 podijeliti na Ss za kojeg vrijedi x; < 1 te na S¢ za
kojeg vrijedi x, > 2. Primijetimo da je skup S s prazan, stoga ga iskljucujemo iz daljnjih
razmatranja. Primijenimo simplex metodu za skup Se, time dobivamo z* = 0.00, x] =
2.00, x5 = 2.00. Kako smo nasli cjelobrojno rjeSenje x; = 2, x, = 2 na skupu S te su svi
drugi podskupovi iskljuceni, zavrS§avamo postupak.

Dan je popis £ aktivnih potproblema ili, ekvivalentno, podstabla neobrezanih ili aktiv-
nih ¢vorova, pitanje je odluciti koji Evor treba detaljnije ispitati sljedeci. Postoje dvije su
osnovne mogucnosti:

e a priori pravilo koje unaprijed odreduju redoslijed kojim ¢e se stablo granati odnosno
rezati

e adaptivno pravilo koje bira ¢vorove koristeéi informacije (npr. ograde) o statusu
aktivnih ¢vorova

Metoda odabira a priori pravilo za biranje ¢vorova se temelji na dubinskom pretrazivanju
te na backtracking algoritmu, Cesto se u literaturi opisuje i kao LIFO (eng. last in, first
out) jer se temelji na tome da se ¢vorovi stavljaju na stog. Svaki korak algoritma ukljucuje
uzimanje ¢vora s vrha stoga i provjeru predstavlja li taj ¢vor rjeSenje problema. Ako ¢vor
predstavlja rjeSenje, poduzima se odgovarajuca akcija, na primjer, ispisivanje rjeSenja. Ako
¢vor nije rjeSenje, algoritam pokuSava generirati njegovu djecu i dodaje ih na stog. Al-
goritam zapocinje s postavljanjem samo korijena stabla na stog, a zavrSava kad pronade
rjeSenje ili kad se stog isprazni. Dubinsko pretrazivanje ¢vorova odnosi se na to da, ako
trenutni ¢vor nije odrezan, sljedeci ¢vor koji se razmatra je jedno od njegove dvoje djece.
Backtracking znaci da kada je ¢vor odrezan, vracamo se stablom od ¢vora prema korijenu
dok ne pronademo prvi ¢vor (ako postoji) koji ima dijete koje joS nije uzeto u razmatranje.
Kombinacijom ova dva algoritma uz zadavanje redoslijeda kojim ¢emo razmatrati djecu
¢vora, dobijemo a priorno pravilo jer unaprijed znamo izgled stabla. A priori pravilo se ne
drZi u potpunosti pretraZivanja u dubinu jer, ako se nalazimo u nekom ¢voru razmatraju se
sva djeca tog ¢vora. Primjer koriStenja a priori pravila za odabir ¢vorova uz pretpostavku
da preferiramo lijevo dijete prikazano je na slici 5.4 koja prikazuje stablo iz primjera 5.1.2.
Cvorovi su numerirani redoslijedom kojim se razmatraju. Ako je &vor podcrtan to znai da
se on viSe ne grana zbog ogranicenja.

Adaptivno pravilo temelji se na usporedivanju donje, odnosno gornje ograde za aktivne
¢vorove. Kod ovog pravila vazno je vrSiti grananje u onim ¢vorovima koje smatramo vje-
rovatnijim za pronalaZenjem konacnog rjeSenja. Dakle, kod problema maksimizacije uvi-
jek ¢emo preferirati ¢vor koji ima najvecu gornju ogradu medu svim aktivnim ¢vorovima.
Primjer stabla koji za odabir ¢vorova koristi adaptivno pravilo je dano na slici 5.5.
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Z'=-2, 7,p=2=1.29
0 x=212 x,=3.41

X1=2 X1=3
Z'=-2, z;p=2"=0.75 2 Z'=-2, z,p=-0.55, z*=0.75
X;=2.00, x,=2.75 X,=3.00, x,=2.45
/ \ftﬂ
Z'=-2, Z,p=2"=0.14
¥=1.86, X,=2.00 4 g,-p

AW

z2'=-2, z,p=2"=0.00
S %:=2.00, x,=2.00

Slika 5.4: Primjer koriStenja a priori pravila za odredivanje redoslijeda grananja u stablu
iz primjera 5.1.2

Za kraj ovog potpoglavlja navedimo korake algoritma uz pretpostavku da se radi o op-
timizacijskom problemu maksimizacije te uz koristenje adaptivnog pravila.

1. korak: Odredivanje donje ograde algoritma z'. To se moZe postiéi, na primjer,
odredivanjem nekog dopustivog rjeSenja x, te stavimo z' = z(x). U situaciji kada nije dos-
tupno valjano rjeSenje, moZe se pretpostaviti da je 7' = —oo.

2. korak: Ovaj korak odnosi se na grananje skupova koji predstavljaju prostore rjeSenja.
Na pocetku je potrebno podijeliti cijeli skup mogucih rjeSenja. Na primjer, ovu podjelu
mozemo posti¢i tako da jedan dio bude podskup u kojem vrijedi x; < ¢, dok je drugi pod-
skup onaj u kojem vrijedi x; > c+1, gdje je k odabrana varijabla te ¢ cjelobrojna konstanta.
Konstanta ¢ se obino odabire na temelju rjeSenja varijable x; relaksiranog problema, tako
da vrijedi ¢ < x; < c+ 1.

3. korak:Za svaki novi podskup, izraCunajte gornju granicu z* za maksimalnu vrijed-
nost ciljne funkcije u tom podskupu.

4. korak:Moguce je iskljuciti neke od podskupova iz daljnjeg razmatranja ukoliko:
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(i.) vrijedi z* < 7/
(i1.) podskup nema mogucih rjeSenja

(ii1.) nadeno je optimalnije cjelobrojno rjeSenje unutar tog podskupa, s vrijednos$¢u ciljne
funkcije z*

U slucaju (iii.), ako je z* > 2/, spremiti to rjeSenje i primijeniti test (i.) na sve preostale
podskupove.

5. korak: Ako su svi podskupovi iskljueni, zaustavite se. Tada, trenutno sauvano
rjeSenje je optimalno. U suprotnom, predite na korak 2.

5.2 RjeSavanje problema 0/1 naprtnjace

Prema L. Nerali¢, Z. Lukac [5], metoda branch-and-bound pokazala se posebno dobrim
alatom za rjeSavanje problema cjelobrojnog programiranja s binarnim varijablama, koje
mogu imati vrijednosti 0 ili 1. Medu takve probleme svrstava se i problem 0/1 naprtnjace.
Osnovni algoritam metode branch-and-bound slican je onome opisanom u prethodnom
odjeljku, ali se ovdje primjenjuje grananje na nacin da se za odredenu varijablu x; provodi
podjela na dvije grane, jedna s vrijednoS¢u x; = 0 1 druga s vrijednos¢u x; = 1. U relak-
siranom problemu, dodaju se ogranienja O < x; < 1 za sve binarne varijable x;, gdje je
j=1,2,...,n. Redoslijed kojim ¢emo izabirati ¢vorove temelji se na jednostavnoj ideji da
preferiramo predmete koji donose najvise vrijednosti po jedinici teZine i biramo ih dok ima
dostupnog prostora u naprtnjaci. Stoga je korisno analizirati predmete koji su sortirani i,
prema potrebi, renumerirani tako da vrijedi

Dby s (5.7)

w1 1%} %%
Vrijeme potrebno za jednostavno sortiranje je O(n logn).

Primjer 5.2.1. Neka je zadan problem 0/l naprtnjace s pet predmeta s vrijednostima
40,42,25,12,7 i teZinama 4,7, 5, 3, 2 respektivno, uz nosivost naprtnjace od 13.

Izracunajmo vrijednost pojedinog predmeta.
i ‘ 1 2 3 4 5
w; 4 7 5 3 2
pi | 40 42 25 12 7
=110 6 5 4 3.5

Di
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Sortirajmo predmete prema vrijednosti: X, > X, > X3 > X4 > Xs, tim poretkom éemo
razmatrati stavljanje predmeta u naprtnjacu. Problem se moZe zapisati kao problem 0-1
linearnog programiranja:

maxz = 40x; +42x, + 25x3 + 12x4 + 7 x5
uz ogranicenja

(5.8)
dx, + Txy + 5X3 + 3x4 + 2X5 <13

X1, X2, X3, X4, X5 € {0, 1}

Ocigledno je donja ograda funkcije cilja 7' = 0, u slucaju prazne naprtnjace. RjeSavamo
relaksirani problem 5.8, gdje umjesto zadnjeg uvjeta o binarnosti varijabli, uvodimo uvjet
0 < xi1,x2,X3,x4,x5 < 1. Koristeci simplex algoritam dobijemo rjeSenje x; = 1,x, =
I,x; = %,x4 = x5 = 0, dok je 77 = 7' = 92 gornja ograda na vrijednost funkcije cilja
na skupu S ;p mogucih rjesenja. Grananje provodimo tako da uzmemo najprije x; = 0
za jednu granu, te x; = 1 za drugu granu. RjeSavanjem relaksiranih problema simplex

algoritmom dobijemo sljedece:

‘ z X X5 X, X, xs
x=0]71 0 1 1 1 0
xx=11]92 1 1 2 0 0

U vrhu gdje je x; = 0 gornja ograda je 7" = 71, a u vrhu gdje je x; = 1 gornja ograda
je 7 = 92. Stoga, daljnje grananje nastavljamo u cvoru gdje je x, = 1. Pritom ¢emo
promatrati granu iz vrha 2 za koju je x, = 0, te dobiti vrh 3 i granu iz vrha 2 za koju je
x, = 1, te dobiti vrh 4.RjeSavanjem relaksiranih problema simplex algoritmom dobijemo
sljedece:

‘ 4 X x5 x5 X, Xl
x1=1,x=0 80.5 1 0 1 1 %
X1 = 1,XZ =1 92 1 1 % 0

U vrhu 3 gornja ograda je 7" = 80.5, a u vrhu 4 gornja ograda je 7* = 92.
Stoga, daljnje grananje nastavljamo u vrhu 4. Pritom ¢emo promatrati granu iz vrha
4 za koju je x3 = 0, te dobiti vrh 5 i granu iz vrha 4 za koju je x3 = 1, te dobiti vrh
6. Primijetimo kako u vrhu 6 relaksirani problem nema moguceg rjesenja, stoga se ne
provodi daljnje grananje iz vrha 6. RjeSavanjem relaksiranog problema u vrhu 5 simplex
algoritmom dobijemo sljedece: x; = 1,x; = 1,x3 =0, x4 = %, x5 =0, tejez" =7 =90.
Daljnje, grananje provodimo iz ¢vore 5, jedna grana sadrZi uvjet x, = 0 te joj je pridruzen
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vrh 7, a druga x, = 1 te joj je pridruzen vrh 8. Primijetimo da u vrhu 8 relaksirani problem
nema moguceg rjeSenja jer predmeti premasuju zadanu nosivost naprtnjace. Rjesavanjem
relaksiranog problema u vrhu 7 dobijemo rjesenje: x; = 1,x, = 1,x3 =0,x4 = 0,x5 = 1 te
jez" =z"=289.

Jedini aktivni vrhovi su 1 i 3 kako je donja ograda u oba ¢vora 0, a donja ograda u ¢voru
7 je 89 stoga se podskupovi koje predstavijaju cvorovi 1 i 3 mogu iskljuciti iz daljnjeg
razmatranja. Time smo sve podskupove iskljucili iz razmatranja te se algoritam zaustavlja.
Rjesenje je x; = 1,x, = 1,x3 = 0,x4 = 0, x5 = 1 s maksimalnom vrijednoscu funkcije cilja
89. Dakle, potrebno je u naprtnjacu staviti prvi, drugi i peti predmet i pri tome cemo
ostvarit vrijednost 89.

2'=0, z,p=2"=92
x=(1,1,0.4,0,0)

2'=0, z;p= z¢=71

x=(0,1,1,0.33,0 —

2'=0, Z,p= z!¥=92
x=(1,1, 0.4, 0, 0)

X2:0

=0, z,p= 2¥=92
I= = U= 3 Z=U, Zip
z2'=0, z,p= 2"=80.5 x=(1.1,0.4, 0, 0)

4
x=(1,0,1,1,05) —
X3:O/ \(3:1

z'=0, 2,p=2"=90 5 6
x=(1,1, 0, 0.67, 0)

Xd:(/ \)(4—1

7'=89, 7= z4=89 ' 8 Sz=o
x=(1,1,0,0,1) —

Sg=ﬂ

Slika 5.5: Stablo branch-and-bound za primjer 5.2.1



Poglavlje 6

Gurobi Optimization

Gurobi Optimization, Cesto nazivan Gurobi, je vodeca komercijalna softverska biblioteka
za rjeSavanje optimizacijskih problema. Gurobi omogucuje rjeSavanje linearnih, kvadrat-
nih, kvadratno-ogranicenih, mjeSovito cjelobrojnih linearnih, mjeSovito cjelobrojnih kva-
dratnih i mjeSovito cjelobrojno kvadratno-ograni¢enih optimizacijskih problema. Slika 6.1
prikazuje logo alata Gurobi optimization, slika preuzeta s [3].

< GUROBI
L\

OPTIMIZATION

Slika 6.1: Logo Gurobi Optimization

Gurobi se pokrece kroz neko programsko okruzenje. Podrzava pokretanje kroz sljedece
programske jezike: C, C++, Java, .NET, Python, MATLAB, R. Proizvodal preporucuje da
se pokrece kroz Python te je najviSe dokumentacije i primjera prilagodeno upravo tom
programskom jeziku, vidi [3].

6.1 Gradnja modela u Gurobi-u

U ovom potpoglavlju objasnit ¢emo sve naredbe koje ¢emo koristiti u programu u poglavlju
7. Potrebno je zapisati poCetan problem i za to sluzi objekt iz klase Model u Gurobiu. Za
kreiranje modela koristimo sljedecu naredbu:

Model (name="", env=defaultEnv)
Argumenti:

29
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e name: naziv novog modela, naziv se biljezi kao ASCII string, stoga je potrebno
pripaziti da se naziv modela moZe prikazati ASCII simbolima

e env: okruZenje u kojem se stvara model
Povratna vrijednost:
e novi objekt model, model inicijalno ne sadrZi varijable ili ograni¢enja

Fukcija kojom moZe mijenjati parametre modela je sljedeca:
setParam ( paramname, newvalue )

Argumenti:

e paramname: niz znakova (eng. string) koji sadrzi naziv parametra koji Zelite izmi-
jeniti, naziv moze ukljucivati zamjenske znakove (eng. wildcard characters) poput
Y, "%’ ako se podudara viSe od jednog parametra, navest ¢e imena koja se
podudaraju i nijedan odnjih nece promijeniti, mala i velika slova zanemaruje

e newvalue: nova vrijednost za parametar, moze biti ’default’, $to znaci da se parame-
tar treba vratiti na zadanu vrijednost

Navest ¢emo samo neke parametre koje ima smisla podeSavati s obzirom na problem kojim
se bavimo, lista svih parametra moZe se pronaci na [3].

- TimeLimit (def: Infinity) : postavlja maksimalno vrijeme u sekundama koje je do-
zvoljeno za rjeSavanje problema optimizacije

- MIPGap (def: 0.0001): postavlja dozvoljeno postotno odstupanje izraCunatog rjeSenja
od egzaktnog (zaista optimalnog) rjeSenja za MIP (eng. Mixed-Integer Program-
ming) probleme

- OutputFlag (def: 1) : binaran parametar koji govori hoce li se ispisivati poruke
tijekom rjeSavanja problema, O iskljucuje ispis, dok 1 omogucéava ispis

- Heuristics (def: 0.05) : postavlja koriStenje heuristika za pronalaZenje boljih pocetnih
rjeSenja, izraz u obliku postotka koji predstavlja postotak vremena izvodenja optimi-
zacije koje se koristi za racunanje heuristike

- NodeLimit (def: Infinity) : maksimalan broj ¢vorova u stablu za probleme CLP-a

- Presolve (def: —1) : parametar koji omogucava automatsko pojednostavljenje mo-
dela prije nego Sto se rjeSava, moze se postaviti na 0 (iskljuceno), 1 (osnovni “pre-
solve™), 2 (napredni “presolve”), -1 (odnosi se na pocetne postavke)
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- LazyConstraints (def: 0) : binaran parametar koji govori da li se koriste uvjeti tipa
lazy constraint (vidi potpoglavlje 6.3), 0 ne koriste se, dok 1 oznacava da se koriste

Naredbom Model samo stvaramo prazan model, potrebno je definirati koje ¢emo vari-
jable koristiti, to radimo naredbom Model.add Vars().

addVars (*indices, 1b=0.0, ub=float(’inf’), obj=0.0,

Argumenti:

e indices: indeksi za pristup novim varijablama

Ib: donja granica(e) za nove varijable

e ub: gornja granica(e) za nove varijable

obj: koeficijenti funkcije cilja

vtype: odreduje tip varijabli, moZe poprimiti pet vrijednost
. GRB.CONTINUOUS : kontinuirane varijable
. GRB.BINARY : binarne varijable koje mogu imati vrijednost O ili 1

1
2
3. GRB.INTEGER : cjelobrojne varijable
4

. GRB.SEMICONT : varijabla koja je u nekom rasponu cjelobrojna, a izvan tog raspona
kontinuirana

5. GRB.SEMIINT : varijabla koja moZe biti cijeli broj ili polovi¢an (npr. 0, 0.5, 1, 1.5
itd.)

e name: (neobavezno) naziv varijabli
Povratna vrijednost:

o tupledict : objekt sli¢an kao Pythonov dictionary

tupledict (args, kwargs)

— args : indeks varijable

— kwargs : naziv varijable

Gornja naredba u sebi sadrzi argument obj kojim je moguce mijenjati funkciju cilja
medutim postoji i zasebna naredba koja sluZi tome da se namjesti funkcija cilja u modelu,
ako koristimo obje mogu¢nosti funkcija cilja ¢e imati vrijednosti koje su zadane sljedeCcom
naredbom.
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setObjective ( expr, sense=GRB.MINIMIZE )
Argumenti:

e expr : predstavlja ciljnu funkciju, izraz moZe sadrzavati varijable koje se nalaze u
modelu, konstante i matematicke operacije

e sense : parametar koji odreduje da li se ciljna funkcija maksimizira ili minimizira,
moguce vrijednosti su GRB.MAXIMIZE ili GRB.MINIMIZE

Povratna vrijednost: nema
U model se dodaju ogranic¢enja pomocu sljedece naredbe:
addConstrs ( generator, name="" )

Argumenti:
e generator : generator izraza, gdje svaka iteracija predstavlja jedno ogranicenje
e name : naziv ogranicenja

Povratna vrijednost:

o tupledict : objekt sli¢an kao Pythonov dictionary

tupledict (args, kwargs)

— args : indeks ograniCenja

— kwargs : generator izraza

Napomena 6.1.1. Argument generator se pise kao u Pythonu generator izraza, to je znacajka
Python jezika koja omogucuje iteraciju kroz Python izraz. Nova Gurobi ogranicenja do-
daju se modelu za svaku iteraciju generatora izraza. Na primjer, ako je x Gurobi varijabla,
tada naredba m.addConstr(x < 1, name=’c0’) dodaje jedno linearno ogranicenje.
Dok naredba m.addConstrs((x[i] < 1 for i in range(5)), name=’c’) modelu
dodaje pet ogranicenja. Prvo ogranicenje koje proizlazi iz ovog izraza zvalo bi se c[0] i
ukljucivalo bi varijablu x[0].

Napomena 6.1.2. Ogranicenja u Gurobiu se mogu pisati samo pomocu jednog operatora
usporedbe. Na primjer, za ogranicenje 0 < x < 1 potrebno je napisati dvije naredbe.

Napomena 6.1.3. Gurobi ne podriava striktne usporedbe manje od, vece od ili nejednako,
zato da bi izbjegao potencijalne greske vezane uz numericku toleranciju.

Napomena 6.1.4. Primijetimo da Gurobi slijedi objektno-orijentirani pristup u programi-
ranju.
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6.2 RjeSavanje problema u Gurobi-u

Algoritam koji se koristi u Gurobi-u za rjeSavanje problema cjelobrojnog linearnog progra-
miranja je branch-and-cut. To je algoritam koji se temelji na algoritmu branch-and-bound
te koristi algoritam cutting planes za vrednovanje i dodavanje ogranicenja koja se dobiju
rjeSavajuéi relaksirani problem linearnog programiranja.

Primjer 6.2.1 (Primjer koriStenja cutting planes algoritma kod rjeSavanja problema CL-
P-a). Pretpostavimo da problem cjelobrojnog linearnog programiranja ima slijece ogranicenje

6x1 + 5x, + Tx; + dx4 + 5)C5 <15

X1, X2, X3, X4, X5 € {O’ l}

Pretpostavimo da smo rijesili neki relaksirani problem linearnog programiranja te smo
dobili rjesenje: x; = 0,x; = 1,x3 = x4 = x5 = %, primijetimo da nije moguce da x; =
Xy = x5 = 1jer5+7+4 =16 > 15. Stoga u pocetna ogranicenja dodajemo uvjet
X3 + x4 + x5 < 2. Nadalje, "reZemo” dobiveno rjesenje, odnosno vise necemo provoditi
grananje u tom ¢voru u sklopu algoritma branch-and-bound jer % + % + % = % > 2.

Zbog toga Sto dodavanjem dodatnih ogranic¢enja ¢inimo relaksirani problem LP-a tezim
za rjeSavanje te zato Sto bi bilo preskupo traziti sva moguca ogranicenja, a ne znamo una-
prijed hoce li nam ona pomo¢i u “rezanju” nekih rjeSenja, ne dodajemo takva ogranicenja
na pocetku ve¢ kao u primjeru 6.2.1 tek nakon $to uvidimo da ona imaju povoljan ucinak
na “rezanje” nekih rjeSenja.

Prije izvrSavanja samog algoritma, pokrece se presolve te se traZi heuristicko rjeSenje.
Presolve ima za cilj smanjiti veli¢inu problema te poostriti funkciju cilja, ako je to moguce.
razine rada presolva. Pretpostavimo da rjeSavamo problem minimizacije. Heuristika se
temelji na tome da postavimo na pocetku rjeSavanja problema ¢im bolju gornju ogradu.
Posljedica nalaZenja zadovoljavajuce gornje ograde je veca vjerojatnost da Ce rjeSenje re-
laksiranih problema linearnog programiranja biti veca od heuristinog rjeSenja te ¢e to
dovesti do rezanja” ¢vorova. Kao $to smo vidjeli u potpoglavlju 6.1 mozemo mijenjati
parametar koji odreduje koliki postotak vremena rjeSavanja problema ¢e posvetiti traZenju
heuristi¢kog rjeSenja, zadano je da to bude 5% vremena.

Uz sve gore navedene tehnike softver za rjeSavanje cjelobrojnog problema linearnog
programiranja koristi i tehniku odabira varijabli grananja, otkrivanje simetrije, otkrivanje
disjunktnih podstabala. Cilj je ograni€iti veli¢inu razgranatosti stabla.

Naredba koja se u Gurobi-u koristi za pokretanje optimizacije kako bi pronasli rjeSenje
koje minimizira ili maksimizira funkciju cilja, uz poStovanje svih ogranicenja koja su defi-
nirana u modelu je sljedeca:
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optimize ( callback=None )

Argumenti:

callback : funkcija Callback(model, where) , tijekom optimizacije povremeno
¢e se pokretati, ona ima dva parametra, gdje model predstavlja model koji optimi-
ziramo, a where predstavlja kada ¢e se u procesu optimizacije pokretati callback
funkcija

Povratna vrijednost: nema
Nakon uspjeSnog zavrSetka, ova ¢e metoda popuniti atribute modela koji se odnose na
rjeSenje, takoder popunit ¢e i neke druge informacije o samom procesu rjeSavanja. Neki
atributi modela koje ova naredba popunjava:

ObjVal : optimalno nadeno rjesenje

ObjBound : najbolja nadena ograda za funkciju cilja (donja ograda za minimizaciju,
gornja ograda za maksimizaciju)

Status : trenutni status optimizacije modela, postoji 17 vrsta statusa, neki od njih su:

— LOADED : model je ucitan, ali informacije o rjeSenju nisu dostupne

— OPTIMAL : model je rijeSen s obzirom na danu toleranciju rjeSenja te je dostupno
optimalno rjeSenje

— INF_OR_UNBD : model nije dopustiv ili je neograni¢en, potrebno je postaviti parame-
tar DualReductions na 0 i ponoviti optimizaciju

— INFEASIBLE : model nije dopustiv
— UNBOUNDED :model je neogranicen
— NUMERICAL: optimizacija je prekinuta zbog nepopravljivih numeric¢kih pote§koca

— SUBOPTIMAL : ne moZe se zadovoljiti tolerancija optimalnosti, dostupno je subopti-
malno rjesenje

PoolObjVal : alternativna rjeSenja pohranjena tijekom procesa optimizacije
Runtime : vrijeme potrebno da se izvede optimizacija

IterCount : broj provodenja simplex algoritma tijekom izvodenja optimizacije
NodeCount : broj ¢vorova u stablu rjeSenja koje se generiralo tijekom optimizacije

OpenNodeCount : broj ¢vorova koji su ostali otvoreni u stablu rjeSenja jer je nadeno
optimalno rjeSenje

Popis svih atributa dostupan je na [3].
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6.3 Lazy constraint u Gurobi-u

Lazy constraint predstavlja skup ogranicenja koja su zadana u pocetnom modelu, ali se ne
dodaju na pocetku rjesSavanja problema, ve¢ se dodaju u model onda kada je pronadeno
rjeSenje koje krsi neko od ogranicenja koja su zadana kao lazy constraint. Lazy constra-
int se koristi kada model ukljucuje iznimno puno ogranicenja od kojih predvidamo da ce
mnoga biti suviSna, koriStenjem takvih rjeSenja Stedimo na memoriju te na vremenu za
generiranje svih ogranicenja na pocetku.

Prema Gurobi dokumentaciji, najbolje je provjeravati zadovoljava li rjeSenje uvjete lazy
constraint kroz callback funkciju.

y
% zy constraint
5

Slika 6.2: Primjer gdje se rjeSenje LP problema z* odbacuje jer ne zadovoljava uvjete
zadane kao lazy constraint

Za dohvacanje privremenih rjeSenja optimizacije koristimo naredbu Model.cb GetSo-
lution(). Ova se naredba moZe pozvati samo kada je vrijednost where u Callback funk-
ciji GRB.Callback.MIPSOL, §to znaci da je proces optimizacije, naSao novo privremeno
rjesSenje.

cbGetSolution(vars)

Argumenti:

e vars : varijable modela, ¢ije vrijednosti Zelimo dohvatiti, moZe biti dano kao jedna
varijabla, matrica varijabli, lista varijabli ili rjeCnik varijabli

Povratna vrijednost:
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e vrijednosti za navedene varijable u rjeSenju, format zapisa jednak je ulaznom para-
metru

Za dodavanje novih ograniCenja tipa lazy constraint unutar funkcije Callback koristimo
naredbu Model.cbLazy(). I ova naredba se moZe pozvati samo, ako je vrijednost where u
Callback funkciji GRB.Callback. MIPSOL.

cbLazy(lhs, sense, rhs )
Argumenti:
e lhs : lijeva strana izraza novog ogranicenja

e sense : operator usporedbe izmedu lijeve 1 desne strane novog ogranicenja
(GRB.LESS_EQUAL, GRB.EQUAL ili GRB.GREATER _EQUAL)

e rhs : desna strana izraza novog ogranicenja
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Poglavlje 7

Implementacija rjeSenja za problem
trgovackog putnika

U ovom poglavlju govorit ¢emo o implementaciji jednog egzaktnog rjeSanja za problem
trgovackog putnika. Problem je definiran pomoc¢u Dantzig-Fulkerson-Johnson formulacije.
Program sam pisala u interaktivnom okruzenju Jupyter Notebook 6.4.8. te sam koristila
besplatnu Gurobi 10.0.3 studentsku licencu. Biblioteke koje je potrebno ucitati su sljedece:
import gurobipy as gp

from gurobipy import GRB

import networkx as nx

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

import time

import math

Kod 7.1: Biblioteke potrebne za rad

Biblioteka gurobipy obuhvac¢a Gurobi Python modul koji sadrZi funkcije i klase koje
su opisane u poglavlju 6, takoder uvozimo i konstante i simbole iz Gurobi Python modula.

U varijablu points spremamo koordinate tocaka (gradova) iz tekstualnih datoteka s [11].
Redoslijedom kojim ucitavamo podatke, tako ih i numeriramo.

Potrebna nam je funkcija za odredivanje udaljenosti izmedu dva vrha, jer ¢e to biti
koeficijenti u funkciji cilja.
def distance (tockal, tocka2):

x1, yl = tockal

x2, y2 = tocka2
return math.sqrt((xl - x2)**2 + (yl - y2)%*2)

Kod 7.2: Funkcija za raCunanje udaljenosti medu dva vrha

Potrebno je stvoriti novi model. Postavili smo parametre tako da ¢e model raditi bez ispi-
sivanja poruka tijekom rjeSavanja te Ce se traziti egzaktno optimalno rjeSenje. Dodajemo
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varijable x;;, i > j u model gdje je x;; = 0, ako brid koji povezuje vrhove i i j nije ukljucen
u rjeSenje, a x;; = 1, ako je ukljuCen. Postavlja se funkcija cilja kao u (4.6) te ograniCenja
kaou (4.7) 1 (4.8).

#
m

#
X

definiramo model
= gp.Model ("TSP")

range (len(points))
gp.tuplelist([(i, j) for i in V for j in V if i > j])

postavljanje parametara

.setParam (GRB.Param.OutputFlag, 0)
.setParam(GRB.Param.MIPGap, O0)

postavljanje varijabli
= m.addVars(E, vtype=GRB.BINARY)

#postavljane fje cilja

m.setObjective(gp.quicksum([distance (points[i], points[j]) * x[i, j] for
i, j in E.select("*", "*")]), GRB.MINIMIZE)

# postavljanje ogranicenja

for i in V:
m.addConstr(gp.quicksum([x[i, j] for _, j in E.select(i, "*") if j
I= i]) + gp.quicksum([x[j, i] for j, _ in E.select("*", i) if j I=1i

D = 2
Kod 7.3: Definiranje pocetnog modela

Uvjet (4.9) iz Dantzig—Fulkerson—Johnson formulacije ne uvodimo za sve prave podsku-
pove vrhova od barem dva ¢lana ve¢ kao lazy constraint. Odnosno, tek kada potencijalno
optimalno rjeSenje ne zadovoljava neki od uvjeta iz (4.9), tada taj uvjet uvodimo u model.
Nize je dana funkcija koja po potrebi dodaje nova ogranicenja u model te pokrece proces
optimizacije te ispisuje vrijednost trenutno optimalne funkcije cilja. Funkcija vraca rjecnik
takav da klju€ rjecnika predstavlja brid (i, j) : i > j, a vrijednost rjecnika je binarna vrijed-
nost, govori je li brid ukljucen (1) ili ne (0).

def solve_tsp(points, model, subtours=[]):

#dodavanje uvjeta za podture
for subtour in subtours:

model .addConstr(gp.quicksum([x[i, j] for i in subtour for j in
subtour if i > j]) <= len(subtour) - 1)

#pokretanje optimizacije
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model .optimize ()

#ispis rjesenja
if model.status == GRB.status.OPTIMAL:
print (’Optimalno rjesenje je %g’ % m.objVal)
result = {edge: x[edge].X for edge in E}
return result
else:
print ("Greska")
raise SystemExit
Kod 7.4: Funkcija koja dodaje u model ogranicenja tipa lazy constraint te pokrece proces
optimizacije
Potrebno je odrediti komponente povezanosti koje se javljaju u posljednjem rjesenju koje
smo dobili, kako bismo dodali dodatne uvjete tipa (4.9) u model za te komponente pove-
zanosti. U biblioteci NetworkX postoji funkcija koja iz danog grafa vraca sve komponente
povezanost, stoga je potrebno definirati graf trenutnog rjeSenja. Graf definiramo dodajuéi
bridove koji su ukljuceni u posljednjem rjesenju.
def add_edges_from_dict(graph, edge_dict):
#definiranje grafa s bridovima gdje je value u rjecniku >=1
for edge, value in edge_dict.items():
if value >=1:
graph.add_edge (*edge)

def conncom(solution):
G = nx.Graph(Q
add_edges_from_dict (G, solution)
#prepoznavanje komponenta povezanosti
components = [subgraph for subgraph in nx.connected_components(G)]
return components

Kod 7.5: Funkcija add-edges_from dict definira graf koji je zadan posljednjim
rjeSenjem, a funkcija conncom vraca komponente povezanosti u danom grafu

Kako bi dobili konacno rjeSenje problema trgovackog putnika potrebno je prvo pozvati
funkciju solve_tsp na modelu koji nema nikakve uvjete tipa (4.9), zatim pomo¢nu funk-
cije conncom koja vraca vrijednost svih komponenata povezanosti u grafu koji predstavlja
rjeSenje problema. Ako postoji samo jedna komponenta povezanosti, to znaci da je prvi po-
ziv funkcije solve_tsp dao rjeSenje pocetnog problema trgovackog putnika. Ako postoji
viSe od jedne komponente povezanosti, tada je potrebno uvesti ogranicenja tipa lazy cons-
traint na temelju komponenta povezanosti u prethodnom rjeSenju te rijesit takav problem.
Potrebno je vidjeti da li novo rjeSenje ima jednu ili viSe od jedne komponente povezanosti
te u skladu s tim proglasiti to rjeSenje pocetnog problema trgovackog putnika ili nastaviti
postupak koji je gore opisan dok ne dobijemo rjeSenje s jednom komponentom povezanosti
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t0=time.time ()
sol=solve_tsp(points, m)
com=conncom(sol)
while len(com) > 1:
sol=solve_tsp(points, m, com)
com=conncom(sol)
tl=time.time ()
print("Vrijeme izvodenja algoritma:", tl - t0®, "sekundi")

Kod 7.6: Dobivanje konacnog rjeSenja pocetnog problema trgovackog putnika

Primjer 7.0.1. Na primjeru podataka wi29.txt preuzetih s [11] pogledajmo kako radi gore
navedeni algoritam. Nakon definiranja pocetnog modela s minimizacijskom funkcijom cilja

0
5
4o
4
[l 14
3 i
18
7] 21
12 2
2 & 26° 38
8 16
13 27
19 25
5 %
[Vrijednost funkcije cilja: 24057.58} 23

Slika 7.1: RjeSenje nakon 1. iteracije

(4.6), te ogranicenjima (4.7)-(4.8), pozivamo optimizaciju i dobijemo rjesenje prikazano
na slici7.1. Algoritam ¢e na pocetan model dodati josS 8 ogranicenja koji su formulirani
kao (4.9) za svaku komponentu povezanosti, gdje vrhovi svake komponente povezanosti
predstavljaju skupove S;,i € {1,...,8}). Takav model se optimizira te je rjesenje u obliku
grafa dana na slici 7.2.

Uocimo da graficko rjeSenje sa slike 7.2 ne zadovoljava ogranicenje (4.9) jer postoje
ciklusi s manje od n = 29 vrhova. Stoga, je potrebno uvesti dodatna 4 uvjeta koji su
formulirani kao (4.9) za svaku komponentu povezanosti, gdje vrhovi svake komponente
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Slika 7.2: RjeSenje nakon 2. iteracije

povezanosti predstavljaju skupove S;,i € {9,10,11,12}. Takav model se optimizira te je
rjesenje u obliku grafa dano na slici 7.3.
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Slika 7.3: RjesSenje nakon 3. iteracije

Ni, graficko rjesenje sa slike 7.3 ne predstavlja rjeSenje pocetnog problema jer sadrZi
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podcikluse duljine manje od n = 29. Stoga, je potrebno uvesti jos 3 ogranicenja koja su
SJormulirana kao (4.9) za svaku komponentu povezanosti, gdje vrhovi svake komponente
povezanosti predstaviljaju skupove S;,i € {13,14,15}). Takav model se optimizira te je
rjeSenje u obliku grafa dano na slici 7.4.
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Slika 7.4: Konac¢no rjeSenje pocetnog problema

Primijetimo da smo dobili konacno rjesenje jer dano rjesenje zadovoljava sve uvjete (4.7)-
(4.9) u Dantzig—Fulkerson—Johnson formulaciji. Primijetimo da smo ovim algoritmom,
uveli 15 ogranicenja tipa (4.9) za skupove S;, i € {1,2,...,15} umjesto 2" —1=2% -1 =
536 870 911.

Implementacija algoritma je testirana na osam grupa podataka s [11]. U datotekama
su zapisane koordinate vrhova. Te su u tablici 7.1 dani podaci o tome koliko svaka grupa
podataka ima zadanih koordinata vrhova (znamenke na kraju imena podataka), optimalno
rjeSenje, vrijeme izvrSavanja algoritma u sekundama, uzeta je prosjecna vrijednost izvrSavanja
algoritma mjerenih 1000 puta, broj iteracija odnosno koliko puta se pokrenuo proces op-
timizacije dok nismo dosli do krajnjeg rjeSenja, koliko je dodano ogranicenja tipa (4.9) u
model, koliko je bilo potrebno rijesiti problema relaksiranog linearnog programiranja te
koliko se iteracija simplex algoritma pokrenulo kroz cijeli proces optimizacije. Na stra-
nici [11] dostupna su i egzaktna rjeSenja problema, stoga sam nakon procesa optimizacije
provjerila svoja rjeSenja te se ona poklapaju.
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ukupan broj

. vrijeme . o . ukupan broj . ..
. optimalno | A . broj ogranicenja L. iteracija
podaci .. izvrsavanja | . . relaksiranih .
rjesenje . iteracija | vezanih uz simplex
algoritma . LP problema .
podcikluse algoritma
wi29.txt 27601.17 0.055479 4 15 11 236
ulysses22.txt 75.31 0.0479146 5 13 14 211
eil51.txt 428.87 0.369947 5 20 81 1543
dj38.txt 6659.43 0.059878 4 10 11 254
burmal4.txt 30.88 0.008328 2 3 2 41
ulysses16.txt 73.99 0.032803 5 11 21 172
berlin52.txt 7544.37 0.033908 2 7 7 163
att48.xt 33523.71 0.277849 7 22 45 1253

Tablica 7.1: Usporedba nekih varijabli rjeSenja problema trgovackog putnika

Slika 7.5 primjer je ispisa Gurobia nakon svake optimizacije. Navest ¢emo znacenje
nekih od stavki sa slike 7.5:

1. Found heuristic solution : ukazuje da je pronadeno pocetno heuristicko rjeSenje s
danom ciljnom funkcijom

2. Presolve time : vrijeme potrebno za presolve fazu optimizacije

3. Presolved : informacija o veli¢ini problema nakon faze presolve

4. Root relaxation : rezultat relaksacije u korijenu stabla pretraZivanja

e objective : vrijednost ciljne funkcije nakon relaksacije

e iterations : broj iteracija provedenih tijekom relaksacije

e seconds : ukupno vrijeme u sekundama koliko je trajala relaksacija

e work units : predstavlja radne jedinice utroSene tijekom relaksacije

5. Node : broj ¢vorova (nodova) u stablu pretraZivanja koje se trenutno razmatra tije-
kom optimizacije

e Expl : broj ¢vorova koji smo istrazili u cijelom stablu pretraZivanja

e Unexpl : broj ¢vorova koji nismo istrazili u cijelom stablu pretrazivanja

6. Current Node : informacije o trenutnom ¢voru u stablu pretraZivanja
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e Obj : vrijednost funkcije cilja
e Depth : dubina ¢vora

e IntInf: vrijednost ukazuje na to koliko su trenutne varijable cjelobrojnog rjesenja
udaljene od cjelobrojnih vrijednosti, primjer, ako model ima 406 varijabli te,
ako je IntInf = 16, tada je 406 — 16 = 390 varijabli cjelobrojne, a 16 ih nije

7. Objective Bounds : granice ciljne funkcije koje su trenutno poznate
e Incumbent : najbolje poznato rjeSenje optimizacijskog problema (u poglavlju 5
definirano kao gornja granica)
e BestBd : predstavlja najbolju donju granicu ciljne funkcije
e Gap : relativna razlika izmedu vrijednosti Incumbent 1 BestBd (izrazena kao

postotak)

8. Cutting planes : odnosi se na primijenjene metode za uklanjanje nekorisnih grana
ili varijabli u stablu pretrazivanja kako bi se ubrzao postupak optimizacije te su u
nastavku nabrojene metode koje su se koristile i koliko puta

9. Explored : odnosi se na informacije o tijeku optimizacije

e Nodes : broj istrazenih ¢vorova u stablu pretrazivanja
e Simplex iterations : broj iteracija simplex metode koje su provedene tijekom
optimizacije
10. Solution count : broj pronadenih rjesenja tijekom optimizacije i njihove vrijednosti
ciljnih funkcija

Napomena 7.0.2. Ako se optimizacija izvrsava na problemu s cjelobrojnim varijablama i
IntInf ostaje razlic¢it od nule, to moZe ukazivati na problem s konvergencijom ili na to da
postoji neka vrsta ogranicenja koja onemogucava pronalazak cjelobrojnog rjesenja.
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Gurcobi Optimizer version 10.0.3 build wl0.0.3rc0 (winé6d)

CPU model: Intel(R) Core(TM) i5-7200U0 CPU @ 2.50CGHz, instruction set [SSEZ2|AVX|AVXZ2]
Thread count: 2 physical cores, 4 logical processors, using up to 4 threads

Optimize a model with 29 rows, 406 columns and B81l2 nonzeros
Model fingerprint: 0xclcd9779

Variable types: 0 continucus, 406 integer (406 binary)
Cosfficient statistics:

Matrix range [le+00, le+00]
Objective range [7e+01, le+04]
Bounds range [1e+00, 1le+00]
RHS range [2e+00, Z2e+00]

Found heuristic solution: cbjective 117043.99782 "
PFresclve time: 0.01s

Presolved: 29 rows, 40¢€ columns, 812 nonzeros
Variable types: 0 continuous, 406 integer (406 binary)

Foot relaxation: objective 2.359609e+04, 35 iterations, 0.00 seconds (0.00 work unitS‘D

Nodes Current Node Objective Bounds Work
Expl Unexpl obj Depth IntInf || [Incumbent BestBd Gap| | It/Node Time
0 0 2359€.0851 [} 16 117043.5998 2359€.0851 79.8% = Os
H 0 0 26342.939365 23596.0851 10.4% = Os
0 0 23678.0602 0 10 26342.9394 23678.0602 10.1% = Os
0 0 23e78.0602 0 16 26342.9394 23678.0602 10.1% == Os
H 0 0 25763.306527 23678.0602 B8.09% - Os
e 0 0 0 24057.581480 24057.5815 0.00% = Os

Cutting planes:
Gomory: 2
Zero half: 4

F.xplored 1 nodes (81 simplex iterations) in 0.13 seconds (0.01 work units)e
Thread count was 4 (of 4 available processors)

Eolution count 4: 24057.6 25763.3 26342.9 117044 ()

Optimal sclution found (tolerance 0.00e+00)
Best objective 2.405758147967e+04, best bound 2.405758147967e+04, gap 0.0000%

Slika 7.5: Primjer ispisa nakon optimizacije (1. optimizacija za primjer wi29.txt)






Zakljucak

Egzaktni algoritmi za rjeSavanje problema cjelobrojnog linearnog programiranja se koriste
kada nam je od izrazite vaznosti pronaci to¢no rjeSenje. Egzaktne metode Cesto zahtijevaju
puno vremena i resursa, pogotovo kako problem postaje sloZeniji. Problemi cjelobrojnog
linearnog programiranja Cesto su NP-teski, Sto znaci da vrijeme izvodenja eksponencijalno
raste s povecanjem veli¢ine problema. Softver Gurobi koristi niz naprednih tehnika za
egzaktno rjeSavanje problema cjelobrojnog linearnog programiranja kao $to su heuristike
za inicijalno rjeSenje, razlicite strategije pretrazivanja, cutting plane tehnike kako bi vre-
menski ubrzao izvodenje algoritma. Zbog ogranicenja studentske licence Gurobi softvera,
koja omogucava da model ima maksimalno 60 vrhova u grafu nismo mogli istraziti sve
mogucnosti Gurobi softvera za rjeSavanje problema trgovackog putnika. Takoder daljnji
smjerovi ispitivanja mogucnosti softvera Gurobi mogu i¢i u smjeru povecavanja sloZenosti
samog modela implementirajuéi neke od ina€ica problema opisanih u potpoglavlju 2.2, 4.2.
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Sazetak

Cjelobrojno linearno programiranje se bavi problemom optimizacije gdje su funkcija cilja
i ogranicenja linearni, a neke od varijabli odlucivanja su cjelobrojne. Najpoznatije metode
za egzaktno rjeSavanje ovakvih problema su branch-and-bound odnosno cutting-plane me-
toda. U ovom radu veci je naglasak na metodi branch-and-bound. U prvom poglavlju
upoznali smo se osnovhim pojmovima iz teorije grafova koje su nam potrebne za razu-
mijevanje modela pojedinih problema. U drugom, treem i Cetvrtom poglavlju upoznali
smo se s poznatim problemima cjelobrojnog linearnog programiranja: problemom naprt-
njace, problemom dodjeljivanja te problemom trgovackog putnika. U petom poglavlju
opisali smo branch-and-bound algoritam te smo rijeSili jednostavan problem naprtnjace
tom metodom. U Sestom 1 sedmom poglavlju smo se upoznali s Gurobi softverom te smo
implementirali rjeSenje za problem trgovackog putnika koriste¢i Gurobi softver.






Summary

Integer linear programming deals with optimization problems where the objective function
and constraints are linear and some decision variables are integers. The most common
exact methods for solving such problems include the branch-and-bound method and the
cutting plane method. In this work, there is more emphasis on the branch-and-bound
method. In the first chapter, we have introduced some to basic concepts from graph theory
that we need to understand the models of certain problems. In the second, third and fourth
chapters, we have introduced the well-known integer linear programming problems: the
knapsack problem, the assignment problem and the traveling salesman problem. In the fifth
chapter, we have described the branch-and-bound algorithm and solved a simple knapsack
problem with that method. In the sixth and seventh chapters, we have got acquainted with
the Gurobi software and implemented a solution to the traveling salesman problem using
the Gurobi software.






Zivotopis

Rodena sam 7. sije¢nja 2000. godine u Cakovcu. Nakon zavriene osnovne $kole upi-
sala sam Gimnaziju Josipa Slavenskog Cakovec, opéi smijer, u kojoj sam maturirala 2018.
godine. Zatim sam 2018. upisala Preddiplomski sveuciliSni studij Matematika na Ma-
tematickom odsjeku Prirodoslovno-matematickog fakulteta u Zagrebu, koji sam zavrSila
2021. godine. Iste godine upisala sam Diplomski sveucili$ni studij Matematicke statistike
na istom fakultetu.



	Sadržaj
	Uvod
	Osnovni pojmovi iz teorije grafova
	Problem naprtnjače
	Problem 0/1 naprtnjače
	Inačice problema naprtnjače

	Problem dodjeljivanja
	Linearan problem dodjeljivanja
	Kvadratni problem dodjeljivanja

	Problem trgovačkog putnika
	Opis problema trgovačkog putika
	Inačice problema trgovačkog putnika

	Egzaktni algoritmi za rješavanje problema CLP
	Branch-and-bound metoda
	Rješavanje problema 0/1 naprtnjače

	Gurobi Optimization
	Gradnja modela u Gurobi-u
	Rješavanje problema u Gurobi-u
	Lazy constraint u Gurobi-u

	Implementacija rješenja za problem trgovačkog putnika
	Zaključak
	Bibliografija

