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Uvod

Svakodnevni Zivot teSko je zamisliti bez koriStenja racunala i raznih aplikacija koje se
zasnivaju na analizi podataka. Samo danas smo sigurno svi na neki nacin koristili dostupne
podatke u donoSenju odluka - provjerili smo vremensku prognozu, planirali put do nekog
odredista, birali Sto bismo mogli rucati, kupovali ili narucivali, ili mozda provjeravali stanje
u svijetu na nekom od portala. Cinjenica je da nam je analiza podataka od neizmjerne
vaznosti, iako toga Cesto nismo ni svjesni. Sam napredak podatkovne znanosti nam je
stoga takoder bitan, jer nam moze uvelike olakSati svakodnevne aktivnosti.

Koli¢ina podataka i informacija koji nas svakodnevno okruZuju je enormna 1 kao ljudi
nismo ih u moguénosti sve procesirati, shvatiti i zapamtiti. Zato koristimo racunala, ali
Cak 1 danasnja racunala, koja imaju iznimne racunske sposobnosti nisu sposobna pratiti
rast podataka. Dobro poznati Mooreov zakon kaze da se broj tranzistora u racunalnim
¢ipovima udvostruci svake dvije godine (doduse, zakon nije fizi¢ki, ve¢ empirijski, ali
se tijekom godina pokazao ispravnim), no koli¢ina podataka raste joS brze. Primjerice,
prema podacima dostupnima na Forbesu (listopad 2023.), na internetu je preko milijardu
stranica indeksiranih na Google-u (stvarni broj se procjenjuje na oko 5 milijardi, prema
WorldWideWebsize), 1 gotovo 5 milijardi ljudi koristi internet, te se predvida joS brzi rast
broja stranica i korisnika. Naravno, internet je samo jedan od rastucih izvora informacija,
racunala trebaju obradivati 1 ostale, takoder velike izvore podataka. A s obzirom da se
1 internet 1 ostali izvori informacija mijenjaju i rastu, nasa racunala trebaju nekako modi
pratiti takav rast na dosjetljiv nacin - ako ne mozemo povecati raunsku mo¢ fizicki, onda
ju moZemo poboljsati domisljatim metodama za analizu podataka.

Jedan od glavnih ciljeva podatkovne znanosti je otkriti kako u podacima izdvojiti one
najbitnije, koji ¢ine srZ onoga $to proucavamo. Primjerice, ako Zelimo pohraniti foto-
grafiju od 24 megapiksela (tj. 6000 x 4000 piksela, Sto je prosjecna kvaliteta fotografije
za danaSnje standarde), radimo s 24 milijuna podataka. No vrlo Cesto je puno tih poda-
taka zanemarivo, te se pribliZzno ista slika moZe dobiti iz puno manje koli¢ine podataka,
koriStenjem neke od metoda kompresija slike. I na primjeru mozemo vidjeti kako jednos-
tavna metoda kompresije bazirana na jednostavnoj faktorizaciji matrice znatno smanjuje
koli¢inu informacije, ali i dalje ¢uva kvalitetu slike.
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Cisto za usporedbu, koli¢ina podataka koja nam je potrebna za pohranu prve fotogra-
fije (dimenzije 1200x 1200 u RGB formatu) je oko 4 milijuna, za drugu, na kojoj se vidi
blago smanjenje kvalitete, oko 400 tisuca, a za posljednju 750 tisuca, iako je golim okom
vrlo teSko vidjeti razliku u odnosu na prvu, potpunu sliku. Dakle, uz znacajno smanjenje
koli¢ine podataka za pohranu moZemo postiéi isti rezultat, samo ih trebamo pametno re-
prezentirati. U ovom radu ¢emo se baviti algoritmom koji ima upravo taj cilj - difuzijskim
preslikavanjima.

Difuzijska preslikavanja su algoritam za ucenje mnogostrukosti koji se takoder moze
koristiti za smanjenje dimenzije problema ili za ekstrakciju znacajki u podacima. Osnovna
ideja je podatke zamisliti, odnosno reprezentirati kao graf, gdje su susjedne toCke blizu
onoliko koliko su u nekoj mjeri slicne. Taj prikaz koristimo kako bismo podatke preslikali
u novi prostor, u kojemu bi standardna udaljenost preslikanih to¢aka odgovarala udaljenos-
tima originalnih podataka na grafu.

Prednost difuzijskih preslikavanja nad nekim poznatim metodama redukcije dimenzije
(primjerice, analiza glavnih komponenti - PCA) je ta da ona mogu otkriti jednostavnu struk-
turu podataka u visokodimenzionalnom prostoru, ¢ak 1 ako je ona nelinearna - ako imamo
podatke dimenzije tisucu, ali svi leze npr. na sferi dimenzije 2, onda moZzemo podatke
prikazati u dvodimenzionalnom prostoru, Stede¢i ogromnu koli¢inu memorije, a Zrtvujemo
malu koli¢inu informacija, koja bi bila znatno veéa kod nekih drugih metoda, npr. onih
koji pretpostavljaju da su strukture na kojima podaci leZe linearne.

Osim toga, difuzijska preslikavanja koriste grafovsku strukturu u jo$ vecoj mjeri - osim
za samo preslikavanje u nove koordinate, koristimo i ¢injenicu da grafovi nose puno vise
informacija, primjerice njihovu povezanost. Tu znacajku difuzijska preslikavanja koriste
kako bi iz poznavanja odnosa medu podacima, pomocu Setnje na grafu kroz njih, otkrila
globalnu strukturu prostora u kojem leZe podaci. To ¢e nam biti od velike koristi u primje-
nama gdje se pravilnost u odnosu podataka golim okom teSko moze vidjeti, ali se moze
izraziti nekom transformacijom.
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U ovom radu ¢emo dati pregled teorije 1 primjene difuzijskih preslikavanja na sljedeci
nacin: u prvom poglavlju dajemo teorijski pregled Markovljevih lanaca - slu€ajnih pro-
cesa koji formalno definiraju i daju teorijsku podlogu i intuiciju za matematicku defini-
ciju difuzijskih preslikavanja. Prvo je poglavlje u ve¢em dijelu izloZzeno prema materija-
lima s kolegija Markovljevi lanci koji se predaje na Matematickom odsjeku PMF-a, te je
radeno po materijalima profesora Vondraceka. U drugom poglavlju prezentiramo metode
numeri¢ke matematike koje nam omoguéavaju da teoriju provedemo u djelo - opisat ¢emo
i dati teorijsko opravdanje za algoritme koje ¢emo Kkoristiti u implementaciji difuzijskih
preslikavanja. Ovo poglavlje je velikim dijelom obradeno po uzoru na gradivo Numericke
analize 1, prema materijalima profesora Drmaca. U treCem poglavlju definiramo sama di-
fuzijska preslikavanja, opisujemo njihova svojstva te dajemo uvid u njihovo djelovanje kao
1 metode kojima ih moZemo poboljsati. U Cetvrtom poglavlju se doti¢emo lokalno line-
arnih ulaganja - jo§ jedne metode za redukciju dimenzije koja ima slicna svojstva kao i
difuzijska preslikavanja, te primjenjujemo opisane metode u klasifikaciji. U posljednjem,
petom poglavlju, opisujemo kako se difuzijska preslikavanja koriste u segmentaciji, a po-
sebnu paznju posveCujemo Nystromovoj aproksimaciji - jednoj od vrlo popularnih metoda
za aproksimativno racunanje difuzijskih preslikavanja onda kada je dimenzija problema
takva da standardan racun nije vremenski izvediv.






Poglavlje 1

Markovljevi lanci

Markovljevi lanci su jedan od osnovnih stohastickih modela, te su kao takvi sveprisutni
u znanosti - osim u statistici, koriste se u raCunalnoj znanosti, prvenstveno za analizu po-
dataka, u fizici kao jedan od glavnih modela u statistickoj mehanici, u bioinformatici kao
modeli bioloskih nizova.

Postoji nekoliko vrsta Markovljevih lanaca, u ovisnosti o broju elemenata skupa u ko-
jem poprimaju vrijednosti i o diskretnosti, odnosno neprekidnosti vremenskih koraka u
kojima promatramo Markovljev lanac. U ovom radu ¢e nam centralni objekt biti Markov-
ljevi lanci u diskretnom vremenu s diskretnim (kona¢nim ili prebrojivim) skupom stanja.

Glavna ideja iza teorije Markovljevih lanaca je da oni predstavljaju iduéu stepenicu u
modeliranju slucajnih varijabli u odnosu na nezavisne procese. Markovljevi lanci stoga
opisuju modele u kojima je idu¢i korak ovisan samo o trenutnom stanju, a ne o proslosti,
odnsnosno o tome kako smo u trenutno stanje dosli - formalnu definiciju ¢emo dati kasnije.

Osnovni cilj u teoriji Markovljevih lanaca je procijeniti njihovo dugoro¢no ponaSanje
te odrediti stacionarnu distribuciju lanca, jer nam ona daje vrlo efektivan alat za analizu
ponasanja lanca kada vrijeme ¢ tezi k beskonacnosti.

Najvise ¢emo se baviti slu€ajnim Setnjama na teZinskim usmjerenim grafovima. Ideja
je da kada prikazemo skup podataka kao teZinski graf, gdje teZine bridova predstavljaju
vjerojatnosti prijelaza iz jednog vrha u drugi, takav proces mozemo modelirati kao Mar-
kovljev lanac.

U ovom poglavlju, formalno definiramo Markovljev lanac i uvodimo osnovne pojmove
potrebne za razumijevanje teorije iza metoda koje implementiramo. U drugom dijelu
fokusiramo se na glavne rezultate i svojstva lanaca koje promatramo, kako bi opravdali
koriStene metode u kasnijim poglavljima.
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1.1 Definicije i osnovni pojmovi

Definicija 1.1.1. Neka je S konacan ili prebrojiv skup (kojeg cemo od sada nadalje na-
zivati skup ili prostor stanja). Slu€ajan proces s diskretnim vremenom i prostorom stanja
S je familija X = (X, : n € Ny) slucajnih varijabli (ili elemenata) definiranih na nekom
vjerojatnosnom prostoru (Q,F ,P) s vrijednostima u S. Dakle, Yn > 0je X, : Q — §
slucajna varijabla.

Napomena: U pravilu ¢e skup stanja S biti N ili neki njegov podskup - jer je stanja
konacno ili prebojivo mnogo, mozemo ih enumerirati u N.

Definicija 1.1.2. Slucajan proces X definiran na vjerojatnosnom prostoru (Q, ¥ ,P) s vri-
Jednostima u skupu stanja S je Markovljev lanac ako vrijedi:

P(XnJrl = ,] | Xy =L, X1 = lp-ts s XO = lO) = P()(nJrl = ] | X, = l) (11)

za svaki n > 0 i za sve iy, ....,i,-1,i,] € S za koji su obje uvjetne vjerojatnosti dobro
definirane.

Primjer 1.1.1. Jedan od najces¢ih primjera Markovljevih lanaca je primjena kumulativ-
nog racuna na neki nezavisan jednako distribuiran niz. Primjerice, neka je (Y,),»o neza-
visan jednako distribuiran niz slu¢ajnih varijabli s vrijednostima u N. Tada ¢e niz (X,),>0
definiran kao X, = Y7 ¥; €initi Markovljev lanac. Pokazimo to:

Za proizvoljne n > 01 iy, ..., i,_1,1, j € S imamo (uz pretpostavku da su iy, ..., i,_1,1, j
takvi da su sve vjerojatnosti s kojima radimo pozitivne):

P(Xos1 = Jo X = 1, X1 = U1, 0s Xo = l0)
P(X, =i, X1 = in_1, ... Xo = ip) B
P(Yo =io, Y1 =iy —ios ey Yo =y — 1, Yot = j — 1)
P(Yo =ip, Yy =iy —igy.e0s Yo =1 —1;_1)
P(Yo = io))P(Yy = i) — io)P(Yy = iy = bp-)P(Yps1 = j— 1)
P(Yo = ig)P(Yy = iy —ig)P(Yy = i = ip-1)
Time smo lijevu stranu definicije [I.T] sveli na jednostavan oblik. Napravimo isto i s
desnom:

P(X,H_] = .] | Xn = i,Xn—l = in—]a ---,XO = lO) =

= (nezavisnost) =

= P(Yy1 = j — i).

P(Xy1 = J, Xo =10) _ P(Yp1=Jj—1,X,=1y) _

PXpi1 =Jj1 Xy =1) = PX, = 1) X =) = (nezavisnost) =
P(Y, = j— DP(X, = 1) o

=PY,s1 =j—0).

P(X, = i) Tt =7 =)

Vidimo da imamo definicijsku jednakost - dakle, imamo Markovljev lanac.
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Naravno, jos jednostavniji primjer Markovljevog lanca je niz nezavisnih jednakodis-
tribuiranih slu¢ajnih varijabli. Ipak, to je puno jednostavnija struktura, te opéenito, Mar-
kovljev lanac nece Ciniti nezavisan jednakodistribuiran (n.j.d.) niz. Promotrimo sljedeci
primjer:

Primjer 1.1.2. Neka je (Y,).»0 iz prethodnog primjera niz modificiranih Bernoullijevih
slu¢ajnih varijabli s parametrom p = %i vrijednostima {—1, 1}, to jest, neka je:

Y, ~(_11 l), n>0.
2 2
Tada vidimo da (X),),en nije n.j.d. jer imamo:
P(Xyo=2)=P(Yy =2)=0,
ali je
1
PX,=2)=P(Yy=1,Y,=1) = 1 > 0.

Napravimo malu simulaciju procesa (Y,) 1 (X,) iz prethodnog primjera, kako bi lakse
vidjeli razliku u ponasanju nizova iz prethodnih primjera.

O Proces Y
12 ' Proces X

Q0D ONIDODCEDC OO o0 DO O G O Q40 OO0 JIDJD ODJDo

o0 0D 00 00 004D 00D O [sleziistasiyersielass) o a o O

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Slika 1.1: Usporedba Markovljevog lanca i n.j.d. niza - uoc¢i kako Markovljev lanac ima
vremenski trend, dok ga n.j.d. niz nema
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Napomena: Promatrat ¢emo iskljucivo homogene Markovljeve lance. To su oni Markov-
ljevi lanci kod kojih vjerojatnost s desne strane u[I.1|ne ovisi o vremenskom trenutku n > 0.
Takve lance mozemo okarakterizirati pomocu stohasticke matrice i pocetne distribucije.

Definicija 1.1.3. KaZemo da je matrica P = (p;; : i, j € §) stohasticka matrica (po retcima)
ako je p;; > 0 za svei, j €S te ako vrijedi:

Zpij=1, zasvei€S.

Jjes

Napomena: Analogno kao i stohastiCke matrice po retcima moZemo definirati 1 stohasticke
matrice po stupcima koje imaju svojstva p;; > 0zasvei,j€ S1),;gpij=1, zasve j €
S. Matrice koje su i stohasticke 1 po retcima i po stupcima zovemo dvostruko stohasticke
matrice.

Skupovi stohastickih matrica (bilo po retcima, stupcima ili dvostruko) imaju odredena
zanimljiva svojstva i javljaju se u primjeni te ih se intenzivno proucava (pogledati npr. [[15]
ili [4]). Neka jednostavna svojstva ¢emo 1 pokazati, kako bi priblizili pojam stohasticke
matrice.

Primjerice, stohasticke matrice (od sada nadalje podrazumijevamo da se radi o sto-
hastickim matricama po retcima) ¢ine konveksan skup. Naime, neka su A i B stohasticke
matrice istog tipa. Nadalje, neka su «, 8 € [0, 1] takvi da je @ + 8 = 1. Tada imamo:

D @A +BB); = Y (@A) + Y (BB =a+f=1, zasvei,j€S.

JjeS JjES JjeS

Osim toga, joS jedno svojstvo je da je produkt stohastickih matrica opet stohasticka
matrica. Ovo svojstvo ¢e nam biti vrlo bitno u analizi Markovljevih lanaca, kao Sto ¢emo
vidjeti nize. Stoga pokazimo i ovo svojstvo.

Neka su opet A i B stohasticke matrice istog tipa. Tada imamo:

D ABy; =Y > AuBiy= ) > AuBij= ) Aw ) Biy= ) Ai=1.

Jjes JjeS keS keS jeS keS Jjes keS

Napomena: Zamjena jednakosti (koja je za konacne skupove ocita) u prethodnom dokazu
je dozvoljna po Beppo-Levijevom teoremu, koji u posebnom slucaju daje jednakost dvaju
suma nenegativnih brojeva, a puni iskaz i1 dokaz moze se na¢i npr. u [19].

Definicija 1.1.4. Neka je 1 = (A; : i € S) vjerojatnosna distribucija na S, te neka je
P = (pij : i,j € §) stohasticka matrica. KaZemo da je slucajan proces X = (X, : n > 0)
definiran na vjerojatnosnom prostoru (Q, ¥, P) s prostrorom stanja S homogen Markovljev
lanac s pocetnom distribucijom A i prijelaznom matricom P ako vrijedi:
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i.) P(Xo =1i) =4,
ii.) P(Xps1 = J | X = 4, Xt = lety .0, Xo = o) = pijs
za svakin > 01isve iy, ...,i,_1,1, j € S.
Napomena: Ovakve lance ¢emo krace zvati samo (4, P) Markovljevi lanci.
Sljedeci teorem daje vezu Markovljevih lanaca i stohastickih matrica.

Teorem 1.1.1. Neka je X (A, P) Markovljev lanac. Tada za sve n > 0 i sva stanja
10y [Ty +ovs In—1, In € S Vvrijedi:

P(Xo = io, Xy =11, o0, Xom1 = 1, Xy = 1) = AiyPigiy++-Pinri (1.2)

Obratno, ako pretpostavimo da je X = (X, : n > 0) slucajan proces na prostoru
stanja S s konacnodimenzionalnim distribucijama danim formulom gdje je A neka
vjerojatnosna distribucija na S, a P stohasticka matrica. Tada je X (A, P) Markovljev
lanac.

Dokaz. Koristit ¢emo formulu za uvjetnu vjerojatnost. 1z osnovne definicije uvjetne vje-

rojatnosti P(A | B) = Pﬁpfzgf) za niz dogadaja Ay, Ay, ...,A,—1, A, iImamo:

P(AyNA; N...NA,) =PA)PA; | Ay)..PAJAgNAT N...NA,_)
Sada koriStenjem A; = {X; = it},k =0, 1, ..., n imamo:

P(Xo =10, X1 = i1y Xoo1 = 11, Xy = 0p) =
P(Xo = i0)P(X1 =iy | Xo = ip)..P(X,, = i | Xo =i, X1 = i1, 00y X1 = Ip1) =
AigDigiy +++Piy_1in>
gdje zadnji redak dobijemo iz definicije (1, P) Markovljevog lanca[I.1.4] Time je dokazana

nuznost u teoremu.

Za obrat, trebamo pokazati defincijska svojsta i.) 1 ii.) iz definicije No, jasno je
da i.) dobivamo uzimanjem n = 0 u jednakosti iz teorema. Stoga pokaZimo joS tvrdnju
ii.). Pretpostavimo da je P(Xy = iy, ..., X, = i) > 0 (da bi uvjetna vjerojatnost uopce bila
definirana). Tada je:

P(X,1 = J | X = 6, X1 = in-t1,..., Xo = Ip) =
Pt = 1, X = 6 Xt = o1, Xo = lo) _
P(X, = i,X, | = iy 1,.... Xo = io)
/L'Opioil"'pin—lipij —
/liopioil"'pin—li

gdje smo drugu jednakost dobili primjenom jednadzbe iz teorema na brojnik i nazivnik. O

ijs
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Ovim teoremom smo dali poveznicu Markovljevih lanaca i stohasti¢kih matrica. Ta
veza nam je od iznimne vaznosti - nju koristimo kao nit vodilju za konstrukciju difuzijskih
preslikavanja, ali i za interpretaciju rezultata i hiperparametara koji ¢e se javljati.

Jo§ jedna stvar koja ¢e nas zanimati je vjerojatnost prijelaza izmedu stanja nakon n
koraka. Ideja je da, ako se nalazimo u stanju i i Zelimo odrediti vjerojatnost prijelaza u j
nakon, recimo, 2 koraka, prvo odredimo vjerojatnosti prijelaza u bilo koje stanje nakon 1
koraka, a onda vjerojatnost prijelaza iz tog stanja u j nakon joS jednog koraka. Opceniti
rezultat dan je u propoziciji:

Propozicija 1.1.1. Neka je X (4, P) Markovljev lanac. Tada vrijedi:
P(X,=j|Xo=0) =X, = j) = plj zasvei,jeS, (1.3)

ij
gdje je pg) element na mjestu (i, j) n-te potencije matrice P.

Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po n. Zan = 1 tvrdnja je jasna (slijedi iz prethodnog
teorema). Pretpostavimo da jednadzba[l.3|vrijedi za neki n € N. Tada imamo:

P(Xpe1 = jIXo = 1) = P(Xy1 = j, Xy € S1Xo = 1) =

D P = 1 Xy =k Xo = P(X, = k| Xp = i) =
keS
D BXut = 1 X, = OB, = k| Xo= i) = ) piyply = pi™.
keS keS
O

Napomena: U drugoj jednakosti u dokazu smo koristili ¢injenicu da su uvjetno na vrijed-
nost X,,, X,+1 1 Xo nezavisni. Ta tvrdnja je sasvim intuitivna ako o Markovljevom lancu
razmiSljamo kao o nizu dogadaja za koji su uvjetno na sadasnjost, proslost i budu¢nost
nezavisni. Formalan dokaz se moze naci u [16]].

Dakle, iz Propozicije vidimo da su n-koracne prijelazne vjerojatnosti zapravo dane ele-
mentima n-te potencije prijelazne matrice P.

1.2 Slucajne Setnje na grafovima

Jedan od osnovnih primjera Markovljevih lanaca su sluajne Setnje na (ne)usmjerenim gra-
fovima. Ako imamo slu¢ajan proces zadan kao Setnja na grafu, u kojoj je vjerojatnost skoka
u susjedni vrh jednaka (ili proporcionalna) teZini pripadnog brida, takav proces mozemo
modelirati kao Markovljev lanac. Stovise, vrlo lako mu odredimo matricu prijelaza - to je
upravo matrica susjedstva danog grafa (uz eventualno skaliranje, ako se tezine ne sumiraju
ul).
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Promotrimo jedan primjer modeliranja slu€ajne Setnje na grafu kao Markovljev lanac.
Uocimo da je za svaki vrh suma teZina svih bridova koji izlaze iz promatranog vrha 1 -
dakle, matrica susjedstva Ce biti stohasti¢ka i time direktno ¢itamo matricu prijelaza pri-
padnog Markovljevog lanca.

: : 0 04 03 03 O
, 0 02 08 0 O
P=10 05 0 05 O
0O 0 04 0 06
' 09 0 0 01 O

Slika 1.2: Primjer teZinskog grafa. Slika 1.3: Pripadna matrica prijelaza.

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Slika 1.4: Simulacija slucajne Setnje na teZinskom grafu.

Naravno, osim ovog umjetnog primjera, slucajne Setnje na grafovima se u iznimno
velikoj mjeri javljaju u raznim matematickim disciplinama, ali i u primjeni. Jedan od
najpoznatijih primjera je tzv. Google lanac.

Primjer 1.2.1. Google lanac je primjer slucajne Setnje na grafu ¢iji su vrhovi web stranice,
a tezine izmedu vrhova odgovaraju vjerojatnostima skoka s jedne stranice na drugu (tu
pretpostavljamo da svaki link na nekoj stranici kliknemo s jednakom vjerojatnosti). Ovaj
lanac ima za cilj na¢i optimalno (u nekom smislu - detaljnije u [S]) rangiranje web stranica
u kratkom roku, kako bi korisnik interneta brzo mogao do¢i na ’dobre” stranice za ono §to
je trazio, odnosno da visoko rangirane stranice budu one na kojima su najbitniji podaci.
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Imamo 2 zahtjeva na vaZnost vrhova u rangiranju - vrh je vaZan ako na njega pokazuju
vazni vrhovi, a vaZnost linkova onih stranica koje pokazuju na puno drugih je proporci-
onalno manja (moZemo ova 2 pravila interpretirati kao ’vazni vrhovi tvrde da sam vaZan,
pa onda moram biti vaZzan” i “’glas onoga tko za sve tvrdi da je vazan je manje bitan”).
Primjer moZemo vidjeti na ilustraciji.

NE BAS BITNI
CVOROVI

Slika 1.5: Tlustracija Google lanca - vec¢i ¢vorovi su bitniji, uo¢avamo da glas veceg ¢vora
igra vecu ulogu nego glas malog.

Ako je skup svih vrhova (web stranica) S, te ako za jedan vrh i € S definiramo skup
L; c S kao skup svih stranica koje imaju link na i, onda zahtjeve koje smo postavili na
pridjeljivanje vaZnosti vrhovima moZemo zapisati kao:

>
X = —X;j.
Ako zapiSemo vaznosti u vektor x, a teZine linkova u matricu A, kao A;; = ni ako j — i,
J

gdje je n; broj linkova koji pokazuju iz j, s tim da stavljamo A;; = 0 ako j / i, moZemo
sve ovo ostvariti traZzenjem vektora x koji zadovoljava

x=Ax.

U kontekstu Markovljevih lanaca, ovo se svodi na problem traZenja stacionarne distri-
bucije lanca, a u teoriji matrica, ovo je trazenje svojstvenog vektora pripadne svojstvene
vrijednosti 1 - obje teme ¢emo obraditi u ovom i idu¢em poglavlju.
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Vratimo se na teoriju slu¢ajnih Setnji - osim §to dijele zajedni¢ku matricu, sam graf 1
Markovljev lanac ¢e dijeliti i druga svojstva. Jedno od svojstava grafova koje Cesto analizi-
ramo je (jaka) povezanost grafa. U tu svrhu, uvodimo povezan pojam Markovljevih lanaca
- stanja komuniciranja i ireducibilnost.

Definicija 1.2.1. Neka je X = (X, | n > 0) Markovljev lanac s prostorom stanja S i
prijelaznom matricom P. Za podskup B C S definiramo prvo vrijeme pogadanja tog skupa
kao slucajnu varijablu:

Tg=inf{n>0: X, € B},

uz dogovor inf ) = +oo. Nadalje, ako je B = j jednoclan skup, krace pisemo T;, umjesto
T

Definicija 1.2.2. Za stanja i, j € S kaZemo da je j dostizno iz i, u oznaci i — j, ako
vrijedi
Pi(T; < +00) = P(T; < +oo | Xy = 1) > 0.

Intuitivno, stanje j je dostizno iz i ako se, krenuvsi iz stanja i u stanje j moze doci u
kona¢no mnogo koraka s pozitivhom vjerojatnoscu.

Definicija 1.2.3. KaZemo da stanja i, j € S komuniciraju ako je i dostiZno iz j i ako je j
dostiZno iz i, uz oznaku i «<— j. Nadalje, ako za svaka dva stanja i, j € S vrijedi i «— |,
kaZemo da je lanac X ireducibilan.

Svojstvo ireducibilnosti je od iznimne vaznosti u analizi Markovljevih lanaca, ne samo u
vezi s promatranjem slucajnih Setnji na grafovima, kao $to ¢emo vidjeti u daljnjim teore-
mima. Zasad, bitno je uociti da je za sluCajnu Setnju na grafu, pripadni lanac ireducibilan,
ako 1 samo ako je graf jako povezan (izmedu svaka dva vrha postoji put koji ih povezuje),
Sto se lako vidi iz sljedeéeg: ako je graf jako povezan, tada izmedu svaka dva vrha postoji
put (konacan niz koraka) pozitivne vjerojatnosti, pa je posebno vrijeme pogadanja konacno
s pozitivnom vjerojatnosti. Obratno, ako je lanac ireducibilan, onda za bilo koja 2 stanja
postoji pozitivna vjerojatnost dostizanja jednog stanja iz drugog u kona¢no mnogo koraka,
pa iz aditivnosti vjerojatnosti slijedi da mora postojati konaan put pozitivne teZine od
jednog stanja do drugog.

1.3 Stacionarna distribucija Markovljevog lanca

Stacionarnost slu¢ajnog procesa znaci da se njegova vjerojatnosna svojstva ne mijenjaju
s vremenom. Preciznije, ako je X = (X, : n > 0) stacionaran slucajan proces, onda
je distribucija svih njegovih komponenti X,, jednaka. Kod Markovljevih lanaca, distri-
bucija u svakom trenutku se lako odredi iz prethodnog. Primjerice, ako je & distribucija
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(7, P)-Markovljevog lanca u trenutku ¢ = 0, onda je P distribucija u trenutku # = 1. To
motivira definiciju stacionarne distribucije.

Definicija 1.3.1. Slucajni proces X = (X,, : n > 0) na vjerojatnosnom prostoru (Q, ¥, P) je
stacionaran ako Yk > 0 i VYn > 0 vrijedi da su slucajni vektori

(XO’ Xl’ ceey Xk) l (X}’H XrH—l L) Xn+k)
Jednako distribuirani.

Definicija 1.3.2. Neka je X = (X, : n > 0) Markovljev lanac sa skupom stanja S i ma-
tricom prijelaza P. Vjerojatnosna distribucija m = (m; : i € §) je stacionarna distribucija
Markovljevog lanca X ako vrijedi m = nP.

Sljedeci teorem, Ciji dokaz je dostupan u [16], govori da je Markovljev lanac ¢ija je
pocetna distribucija stacionarna, stacionaran proces.

Teorem 1.3.1. Neka je X = (X,, : n > 0) (n, P)-Markovljev lanac gdje je n stacionarna
distribucija za P. Tada je X stacionaran proces. Preciznije, X je stacionaran uz vjerojat-
nost P, = Y.ics mPi. Nadalje, za svaki m > 0 je (X,4n : n > 0) ponovno (m, P)-Markovljev
lanac.

Radi ilustracije pojma stacionarnosti, navedimo i jedan primjer, koji nam daje i fizi-
kalnu interpretaciju procesa definiranih stohastickim matricama, kao §to su Markovljevi
lanci.

Primjer 1.3.1. Pretpostavimo da imamo Markovljev lanac (X,,),>0 sa skupom stanja S =
{1,2,3} i prijelaznom matricom:

1 1
92 3
3 2 0

Zamislimo sljedece: pretpostavimo da se u pocetnom trenutku u stanju 1 nalazi Cestica
mase 1. Njeno dijeljenje opisujemo matricom P - nakon prvog trenutka, pola mase prelazi
u stanje 2, a pola u stanje 3. Sada se polovina mase koja se nalazi u stanju 2 podijeli i
cetvrtina ukupne mase prelazi u stanje 1, a Cetvrtina u 3. Ista stvar se dogada s masom u
stanju 3 - Cetvrtina ukupne ide u 1, Cetvrtina u 2. Proces mozemo nastaviti u beskonacno
mnogo trenutaka. Pitamo se postoji li neka jasna pravilnost u kretanju te mase i hoce li se
ona s vremenom stabilizirati?
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Ako u trenutku 7 raspodjelu mase mozemo dobiti kao P'xr, gdje je m poCetna raspodjela
mase, zanima nas postoji li limes tog niza vektora. Matricu je lakSe potencirati nakon
dijagonalizacije, a dijagonalizacija od P se postizZe s:

1 1 1

) L0 0 oV
P=VAVI, A=|0 =} 0| V=l —5 0
0.0 = 5 0 %

Sada se potenciranje matrice P svodi na potenciranje matrice A, ¢ije su potencije dijago-
nalne matrice koje na dijagonali imaju 1 1 ‘2—,1 pa sve skupa matrica P’ tezi u

Lo
P:§111.
111

Stoga je i distribucija u #-tom trenutku za veliki ¢ priblizno jednaka [{ 1 1| (neo-
visno o pocetnoj distribuciji 7. MoZemo graficki prikazati simulaciju procesa s pocetnom
distribucijom 7 = [0.5 035 0.15].

Dakle, na ovom primjeru vidimo da se s vremenom distribucija u trenutku ¢ stabilizira -
ovo je primjer granicne distribucije Markovljevog lanca, koju ¢emo definirati i diskutirati
u iducoj sekciji.

0.5

Masa u 1
Masau2| |
Masa u 3

0451

0.4

ARV
P e ———

03r
0.25

0.2r

0.15

Slika 1.6: Prikaz stabilizacije mase u 10 koraka, uo¢avamo da ve¢ nakon par koraka nema
puno promjene.
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Sto bi se dogodilo da smo odmah krenuli s distribucijom # = [% % %]’7 Primijetili
bi da je u svakom idu¢em koraku distribucija jednaka, u Sto se lako uvjerimo mnoZenjem
matrice P s 7. To je upravo zato jer je distribucija 7 stacionarna za Markovljev lanac s

matricom prijelaza P.
Jos valja uociti 1 distribucija u koju se stabilizira distribucija mase polazeci od bilo koje

pocetne distribucije upravo 7. To nije slu€ajnost, a teorem ¢iji Ce rezultat govoriti o upravo
toj pojavi ¢emo takoder iznijeti u iduéoj sekciji.

Dotaknimo se joS postojanja stacionarne distribucije za Markovljev lanac. U tu svrhu,
prvo se prisjetimo pojma prvog vremena pogadanja skupa (odnosno, u ovom slucaju, vre-
mena prvog povratka u tocku):

T; =min{n >0: X, =i}.

Ova varijabla nam je bitna za definiciju svojstva pozitivne povratnosti za neko stanje i € S,
za koje se ispostavlja da je ekvivalentno postojanju stacionarne distribucije Markovljevog
lanca.

Definicija 1.3.3. KaZemo da je stanje i € S pozitivho povratno ako je E;[T;] < co.

Sljedeci teorem, ¢iji dokaz se moZe naci u [[16] kao teorem 7.14, je kljuCan u analizi
Markovljevih lanaca:

Teorem 1.3.2. Neka je X ireducibilan Markovljev lanac s prijelaznom matricom P. Tada
je ekvivalentno:

1. Svako stanje i € S je pozitivno povratno.
2. Postoji pozitivno povratno stanje j € S.

3. X ima stacionarnu distribuciju .

1.4 Granicna distribucija Markovljevog lanca

U ovom potpoglavlju ¢emo definirati grani¢nu distribuciju lanca i povezati ju sa stacionar-
nom. Ta veza ¢e nam davati informaciju o ponasanju potencija matrice prijelaza Markov-
ljevog lanca kada vrijeme ¢ teZi u beskonacnost.

Definicija 1.4.1. Neka je X = (X, : n > 0) Markovljev lanac na skupu stanja S s pri-
Jjelaznom matricom P. Vjerojatnosna distribucija 1 = (n; : i € §) se naziva grani¢nom
distribucijom Markovljevog lanca X (odnosno matrice P) ako za sve i, j € S vrijedi:

lim p”

n—oo Y

:ﬂ'j.
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Teorem 1.4.1. Neka je nt granic¢na distribucija Markovljevog lanca X. Tada je m i staci-
onarna distribucija.

Dokaz. Bez smanjenja opCenitosti, moZemo uzeti § = {0, 1,2, ...}. Za svako stanje j € S i
svaki M € N vrijedi:

o0 M M M
— 1 (n) ; (n) — ; (n) —
= 31_{{)10 Zpik Dkj 2 31_{{)10 Zpik Prj = Z ’}1_{{)10}7,-/( Prj = Z Tk Pkj-
k=0 k=0 k=0 k=0
Pustimo M — oo ¢ime dobijemo:

T2 anpkj, zasve j€S. (1.4)
k=0

Zelimo dokazati jednakost u prethodnoj nejednakosti za sve j € S. U tu svrhu, pret-
postavimo da postoji neki j, € S za koji je nejednakost stroga. Tada je:

Ty > Z”kpkjo- (1.5)
k=0

Zbrojimo nejednakosti[I.4]po j € S. Uzevsi u obzir nejednakost u [[.5]dobivamo

S Y mp - zm[zpkj] SYmet

jes jeS keS keS jes keS

gdje prva jednakost slijedi po Lebesgueovom teoremu monotone konvergencije. Naravno,
dobili smo kontradikciju. Dakle, u [I.4] imamo jednakost za sve j € S $to znaci da je «
stacionarna distribucija. O

Dakle, ako imamo grani¢nu, imamo i stacionarnu distribuciju. Prirodno pitanje koje se
javlja je: kada grani¢na distribucija postoji? Tim pitanjem se bavimo u ostatku poglavlja.

Definicija 1.4.2. Neka je X Markovljev lanac s prijelaznom matricom P. Za stanje i € S,
oznacimo s d(i) najveci zajednicki djelitelj skupa {n > 1 : pg') > 0}, uz d(i) = 1 ako je

taj skup prazan. KaZemo da je stanje i aperiodicko, ako je d(i) = 1. U suprotnom je i
periodicko stanje, a d(i) je period od i.

Aperiodi¢nost je svojstvo koje e nam dati obrat teorema |[I.4.1] Tada ¢emo postojanje
grani¢ne distribucije svesti na postojanje stacionarne, za $to imamo dobro razvijenu teoriju.
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Teorem 1.4.2. Neka je A proizvoljna vjerojatnosna distribucija na skupu stanja S . Pretpos-
tavimo da je X = (X, : n > 0) (4, P)-Markovljev lanac koji je ireducibilan i aperiodican,
te ima stacionarnu distribuciju n. Tada je

lim P(X,, = j) =nj, zasve j€S. (1.6)
Specijalno je i
lim p = 7;, zasvei,j €S, (1.7)

to jest, stacionarna distribucija je ujedno i granicna.

Dokaz teorema se zasniva na tehnici sparivanja Markovljevih lanaca, te je relativno
tehniCki zahtjevan, pa ga preskatemo, a mozZe se naci u poglavlju 8 u [16].

Za kraj poglavlja, promotrimo jo§ jedan primjer ponaSanja stohasticke matrice kroz
vrijeme kako bismo bolje shvatili pojam grani¢ne distribucije.

Primjer 1.4.1. Krecemo s nasumi¢no generiranom stohastickom matricom reda 100. Zelimo
uociti pravilnost u njenom ponasanju kroz vrijeme.

10 20 3 40 S0 6 70 8 9 100 10 20 3 40 50 6 70 8 9% 100 10 20 3 40 5 6 70 8 9 100

dr=4 (e)t=5 ®Hr=6

Uocavamo da ve¢ nakon 3-4 koraka imamo matricu koja je pribliZno ranga 1, a onda nakon
6 1 viSe pogotovo - svi stupci su kolinearni, jedina razlika je u njihovom skaliranju, ali da
je u pitanju rang 1 se jasno vidi - upravo to je primjer grani¢ne distribucije, nakon nekog
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vremena ¢e se matrica stabilizirati te neovisno o tome gdje smo krenuli, te distribucija
nakon dovoljnog broja vremenskih koraka postaje stabilna.






Poglavlje 2

Numericka linearna algebra i problem
svojstvenih vrijednosti

Pri racunanju difuzijskih preslikavanja, jedan od glavnih zadataka ¢e biti rjeSavanje svoj-
stvenog problema matrice P, tj. trazenje vektora x i vrijednosti A koji zadovoljavaju relaciju
Px = Ax.

Ovo je vrlo zahtjevan problem, te je vrlo ¢esto nemoguce (u razumnom vremenu) odre-
diti sve takve vrijednosti i vektore egzaktno, stoga koristimo razne numericke metode, koje
na ustrb to¢nosti daju aproksimacije svojstvenih vrijednosti i vektora u zadovoljavaju¢em
vremenu. U ovom poglavlju ¢emo opisati rjeSavanje svojstvenog problema, u kojim situ-
acijama njegovo rjesenje postoji i kako struktura matrice moZe olakSati njegovo rjesavanje.

Bavit ¢emo se isklju¢ivo realnim matricama, jer racun koji ¢emo provoditi u algo-
ritmu racunanja difuzijskih preslikavanja ne zahtijeva kompleksne vrijednosti. Ipak, cak
1 u slu€aju realnih matrica, ne moZemo uvijek izbje¢i kompleksne svojstvene vrijednosti
1 vektore. Posebnu paZnju posvetit cemo simetricnim matricama, jer su nam upravo one
bitne u difuzijskim preslikavanjima, a i pokazuje se da imaju vrlo lijepa svojstva spektra.

2.1 Teorija matrica i dijagonalizacija

nxn

Definicija 2.1.1. KaZemo da je A € C svojstvena vrijednost kvadratne matrice A € R
ako postoji vektor x € R" razli¢it od nulvektora takav da vrijedi Ax = Ax. Skup svih
svojstvenih vrijednosti nazivamo spektar matrice A i oznacavamo

04 ={A1€C: dx # 0 takav da Ax = Ax}.

Jedan od glavnih alata u numerickom racunanju svojstvenih vrijednosti je Schurova
dekompozicija:

21
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Teorem 2.1.1. Neka je A € C™" i neka su Ay, Ay, ..., A, svojstvene vrijednosti od A u pro-
izvoljnom poretku. Postoji unitarna matrica U i gornjetrokutasta matrica T tako da je
A=UTU"iT; = 4,1 =1,2,..,n Ako je A € R™ i ako su sve svojstvene vrijednosti
od A realne, onda je T takoder realna i U se moZe odabrati realna ortogonalna. Zapis
A = UT U~ zovemo Schurova dekompozicija od A, a matrica T zove se Schurova forma od
A.

Dokaz. Uzmimo svojstvenu vrijednost A, i pripadni svojstveni vektor u; tako da je Au; =
Ayu; te neka je u; normiran: |ju;|l, = 1. MoZemo odrediti matricu U; € C"™"~V takvu da je
U, = (u1U;) unitarna (dopuna do baze unitarnog prostora). Sada vrijedi:
u; ~ /11 uA U] A A
UiAU, = | L |(Au; AU,) = 1 , A, = UJAU,.
1 1 ( Uik) ( Ui 1) ( 0 A, 2 1 1
Iz blok dijagonalnosti desne strane imamo det(A — Al,) = (4; — A)det(A, — Al,_;) pa slijedi
da su A, ..., 4, svojstvene vrijednosti matrice A,. Ako je n > 2 (u protivhom smo gotovi)
uzmimo A, i pripadni svojstveni vektor u, takav da A,u, = Ayu,, te opet pretpostavimo
normiranost ||u;||; = 1. Kao i za A, radimo dopunu u, do unitarne matrice U, = (uz Uz) €
Cl=Dx=1) e izracunamo:

. us A L wAU?
U2A2U2 :( 2)(142142 AZUQ) = (02 2A23 2

U; ), A3 = 0;14202

Ako ova dva koraka napravimo istovremeno, dobijemo:

Ay % =
2 00 0 A

Sada kao i u prethodnom koraku zakljucujemo da su svojstvene vrijednosti od A3 upravo
As, ..., A, 1 nastavljamo na isti naCin. Zakljucujemo da induktivnim postupkom po n dobi-
vamo potpunu dekompoziciju matrice A = U*TU.

Jos treba opravdati Cinjenicu da ako je A realna, onda se ova dekompozicija moze oda-
brati tako da je U realna ortogonalna. Ako je matrica A realna s realnim svojstvenim vrijed-
nostima, tada se u svakom koraku moZze odabrati realan svojstveni vektor, ¢ime dobivamo
da je U ortogonalna (umjesto unitarne). m|

S obzirom na to da ¢emo u ovom poglavlju raditi ocjene greSaka algoritama 1 mjeriti
udaljenost od prave vrijednosti, prisjetimo se i pojma matri¢ne norme:
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Definicija 2.1.2. Matri¢na norma je svaka funkcija na prostoru matrica v : R™" — R koja
zadovoljava sljedeca svojstva:

i.) v(A) >0, za sve A € R™",

ii.) v(A)=0 < A =0,
iii.) v(aA) = |alv(A), za sve @ € R, A € R™",
iv.) v(A+ B) < v(A) +v(B), za sve A, B € R™",

Napomena: Normu naravno definiramo i opcenitije, na prozivoljnom vektorskom
prostoru. Prethodna definicija naravno definira i vektorsku normu - samo prostor R"*"
zamijenimo proizvoljnim vektorskim prostorom. Ipak, od posebne vaznosti u ovom radu
su matri¢ne norme, koje ¢e imati i dodatnu strukturu.

Uobicajena oznaka za preslikavanja koja zadovoljavaju svojstva norme je || - ||. Uz gore
naveden svojstva se za matri¢ne norme cesto dodaje i sljedece:

Definicija 2.1.3. KaZemo da je matricna norma || - || konzistentna ako vrijedi:
IABI| < [IAllllBII,
uz pretpostavku da su matrice A i B ulancane.

Napomena: Kako ¢emo veéinom raditi s kvadratnim matricama, ¢iji je produkt uvi-
jek dobro definiran, svojstvo konzistentnosti cemo implicitno pretpostavljati kao jedno od
definicijskih svojstava matri¢ne norme.

Jo§ ¢emo definirati induciranu normu - ona povezuje normu na prostoru vektora s ma-
tricnom normom na prostoru matrica koje djeluju na spomenute vektore.

Definicija 2.1.4. KaZemo da je matricna norma || - ||, inducirana vektorskom normom || - ||
ako vrijedi:

Ax
[|Allp; = max u
x20  ||x]

Vratimo se sada problemu svojstvenih vrijednosti. Jedan od vrlo bitnih pojmova u
teoriji matrica je pojam spektralnog radijusa matrice:

Definicija 2.1.5. Spektralni radijus matrice, u oznaci spr(A), matrice A € R™" je definiran
kao maksimalna apsolutna svojstvena vrijednost matrice, tj. Spr(A) = max ey, |4|.
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Lako se vidi da spektralni radijus kao funkcija nije norma. Primjerice, ako uzmemo

. | . . . N .
matricu A = [ ], njen spektar je o4 = {0}, ali ona o€ito nije nulmatrica.

00

S druge strane, spektralni radijus na neki nacin mjeri veli¢inu matrice - primjerice, ako
matricu skaliramo, skalirat ¢emo 1 njen spektralni radijus. To jest, ako je spr(A) = p, onda
je spr(1A) = |p.

Ipak, iako nije norma, u vrlo je bliskoj vezi s matri¢nim normama, u smislu sljedeeg
teorema:

Teorem 2.1.2. Za proizvoljnu matricnu normu || - || na R™" i svaku matricu A € R™"
vrijedi spr(A) < ||A|l. Nadalje, za svaku matricu A € R™" i svaki € > 0 postoji inducirana
matricna norma || - || takva da vrijedi ||Al|e < spr(A) + €.

Dokaz. Za dokaz prve tvrdnje, neka je A € R™" proizvoljna matrica, a
-1l

proizvoljna matri¢na norma. Nadalje, neka je A proizvoljna svojstvena vrijednost matrice
A. Definirajmo matricu V € R™" kao matricu ¢ije stupce dobijemo repliciranjem pripadnog
svojstvenog vektora svojstvene vrijednosti A n puta. Tada imamo:

VI = NIAVIF < TIANIVI,

odakle dijeljenjem s ||V|| dobijemo |4] < ||A]l.

Za dokaz druge tvrdnje, neka je € > 0. Nadalje, neka je A = UTU”* Schurova forma
matrice A. Definiramo D; = diag(1,, ..., &), pri ¢emu éemo & > 0 odabrati naknadno.
Matrica T: = D;'T D se od matrice T razlikuje samo na pozicijama (i, j) u strogo gornjem
trokutu, uz (Tz);; = (T);;&~". Definirajmo vektorsku normu ||x|| = [|(UDz)"'x|w. Pripadna
operatorska norma zadovoljava:

B lAx]le I(UDZ)™' Axll

lAlle = max — max ———¢& e
0 Ixlle w0 [lUD2) ™ xlle

I(UD:) HAUDeylloo m 1Tyl

¥#0 [I¥1leo 40 [[Ylleo

n
= ITelll = max Y [(T2);
oy

= NPT
= max > (7)1 < spr(d) + €.
j=i

za proizvoljne € € (0, m) O
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Iz prethodnog teorema zakljucujemo sljedece: iako spektralni radijus nije norma, moZemo
na njega gledati kao na infimum svih matri¢nih normi za danu matricu. Stoga moZemo
ocekivati da Ce spektralni radijus davati izuzetno vaznu mjeru matrice, kao Sto ¢emo vi-
djeti u sljedecem odjeljku.

2.2 Dijagonalizacija matrice
Pretezno ¢emo se baviti simetri¢nim i realnim matricama. Za njih vrijedi sljedeca tvrdnja:

Propozicija 2.2.1. Neka je A € R™" simetricna matrica. Tada su njene svojstvene vrijed-
nosti realni brojevi.

Dokaz. Neka je A € o4 svojstvena vrijednost matrice A, te neka je v € R” pripadni svoj-
stveni vektor. Kako je A realna i simetri¢na, imamo A = A*. Tada vrijedi:

A, v) = (v, v) = (Av,v) = (v,A"V) = (v, Av) = (v, V) = i(v, V). 2.1)

Kako je v svojstveni vektor, razliCit je od 0, pa mu je i norma razli€ita od 0, pa dijeljenjem
krajnje lijeve i desne strane prethodnih jednakosti dobijemo A = 4, pa je A realna. O

Iz teorema o Schurovoj dekompoziciji lako dobivamo sljedeci rezultat:

Propozicija 2.2.2. Ako je kvadratna matrica A € R™" simetricna, tada postoje dijago-
nalna matrica D i ortogonalna matrica S takve da vrijedi:

A=SDST.

Dokaz. Nekaje A = UTU* Schurova dekompozicija matrice A. 1z drugog dijela teorema
[2.1.T) imamo da je, jer je A realna s realnim svojstvenim vrijednostima (po prethodnoj
propoziciji), U ortogonalna matrica. Stoga imamo:

A=UTU" & AT=A = A=UTU' =UTTU" =AT = T =T".

Vidimo da je T iz Schurove dekompozicije od A dijagonalna, pa za D iz iskaza propozicije
mozemo uzeti D =7T,aza S uzmemo S = U. O

Dakle, za realnu simetriénu matricu znamo da je dijagonalizabilna 1 da su joj svoj-
stvene vrijednosti realne. Ipak, ne znamo niSta o tome kako ih izraCunati, te je problem
racunanja svojstvenih vrijednosti realne simetri¢ne matrice netrivijalan i u praksi vrlo zah-
tjevan. Stoga pribjegavamo numerickim metodama za racunanje svojstvenih vrijednosti i
vektora.
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2.3 Numericko racunanje svojstvenih vrijednosti

2.3.1 Metoda potencija

Metoda potencija je vjerojatno najjednostavnija metoda za racunanje svojstvenih vrijed-
nosti i vektora. Pretpostavimo za pocetak da imamo kvadratnu matricu A € R™" koja je
simetri¢na (takvima ¢emo se baviti u cijelom radu), a time i dijagonalizabilna, te za Cije
svojstvene vrijednosti Ay, A, A3..., 4,, vrijedi da je A; po apsolutnoj vrijednosti izdvojena od
ostalih, u smislu [4;] > |1;| > |43] > ... = |4,|. Metoda polazi od nenul vektora x € R”
te uzastopnim djelovanjem matrica A na x 1 normiranjem, cilj je dobiti svojstveni vektor
(odnosno, nakon dovoljno koraka, njegovu dobru aproksimaciju). OpiSimo zasSto to radi.

Iz pretpostavke da je A simteri¢na slijedi da postoji ortogonalna matrica S i dijagonalna
D takve da vrijedi A = SDST. Posebno, to znaci da stupci matrice S, vektori sy, 55, ..., S,
¢ine ortonormiranu bazu za R". Stoga proizvoljni vektor x mozemo raspisati kao x =
&5y + &5y + .+ Ey8,. Sada imamo:

Ax =A(&1s1 + &y +..6u8y) = E1Ais1 + &80 + .+ Eidusy
Afx = =5 +EVBsy + .+ EXs,.

Kako smo pretpostavili da je [4;] > |4;| > ... > |4,|, zakljuCujemo da kada k — oo
vrijedi % — 0, i=1,...,n. Uzuzvjet & # 0 (koji ¢e biti zadovoljen gotovo uvijek, jer ako
proizvoljni vektor x biramo iz neke neprekidne distribucije, vjerojatnost da ga uzmemo iz

prostora okomitog na s; je 0), imamo:

Akx 15|
= &sill £ 55 (Ellsall + ..+ lllsall) — 0.

”A_f ]

Dakle, vidimo da A*x postaje sve viSe paralelan s s;. Tijekom racunanja aproksimacije i
normiramo, ¢ime dobijemo niz y®:

o Ax_ Alas +aEn 6 (E)s)
AR [ IEr sy + Ex(R)s2 + o + (sl

~(/11 )k &1L s = 51
Rl— | —— =1h—.
Zot YA ST lls1]

y

Odavde vidimo da, iako niz iteracija y¥’ nije nuZno konvergentan (negativan predznak
moze uzrokovati promjenu orijentacije vektora u svakom koraku), s dovoljno velikim & je
uvijek blizu vektoru paralelnom s s;.
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Dakle, metoda ¢e (ako su pretpostavke zadovoljene) vratiti vektor koji je aproksimacija
svojstvenog vektora. Jo$ trebamo naci pripadnu svojstvenu vrijednost. Za to Koristimo
Rayleighev koeficijent.

Definicija 2.3.1. Za matricu A € R™" i vektor x # 0 definiramo Rayleighev koeficijent
kao:
xTAx

xTx

p=pA,x) =

Rayleighev koeficijent je u odredenom smislu najbolja aproksimacija svojstvene vri-
jednosti matrice ako je x aproksimacija svojstvenog vektora. Konkretno, jedan od kriterija
koje moZemo htjeti zadovoljiti je da rezidual r = Ax — px bude minimalne norme. To je
rezultat sljedeceg teorema.

Teorem 2.3.1. Za x # 0 i proizvoljni p € R je (p, x) svojstveni par matrice A — ﬁxT, gdje

Il

jer =Ax — px. Matrica 6A = —ﬁxT ima normu ||6A||, = R

. Pri tome je ||r||, minimalna

xAx

ako je p =

Dokaz. Vidimo da je
(A - %xT)x =Ax —rx = px.
xTx

Takoder je

LA lrxll,  Nu(xDTrx?) e xr"r) bl il
_ )= _ _ - _ e
xT'x [ x]12 [l x]/2 [l x]2 T

Iz teorema o projekciji, znamo da je ||[Ax — px|| minimalno ako je Ax — px okomito na x pa

dobijemo
xx xTAx
px=——Ax = p=—
xt'x xtx

Dakle, kad imamo sve sastojke, algoritam je sljedeci:

Algoritam 1 Metoda potencija

1: Inputs: Matrica A € R™" pocetni vektor x, € R”, maksimalan broj koraka K
2: Postavi y¥ = &
3: for k = 1 to K (ili do konvergencije po nekom kriteriju) do
4: XD = Ay
k1)
5 y(kH) = @
6: end for
7: Output: Vrati posljednji izratunati y®
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Uoc¢imo sljedece: u dokazu konvergencije algoritma, pokazali smo da ako je jedna
svojstvena vrijednost po apsolutnoj vrijednosti veca od ostalih, onda reziduali konvergiraju
u 0 brzinom koja je odredena omjerom dvije apsolutno najveée svojstvene vrijednosti.
Dakle, Sto je najveca vrijednost odvojenija od ostalih, imat ¢emo brzu konvergenciju, ali i
ako je druga najveca blizu, konvergencija bi mogla biti spora.

Za usporedbu, promotrimo sljedeci primjer. Generirali smo dvije matrice reda 100,
jednu kojoj je najveca svojstvena vrijednost 2, a ostale su 1, i jednu kojoj je najveca svoj-
stvena vrijednost 1.05, a ostale 1. Teorija kaze da u oba slucaja imamo konvergenciju, ali
je jasno kada Ce ona biti brza, Sto vidimo i iz analize reziduala koje dobijemo provedemo
li metodu potencija na navedene dvije matrice.

0.25 0.02

0.2 0.016

0.1 0.008

0 5 10 15 20 25 30 35 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Slika 2.1: Reziduali za matricu sa Slika 2.2: Reziduali za matricu sa
spektrom o4 = {1, 2} - brzi pad u 0. spektrom o4 = {1, 1.05} - spori pad u 0.

Vidimo da za prvu matricu metoda potencija staje nakon manje od 100 koraka (postavili
smo kriterij zaustavljanja koji algoritam prekida kada se dvije uzastopne iteracije po normi
razlikuju za manje od 107'%), dok druga matrica treba punih 100 koraka. To nam daje ideju
kada je dobro koristiti metodu potencija, a kada je bolje pokusati na drugi nacin.

Naravno, ponekad Zelimo raCunati i druge svojstvene vrijednosti osim one apsolutno
najveée. Ipak, kako ¢e nam za raCunanje difuzijskog preslikavanja biti dovoljno gledati
najvece (jednu ili nekoliko njih), pozabavimo se metodom koja poopcuje metodu potencija.

2.3.2 Metoda iteracija potprostora

Cilj metode iteracija potprostora je za matricu A naci /-dimenzionalni A-invarijantni pot-
prostor V reprezentiran pomoéu matrice V € R koja zadovoljava V'V = I, (tj., stupci u
V su vektori ortonormirane baze za V). Ovdje ¢emo pretpostaviti da svojstvene vrijednosti
od A zadovoljavaju || > |A3] > ... > || > |41 = ... = |4,
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Najjednostavniji pokusaj poopcenja metode potencija bi bilo da umjesto jednog polaz-
nog vektora, kreéemo s [ linearno nezavisnih vektora x?, x29 _ x®0 poslozimo ih u
matricu X@ € R™ i radimo identi¢an korak kao u metodi potencija, samo s matricom,
to jest, imamo X® = AKX®_ Naravno, jer metoda potencija radi kako smo opisali ranije,
taj niz Ce teziti matrici ranga 1 - jer svi stupci Ce teZiti prema istom svojstvenom vektoru
koji odgovara dominantnoj svojstvenoj vrijednosti matrice A. Taj neZeljeni efekt moZemo
sprijeciti tako da u svakom koraku nakon djelovanja matricom A ortonormiramo dobivene
vektore stupce (naravno, to ¢emo mo¢i ako djelovanje matrice A ne promijeni rang, Sto Ce
biti zadovoljeno uz pretpostavku o svojstvenim vrijednostima). Sve u svemu, algoritam je
dan kao:

Algoritam 2 Metoda iteracija potprostora

. Inputs: Matrica A € R""™*" poc&etna matrica X© € R/, maksimalan broj koraka K
. Odredi Y QR-faktorizacijom X© = YOR©®
: for k = 1 to K (ili do konvergencije po nekom kriteriju) do
XD — Ay
Provedi QR faktorizaciju X*+1 = y®&+DR*+D
end for
. Output: Vrati posljednji izracunati Y*®

N LR LY

Usporedit cemo metode potencija i iteracija potprostora na novom primjeru. Sada ge-
neriramo matricu sa svojstvenim vrijednostima 2, —1.99, 1. Generirana matrica je dobivena
ortogonalnom transformacijom dijagonalne matrice D = diag(d), d = (2,-1.99,1,1, ..., 1),
pa je svakako dijagonalizabilna i vode€a svojstvena vrijednost je odvojena od ostalih (ali ne
puno), pa o¢ekujemo konvergenciju, koja bi u slu¢aju metode potencija mogla biti spora.
Prikazimo graficki dobivene reziduale:

2 2

19 18

1.8 16

17 1.4

16 1.2

15 1

1.4 0.8

13 06

1.2 04

1.1 0.2

0
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 0 100 200 300 400 500 600 700 80O 900 1000

Slika 2.3: Reziduali metode potencija u Slika 2.4: Reziduali metode potencija u
100 koraka 1000 koraka
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Na prvi pogled za metodu potencija konvergencije uopée nema (ako gledamo samo
100 koraka). Ipak, metoda ¢e raditi, ali je konvergencija spora, te joj treba 1000 koraka da
bismo dobili zaadovoljavajuce rezultate - to znaci da broj koraka mora porasti za Citav red
veliCine, $to niposto nije pozeljno. Za usporedbu, promotrimo reziduale metode iteracija.

1.8

16
1.4—(\

121

0.6

047

0.2

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Slika 2.5: Reziduali metode iteracija

Dakle, metoda iteracija potprostora ¢e dati dobre rezultate puno brze - daje obje svoj-
stvene vrijednosti koje trebamo 1 joS u manje koraka. Ovo je klasi¢ni problem jednostav-
nih metoda - iako mogu raditi vrlo dobro (i teorija to opravdava), u praksi se isplati malo
pomuciti kako bi se dobili bolji rezultati.

2.4 Problem svojstvenih vrijednosti simetri¢nih matrica

Metode koje smo opisali ranije nigdje ne koriste pretpostavku simetricnosti matrice A.
Kako ¢emo u algoritmu za racunanje difuzijskog preslikavanja raditi sa simetricnom ma-
tricom, bilo bi korisno analizirati algoritme koji ¢e koristiti tu pretpostavku kako bi dobili
na brzini i preciznosti. Nas prvi korak u formiranju takvog algoritma je Jacobijeva rotacija.
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2.4.1 Jacobijeva rotacija
Prvo promotrimo kako dijagonalizirati 2 X 2 simetri¢nu matricu

M:[j ;],yio.

Koristit ¢emo ravninsku rotaciju (ortogonalnu matricu)

_ | cos(8)  sin(6)
~ |=sin(@) cos(®)|’

gdje kut 6 odredujemo tako da je J* MJ dijagonalna matrica. Imamo

T = @ cos?(0) + Bsin*(8) — 2y sin(d) cos(d) (@ — B) sin(B) cos(8) + y(cos?(0) — sin*(0))
~ |(@ = B) sin(B) cos(8) + y(cos>(8) — sin*(6))  asin*(8) + 2y sin(B) cos(6) + B cos*(6)

iz Cega slijedi da dijagonalnost dobijemo zadovoljavanjem uvjeta (@ — ) sin(6) cos(6) +

y(cos?(6) — sin’*()) = 0.

RjeSavanjem jednadZbe po € dobijemo ctg(26) = %" Uvodenjem oznake ¢ = ctg(26) i

1-72
2t

T = tg(h), te iz identiteta za tangens { = dobijemo kvadratnu jednadZbu

T +207-1=0.

Manje po modulu rjeSenje jednadzbe je

__ s
(11+ VT+2)
1z Cega lako odredimo parametre rotacije cos(d) = ﬁ sin(6) = 7 cos(H).
Sada lako vidimo da je
T |a—y7 0
J MJ = [ 0 B+yr|

Sljedeci korak je vidjeti kako primijeniti Jacobijeve rotacije na vee matrice.

2.4.2 Jacobijeva metoda

Za simetri¢nu nXn matricu A promatramo njenu 2 x2 podmatricu A, u kojoj iz A izdvajamo
par indekasa (i, j):
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¥ % % % % % %
* * O % % ~.
E I T T )
*
E I S R T )

1l
r :
* % X X X % %
¥ % 0O %

I% * ¥ ¥ X ¥ %‘

O]

A= [aii aij] _
aji djj

Sada odredimo pripadnu Jacobijevu rotaciju za A, U = [

ol

cos(8) sin(6)
—sin(d) cos(6)
opisali u prethodnoj sekciji. Potom U uloZzimo u n X n matricu U tako da U zauzima ista
mjesta u U kao A u A, pa dobijemo

], kako smo

I J
1
1
i cos(9) sin(6)
U= 1
j —sin(6) cos(6)
1
1_

Sada vr§imo transformaciju UT AU - to je jedan korak Jacobijeve metode. Jednom transor-
macijom sli¢nosti ponistili smo 2 izvandijagonalna elementa. Naravno, u idu¢em koraku,
biranjem novog para indeksa (i, j) moZemo ponisStiti ono S§to smo napravili u prethodnom
koraku 1 nule pretvoriti u nenul elemente. Stoga je bitan redoslijed kojim ¢emo poniStavati
vandijagonalne elemente.

Da bismo ovaj postupak formalizirali i mogli opravdati, uvodimo sljedecu funkciju:

QA) = A - diagWl. = | a2

i#j

Funkcija Q mjeri koliko je velik izvandijagonalni dio od A. Ako je Q(A) = 0, onda je
A dijagonalna. Dakle, cilj je nizom Jacobijevih rotacija A®™D = (UP)TA®U® dobiti
lim 0 QA®) = 0.
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Propozicija 2.4.1. U jednoj primjeni gore opisane Jacobijeve rotacije AA*D = (UPM)T AR y®,
s parom indeksa (iy, ji), je Q*(A%*D) = Q?(AV) — 2(al(.f’)jk)2.

Dokaz. Jasno je da je [A®V]3 = Q*(AW) + Z?zl(ag‘”))z. Takoder, Jacobijeva rotacija
je ortogonalna sli¢nost, pa ne mijenja normu, a na dijagonali mijenja samo pripadna 2
elementa na mjestima (i, i) 1 (i, jx), pri ¢emu je (jer Jacobijeva rotacija na 2 X 2 matrici
takoder Cuva normu)

(k+1)\2 (k+1DN\2 _ o (k) \2 (k) 2 (k) \2
(aik,ik )+ (ajk,jk) - (aikaik) + (ajwk) + z(aiksjk) :

Odavde dobivamo
QU = IACG = D @) - (@) + @), + 2060 = @A) - 26a)*
I=1,1#i, jx

O

Propozicija 2.4.2. Ako u svakom koraku Jacobijeve metode biramo za pivotni element na
mjestu (iy, ji) tako da vrijedi
|aik,jk| = maX |ai,j|’
1#]

/ 2
(k+1) (k) -
QA™) < QA™) 4|1 "1

pa je zadovoljeno i limy_,., Q*(A%) = 0.

onda je

Dokaz. Jasno, jer je element na mjestu (i, ji) po modulu najveci vandijagonalni, imamo

Q*(AY)
Q*(AY) < n(n - 1)(a, ;)" = (@) = D)’
Stoga iz prethodne propozicije imamo 1
Q*(A®
QX (A% < Q*(AW) - AT Q*(AM)(1 - ).
n(n—1) n(n—1)

O

Odavde vidimo da se nizom iteracija pribliZavamo dijagonalnosti. Ipak, nemamo jo§
garanciju konvergencije jednoj fiksnoj dijagonalnoj matrici. To je rezultat sljedeceg te-
orema (dokaz u [[1]], teorem 10.4.1):
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Teorem 2.4.3. Niz iteracija Jacobijeve metode A® je konvergentan s limesom

Ax()
Jim A% = A

k—o0

/lﬂ(n)

gdje jerm :{1,2,...,n} = {1,2,...,n} neka permutacija.

Trebamo navesti joS par bitnih napomena u vezi implementacije Jacobijeve metode.

Prvo je vazno uociti da u aritmetici konacne preciznosti ne mozemo egzaktno ni odrediti
ni provesti korak Jacobijeve metode. Stoga za rotaciju u svakom koraku prvo provjerimo
je li pripadni vandijagonalni element dovoljno (po apsolutnoj vrijednosti) malen, te ako je,
postavimo ga na 0, i nastavljamo na iduéi korak. Nadalje, iz slijedi da, ako je pivot
ispod ¢ = ﬁ, mozemo se zaustaviti s iteracijama.

Idu¢a napomena je o biranju pivota. U svakom koraku je trazenje najveéeg po apsolut-
noj vrijednosti elementa skupo, moZemo transformacije uzimati tako da se krecemo ciklicki
po matrici i poniStavamo vandijagonalne elemente. Time gubimo rezultate prethodnih pro-
pozicija, ali ako sve vandijagonalne elemente smanjimo ispod trazene tocnosti, zadovoljni
smo rezultatom. Ideja obilaska matrice je po stupcima ili retcima:

X s R . . i 1 2 4 7 117
3 5 8 12
6 7 8 9
10 11 12 6 9 13
. E} E} 10 14
* L]
15 15
B
x ]
*
i * |

Cikluse ponavljamo sve dok svi vandijagonalni elementi ne postanu dovoljno mali.

Promotrimo primjer rada metode u stvarnosti. Generiramo sluc¢ajnu simetri¢nu matricu
reda 50, te ju pustimo kroz Jacobijevu metodu. Ogranic¢ili smo broj koraka na 100, a
toleranciju postavljamo na 10~ (tj. ako su svi vandijagonalni elementi apsolutno manji od
1078, zaustavljamo se). Broj koraka koji je trebao metodi je svega 8, te je dala ispravan
rezultat (razlika spektra u odnosu na MATLAB-ov rezultat je reda veli¢ine 107'9). Takoder,
proces moZemo vizualizirati i graficki i prikazati kako izgleda konvergencija:
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o

o

IS

2

0 10
1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8

Slika 2.6: Prikaz niza Q(A%®) na na3oj Slika 2.7: Prikaz istog niza u
matrici logaritamskoj skali

Prikazimo i matrice A®¥' pomoéu toplinske skale prije svakog koraka:

k=1 k=2 k=3 k=4

(Nakon Cetvrtog koraka u grafickom prikazu se ne vidi razlika, ali je vidljivo dovoljno
da zakljucimo da algoritam radi.)

Napomena: Sve ranije opisane metode su validne u problemu svojstvenih vrijednosti ko-
jim ¢emo se baviti u kasnijim poglavljima. Ipak, zbog brzine, u vecini algoritama ¢emo
za racunanje svojstvenih vrijednosti matrice koristiti MATLAB-ovu inacicu funkcije za
rjeSavanje svojstvenih problema eig (), koja u ovisnosti o postavljenim opcijama i 0 svoj-
stvima matrice na koju se primjenjuje koristi QZ algoritam ili faktorizaciju Choleskog.






Poglavlje 3

Difuzijska preslikavanja

3.1 Uvodiideja

Difuzijska preslikavanja su metoda transformacije koordinata polaznog skupa podataka u
one u kojima bismo trebali jasnije uoc€iti globalnu strukturu. Primjerice, u nekim proble-
mima euklidska udaljenost nije dobra mjera jer ¢e podaci, iako su mozda euklidski bliski,
dolaziti iz razli¢itih klasa ili su strukturno udaljeni. Promotrimo za primjer tzv. “Swiss
roll” skup podataka.

0.8
0.6

04

0.2

10 \\\\ i -8
5 T~ < 10
0 T~ e al 5 10
h o > )77-—10 s 12
-10 15 10 8 6 4 2 0 2 4 6
Slika 3.1: Skup podataka ”Swiss roll” Slika 3.2: Projekcija na xy-ravninu.

MoZemo uociti da skup, iako je trodimenzionalnom prostoru, leZi u dvodimenzionalnoj
plohi u tom prostoru, to jest, moZe se parametrizirati s 2 slobodna parametra. Naravno,
jasno je da ploha na kojoj skup leZi nije linearna pa linearno preslikavanje u R? neée biti
dobra metoda redukcije dimenzije. Stoga je potrebno problem sagledati s druge strane i
osmisliti novi pristup.

37
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Novi pogled na problem je da udaljenost izmedu podataka ne mjerimo uzimajuci obzir
samo dvije promatrane tocke, vec cijeli skup podataka. Ideja s kojom polazimo je da za
dvije tocke udaljenost mjerimo preko udaljenosti bliskih im tocaka - ako su dvije tocke
blizu slicnim tockama, ili se na grafu u obje tocke moze dodi slicnim putevima, smatrat
¢emo da su bliske, te Zelimo da se to odrazi u novim koordinatama. Upravo to je pristup
koji predlazu difuzijska preslikavanja.

Primjerice, promotrimo kako difuzijska preslikavanja utjeCu na skup podataka s kojim
smo krenuli:

%107

Transformacija u 2D Transformacija u 3D

Slika 3.3: Difuzijsko preslikavanje primijenjeno na prethodni ”Swiss roll” skup podataka.

MoZemo da difuzijsko preslikavanje “razmotava” polazni skup podataka - time pojed-
nostavljujemo strukturu na kojoj se podaci nalaze $to nam moZe znatno olakSati baratanje
podacima i njihovu analizu.

Dakle, ideja je iz lokalne strukture podataka i njihovih udaljenosti, za definiciju difuzij-
ske udaljenosti koristiti sve dostupne podatke, ne samo promatrana dva, time ¢emo dobiti
uvid u globalnu strukturu podataka kojima baratamo, te ¢emo moci donositi nove zakljucke
1 koristiti poznate metode koje Ce raditi efikasnije na trasnformiranim podacima.
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Jo§ jedna primjena difuzijskih preslikavanja je u transformaciji koordinata radi smanje-
nja dimenzije. Neki od najpopularnijih pristupa tom problemu ukljucuju linearne modele.
Ipak, vrlo ¢esto nam podaci nisu linearno separabilni. Promotrimo sljedeéi primjer, u ko-
jem nam je zadan skup podataka koji mozemo vidjeti na slici.

Slika 3.4: Zadani skup podataka

Skup podataka kojim baratamo se sastoji od dvije kruZnice, na koje smo dodali norma-
lan Sum. Jasno je da imamo 2 klastera podataka koji su vrlo prirodno odvojeni. No valja
pripaziti, prirodno su odvojeni jer nam je kada ih vidimo jasno da se radi o dvije kruZnice,
no u nekom apstraktnom okruZenju, gdje mozda nemamo jasnu geometriju i nije odmah
vidljivo kako raspodijeliti podatke, iako mozda znamo da dolaze iz 2 klastera. Kako ih
odvojiti u tom slu¢aju? Mozemo pokusati s jednim od standardnih algoritama za klasteri-
ranje, tzv. k-sredine (k-means).

Slika 3.5: Podjela u 2 segmenta koristeci k-means algoritam - boje odgovaraju klasteru koji
je algoritam pridruzio svakoj tocki
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Vidimo da rezultat nije zadovoljavajuéi - podjela je linearna, te je rezultat to da svaku
od kruZnica podijelimo da 2 polukruZnice, Sto nam ne odgovara, ako je uocljivo da podaci
dolaze iz 2 klastera koji ¢ine koncentri¢ne kruZnice.

Pogledajmo kako to rade difuzijska preslikavanja - ako pratimo ideju koju smo opisali,
podaci na istim kruznicama ce biti bliski, jer iz svake tocke na jednoj kruznici u nekom
broju koraka lako moZemo do¢i do svake tocke na istoj kruznici. Skokovi s jedne kruZnice
na drugu pak rezultiraju time da su u novim koordinatama podaci jako udaljeni.

Slika 3.6: Podjela u 2 segmenta koristeci k-means algoritam na podatke koje smo prethodno
preslikali difuzijskim preslikavanjem

Ovdje su rezultati upravo ono Sto bismo ocekivali - 2 klastera su upravo dvije kruznice
koje Cine naSi podaci. Dakle, nelinearnost u podacima je svakako vrlo Cesta pojava pa je
za redukciju dimenzije potrebno imati i takav algoritam koji to uzima u obzir.

U ovom poglavlju definiramo nuZne pojmove za konstrukciju difuzijskog preslikavanja
danog skupa podataka. Nakon toga, objasnjavamo algoritam kojim ih raunamo, te potom
objasnjavamo kako difuzijske koordinate moZemo koristiti u redukciji dimenzije polaznog
problema.

3.2 Konstrukcija difuzijskog preslikavanja

Neka je (X, A, u) prostor s mjerom. U ovom radu, X e biti skup podataka koje imamo,
pa se radi o konacnom skupu, stoga ¢e definicije biti nesto jednostavnije od originalnih
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koje je osmislio autor algoritma u [6] 1 [12]. Shodno tome, u ¢e biti mjera na konanom
skupu, pa ¢e najceSce u pitanju biti brojeca mjera, dok ¢e A jednostavno biti partitivni
skup P(X) (iako sve definicije mozemo generalizirati na opéeniti prostor s mjerom). U
ovom kontekstu definiramo pojam jezgre, koji ¢e predstavljati svojevrsnu mjeru sli¢nosti
medu tockama skupa X.

Definicija 3.2.1. Difuzijska jezgra je preslikavanje k : X X X — R za koje vrijedi:
i.) k(x,y) = k(y, x) (simetrija)
ii.) k(x,y) >0 (nenegativnost)

Najces¢i primjer jezgre u primjeni, te jezgre koju ¢emo najviSe Koristiti u ovom radu je
tzv. Gaussovska jezgra:
k(x,y) = e—llx—yllg/ol'

O jezgri razmisljamo kao o apriornoj mjeri udaljenosti, odnosno ona definira lokalnu
geometriju naseg skupa podataka X. Ako koristimo Gaussovsku jezgru, uocavamo da ona
dopusta parametar o, €iji Ce izbor biti netrivijalan zadatak, jer sama funkcija uvelike ovisi
o tom parametru, kao $to moZemo vidjeti na primjeru - mala promjena parametra uvelike

utjecCe na oblik funkcije.

/5
PN
/IIM‘“‘

P

(b) o =0.75

(c)o =05 (d)o =0.25

Slika 3.7: Utjecaj parametra o na Gaussovsku jezgru. Uo¢imo da manji o ”suzava” zvono
krivulje.
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Sljedeci korak je definirati mjeru udaljenosti koja ¢e bliskima smatrati tocke koje pri-
rodno slijede strukturu skupa podataka. U tu svrhu ¢emo konstruirati Markovljev lanac
koji ¢e prirodno reprezentirati kretanje po skupu podataka, odnosno Setnju po grafu kojeg
definiraju nasi podaci.

Prvo definiramo za x € X:

40 = [ xy)du) = Y k)
X yeX
Kako uzimamo da je X konacan skup, moZemo njegove elemente enumerirati tako da je

X ={ay,ay, ...,a,}. Tada jezgru i funkciju d mozemo gledati kao matrice:

Ki; = k(ai,a)), i,j=1,2,...,n

dl' = d((l,’) = Z K,’j, I = 1,2, ey 11
=1
D = diag(d))!_,
Sada definiramo matricu P = D~'K. Uoc¢imo dva bitna svojstva matrice P:

1) P,‘j > 0 l,] = 1,...,n

.. Ki; d; _

i) Y Pj=27=72Kj=5=1
Dakle, radi se o po retcima stohasti¢koj matrici. Na nju gledamo upravo kao matricu pri-
jelaza Markovljevog lanca koji opisuje slucajnu Setnju po grafu podataka s kojima radimo.
Uocimo, jer smo zahtijevali da je jezgra k simetri¢cna, moZemo tu Setnju gledati kao Setnju
po neusmjerenom grafu. Vjerojatnost prijelaza iz stanja a; u a; je proporcionalna teZini

brida (a;,a;) u odnosu na ostale bridove iz ;. Promotrimo ponaSanje tog lanca 1 matrice
prijelaza na proizvoljno generiranom skupu podataka s 3 klastera.

o
5 [elNe}
ato. © K C
%, ST B
RS &0
15 0B 2

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 50 100 150 200 250 300

Slika 3.8: Polazni skup podataka od 3 Slika 3.9: Matrica prijelaza P polaznog
klastera. skupa podataka.
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o i b

Slika 3.10: 10-korac¢na matrica Slika 3.11: 100-kora¢na matrica
prijelaza. prijelaza.

50 100 150 200 250 300 50 100 150 200 250 300

Slika 3.12: 1000-kora¢na matrica Slika 3.13: 10000-kora¢na matrica
prijelaza, uoCavamo grupiranje dva prijelaza, uo¢avamo grupiranje svih
klastera. klastera.

Dakle, ako polazni skup podataka ima 3 klastera, oni su jasno vidljivi na matrici P
(naravno, to je zato jer smo podatke i sortirali po klasterima). Takoder je uocljivo da, kako
potencija ¢ raste, to se klasteri grupiraju, prvo se iz dva bliza klastera formira jedan veci,
a onda nakon dovoljno puno koraka se formira superklaster koji sadrzi sve podatke. U
svakom slucaju, uocavamo da je broj koraka koji uzimamo u definiciji Setnje vrlo bitan -
ponekad ¢emo htjeti gledati viSe koraka jer se tako klasteri jasnije vide (jer tako svrstavamo
izolirane tocke u neke od klastera), ali ipak prevelik broj koraka rezultira time da su nam
bliski i oni podaci za koje ne Zelimo da budu. Stoga ¢emo, umjesto samo jedne funkcije,
definirati familiju difuzijskih preslikavanja.

Definicija 3.2.2. Familiju difuzijskih preslikavanja D, definiramo kao familiju funkcija
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D, : XXX >R, t>0, gdje je

Dianap =Y (Banx) - Basx) wx), (3.1)

xeS

pri cemu je P, t—koracna vjerojatnost prijelaza (odnosno t-ta potencija matrice prijelaza
P), a w teZinska funkcija, npr, najcesée éemo uzimati w(x) = ﬁ.

Prethodna definicija ukljucuje sve elemente koje smo trebali - koristi lokalnu infor-
maciju o udaljenostima tocaka (pri formiranju matrice P), broj koraka u Setnji na grafu,
te pri definiranju udaljenosti dvaju tocaka koristi informaciju o cijelom skupu podataka.
Konkretno, udaljenost medu tockama je manja kada su tocke na slican nacin povezane s
ostalim tockama skupa.

Sljedeci korak je nadi transformaciju koordinata u kojima ¢e euklidska udaljenost odgo-
varati (nekoj) difuzijskoj udaljenosti u originalnim koordinatama. U tu svrhu, analizirajmo
neka svojstva matrice P.

3.2.1 Svojstva matrice prijelaza

Matrica P je retCano stohasticka, pa je 4 = 1 njena svojstvena vrijednost, a pripadni svoj-
stveni vektor je e = (1, 1,..., 1)T.

n n k i .
(Pe)i:Zpij:Z (@ é])=1 = Pe=1-e.

J=1 J=1

Kako je P stohasticka po retcima, vrijedi da je ||P||c = max 2i=11Pijl = 1. Nadalje,
<i<n

kako znamo da je 4 = 1 jedna svojstvena vrijednost, a znamo i da je spektralni radijus
infimum po svim konzistentnim matricnim normama (teorem [2.1.2)), zakljuCujemo da je
spektralni radijus matrice P jednak 1.

Uz pretpostavku ireducibilnosti (koja ¢e u nasem slucaju, jer koristimo Gaussovu jez-
gru, biti zadovoljena), vrijedi Perron-Frobenijusova teorija: 4 = 1 je jednostruka svoj-
stvena vrijednost i njen pripadni svojstveni vektor se moze odabrati tako da ima pozitivne
komponente.

Imamo P = D~'K, a kako su svi elementi matrice K pozitivni, isto vrijedi i za elemente
matrice D, a kako je ona dijagonalna s pozitivhom dijagonalom, to je regularna, pozitivno
definitna i ima drugi korijen (koji dobijemo korjenovanjem elemenata na dijagonali). Stoga
je P = D'K = Dz (D‘%KD‘%)D% pa je P slicna simetri¢noj matrici P; = D KDz,
Posebno, P je dijagonalizabilna, te su joj svojstvene vrijednosti realne.
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Ako je Py = UAUT spektralna dekompozicija matrice Py, tada je

P=D:P.D? =D :UAU'D: = VAV, V=D2U. (3.2)

Jerje P = D™'K, D = diag(dy)\_,, d; = ¥, ; k(a;,a)) = ¥; K;;, imamo

L0 ...0
0 L ... 0

d'P=d'D'K=|d d ... d,||. " | |K=cK=d" (3.3)
00 ..4

Vidimo da je d” lijevi svojstveni vektor matrice P, pa normiranjem (koje je dobro defini-
rano zbog konacnosti skupa stanja X), dobijemo stacionarnu distribuciju 7:

dT
HZm, 7P =, Zﬂizl, m;>0,i=1,2,...,n

3.2.2 Transformacija koordinata

Cilj nam je nadi transformaciju koordinata za koje ¢e vrijediti da difuzijska udaljenost
originalnih koordinata odgovara euklidskoj udaljenosti transformiranih. Stoga krecemo od
definicije difuzijske udaljenosti:

Dfanap’= > (Blanx)~Blanx) w. (3.4)

x€{ay ,az,....an}

Kao $to smo ranije rekli, uzimamo tezine w(x) = ﬁ. Definiramo:

P(ai, ar)
= P’(ai’aZ) Li=1.2..n
B, a,)
Tada[3.4] postaje:
Di(anaf = (T, ~T) D7 (T, =T)) = I - Tl
pri ¢emu je [|Ix|7, := x"D~'x. UoCimo da je I'; = (P'(i,:))". Prisjetimo se spektralne

dekompozicije od P:

P=VAV'!, PP =VA'V!. Vv=D:U UTU =1,
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P = VAV = [n@A] vy .. vV

Uz oznaku V! = V = UT D2, uodavamo da su (vl(i)/l’1 v, .. vn(i)/lg) koordinate

retka P'(i, :) u bazi redaka matrice V.

Dakle, imamo
/ltlvl(l)

/1’2\/2(1) _ VT\P(_I)

L =PaG) =v! (3.5)

1 o

2 _ o _pONT 1§57 O _ gy _ O _ )2
Dy(aj,ap)” =" -¥,) VDV (Y7 -¥)) =¥ -¥/ " (3.6)
UTDED-1DIU
Konacno, mozemo definirati difuzijsko preslikavanje kao preslikavanje:
A’lvl(l)

ALvo (i)
a0 = |2 = ATV T (3.7)

A v, (@)

Sve u svemu, algoritam za raCunanje difuzijskog preslikavanja je dan kao:

Algoritam 3 Difuzijsko preslikavanje - algoritam

1: Imputs: Podaci a;, ay, ...,a, € R, hiperparametri t € N, o > 0, reducirana dimenzija
ke{l,2,..,m}.

2: Zasvaki par podataka i, j = 1, ..., n izraCunaj vrijednost jezgre K;; = k(a;, a;).

3: Izraunajd = Ke,e = (1 1 .. 1)eR"iD = diag(d) € R™".

4: IzraCunaj prijelaznu matricu P = D KD,

5: Izratunaj spektralnu dekompoziciju matrice P, = UAUT.

6: IzraCunaj V = D1U.

7: Izradunaj Y@ = A'VT,

8: Output: Vrati reducirani model dimenzije k kao prvih k redaka: ‘I’,(c’) = YO : k,1:
n).

Dakle, redukciju dimenzije vr§imo uzimanjem k koordinata, a prethodno provedeni
racun nam daje i ideju kako odabrati k - iz izraza[3.7] vidimo da svaku koordinatu mnoZimo
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pripadnom svojstvenom vrijednosti (i to uz potenciju ¢). Kako su sve svojstvene vrijednosti
po apsolutnoj vrijednosti manje od 1, za velike ¢ ¢e nam neke od tih koordinata biti vrlo
blizu 0O, te ih moZemo i zanemariti.

Ako se vratimo na uvodni primjer s dvjema kruZnicama, mozemo promotriti kako za
njih izgledaju svojstvene vrijednosti i pripadna matrica P.
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Slika 3.15: Graficki prikaz svih Slika 3.16: Graficki prikaz najvecih 20
svojstvenih vrijednosti, uo¢avamo brz svojstvenih vrijednosti, nesto sporiji
pad. pad.

Iz grafickog rikaza vidimo da svojstvene vrijednosti mozda i ne padaju prebrzo, ali
svakako padaju. Ipak, ne treba se obeshrabriti i odmah pomisliti da ¢emo morati gledati
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velik broj dimenzija kako bismo dobili zadovoljavajuée rezultate. Primjerice, vrlo dobre
rezultate smo postigli sa samo 2 difuzijske koordinate, jer je potencija na koju smo dizali
matricu prijelaza bila vrlo visoka, te je tada prikaz pripadnih potencija znatno drugaciji.

12 12
. ihoo
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06 | ool

o | T o o
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Slika 3.17: Graficki prikaz svih Slika 3.18: Graficki prikaz najvecih 20

svojstvenih vrijednosti na potenciju svojstvenih vrijednosti na potenciju

1000. 1000.

Kako je u ovom primjeru cilj bio odvojiti podatke koje dolaze iz istih klastera, po-
tencija ¢ na koju smo dizali matricu P je bila reda veli¢ine kao i cijeli skup podataka (u
naSem slucaju, imali smo 1000 toc¢aka, po 500 s obje kruznice), kako bismo dobili da su
podaci koji su bliski oni od kojih moZemo do¢i nekom (mozda dugackom, ali vjerojatnom)
Setnjom bez preskakanja kruznica. Stoga je korisno i pogledati kako izgleda matrica P
dignemo li je na potenciju koju smo primijenili.

1000
200 400 600 800 1000 200 400 600 800 1000

Slika 3.19: Graficki prikaz matrice P, ne Slika 3.20: Graficki prikaz matrice
uocavamo klastere. P1%% jasno uodljiva 2 klastera.
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Ovdje vidimo da, 1ako je iz svake tocke moguce doci u samo njoj bliske tocke, u 1000
koraka mozemo doci u bilo koju drugu tocku na isfoj kruznici - stoga je lako podijeliti
podatke u 2 klastera, jer je vjerojatnost prijelaza izmedu tocaka na istoj kruznici puno veca
od one izmedu tocaka na razli¢itim kruZnicama, $to onda daje da su difuzijske udaljenosti
toCaka na istoj kruznici male, a na razli¢itima velike 1 lako dobijemo ispravno klasteriranje.






Poglavlje 4

Lokalno linearna ulaganja

4.1 Motivacija i definicija

4.1.1 Motivacija

U brojnim problemima strojnog ucenja, dan nam je velik broj opaZanja, mjerenja ili znacajki
(eng. features) nekog objekta. Primjena uobicajenih metoda, nadziranih (kao §to je klasi-
fikacija) ili nenadziranih (npr. klasteriranje), cesto moze biti problemati¢na zbog procjene
velikog broja parametara ili visoke dimenzionalnosti samih podataka. Stoga je standardna
procedura prije obrade podataka provesti neku od metoda redukcija dimenzije.

Tradicionalne metode redukcije dimenzije su uglavnom linearne, te ukljucuju odabir
podskupova mjerenja 1 preslikavanja u niZzedimenzionalne linearne potprostore. Naravno,
razvijene su i kompleksnije metode za nelinearna preslikavanja, kao neuronske mreze ili
viSedimenzionalno skaliranje (eng. Multidimensional scaling - MDS). Ovisno o problemu
koji rjeSavaju, te metode mogu imati raznih poteskoca, kao odabir krivog modela, vremen-
ska i1 prostorna sloZenost, ili zahtijevanje velikog broja podataka kako bi metoda radila
ispravno.

Saul i Roweis su u [[13] predstavili konceptualno jednostavnu, ali vrlo moénu metodu
redukcije dimenzije: lokalno linearno ulaganje (LLE). Ona polazi od pretpostavke da su
podaci smjesSteni na nekoj kompleksnoj (nelinearnoj) strukturi u visokodimenzionalnom
prostoru, dok je sama mnogostrukost znatno manje dimenzije od ambijentnog prostora.
Uz poznavanje samih podataka i njihovih odnosa (udaljenosti, odnosno metrike - za svaki
par podataka (x;, x;) moZemo odrediti njihovu udaljenost u(x;, x;)) s ciljem otkrivanja te
strukture promatramo samo tocke koje su relativno bliske, odnosno, ako su dvije tocke
udaljene, pretpostavljamo da je informacija o vezi medu njima prakti¢no beskorisna ili
nepostojeca.

51
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Pazljivi Ce Citatelj uociti da smo ovom pri¢om donekle opisali i ideje kojima smo bili
vodeni pri konstrukciji difuzijskih preslikavanja. To nije slu¢ajno, ova metoda (a pogotovo
njena verzija s jezgrom) ima vrlo sli¢an ucinak kao i difuzijska preslikavanja, a i teorijska
pozadina im se u velikoj mjeri poklapa.

4.1.2 Definicija lokalno linearnog ulaganja

Polazimo od skupa podataka X = {x{, x5, ..., x,} C R4 i metrike puna X X X - dakle, znamo
podatke i njthove medusobne udaljenosti. Cilj je odrediti preslikavanje koje ¢e prikazati

podatke u niZoj dimenziji kao yi, ..., y, € R.
MoZemo pomocu u za svaki x; odrediti skup njegovih k najblizih susjeda X; = {x(li), o x,(ci)},
te ¢emo skupove najblizih susjeda koristiti u iduéem koraku.

Prvi korak je za svaki i pripadni x; reprezentirati najbolje moguce kao linearnu kombinaciju
njegovih k najbliZih susjeda, odnosno odrediti tezine w;;, i = 1,...,n, j=1,...,k uraspisu

k
Xi — Z WUXE-!)
Jj=1
()

. PN . _ . k ~ _
Ako definiramo w;; = wj; za x; € X;1w;; = 0za x; ¢ X;, onda je x; — ijl Wijx; =
" J LY
Xi = 21j=1 WijX;j - stoga moZemo minimizirati po wy;.

n

2,

i=1

— min.
Wij

2
2

Drugi korak je, jednom kad smo odredili teZine w;; prethodnog koraka, odrediti yy, ..., y, €
R’ tako da je
u 2
Z y Z Jyj Viseeos Yn
i=1 j=1 2

4.1.3 Numericki algoritam

Precizirat éemo prvo kako raunamo teZine w;; iz prvog koraka. Definiramo e = (1,..,1)" €

R", T; = (x(li), ...,xl(f)), wi = Wi, ..., wi,)!. Tada je 21;:1 wii=1 elw; = 1.

k

b = > w1 = e wi) = Towil = llse” — Towil =
j=1

= wiT(xieT - T,-)T(xieT - T,')W,‘ = W,'G,'Wl', nge]e

G; = (xieT - Ti)T(xieT -T).
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Stoga je ekvivalentan zapis pocetnog koraka

n k
T . . .
Z w; G;w; — min, uz UVJC'[Z wi;=1,i=1,..,n.
> wij -
i=1 j=1

Problem minimizacije rjeSavamo koriStenjem Lagrangeovih multiplikatora A = (44, ...

53

s An):

L= z”: w,-TGiw,- - i AieTw; = 1),
i=1 i=1

oL oL 1

_:2Gi i_/li — —:0@ i:—/liG-_l,

6wi v ¢ Gwi v 2 i ¢
oL oL

a_/li:eTWi_l :a—/li:()(:)eTWi:l.

Iz ovih uvjeta dobijemo izraze za A; iw;, i = 1, ..., n:

w; = %/L-Gi_le,
1 =elw, = /lileTGi_]e,
2
U
2 Gl._le
B eTGle’ W= eTGle

Dakle, dobili smo eksplicitni izraz za teZzine w;, i = 1, ..., n.
Napomena:
1. Ako je G; regularna matrica, onda je pozitivno definitna, kao i Gl.‘l, te je eTGl.‘le > 0.

2. Ako je dimenzija d strogo manja od broja promatranih najblizih susjeda k, onda je
G, najviSe ranga d, pa je G; singularna i inverz G;' ne postoji.

3. Cak i ako je d > k, to ne znaci da je G; regularna, pa ne moZemo nuzno koristiti
inverz.

4. Jedno rjesenje, koje ¢emo koristiti u algoritmima, je regularizacija - umjesto G; ko-
ristimo G; + €li, s tim da se postavlja pitanje izbora dobrog € > 0 .
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Sljedeci korak je ulaganje u R’ - treba odrediti vektore yy, ...,y, € R/ takve da je:

2

2

Takoder ¢emo postaviti sljedece dodatne uvjete:

ny =0, %Zyiyf = 1.

Prvi uvjet je tu radi “centriranja” rjeSenja u ishodiSte. Naime, ako nademo rjeSenje (y;)"_,
problema koje zadovoljava prvi uvjet, onda i svako rjeSenje oblika (¥)?_, uz y; = y; + a
rjeSava problem za proizvoljan a € R/,

Drugi uvjet dodajemo kako bi izbjegli grupiranje rjeSenja u tocku. Zaista, svako rjeSenje
yi=a, i =1,2,...,n za fiksan a € R’ ée biti rjeSenje polaznog problema.
Ako postavimo

T [N T A N
Y=o yn) € RV W= Wity win)’ €RY, W= (W1, W) €R™,

polazni minimizacijski problem postaje

n
Yi— Zwij)’j
i=1 =1

tr((I — WHIYYT (1 - W) = e (YT (I —= WT I = W)Y) = tr(YIMY), M =1 - W) -W)=M".

2 n
= D re=yTwl = v"a - wh =
2

i=1

Uocimo da je We = e, te (I — W)e = 0, Me = 0. Nadalje, imamo

C T 1 C T 1 T

E =0 & Y'e=0, - E yy; =1 & -Y'Y=1I.
n n

i=1 i=1

Dakle, problem minimizacije koji rjeSavamo je:
1
tr(Y'MY) — myin, -Y'y=1, YTe=0.
n

Uz zamjenu varijabli ¥ = ‘/%Y imamo Y'Y = I;i ¥"e = 0. Jer je Me = 0, ¢ je normirani
svojstveni vektor matrice M, a kako je M simetri¢na, moZe se dijagonalizirati u ortonormi-
ranoj bazi. Stoga, jer rjeSavamo problem minimizacije traga po ortogonalnim matricama
Ciji su stupci okomiti na e, koji je svojstveni vektor pripadne svojstvene vrijednosti O,
mozemo koristiti Ky Fanov teorem.
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Teorem 4.1.1 (Ky Fan). Neka je M € R™" simetri¢na matrica sa svojstvenim vrijednostima
Ay £ A, £ ... £ A, i pripadnom matricom svojstvenih vektora Z = (zy,...,2,), Mz; =
Aiziy i=1,..,n, Z'Z =1,. Tada je

min tr(X"MX) = A, + ... + A
XER”Xk
xXT'x=1,

Za Ay < Aiy1 Se skup rjesenja na kojima se minimum postiZe moZe zapisati kao

{(Z1 Zk)Q : QeRkaortogonalna}.

Nekasu 0 =1, < A, < ... £ A4, svojstvene vrijednosti od M i neka su z; = \/%,zz, vees Zn
pripadni svojstveni vektori. Tada po prethodnom teoremu moZemo zakljuciti da je rjeSenje
problema:

Y= (Zz Z1+1), YTY = Il YTe =0.

Stoga je traZeno ulaganje (matricu ¢itamo po recima):

odnosno vektore yy, ..., y, ¢itamo kao retke matrice Y.

4.2 Jezgreni trik

U nekim situacijama nam moZe biti pogodno ulaganje podataka u prostor viSe dimenzije.
Primjerice, moZe se dogoditi da s pogodno odabranim ulaganjem podaci uo¢imo jasnu
pravilnost u podacima koja je ranije bila tesko vidljiva.

Ako se vratimo na na$ poznati primjer s dvjema kruZnicama, znamo da one nisu line-
arno separabilne, ali ako ih uloZimo prostor dimenzije 3, primjerice pomocu preslikavanja
(x,y) — (x,y, x> + y*) dobijemo skup koji se vrlo jednostavno linearno separira hiperrav-
ninom.
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Slika 4.1: Skup podataka s dvjema Slika 4.2: Isti skup nagon ulaganja u R
kruznicama. (preslikavanje na paraboloid).
Ako imamo podatke xi, ..., x, € R?, preslikavamo ih u R?, gdje je D >> d. Ozna&imo

to preslikavanje s ¢, tj. imamo:
RY 5 x; — p(x)eR? i=1,...n.

Oznalimo ® = (¢(x),...,0(x,)) € RP*" i K = ®Td € R™. Sada prethodno opisanu
proceduru LLE provodimo na podacima ¢(x;), ..., ¢(x,). Prisjetimo se kako u prvom koraku
LLE traZzimo k najbliZih susjeda, a za to trebamo ||¢(x;) — ¢(x.,-)||§:

ll¢(xi) = I3 = ($(x) — d(x) (B(x) — Blx))) =
P(x) Pp(x;) = 20(x) P(x;) + Pp(x)) P(x)) = Kyt — 2K;; + K.

Jer je D potencijalno jako velika dimenzija, ovo mozZe biti skupa operacija. Cilj je naci
efikasan nacin da radimo s velikom dimenzijom tako da D ostane implicitno skrivena u
matrici K, zajedno s ¢. Kako je K;; = K(x;, x;), ideja je da zadamo jezgru K(x,y) kao
funkciju od x,y € RY s odredenim svojstvima te ju potom poveZemo s preslikavanjem .
Promotrimo jedan primjer.

Primjer 4.2.1. Za x,y € R? stavimo K(x,y) = (" x + b)?, gdje je b neka konstanta. Kons-
truirat ¢emo preslikavanje ¢ : RY — RP tako da je K(x,y) = ¢(x)T ¢(y).

d d d
K(x,y) = x+b? = () xyi+ b = (O xiy* +2b ) xiyi + b,
i=1 i=1 i=1
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Analizirajmo svaki od izraza.

d d
(Z zYI) = (Z xlyt)(z x]y] = Z Z XiYiXjy; = Z X; yz + Z leylx]yj

i=1 j=1 i=1 i£]
d i-1

Z(x»z(yl +0) (Vaxx)(Vay)).

i=1 i=2 j=1

Sada je

d d
G x+bY = (O xy)? +2b ) xiyi+ b =
i=1 i=1

i—1

d d
Z(xl) G+ D > (V2xx)(V2yiyp) + > V2bxi V2byi + b - b = ¢() ¢(),
i=1

= i=1 j=2
gdje je
(xX) = (o, x2, [V2xixj3i=2:d; j=1:i—1], V2bx,, ..., V2bxy b).

Dakle, uspjeli smo pomocu funkcije K(x,y) (koju raCunamo u prostoru manje dimen-
zije d << D) izraziti kako raunamo skalarne produkte ¢(y)” ¢(x). To omogucuje da pro-
vodimo LLE algoritam bez eksplicitnog raCunanja funkcije ¢.

Neka su ¢(x\"), ..., #(x\") najblizih k susjeda totke ¢(x;). Sada trebamo odrediti teZine
w;j, ali kako taj raCun ukljucuje minimizaciju u D-dimenzionalnom prostoru, moramo pri-
mijeniti trik s jezgrom. Imamo:

n k n
NI . .
Z ”¢(xl) _ Z Wij(ﬁ(xl(-]))llZ e n;lvln’ Z Wij = 1, 1= 1, ey 11
i=1 =1 Rl

Racunamo

Z 116(x) — Z Wil = Z [ Z wir(@(x) = d(x)I.

=1 j=1

Uvodimo oznaku ®; = (¢(x;) — ¢(x§1)), e (X)) — qS(xEk)) te dobivamo

Z [ Z wir(@(x) — d(x)Ils = Z 1D} = Z Wi O D

i=1 j=1 i=1 K
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Sve u svemu, minimizacijski problem postaje
ZwiTK,-wi — min, Zw,-j =1,i=1,..,n.
i=1 M
Rjesenje koje je dano eksplicitnim formulama (uz pretpostavku da je dobro definirano) je
K'e

_ )
eTK 'e

w; = i=1,..,n
Dakle, imat ¢emo rijeSen problem ako uspijemo K; zapisati bez eksplicitnog raCunanja
#(x;), tako da izbjegnemo racun u visokoj dimenziji.

Odredimo element na poziciji (p, ¢) u matrici K;:

Ki(p, @) = (@(x) = ()" (¢(x) = (") =
()" $0) = ()" $(x”) = ) P(xi) + $( ) B3 =
K(xi, x) = K ) = KO ) + KO, %) =

Ki— K, i — Kii, + Ki, i,
Iz olg polg
Konac¢no, sad kada imamo K; izrazen pomocu jezgre K, imamo formulu za raunanje
teZina w;;. Posljednji dio raCuna, odredivanje novih koordinata Y provodimo na isti nacin
kao i ranije (jer ono ne zahtijeva raCun u dimenziji D). Time imamo cijeli teoretski ”skupi”
racun bez da smo igdje eksplicitno morali baratati visokodimenzionalnim objektima.

Jos je ostalo jedno nerijeSeno pitanje - mozemo li uvijek provesti ovaj postupak? Na-
pravili smo ga za jednostavnu, polinomijalnu jezgru, ali Sto ako imamo opcenitiju funkciju
k, postoji li i za nju preslikavanja ¢ koje joj odgovara? Na to pitanje nam odgovor naje
sljedeci teorem:

Teorem 4.2.1 (Mercer). Neka je dan skup podataka X = {xi,...,x,} C R? te neka je
k : R x RY — R simetricna, neprekidna i nenegativna funkcija koja generira pozitivno
semidefinitnu matricu K preko:

Klj = k(x,, )C,), l,] = 1, cees n.

Tada postoji funkcija ¢ : RY — RP (gdje je D dimenzija potencijalno puno veéa od d)
takva da vrijedi:
Kij = k(xi, x)) = ¢O)T¢(x)), i, j = 1,

Ovim teoremom smo zaokruZili pri¢u - ako imamo funkciju k koja odgovara uvjetima
teorema (a vecina jezgara s kojima radimo, kao $to su polinomijalna ili Gaussova, je takva)
imamo opisan cijeli postupak provodenja algoritma LLE s jezgrom.
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4.3 Klasifikacija

Primijenit ¢emo do sad opisane algoritme za klasifikaciju. Problem klasifikacije je jedan
od najcescih problema podatkovne znanosti i strojnog ucenja, a bavi se pridjeljivanjem
odgovarajuce klase (od njih konacno mnogo) ulaznom podatku. Primjerice, nase algoritme
¢emo testirati klasifikacijom rukom pisanih znamenki. Svaka slika ¢e prikazivati neku od
znamenki od 0 do 9, te je nas$ cilj svakoj slici pridruZiti znamenku koju ona prikazuje.

4.3.1 Implementacija

U samom algoritmu LLE vidjeli smo da postoje 3 parametra koja treba zadati - broj naj-
blizih susjeda koje uzimamo u obzir k, dimenziju prostora u koji preslikavamo podatke
m 1 parametar regularizacije r. Algoritam je izuzetno osjetljiv na promjenu u svakom od
parametara. Promotrimo kako njihovo variranje utjece na izlazne podatke algoritma.

Slika 4.3: Ulazni skup podataka - podaci su generirani tako da su (x, y) koordinate 50 x 50
mreza na [0, 1] x [0, 1], a trea koordinata je z = sin(x), te je dodan normalan Sum.
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Primjer 4.3.1. Polazni skup podataka s kojima radimo je dvodimenzionalan - sinusoidalna
ploha u R?. Stoga éemo testirati LLE ulaganje u prostor dimenzije 2 iz dva razloga: jer to
sugeriraju podaci i jer u ravnini lako moZemo vizualizirati rezultate.

Algoritam ¢emo testirati tako da variramo jedan parametar, a ostale drzimo fiksnima na
nekoj vrijednosti za koju smo procijenili dobre izlazne podatke (nema smisla usporedivati
utjecaj jednog parametra ako drugi potpuno kvari rezultate).

Nacin na koji podatke vizualiziramo je sljedeéi: u polaznom skupu podataka, svakoj je
tocki pridruZzena boja, pomocu oznake npr. enumeracijom, koja je odredena njihovom x
1 y koordinatom. Primjenom preslikavanja to€aka u novi prostor, one zadrZavaju svoju
oznaku, tako da ista boja na razli¢itim slikama odgovara istoj tocki - time moZemo pratiti
kako se npr. grupacije bliskih tocaka ponasaju u raznim verzijama preslikavanja.

(@ k=10 (b) k =20 (c) k=30 (d) k=40

Slika 4.4: Utjecaj broja susjeda k na LLE, uz r = 2 - 1073, m = 2 - vei k “raspriuje”
podatke.

004 00z~ B
=9
iy
oo} o- £
: a
ke o e ooz
-0.02 3

(@)r=10"* b)r=5-10"* ©)r=1073 dr=5-1073

Slika 4.5: Utjecaj parametra r na LLE, uz k = 30, m = 2 - r mijenja oblik plohe na kojima
leze podaci.

Takoder, valja napomenuti da i izbor dimenzije prostora ulaganja m takoder bitno utjece
na izlaz LLE algoritma (ali nemamo mogucnosti to vizualizirati, bar za velike m).

Iz rezultata vidimo da e izbor parametara biti vrlo bitan, ali i netrivijalan. Naime, utjecaj
promejene svakog od parametara je uocljiv, ali nije ocito kako ih odabrati. Ni znatnim
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povecanjem niti smanjenjem ne dobivamo “’ljepSe” (odnosno u nekom smislu ”bolje”) ula-
ganje. Stoga ¢emo se prvo kratko pozabaviti automatskim odabirom parametara.

Ideja za odabir parametara ¢e do¢i iz Analize glavnih komponenti (eng. Principal Com-
ponent Analysis - PCA). Naime, to je metoda koja ima vrlo sli¢an cilj kao i LLE -preslikati
podatke u prostor manje dimenzije, ali tako da se originalna struktura promijeni Sto je ma-
nje moguce. PCA ima statisti¢ki pristup, te se preslikavanje trazi uz uvjet da se varijabilnost
u podacima Sto viSe objasni preslikavanjem u manju dimenziju (tj. da varijabilnost u ”os-
tatku” dimenzije bude minimalna). Detaljnije o PCA se moZe procitati u [[L1]], a detaljna
usporedba dvaju algoritama, kao i preciznija objasnjenja kako i zasto biramo parametre, je
objasnjena u [7]].

Prvo komentirajmo kako odabiremo dimenziju prostora ulaganja m. U PCA se ona
ponekad odreduje tako da zadamo udio varijance koji zahtijevamo da bude objasSnjen ula-
ganjem u prostor manje dimenzije (naravno, on raste s dimenzijom - veca dimenzija, bolje
objasnjeni podaci). MozZe se pokazati da je varijanca podataka koju smo objasnili dana kao
zbroj svojstvenih vrijednosti matrice korelacije pripadnih svojstvenih vektora koje smo
koristili u konstrukciji preslikavanja, a ona koju nismo zbroj preostalih svojstvenih vrijed-
nosti. Kako ¢e spektar matrice korelacije susjeda tocke x; odgovarati spektru nasih matrica
G;, mi ¢emo Koristiti istu metodu za odredivanje m; - uzimat ¢emo minimalan m; tako da
za svojstvene vrijednosti A4y, ..., 4, od G; vrijedi:

< ZT:ll A
B 22:1 /lk

(Vazno je napomenuti da podrazumijevamo da je prvi korak sortirati svojstvene vrijed-
nosti). Kona¢ni m sada odabiremo kao najceSc¢u vrijednost m;.

Sto se parametra r ti¢e, u PCA se varijanca koju nismo objasnili (odnosno koja nije
sadrzana u preslikanim podacima) procjenjuje kao prosjek svojstvenih vrijednosti onih
vektora koji nisu koriSteni u konstrukciji preslikavanja. Mi ¢emo opet u svakom racunu
matrice G; odrediti preostale svojstvene vrijednosti i njihov prosjek koristiti za r.

Odabir broja susjeda k je najviSe ovisan o podacima, i tu nemamo dobru podlogu za
intuiciju 1 odabir istog. Znamo da ako gledamo velik broj susjeda, onda preslikavamo
podatke na linearnu plohu, Sto ako polazimo od nelinearne strukture nikako nije dobro. S
druge strane, premali k rezultira gubitkom globalne strukture. Odabir parametra ¢e stoga u
naSim algoritmima biti dobiven postupkom pokusaja i pogreske.

4.3.2 Rezultati

Usporedit ¢emo rezultate klasifikacije triju ulaganja podataka u niZu dimenziju - koristimo
LLE, PCA i difuzijsko preslikavanje. Podaci s kojima radimo su rukom pisane znamenke
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0-9, gdje imamo 1707 podataka dimenzije 16 X 16. Dakle, radimo s 256-dimenzionalnim
vektorima. Provest éemo LLE i PCA ulaganje i difuzijsko preslikavanje na skupu podataka,
te cemo u novim koordinatama niZe dimenzije mo¢i raditi brZze nego u originalnim, jedino
je pitanje kvalitete rezultata i kako ona ovisi o dimenziji prostora u kojega preslikavamo
podatke.

Pogledajmo prvo kako izgleda na$ skup podataka - prikazali smo neke podatke na sli-
kama. Stvarni podaci su vektorizirani (dakle, umjesto u R'®!®, radimo u R?). Takoder,
podaci su zadani u crno-bjelom (eng. grayscale) formatu koji poprima vrijednostiu [—1, 1],
gdje je -1 crna boja, a 1 bijela.

® (€9) (h)

54 q

(p) ()] (r)

Slika 4.6: Prikaz podataka kojima baratamo - rukom pisane znamenke.

(d) (e)

) )

(n) (0)

(s) ®

Prvi korak je izraCunati 3 traZena preslikavanja - difuzijsko, PCA 1 LLE. Parametar
difuzijskog preslikavanja o (koji koristimo s Gaussovom jezgrom) ¢emo uzeti da je 8 (uzi-
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mamo red veli¢ine kakve su prosje¢ne udaljenosti medu podacima), a parametar LLE pres-
likavanja k (broj susjeda koje gledamo) ¢emo uzeti 50.

U prvom testu smo koristili automatski odabir parametara r 1 m za LLE (kako je opi-
sano u prethodnoj sekciji), te smo isti m koristili 1 za PCA 1 difuzijsko preslikavanje (kako
bi rezultate usporedili na ”poSten” nacin - s istom dimenzijom). Potom smo na preslika-
nim podacima radili kNN klasifikaciju s razli¢itim k-ovima (paZnja: ovaj k nema veze s
parametrom k iz LLE algoritma) i dobili sljedece rezultate.

0.8 T T T T T

m— PCA
| | E
DIF

0.75

\

0.7 r N

0.65 1

Tocnost

06 7

0.55 T

0,45 Il 1 1 Il Il

Slika 4.7: Usporedba proporcije to¢no klasificiranih znamenki za PCA, LLE i difuzijsko
preslikavanje u ovisnosti o k u kNN algoritmu za klasifikaciju - PCA i difuzijska preslika-
vanja su bolji od LLE.

Uocavamo da PCA 1 difuzijsko preslikavanje rade podjednako dobro (PCA je neSto
tocniji s manjim k, no difuzijsko preslikavanje ga sustize za vece k), dok je LLE manje
tocan (zaostaje nekoliko postotaka za sve k)- Ovo su rezultati testa za parametar v = 0.95 iz
ranije opisanog nacina biranja dimenzije m. Uz taj izbor, rezultiraju¢a dimenzija ulaganja
je m = 23, dakle, ni 10% pocetne dimenzije (koja je 256).
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S obzirom da je izbor parametra v = 0.95 bio arbitraran, usporedit cemo algoritme 1
u ovisnosti o dimenziji prostora u koji ulazemo podatke trima preslikavanjima. To nam
moze dati indikator u kojem slucaju je koji algoritam efikasniji. Primjerice, ako nam je
bitno maksimalno ustediti na prostoru i vremenu, koristit cemo algoritam koji radi bolje
s manjim dimenzijama, a ako nam je bitnija tocnost, spremni smo uzeti vecu dimenziju
ulaganja, pa ¢emo Koristiti algoritam koji bolje radi u toj situaciji. U ovom testu smo
opazili sljedece rezultate:
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Slika 4.8: Usporedba triju algoritama u uspjeSnosti u klasifikaciji u ovisnosti o dimenziji
prostora ulaganja m. Difuzijska preslikavanja se pokazuju kao najbolji izbor.

U ovom primjeru uo¢avamo da su na naSem skupo rukom pisanih znamenki algoritmi
PCA i difuzijsko preslikavanje efikasniji od LLE algoritma. Takoder, uo¢avamo da pri
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vrlo malim dimenzijama prostora u koji ulazemo podatke difuzijsko preslikavanje najbolji
izbor.

Ipak, treba biti oprezan - iako je difuzijsko preslikavanje najefikasnije u niskim dimen-
zijama, i1 dalje je bolji izbor uzeti nesto veéu dimenziju prostora preslikavanja kako bismo
mogli garantirati veCu to¢nost. Naime, preslikavanje potencijalno kompleksnih struktura
u malu dimenziju moZe rezultirati gubljenjem informacija o originalnoj strukturi te time
gubimo veze medu podacima.






Poglavlje 5

Segmentacija

5.1 Problem

Problem segmentacije u strojnom vidu i u procesiranju slika se bavi particioniranjem slike
kao skupa piksela u segmente, regije ili objekte. Cilj je segmentacije pojednostaviti ili pro-
mijeniti reprezentaciju slike tako da dobijemo jasnije znaCenje, odvojimo smislene objekte
ili pojednostavimo analizu.

RIJEKA

Slika 5.1: Primjer jednostavne segmentacije slike.
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Tipi¢no segmentaciju koristimo za uoCavanje objekata i njihovih rubova, ili odvajanje
objekata, odnosno regija na slici. Osim toga, jedna od vrlo vaZnih primjena segmentacije je
u medicini - u kompjutoriziranoj tomografiji, za lakSe uocavanje nepravilnosti ili atipi¢nih
pojava i radi jasnije vizualiacije finih tkiva. Takoder se Cesto koristi u 3D rekonstrukciji,
gdje se iz stoga slika u kombinaciji s geometrijskim rekonstrukcijskim algoritmima dobiva
kompletna 3D struktura.

U primjeni difuzijskih preslikavanja na segmentaciju, nas skup podataka je slika, a
njegovi elementi su pikseli na slici. Medutim, to bi moglo uzrokovati problem. Na-
ime, ako gledamo samo jednu sliku relativno male rezolucije, npr. 400 x 400, imamo
N = 160000 podataka. Kako difuzijska preslikavanja zahtijevaju izraCun matrice jezgre
K = K(x;,x;), i,j = 1,...,N, imali bismo matricu dimenzije 160000 x 160000 - puno
previse za jedno racunalo (a u danasnjim standardima, rezolucija 400 x 400 se smatra ma-
lom slikom, odnosno slikom niske kvalitete). Dakle, pristup ”po kalupu” koji je opisan
u poglavlju 3 nece biti izvediv. Stoga je prvi korak smisliti nacin da uz koriStenje ma-
nje informacija i dalje izvucemo Sto je moguce vjerniji prikaz stvarnog preslikavanja - to
postiZzemo Nystromovom aproksimacijom.

5.2 Nystromova aproksimacija

Pozabavimo se kratko samom implementacijom difuzijskih preslikavanja u segmentaciji.
Radimo s pravokutnim slikama u RGB formatu - dakle, imamo vektore u prostoru R"<"3
(m 1 n sudimenzije slike, 3 je za RGB format). Na sliku gledamo kao skup piksela, te cemo
svakom pikselu racunati njegovu difuzijsku transformaciju i potom segmentaciju vrsiti kao
klasteriranje transformiranog skupa podataka.

Prije svega, kratko ¢emo opisati motivaciju za difuzijska preslikavanja iz prespektive
analize. Polazeci od funkcije jezgre k definirane na skupu podataka X, s ranije spomenutim
svojstvima simetrije i pozitvnosti, definiramo mjeru

y(x) = f KCx. y)du(y).
X

Ovu mjeru mozemo gledati kao analogon matrice D iz poglavlja 3 - ona predstavlja “’stu-
panj” svakog vrha, odnosno ukupnu tezinu svih bridova koji izlaze iz vrha x, ako na X
gledamo kao usmjereni graf.

Iduéi korak je definirati funkciju p(x,y) = 2

v(x)
D7'K, koju dobijemo “normiranjem” matrice K, odnosno normiranjem redaka tako da
dobijemo stohasti¢ku matricu P.

- ovo je ocito analogon matrice P =
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Konac¢no, definiramo difuzijski operator kao

Pf(x) = f P I, f € LX),
X

U ovom pristupu, difuzijska preslikavanja dobivamo kao svojstvene funkcije difuzij-
skog operatora. MoZemo uociti da su difuzijska preslikavanja kako smo ih definirali u
poglavlju 3 samo poseban slucaj ovog pristupa - dobijemo ih ako uzmemo da je skup po-
dataka X konacan, a mjera u na njemu broje¢a mjera.

Vratimo se sada na aproksimaciju difuzijske jezgre. Nju ¢emo dobiti koristeci tzv.
Nystromovu aproksimaciju, koja se originalno koristila za numeric¢ko rjeSavanje Fredhol-
move integralne jednadzbe:

f a(x, y)gi(x, y)du(y) = Aigi(x). (.1
X

Sli¢nost s analitickom definicijom difuzijskih preslikavanja je oCita. Ideja Nystromove
metode je aproksimirati jednadZbu tako da umjesto integrala raCunamo uzoracki pro-
sjek:

<
7 Z a(xi, x;)¢;(x;) = igi(x;).
i=1

Ova ideja je potakla bogato teoriju i istrazivanje, te je detaljnije opisana u [18] i u [?]. Mi
¢emo se fokusirati samo na slucaj koji smo ranije opisali u poglavlju 3 i navesti kako se
Nystromova metoda koristi za aproksimaciju difuzijskih preslikavanja u naSem posebnom
slucaju.

Matrica koju Zelimo dijagonalizirati je P, = D :KD"z. Kao §to smo i ranije spomenuli,
matrica K € R™" je prevelike dimenzije i stoga ju ne Zelimo (a vjerojatno i ne mozemo)
spremati u memoriju i racunati s njom kao takvom - isto vrijedi i za matricu P;. Ipak,
svaki element matrice K moZemo pojedinacno izraCunati poznavanjem elemenata x;, x; i
funkcije jezgre k.

Elemente matrice P, tada dobijemo dijeljenjem elemenata matrice K s pripadnim korije-

nima sume redaka, tj. imamo P,, = —2, edje je d = Ke, e = (1, ..., 1)T € R".

Sij ,_d,' dj s

Sada ¢emo nasumicno odabrati manji broj elemenata skupa podataka p i racunati pod-
matricu A Ciji su elementi A;; = Py, ., i,j = 1,...,p, gdje je m preslikavanje koje in-
deksima od 1 do p pridruzuje pripadni indeks podatka u originalnom skupu. Radi lakSeg
daljnjeg raCuna, pretpostavimo da smo odabrali prvih p podataka za uzorak (tj. n(i) =
i, i =1,..., p). Tada imamo sljedecu podjelu matrice P; na podmatrice:

] L A€ RPXP, Be R(ﬂ—l’)xp’ C e R(n—p)x(n—p)
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Ovdje nastupa Nystromova aproksimacija - ona se zasniva na aproksimiranju cijele
matrice P, preko matrica A i B (s kojima moZemo racunati, jer matrica koja sadrzi ve¢inu
veza izmedu podataka je C i nju aproksimiramo). Aproksimacija je sljedeca:

Py~ [2] ATlA BT|

(S A" smo ozna&ili Moore-Penroseov inverz matrice A, to jest A" = A).

Jedno potencijalno objasnjenje ove aproksimacije iz matricne teorije je Cinjenica da,
ako je rang matrice P, jednak rangu podmatrice A i1 ako je taj rang jednak broju stupaca
matrice A (odnosno ako je A regularna), onda u procesu Gaussovih eliminacija dobijemo
sljedecu jednakost:

el 2]t 3 3 -

Dakle, u ovom slucaju, aproksimacija je egzaktna. Uz dodatnu pretpostavku da je ma-
trica P pozitivno definitna, teoretski mozemo racunati njenu faktorizaciju Choleskog P =

FFT. Uvedemo li oznake E = [g

zacije Choleskog jednaka (odnosno u nasem slu¢aju aproksimativno jednaka) F = EA: €
RM*P (ovdje gledamo matri¢ni drugi korijen). Ako izra¢unamo SVD dekompoziciju ma-
trice F, imamo

], imamo da je P, = EA'ET, pa je matrica F iz faktori-

F=UXV', UeR™, ¥R, VeR™,

Sada je:
P, =FFT = wuzvhHwuzvhH! = uzU’.

Posebno, lijevi singularni vektori U ¢ine p dominantnih svojstvenih vrijednosti od Py, dok
su same svojstvene vrijednosti tada kvadrati dijagonalnih elemenata u X.

Konacno, svojstvene vektore matrice P = D~'K koje trebamo za difuzijsko preslika-
vanje dobijemo dijeljenjem vektora iz U sumama redaka, tj. U = D 2U. Same difuzijske
koordinate tada dobijemo uzimanjem odgovarajuéeg broja elemenata u U pomnoZenih s
kvadratima dijagonalnih elemenata u X (uz potenciju za koju smo gledali difuzijsko presli-
kavanje).

5.3 Implementacija i rezultati
Algoritam za segmentaciju ¢e u sustini biti vrlo jednostavan - jednom kad primijenimo

difuzijsko preslikavanje na sliku, dobijemo tocke s novim koordinatama na koje tada pri-
mijenimo neki od algoritama za klasteriranje. Mi ¢emo Koristiti najjednostavniji algoritam
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- k-means. Alternativna opcija je koristiti 1 spektralno klasteriranje, ali u tom slucaju na-
ilazimo na isti problem kao i kod racunanja difuzijskih preslikavanja: podataka je puno,
a algoritam zahtijeva raCunanje udaljenosti (ili mjere afiniteta) za svaki par podataka, Sto
nije izvedivo.

Jo$ jedan bitan detalj u implementaciji dobivamo iz sljedeceg - kako RGB slika od
informacije za piksel sadrzava samo njegovu boju, rezultat standardnog difuzijskog pres-
likavanja je da e pikseli slicne (a pogotovo iste) boje biti vrlo blizu (jer im je euklidska
udaljenost jako mala, pa to vrijedi i za difuzijsku). Stoga ubacujemo dvije nove koordinate
- poloZaj piksela na slici, kako bismo udaljene objekte smatrali razli¢itima. Dakle, ako
je piksel x;; na slici na poloZaju (i, j), onda su njegove koordinate (x,, X, Xp, 7, j) (gdje su
X, Xg, X pripadne RGB vrijednosti).

Uz to ¢emo u algoritam ¢emo ubaciti i parametar teZine s kojim mnoZimo poloZaj
piksela. Kako su RGB vrijednosti piksela (u MATLAB-u) vrijednosti izmedu O i 1, mo-
ramo skalirati i sami poloZaj, u protivnom on preuzima svu teZinu i gubimo informaciju
boje. Dodatno, taj nam parametar dopusta da sami biramo je li nam bitnija boja ili poloZaj
piksela. Stoga konacne koordinate svakog piksela (one koje Saljemo u difuzijsko presli-
kavanje) imaju vrijednosti (x,, Xg, Xp, X;, X;), gdje, ako je dimenzija slike m X n, onda su

— .l _ A : v . X .
X; = ¢+, x; = ¢ (c je parametar teZine u [0, 1], njega biramo ru¢no).

Proveli smo segmentaciju pomocu difuzijskih preslikavanja na nekoliko slika i dobili
sljedece rezultate:

(a) Polazna slika (b) 5 klasa (c) 6 klasa

Slika 5.2: Segmentacija slike u razlicite brojeve segmenata (parametri su ¢ = 0.02,0 =
1.5|lx — ylI3, gdje su x i y prvi i sredi$nji piksel, r = 30,k = 5).
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(a) Polazna slika (b) 3 klase (c) 4 klase

Slika 5.3: Segmentacija slike u razli¢ite brojeve segmenata (parametri su ¢ = 0.04,0 =
1.5|lx — y|?, gdje su x i y prvi i sredi¥nji piksel, » = 30,k = 5).

(a) Polazna slika (b) 3 klase (c) 4 klase

Slika 5.4: Segmentacija slike u razliCite brojeve segmenata (parametri su ¢ = 0.5,0 =
1.5|lx — y|?, gdje su x i y prvi i sredi¥nji piksel, » = 30,k = 5).

Vidimo da algoritam, iako vrlo jednostavan, daje zadovoljavajuce rezultate. Ipak, mogu
se naci i primjeri gdje rezultati nisu ispravni:

(a) Polazna slika (b) 3 klase (c) 4 klase

7y

Wi

Slika 5.5: PokusSaj segmentacije s razli¢itim izborima parametara - ne dobivamo zadovo-
ljavajuce rezultate.
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Potencijalni problem koji moZemo uociti je taj da ako je isti objekt ili segment na slici
u nekoliko razlicith boja, algoritam ima problema s odvajanjem tog objekta od ostatka
slike, ve¢ isti objekt razdvoji na dijelove razli¢itih boja. Ovo je donekle i za ocekivati jer
se algoritam zasniva na udaljenosti piksela koja je rezultat razli¢itosti u boji i poloZaju na
slici - ako je isti objekt dovoljno velik 1 mijenja boju, teSko ga je odrediti.

Zakljucak koji bismo trebali donijeti iz ovog algoritma, ali 1 onog za klasifikaciju je
taj da su difuzijska preslikavanja zaista mocan i koristan alat, ali su i dalje samo alat -
nisu magic¢no rjesenje cijelog problema. Najbolja primjena im je upravo kao jedan korak
u cijelom algoritmu namijenjenom za odredenu svrhu, kao Sto primjerice moZemo vidjeti
u [10] i [17], gdje su difuzijska preslikavanja koriste samo kao djeli¢ u velikom algoritmu
kojim na kraju dobivamo vrhunske rezultate.
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Sazetak

Difuzijska preslikavanja su metoda transformacije koordinata s ciljem ucenja nelinearnih
ploha u visokodimenzionalnim prostorima. Osnovna ideja iza ove metode je na novi nacin
definirati udaljenosti medu podacima, onu koja ¢e u svojoj definiciji koristiti sve podatke,
a ne samo onaj par izmedu kojih mjerimo udaljenost, kako bi globalnu strukturu imali
sadrzanu u lokalnoj funkciji. S tom mjerom udaljenosti, Zelimo koordinate transformirati
tako da standardna euklidska udaljenost u novim koordinatama odgovara novo definiranoj
mjeri udaljenosti.

U ovom radu dajemo vjerojatnosnu interpretaciju difuzijskih preslikavanja preko Mar-
kovljevih lanaca, s fokusom na slucajne Setnje na grafu. Za dane podatke, koristeci di-
fuzijsku jezgru, definiramo matricu prijelaza koja odgovara slucajnoj Setnji na grafu, te
pri racunu transformacije koordinata u difuzijske, racunamo svojstvene vrijednosti i vek-
tore pripadne matrice. Taj se problem pokazuje prezahtjevnim za egzaktan racun, stoga
pribjegavamo numeri¢kim metodama za rjeSavanje svojstvenog problema, s fokusom na
simetri¢ne matrice, kako bismo u konac¢nici dobili algoritam za racunanje difuzijskih pres-
likavanja koji je 1 brz i tocan.

Jednom kada imamo potreban algoritam, primjenjujemo ga u klasifikaciji i segmenta-
ciji. Za klasifikaciju imamo nekoliko kandidata s kojima moZemo usporediti naSu metodu,
te biramo vrlo popularan PCA i metodu koja je sustinski vrlo povezana s difuzijskim pres-
likavanjima - lokalno linearna ulaganja. U primjeni za segmentaciju, javlja nam se pro-
blem s koli¢inom podataka, koji u ovom slucaju uspjesno rjeSavamo koriste¢i Nystrémovu
aproksimaciju, te za obje primjene dobivamo kvalitetne rezultate.






Summary

Diffusion maps are a coordinate transformation method with the goal of learning nonlinear
manifolds in a high dimensional ambient space. The main idea behind this method is to
redefine the distance between our data points, using a measure which will incorporate all
available data points instead of focusing simply on the two points of interest, so that the
global structure can be reflected locally. With this new measure of distance, we transform
the coordinates so that the standard euclidean distance equates to newly defined distance
measure.

In this paper we present the probabilistic interpretation of diffusion maps based on
Markov chains, specifically, random walks on a graph. For a given dataset, by using a
diffusion kernel, we define a transition matrix for a random walk on a graph, for which we
calculate corresponding eigenvalues and eigenvectors needed to transform starting coordi-
nates to diffusion coordinates. The eigenproblem proves to be too challenging for exact
calculation, which compels us to use numerical methods for eigenvalues, with symmetrical
matrices as our main focus, which in the end gives us an efficient and precise algorithm for
calculating diffusion maps.

With our algorithm in hand, we apply it to problems of classification and segmentation.
For classification we compare our algorithm to a very popular and widely used algorithm
known as PCA, and we also compare it to a very theoretically similar method to diffusion
maps known as Locally Linear Embedding method. When it comes to segmentation, the
problem of data size arises, with which we deal with using Nystrom approximation, so that
finally we obtain an algorithm which provides decent results.






Zivotopis

Roden sam 3.3.1998. u Novoj Gradiski. Odrastao sam u Davoru, selu blizu Nove Gradiske,
gdje sam ujedno i pohadao osnovnu Skolu Matija Antun Relkovi¢. Nakon osnovne Skole,
upisujem Gimnaziju Nova GradiSka, koju zavrSavam 2016. godine. Iste godine sam upi-
sao nastavnicki studij Matematike i fizike na Prirodoslovno-matematickom fakultetu u Za-
grebu, gdje sam uz veliku pomo¢ profesora, predavaca i dragih kolega shvatio svoju ljubav
prema matematici koja me motivirala da joj se posvetim u potpunosti te se 2018. preba-
cujem na preddiplomski studij Matematike, koji zavrSavam 2021. godine te iste godine
upisujem diplomski studij Matematicka statistika, kojeg ovim radom zavrSavam. Tijekom
studija sam drZao 1 demonstrature iz kolegija Analiticka geometrija, Osnove matematicke
analize, Osnove fizike 1, 2, 3 i 4, Elementarna matematika 1 i 2, Integrali funkcija vise
varijabli i Mjera i integral, a na kraju oba studijska programa sam nagraden nagradom
Matematickog odsjeka za najuspjesnije studente.



	Sadržaj
	Uvod
	Markovljevi lanci
	Definicije i osnovni pojmovi
	Slučajne šetnje na grafovima
	Stacionarna distribucija Markovljevog lanca
	Granična distribucija Markovljevog lanca

	Numerička linearna algebra i problem svojstvenih vrijednosti
	Teorija matrica i dijagonalizacija
	Dijagonalizacija matrice
	Numeričko računanje svojstvenih vrijednosti
	Problem svojstvenih vrijednosti simetričnih matrica

	Difuzijska preslikavanja
	Uvod i ideja
	Konstrukcija difuzijskog preslikavanja

	Lokalno linearna ulaganja
	Motivacija i definicija
	Jezgreni trik
	Klasifikacija

	Segmentacija
	Problem
	Nyströmova aproksimacija
	Implementacija i rezultati

	Bibliografija

