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Uvod

AKNS sustav je sustav diferencijalnih jednadzbi koji se pojavljuje u proucavanju inte-
grabilnih sustava, nelinearnih valova i solitona. U zadnjih par desetljec¢a razvijene su
razne tehnike za rjesavanje AKNS sustava koje omogucéavaju konstrukciju eksplicitnih
rjeSenja i proucavanje njihovih svojstava, ukljucujuéi stabilnost rjesenja.

U prvom poglavlju obradit ¢emo osnove Fourierove (harmonijske) analize. Uvest
¢emo Fourierove redove i visestruke Fourierove redove, koji su usko povezani uz glavni
dio rada. Potom uvodimo Fourierovu transformaciju na L! i prosirujemo je na pros-
tore P, za 1 < p < 2. Prvo poglavlje zavrsavamo svojstvima dijadskih intervala koja
koristimo u kasnijim dokazima.

U drugom i glavnom poglavlju uvodimo AKNS sustave koji se prirodno pojavljuju
u proucavanju gibanja tijela koncentri¢nim kruznim putanjama u ravnini s mogucéim
medusobnim interakcijama. Dobit ¢emo sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi ¢ija
su rjesenja pozicije tijela u ravnini u vremenu. Prvo ¢emo dati eksplicitna rjesenja
gornje-trokutastih sustava pomocu visestrukih Fourierovih integrala. Za opcéeniti 2 x 2
sustav dat ¢emo formalno rjesenje u obliku reda te dokazati konvergenciju u naj-
jednostavnijem slucaju. Zatim ¢emo dokazati stabilnost rjesenja gornje-trokutastih
sustava kada funkcije interakcija pripadaju prostorima LP za 1 < p < 2. Na kraju
¢emo pokazati da se L? slucéaj ne moze obraditi istom metodom.



Poglavlje 1

Osnove Fourierove analize

U ovom radu oznakom LP, za 1 < p < oo, oznacavat ¢emo prostor izmjerivih funkcija
na R za koje je Lebesgueov integral

[ 1r@ras

konac¢an. Normu u prostoru LP oznacavat ¢emo s

111, = ([ 17tpas) ”

Funkcija f pripada prostoru L* ako je
1flle =f{C >0:|f(x)] <C zags. z€R} < oo,

sto je tada i njena norma. Za 1 < p < oo s p’ éemo oznacavati dualni (ili konjugirani)

indeks od p, za koji vrijedi ]lj + z% = 1. Trebat ¢e nam Holderova nejednakost.

Teorem 1.0.1. Neka su funkcije f € LP i g € LP za 1 < p < oo. Tada funkcija fg
pripada prostoru L' i vrijeds

gl < 1fllpllglly-
Takoder ¢emo koristiti njen opcenitiji oblik.

Korolar 1.0.2. Neka su py,...,pn € (0,00) ir takav da je
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Tada funkcija
I1
i=1

pripada prostoru L" 1 vrijedi

n

11

i=1

n
< LT1I7ills.-
1=1

r

1.1 Fourierovi redovi

Fourierova analiza bavi se razlaganjem dane funkcije na jednostavnije komponente,
kao Sto su trigonometrijske funkcije, kako bi se bolje razumjela njena svojstva.
Stavimo T := R/27Z te neka je funkcija f 2m-periodi¢na i integrabilna na [0, 27),

tj. konacan je integral
2m
/ ()t = / F(t)dt.
T 0

Vazno svojstvo gornjeg integrala je invarijantnost na translacije,

/Tﬂt_to)dt:/qrf(t)dt'

Fourierovi koeficijenti

Definirajmo u ovom potpoglavlju za funkciju f € L'(T) normu

1
Il = 5= [ 170l

Definicija 1.1.1. Trigonometrijski polinom na T je funkcija P oblika

gdje je N prirodan broj, a a, € C.

Brojeve n zovemo frekvencijama od P, a najveéi n takav da je |a,| + |a_,| # 0
stupanj od P. Znajuéi funkciju P mozemo izracunati koeficijente a,, formulom

1

P(t)e™"™dt.

Qn
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To proizlazi izravno iz

i/eijtdt: 1 akoyiz(),

2m Jr 0 ako j#0,
Definicija 1.1.2. Trigonometrijski red definiramo kao izraz S oblika

S(t) ~ i ane™.

n=—0oo

za sve j € Z.

U gornjoj definiciji nema pretpostavki o veli¢ini koeficijenata ili konvergenciji reda,
pa njih za sada gledamo formalno. Konjugirani trigonometrijski red definiramo s

o0

S(t) ~ Z —isgn(n)a,e™.

n=—oo

Neka je funkcija f € L'(T). Definiramo n-ti Fourierov koeficijent s

Fin) = 57 [ f00ear

Definicija 1.1.3. Fourierov red S[f] funkcije f € L*(T) je trigonometrijski red

S[fI~ > Flmye™.

n=—oo

Konjugirani Fourierov red oznacavamo sa S [f]. Kazemo da je trigonometrijski
red Fourierov red ako je Fourierov red neke funkcije f € L'(T). Lako je dokazati
sljedec¢a svojstva Fourierovih koeficijenata.

Propozicija 1.1.4. Neka su f,g € L*(T). Tada imamo sljedece.

(a) (T +9)(n) = F(n) +G(n).
(b) Za o € C vrijedi

(c) Za f(t) = f(t) vrijedi
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(d) Za f,(t) = f(t—7), T € T vrijedi
fr(n) = f(n)e ™",

(e) Vrijedi
~ 1
fol < 5- [ £l =151

j—)OO

Korolar 1.1.5. Neka su funkcije f; € LN(T), j =0,1,... i ||f; — folh —— 0. Tada
vrigedi uniformna konvergencija R R
fi = Jo

Teorem 1.1.6. Neka je funkcija f € L*(T) i f(0) = 0. Definiramo F

Tada je F neprekidna funkcija, 2m-periodicéna i vrijedi

~ ~

Fn)= - flm), n#0

Dokaz. Neprekidnost od F' je ocita, a periodi¢nost slijedi iz
t+2m
F(t+27r)—F(t):/ f(r)dr =2nf(0) = 0.
t

Konaé¢no, vrijedi

~ 1 /27 1 ~
F - F(t —zntdt _ - F/ —zntdt
=5 [ P = [ = Fn),
gdje smo u drugoj jednakosti koristili parcijalnu integraciju. O]

Sada definiramo konvoluciju na L'(T).

Teorem 1.1.7. Neka su f,g € L*(T). Vrijedi da je funkcija

7= [t =7)g(7)

integrabilna na T za gotovo svaki t. Definiramo funkciju h:

~ 57 [ Ft=nar)ar



POGLAVLJE 1. OSNOVE FOURIEROVE ANALIZE 6

Vrijedi h € L'(T),
1hlly < I f[1llglls,

o~ o~

h(n) = f(n)g(n),

za sven € N.

Funkciju h iz prethodnog teorema zovemo konvolucijom f i g te piSemo h = fxg.
Neka je f € L'(T). Za parcijalne sume Fourierovog reda imamo sljedece.

Snf(x Z fln)es = Z e”% /1r ftyemdt
/Z W f(8)dt = (Do * f)(a),

gdje smo s Dy definirali Dirichletovu jezgru,

N
DN (ZL’) — Z ein;r
n=—N
Uvodimo i usrednjenje Dirichletove jezgre, Fejérovu jezgru Ky,
=
Ky(z) = N 2 D, (x)

Fejérove jezgre, za razliku od Dirichletovih, zadovoljavaju svojstva ,dobre” jezgre,
iskazana u sljede¢em teoremu.

Teorem 1.1.8. Za jezgre Ky(x) vrijedi sljedece.

1
—/KN(t)dt_ 1.
T Jr

sup—/]KN )| dt < oc.
N 2T

(a) Za svaki N € N vrijedi

(b) Vrijedi

(c) Za sve 0 <6 <,
27—0

lim |Kx(t)|dt = 0.

N—oo Fy
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Dokaz ovog teorema i drugi detalji mogu se naéi u knjigama [7] ili [11].

Korolar 1.1.9. Neka je funkcija f € L*(R). Vrijedi konvergencija

1Ky f = fll = 0.

Posljedica gornjeg korolara je jedinstvenost funkcije f € L'(T) ako su poznati njeni
Fourierovi koeficijenti f(n).

-~

Korolar 1.1.10. Neka je funkcija f € LY(T) i f(n) = 0 za sve n € Z. Tada je
f(z) =0 za gotovo svaki x € R.

~

Dokaz. 1z f(n) = 0 slijedi (Ky % f)(x) = 0 za sve N pa iz Korolara 1.1.9 slijedi

tvrdnja. O]
Korolar 1.1.11 (Riemann-Lebesgueova lema). Neka je funkcija f € LY(T). Tada
vrijedi R

f(n) = 0.

Dokaz. Neka je € > 0 proizvoljan i N takav da je |Ky x f — f|1 < €. Za|n| > N
vrijedi Ky(n) = 0 pa imamo

Fm)l = (Ex + £)(n) = Fm)| < [[Kn = £ = fll <

gdje smo iskoristili Teorem 1.1.7 i Propoziciju 1.1.4 (e). O

1.2 VisSestruki Fourierovi redovi

Neka je funkcija f 2m-periodi¢na te neka pripada prostoru LP([0,27]) za 1 < p < 0.
Poznato je da tada vrijedi

S Fm)et 25 f(a), (1.1)

—N<n<N

Konvergencija vrijedi i u LP topologiji i gotovo svuda. Za glatke funkcije obje ko-
nvergencije su oc¢ite. Stoga je za f € LP konvergencija u LP topologiji ekvivalentna
ogranicenosti operatora

freo Y J)em

—N<n<N
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na prostoru LP, s konstantom ogranicenosti neovisnom o N, a konvergencija gotovo
svuda operatora
E f ’LTLCE

—N<n<N

fr—>sup

Fiksirajmo p = 2 za ostatak diskusije. Ako oznac¢imo funkcije s lijeve strane izraza
(1.1) s fn, kvadriranjem izraza dobivamo

F2(2) 2% P a). (1.2)

Konvergencija gotovo svuda slijedi izravno, a koristenjem Hoélderove nejednakosti

1mamo
Hf2 N—oo

fele < f = Inll2llf + fallz —= 0,
tj. vrijedi konvergencija u L' topologiji. Kvadriranjem sume imamo

o~

N Fl) flng)eimereime X% p2(p).

—N<ni,ne<N

Sumu mozemo rastaviti na 3 dijela:
§ : J/c\( )A( ) inix mgx _
—N<ni1,ne<N —N<

_|_

-~ -~

f(nl)f(n2>€’in1m6m2x

<ne<N

)
=)

MM

() fna)emeeme )y
—N<ni=no<N

~

- Flo) Flnayemieeines

M

—N<na<n1 <N

Za srednji ¢lan vrijedi

Do Jftmemer = 37 Fefm)en

—N<ni=ns<N —N<n<N

Funkcija f * f opet pripada L? gornji izraz konvergira prema (f * f)(2z) u L? to-
pologiji ili gotovo svuda. Kako je L*([0,27]) topologija jaca od one na L'([0,2x]),
konvergencija vrijedi i u L. Prvi i treéi ¢lanovi su jednaki §to povlaci da red

> T fmo)emeeme

—N<ni<n2<N

konvergira u L' topologiji i gotovo svuda. Ako umjesto kvadriranja izraza (1.1)
pomnozimo izraze za razli¢ite funkcije f, g € L*([0,27]) te rastavimo na 3 dijela kao
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u (1.3), prvi i treci dio vise nisu jednaki pa nemamo lagani odgovor na konvergenciju
reda

Yo Fn)g(na)em e, (1.4)

—N<ni<nz<N

Konvergencija u L topologiji je, slicno kao gore, ekvivalentna ograni¢enosti operatora

(f9) D> fn)gng)emrem (1.5)

—N<ni<n2<N

s L? x L* — L', s konstantom ograni¢enosti neovisnom o N, a konvergencija gotovo
svuda operatora

(frg)=sup| 37 Fln)glna)e™ e (1.6)

—N<ni<n2<N

Opcenito, zanima nas konvergira li visestruki Fourierov red

~

Z ']?1(n1>"'fd(nd)einlz,_.eindx’

—N<ni<...<ng<N

u prostoru L?? ili gotovo svuda. Kao i prije, uz to pitanje je povezana ograni¢enost
operatora

~

(f1ses fa) = Z fAl(nl)-‘-fd(nd)emlm---emdxa (L.7)

—N<ni<...<ng<N

s prostora L? x ... x L? u L*% neovisno o N, te operatora,

~

(fl, ey fd) — sup Z .]?1(711)...fd(nd)emlx...emdm . (18)

N —N<ni<...<ng<N

Takvim pitanjima bavit ¢emo se kasnije, u odjeljku 2.6.

1.3 Fourierova transformacija

Teorija Fourierovih redova primjenjiva je samo na funkcije definirane na kruznici ili,
ekvivalentno, periodicne funkcije definirane na cijelom R. Sada uvodimo analognu
teoriju za funkcije na cijelom R koje nisu periodi¢ne. Ipak, morat ¢emo zadati neke
uvjete na funkcije koje promatramo; to da su na neki nacin ,,male” u beskonacnosti.

Prisjetimo se da Fourierov red preslikava funkciju u niz brojeva, Fourierove koefici-
jente. Sada ¢e slika funkcije f biti druga funkcija, s oznakom f , opet definirana na R.
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Zato je moguca odredena simetrija izmedu funkcije i njene Fourierove transformacije,
dok kod Fourierovih redova analogija nije jasna.
Prisjetimo se Fourierovih koeficijanata za periodi¢nu funkciju f:

1 2w

= — f(x)e ™ dx.
21 Jo

Qn

za koje onda vrijedi, uz dodatne uvjete na f,

[e.9]

f(z) = Z ane™. (1.9)

n=—oo

Fourierovu transformaciju dobijemo kada zamijenimo diskretne simbole u gornjim
izrazima s kontinuiranim.

Definicija 1.3.1. Neka funkcija f pripada prostoru L*. Njenu Fourierovu transfor-
maciju definiramo kao funkciju

flor = [ serian
Analogija od (1.9) je inverzna Fourierova transformacija, formalno:

fo = | " feemEe.

Na R™ analogno definiramo

~

flo = [ st

Vrijedi

Fel< [ 15@lds =11l

pa je Fourierova transformacija ogranicen operator s L!'(R") u L>(R") s konstantom
ogranicenosti 1.

Fourierova transformacija na Schwartzovom prostoru

Zelimo prosiriti Fourierovu transformaciju s prostora L' na L?, za 1 < p < 2. Prvo
pogledajmo ponasanje na Schwartzovom prostoru S.
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Definicija 1.3.2. Schwartzov prostor S(R™) je prostor brzo opadajucih funkcija de-
finiran s

SR") ={f € C®(R") : | flas := sup |2%0” f(z)| < o0, 2a sve o, B € Nj}.
TER™

Lako se provjeri da za funkciju f € S(R") i za m € N vrijedi
|f(@)] < Cn(1+ [2])7™

Odavde slijedi da

S(R™) C LP(R"),
za svaki 1 < p < co. Schwartzov prostor je generiran prebrojivom familijom | - |4 g,
¢iji su clanovi samo polunorme jer uvjet

|fla,s =0 akoisamo ako f =0

ne vrijedi za npr. konstantu funkciju f i 5 > 0. Prostor & nije normiran prostor, ali
postoji metrika p, definirana s

—|a|— |f _'ngﬁ
P(f, g) _ Z o—lal=l8l, 1/ Jlab

Schwartzov prostor uz gornju metriku, (S, p), jest potpun metricki prostor. Za fj €

S, k € N pisemo
S

jk — fa

ako
|f = flag — 0, k — o0,

za sve «, 3 > 0.
Neka su f i g funkcije iz prostora S(R"™). Tada

Froe = [ Feu@ac= [ @ ([ o) ag

= / f(x) (/n%df) de = (f, F79).2

gdje je F*g(x) :== g(—z). Na S je opravdana definicija inverzne Fourierove transfor-
macije F 1 = F*.

Teorem 1.3.3. Neka je funkcija f € S(R™). Tada vrijedi
F*F =
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Dokaz ovih teorema mogu se naéi u knjizi [11].

Korolar 1.3.4 (Parsevalova jednakost). Fourierova transformacija na S je izometrija
(u L? smislu).

Dokaz.
IFfl5 = (Ff, Ff)e = (f, FFfe = (f, Nz = 11|22

Fourierova transformacija na L” prostorima

Sada moZemo definirati Fourierovu transformaciju i na L?. Sljededi teorem slijedi
izravno iz prethodnog i ¢injenice da je Schwartzov prostor gust u L2.

Teorem 1.3.5 (Plancherel). Fourierova transformacija se jedinstveno prosiruje sa
S(R") do unitarnog operatora na L*(R™).

Za prosirenje na ostale LP trebamo sljedeci teorem.

Teorem 1.3.6 (Riesz-Thorinov interpolacijski teorem). Neka je T ogranicen operator
s LPY(R™) na L (RYN) s konstantom ograniéenosti My, i s LP*(R™) na L%2(RY) s
konstantom ogranicenosti My. Tada je T' ogranic¢en operator s LP(R™) na LY(RY) za

P, ¢
1 6 1-6 1 6 1-46
= + + ,

P m P 4 @ @

s konstantom ogranicenosti M? M.

0<0<1,

Korolar 1.3.7 (Hausdorff-Youngova nejednakost). Fourierova transformacija se je-
dinstveno prosiruje sa S(R™) do operatora F : LP(R™) — L (R") i vrijedi

11l < 11£1],.
za sve funkcije f € LP(R™).
Dokaz. Od prije znamo:
(1) F: LY(R™) — L>°(R") je ogranitena, s M; = 1.
(2) F: L*R") — L*(R") je ogranicena, s My = 1.
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Koriste¢i prethodni teorem, imamo da je F : LP(R™) — L?(R™) ogranicen, gdje za
p, q vrijedi:
1 ¢ 1-0 1460 1 60 1-60 1-0

p 12 T2 ¢ = 2 2
Dakle slijedi
1 1
-4 - = 1’
p q
tj. ¢ = p/. Mora biti 0 < # < 1 pa slijedi 1 < p < 2. Konstanta ogranicenosti je
1919 = 1. O

1.4 Dijadski intervali

Definicija 1.4.1. Dijadske intervale u [0,1] definiramo kao skup

{ (275,27 (i +1)) :meN,j e {0,..., 2" — 1} }
Korisna ¢e nam biti sljedec¢a svojstva dijadskih intervala. Oznacimo s
w(m,j) = [27"7,27"(j + 1))
intervale iz gornje definicije.

Propozicija 1.4.2. Dva dijadska intervala su ili disjunktni ili je jedan sadrZan u
drugome.

Dokaz. Neka su w(m, j), w(n, k) dva dijadska intervala. Bez smanjenja opéenitosti
mozemo pretpostaviti m < n. Sada je oc¢ito da ako 2"j < k < 2"™(j + 1) onda
w(n, k) C w(m,j), a inace su disjunktni. O

Trebat ¢e nam i sljedeéi rastav na dijadske intervale.

Propozicija 1.4.3. Neka je x € (0,1]. Tada se [0,b) moze prikazati kao disjunktna
unija dijadskih intervala {w(m, j)} tako da se svakim € N pojavljuje najvise jedanput.

Dokaz. Stavimo
Il = [al,bl) = [0,2_1>.

Dodajmo 1 u skup N ako by < b. Za n > 1 neka je

[n = [am bn>
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gdjeje b, = a,+27", aa, = b,_; ako smo dodalin—1uN te a, = a,_; inace. Ocito je
{I,, : n € N} beskonacna, disjunktna familija dijadskih intervala, a (J,,c\ In = [0,0)
slijedi iz

|b—b,| <277,

za svaki n € N. Dokazimo to indukcijom po n. Ocito je [b—b| = [b— 2] < 1. Neka
vrijedi |b — b,| < 27". Ako je b, < b, n smo ukljucili u N pa je

b= bueal = 16— (anss +27"1)| = [b = b, — 2771 < 27
jer je 0 < b—b, <27 Ako je b, > b onda n nismo ukljucili u N pa je

b1 — b = |angr +27" 71 = b = |a, + 27" = b = [b, — 27" + 27" — )|
= by —b—2"" <2t

zbog 0 < b, —b < 27" O



Poglavlje 2
AKNS sustavi

2.1 Uvod

U ovom poglavlju ve¢inom pratimo 5. poglavlje knjige [8]. Promatramo n tijela koja se
slobodno gibaju kruznim putanjama oko sredisnje tocke O u jednoj ravnini razli¢itim
brzinama dy # ... # d,,. Ako (x,y) poziciju tijela predstavimo kompleksnim brojem
x + 1y, a u O stavimo ishodiste koordinatnog sustava, putanje mozemo predstaviti
funkcijama

uj(t) = Cjeidjt
za j € {1,...,n}. Funkcije u; zadovoljavaju diferencijalne jednadzbe:

u(t) = idju;(t).

J

Dalje pretpostavimo da postoje interakcije medu tijelima, opisane izmjerivim
funkcijama ajx(t) : Ry — C, k # j. Funkcija aj; opisuje utjecaj k-tog tijela na
j-to tijelo na sljedeéi nacin:

wf(t) = idju(t) + > ajp(t)ur(t).

kit
Ako uvedemo oznake

U= [uy, ..., un)",

A= (ajp)jp=r P Ry = Mysn(C),
D = diag(dh, ..., dy) € Myn(R),

15
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gornji sustav mozemo kompaktnije zapisati:
v = iDu + Au.

Primijetimo da matrice A(¢) imaju nule na dijagonali. Opcenito su a;j; nelinearne
funkcije te je pripadne sustave tesko rijesiti. Ako rjesenja postoje, prirodno je posta-
viti pitanje jesu li konacna, tj. postoji li krug oko O izvan kojega sva tijela nikada ne
izlaze.

Na tako postavljeno pitanje vrlo tesko je odgovoriti, jer ono previse ovisi o to¢nom
obliku funkcija ajz. Zato je prirodnije relaksirati model uvodenjem dodatnog para-
metra A te potom pitati koje je ,,tipi¢no” ponasanje modela za gotove sve vrijednosti
od A. Dakle, sustav postaje

u = iADu + Au.

Gornji sustavi su poznati u literaturi pod nazivom AKNS ili AKNS-ZS prema inici-
jalima autora ¢lanaka [1], [12].
Uvedimo zamjenu:

vj(@) = e (),

tako da tada vrijedi:

vi(z) = Z ajp(x)eN=dDTy, (1)

k#j
ili krace, uz wj,(z) := a;p(z)eN k=) i | = (Wjk)} g
v =Wo. (2.1)

Ako dokazemo da su rjesenja v gornjeg sustava ogranicena tada ¢e to biti i u. Stoga
od sada promatramo sustav (2.1).

2.2 2 x 2 gornje-trokutasti sustavi

Analizirajmo prvo najjednostavniji slucaj, gdje je W 2 x 2 gornje-trokutasta matrica.
Sustav (2.1) postaje:

- o )
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tj.

o] (2) = va(a) f ()N, 2.2)

vh(x) = 0. 2.3)
Iz (2.3) slijedi

ve(z) = CYy,
a iz (2.2)
v () = Cy / Fy)e™ ==y + C).
Nadalje, vy := v, je oGito ogranicena za sve A € R, a za v} := v; imamo:
o2l < 1CsIsup | [ ppe @ty 4G (24)

Ako je f € L', vrijedi .
[0 loo < [CAlllFll + ICA|

pa je rijeSeno pitanje ogranic¢enosti (¢ak za svaki A € R). Primijetimo da, kada bi
vrijedilo d; = ds, pripadnost prostoru L' bi bio i nuzan uvjet na f da bi rjesenja
v} bila ogranicena. Kako su d; i do razliciti, prostor ,,dobrih” funkcija f mozemo
prosiriti.

Oznacimo s C' Carlesonov maksimalni operator:

/ a(@e“fdf‘ .
E<N

L. Carleson je 1966. godine u [2] dokazao da je gornji operator ograni¢en na L2
prostoru. To vrijedi i za sve L", 1 < r < oo (R. Hunt 1968., [6]).
Neka je sada g takva da g = f € LP za 1 < p < 2. Vrijedi

Cg(x) = sup
N

g(z) =g(=z) gs. = gL’ i |lgly =3l

Koriste¢i ogranicenost Carlesonovog operatora i Hausdorff-Youngovu nejednakost (za
g) dobivamo:

1Clly S Mgl = Mgl < N1l (2.5)
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Posebno, iz ||Cyg||, < oo slijedi Cg(z) < oo za g.s. x € R. Sada iz (2.4) slijedi:

/ f (y)ei“dl‘@’ydy‘ +|Ci

= [C\|Cg (Mdy — do)) + |Ch. (2.6)

[0 [loe < [C| sup
x

Stoga je i ||v7|s < 00 za gotovo svaki A € R, ako je f € [P, 1 <p < 2.
Primijetimo da je nejednakost (2.5) zapravo ograni¢enost operatora

/x N f(x)e™dx > (2.7)

s L u L. Oznacimo ovaj operator s C. Ogranicenost od Crzal< p < 2 moze
se dokazati direktno, bez upotrebe Carleson-Huntovog teorema. Taj dokaz ¢emo
predstaviti u potpoglavlju 2.6 (Teorem 2.6.1).

Neka je sada funkcija f oblika f = g za g € L7, 1 < g < 2. Opet koristedi
ogranicnenost Carlesonovog operatora dobivamo:

1Cqlly < llgllg-

Isto kao u (2.6) dobivamo da je ||v1]| < 00 za gotovo svaki A € R.

Prirodno je pitati vrijede li analogni rezultati i za opéenite AKNS sustave. Slucaj
gdje su elementi matrice A u LP za 1 < p < 2 je proSiren za opéenite matrice svih
dimenzija ([4], [5]) i neke od tih rezultata ¢emo pokriti u sljede¢im potpoglavljima.

Kada su elementi matrica oblika a;,, = ¢, g € L?, 1 < ¢ < 2 jedini slu¢aj koji je
potpuno jasan je gornji, za 2 X 2 matrice.

f>—><§v—>sup
N

2.3 3 x 3 gornje-trokutasti sustavi

Neka je sada sustav (2.1) oblika:

Ull (1‘) 0 f1 (x)ei)\(dl—dz)z fz(w)ei)\(dl—dg)x vy (I)
Ué (.T) =10 0 fg(l’)ei)‘(@ids)x (%) (.CE) s
vh(x) 0 0 0 vs()
tj.
Vi () = o) fir(2)e NI L g () fo )N TR, (2.8)

5(2) f3(z)eN BB (2.9)
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Iz (2.10) je vs(z) = Cl, iz (2.9) dobivamo

val) = Gy / faly)eN gy 4 G,

dok (2.8) postaje:

(/ f z)\dg ds) ydy)f( ) iA(d1—d2)z

+ Oy foa) N7y O fy ()N B 02

@ =c [ (/ fa(z)ee d“dZ)f()’”l gy (211)

+C, / fg(y)ei)‘(drd@ydy + Oy / fi (y)ei’\(dl’d”ydy (2.12)

Konac¢no:

+ ). (2.13)

Ponovno je za fi, fa, f3 € L racun trivijalan, i vrijedi ||[v7]]so, |05 |loo, [[V2 oo < 00 za
sve A € R.

Funkcije vy 1 v3 su istog oblika kao u 2 x 2 slucaju, pa su i ograni¢ene pod istim
uvjetima. U v; ¢lanove s jednostrukim integralima (2.12) mozemo ograniciti isto kao
i vg, no prvi ¢lan, (2.11), je slozenijeg oblika:

C,\/ f3(2) fi(y)er(d2mda)zt(di=d2)y) g gy (2.14)
z<y<zx
Uvedimo dvostruki Carlesonov operator C':

C3g(x) = sup
N

/ F(€0)G(E&)e @28 g, dgy |
§1<€a<N

gdje je a = (g, ) te a; # 0. Navodimo sljedeéi teorem bez dokaza (za detalje
pogledati u [9]).

Teorem 2.3.1 (Muscalu, Tao, Thiele). Bilinearni operator C§ : LP(R) x L(R) —
L"(R) je ogranicen ako vrijedi

1,1 _1
.p+q_r’

0051+042750,



POGLAVLJE 2. AKNS SUSTAVI 20

e 1 <p,q<oo,
o 2 <1< o0

U nasem slucaju je (do — d3) + (di — do) = dy — d3 # 0, te za fE Lr, g e L1,
1<p,qg<2,p+q>2vrijedi
1

2
pl,q/22 — T:ﬁ21>—.
}7—|—? 3

Stoga mozemo izravno iskoristiti gornji rezultat i Hausdorff-Youngovu nejednakost:

1G5 (s 9) e S W fllwllglle S W F1p1Gls- (2.15)

Posebno je C¢ (f,g9) < oo za g.s. x € R. Koristedi ovu ocjenu u (2.14), odnosno
(2.11), dobije se da kada su f; € LP', fo € LP?, f3 € LP® za 1 < p1,pa,p3 < 2,
0Ml00s 110200 [[V3]]0e < 00 za gotovo svaki A € R.

Ponovno primijetimo da je nejednakost (2.15) zapravo ograni¢enost operatora

) . (2.16)

e (e

N

/ Flay)g(aa)ermte2m2) g, dr,
x1<xo2 <N

Oznacimo ga s Cf.

2.4 n xn gornje-trokutasti sustavi

Situacija za n > 3 je slicna kao za n = 3. Kada su fi,...,f, € [P zal < p < 2 iz
ogranic¢enosti operatora

5'5(f1,---7fn)(55) ‘= sup

N

/ fr(@y) .. fo () e @@itetanen) qu - dy,
r1<...<xn <N

slijedi ponovno ||v7|so, -+, [V} |ee < 00 za gotovo svaki A € R. Mi ¢emo u Korolaru
2.6.4 dobiti ogranicenost od 53, te je time rijeSeno pitanje za 1 < p < 2. Definirajmo
i ﬁ? kao 5,?; bez supremuma.

Za p = 2 dovoljne su ocjene na operatore C':

Co(f1s e ) (€) = sup

N

/ FL(ED)o fu(&n) e (eatittantn) ge, g |
&1<...<€n <N
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Oznacimo s T operator Cf bez supremuma. Uz dodatne uvjete na a,

]ZQ a; #0, (2.17)

J=i1

zasve 1 < ji < jy < n, C% jesu ogranicenis L? x ... x L? — L?/". Za detalje pogledati
u [10]. Kako su kod nas uvjeti (2.17) zadovoljeni, rijeseno je pitanje i za p = 2.

2.5 Opéeniti 2 x 2 AKNS sustavi, 1 <p <2

Slucaj opcenitih AKNS sustava koji se ne mogu eksplicitno rijesiti poput gornje-
trokutastih mozemo pokriti sljede¢im sustavom:

B A

vy ()

tj.

Postavimo pocetne uvjete:

v1(—o0) =1,

vg(—00) = 0.

Provedimo Picardove iteracije da bismo dobili kandidat za rjesenje:
Po(z) - v1(—00)
0o () vy(—00) |’

o] = () L 7]

|
8

Orr1() vg(—00
Odnosno,
900($) =1,
60(%’) = 0,

() = 1+ / " F(s)e M0, (s)ds,

i () = / " T (s)ds.
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[teriranjem dobijemo:

op(z) =1+ Z/ f(z1)e?™ f(zg)e ™2 f(x,)e " da,...dx,,
n=2 r1<...<xn<T
2|n
k —— ——
bu(r) =S / F) e ) ™2 Flan)e ™ dz, ..,
n=1 r1<..<xn<x
2tn

Sada koristec¢i definicije od ﬁ;" mozemo dokazati sljede¢u propoziciju.
Propozicija 2.5.1. Neka je f € L' i a; = (—=1)""'. Tada su
/Ul(x> = 1 + ZfT?(?? f? ) f)()\; x)?
S
va() = S T2(F, £y HYNi)
S
rjesenja sustava (2.18).

Dokaz. Dokazimo da prvo su vy, v, dobro definirani. Vrijedi:

To(F, ) (N )| < / |f (@) | f )] [t dayy L d,

1 <...<Tp<x

< / |f (x| f () |day...dy,

[ Ufteoldfaldords, = ( [ 15lde ) ([ Ifldn) = 171

Sada za bilo koju permutaciju p(n) od 1, ..., n vrijedi:

/ @)L\ ) dad, = [ a0 () s .,
Tp(1) <+ <Tp(n) Tp(1) <+ <Tp(n)

_/ @)ool f () |dar...d,.

Sumiranjem po svim permutacijama, kojih ima n!, dobivamo

Tp(1) S+ <Tp(n)

p
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Dokazali smo sljede¢u ocjenu:

To(F, )0l < 15

Kako

1
> Sl = el < oo,
n!
n=1
iz Weierstrass M-testa slijedi da redovi u definiciji od vy, vy konvergiraju apsolutno i
uniformno. To da vy, vo zadovoljavaju sustav (2.18) je ocito iz konstrukcije Picardo-
vim iteracijama. O

Iz dokaza posebno imamo ocjenu ||v; [|eo, [|v2]|o0 < €t za svaki A € R.

Situacija u LP, 1 < p < 2 je bitno slozenija. Potrebno je ocijeniti izraze T:f‘ (f,...)
s dovoljno niskim ocjenama da bi bile sumabilne po n, kao u L' slu¢aju gore. S tim
se ocjenama nec¢emo baviti u ovom radu.

Nadalje, za p = 2 problem je sto sada uvjeti (2.17) ne moraju biti zadovoljeni.
U Teoremu 2.7.1 pokazat ¢emo da operator T§' zaista nije opéenito ogranicen s L? x
L2 x [? — L3,

2.6 Ogranicenost operatora C, 1 <p < 2

Vratimo se na operator C iz (2.7) i dokazimo obe¢anu ocjenu. Dokazi su adaptirani
iz [3].

Teorem 2.6.1. Neka je f € LP za 1 < p <2 te a # 0. Tada je operator

CR(NIE) = sup / el

(2.21)

ogranicen s LP u L.
Dokaz. Mozemo pretpostaviti da je a = 1 jer ¢e ocjena za ostale a ocito slijediti,
npr. supstitucijom & — a€.
Definiramo preslikavanje ¢:
t
o) = [ 156

Primijetimo da je p(—o0) = 0, a ¢(c0) = 1 te da je ¢ rastuéa. Stoga je za svaki
interval I C [0, 1], ¢'(I) takoder interval. Sada je

Xl = / F(s)Pds = |1,
e~ 1(I)
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Sto povlaci
I xerllp < [I1MP (2.22)

za svaki i € {1,...,n} 1 I C [0, 1]. Definirajmo

/ f(z)e* dx
o (w)

Sada fiksirajmo N. Iz svojstva dijadskih intervala [0, (N)] C [0, 1] mozemo napisati
kao disjunktnu uniju Sy = {w,, : |wn| = 27} gdje se svaki m pojavljuje najvise
jedanput. Dakle, imamo:

'Lfa:d — zfzd ,
/KN f(z)e**dx Z [pl(wm) f(z)e™dx

Mo (f)(€) = sup :

jwl=2""
wClo,1]

<y

/ f(z)e*dx
wWmESN 8071("Jm)

<Y Mu(f)().

/ f(z)edx
<N

Desna strana ne ovisi o N pa vrijedi i

ICNEN <D Mu(H)E) = ICDy < D 1Ml (2.23)

Za M,,(f) imamo ocjenu:

/
/ P

/ _ / m —-m ILI m(l1—E
MO < D7 I Xl < D0 Ifxewly <2727 =270

|w|=2—m |w|=27m
wC[0,1] wC[0,1]

gdje smo iskoristili Hausdorff-Youngovu nejednakost te (2.22). Uvrstavanjem u (2.23)
dobivamo

ICHy < D MM Pl <Y 2775,
m=1 m=1

Zadnji red konvergira zbog p < 2. [
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Teorem 2.6.2. Neka su funkcije ki(x,€), i = 1,...,n definirane na R? i takve da su

operatori
R

ograniceni s L? w L? za1<p<?2. Nekasu fi € L? 2a1<p<2,i=1,...n. Tada
funkcija

£ 1 i@k, O das...dxy,

r1<x2<...<Tn, i=1
. /
pripada prostoru L¥'/™.

Dokaz. Oznacimo operator iz iskaza T,,. Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpos-
taviti || f;]|, = +. Naime, neka za takve f; vrijedi ocjena

”Tn(fh ceey fn)”p’/n S C.
Sada za g1, ..., g, € LP definiramo ¢; = —n||;¢||pgi' Vrijedi:

”Tn(glv ---agn)Hp//n = nanlHp"'”ganHTn(gNla ~-~79~n)||p//n < Cnanal...Hgan

jer je ||Gsll, = +. Definiramo funkciju f:

n 1/p
:<me@

wwz/mem

—0o0

i preslikavanje :

Primijetimo da je p(—o0) = 0, a ¢(c0) = 11 da je ¢ rastuca. Stoga je za svaki
interval I C [0, 1], ¢~ '(I) takoder interval. Sada je

|mmwm=/ |mwmg/ Fs)Pds = |11,
o) o~ H(I)

sto povlaci

1fixe-nllp < 117
za svakii € {1,....,n} 11 C[0,1]. Rastavimo integral po dijadskim intervalima w; (za
ZT; 1 xi—i—l):

I

Wn—1

(H fz xz xz, > dxy...dx,,.

(z1)€w! s0(z2) €W Nwhs...;0(zn ) €



POGLAVLJE 2. AKNS SUSTAVI 26

Gornji rastav mozemo dalje raspisati:

Z Z Z Kl(flxwl(wll))(f) : KQ(f2X¢1(w{mwg))(f)

mi,...,Mp—120 |wi]|=2"™1 ‘wn71|:2*mn71

Cet Kn(an@*l(w;,l))(f)'

Od sada nadalje u svim sumama po dijadskim intervalima pretpostavljamo da sumi-
ramo samo po onim intervalima za koje je wj N wé. 41 Deprazan za sve presjeke koji
se koriste u sumi. Takoder, neka su dijadski intervali otvoreni, §to ne mijenja racun
jer je razlika u skupu mjere 0, ali olaksava time da je presjek dva susjedna intervala
prazan.

Fiksirajmo my, ..., m,_; i definirajmo Fy'™(g)(€):

Z Z K(91X<p*1(wl1))(€)K<92X<p*1(w{ﬂwé)>(5)"'K(gnx¢71(wyv,1))<§>7
lwi|=2""1 Jwy_q|=27 N1
w1 Cw wn_1Cw

za N > 1, w C [0,1], m € NV, gdje smo s § oznadili n-torku funkcija (g1, ..., gn).
K;-eve smo zamijenili jedinstvenim operatorom K jer to ne mijenja rac¢un (koristimo
samo njihovu ogranicenost). Stavimo odmah i f = (fi,..., fv). Zelimo pokazati da
za sve g za koje vrijedi ||g;x,—1(nllp < |I|V?, za sve K koji su ograni¢eni kao u iskazu
teorema te za sve N > 1,w,m vrijedi ocjena:

IFNT @)l v S Jw]2(mtetma-) (2.24)

za neki v > 0. Tada ¢emo biti gotovi jer kada primijenimo ocjenu na Flo m(7) desna
strana ¢e biti sumabilna po m = (mq, ..., My, _1).

Ocjenu (2.24) éemo dokazati indukcijom po N. Za N = 2, primjenom nejednakosti
trokuta, potom Holderove nejednakosti i ogranic¢enosti od K imamo:

1B (g1, 02)llpre < D 1K (91X K (92X 100p) /2

‘wl‘:277n1
w1Cw
< Y IE (91w Il 1K (92X o1 )l
mEET
S Y a1 lnllgzxe-1wp o
w1 |=27"1
w1Cw
Primjenom uvjeta na g slijedi
wm ; |w] i (2
IF5"™ (g1 g2l < ) |w§]1/p]w1]1/1’§m|w1]2/1’§|w|2 13/,
|wr]=27"1

w1 Cw
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Kako je p < 2 vrijedi v := (2/p — 1) > 0 pa je ocjena (2.24) pokazana za N = 2.

Sada neka je N > 2 te pretpostavimo da (2.24) vrijedi za sve 1 < N’ < N. Neka
je my minimum medu m, s najmanjim indeksom £ ako ima vise minimuma. Kako je
N > 2, barem jedan od k, N — k je ve¢i od 1. Neka je to k. Slucaj kada je k =1, a
N — k > 1 rjesava se potpuno analogno slucaju £ = N — 1 dolje.

Zelimo pokazati da vrijedi w;j Cwhzal<j<k. Kako je w] , Nwl neprazan, te
myp_1 > my iz svojstava dijadskih intervala mora biti w,_1 C wg. Opet iz svojstava
dijadskih intervala imamo 3 moguénosti: wy_1 C wfc, wr—1 C wy ili wi—y = wyg. Iz
nepraznosti gornjeg presjeka slijedi wy_; C wl. Pretpostavimo da je w; 1 C w}. Kako

l<+1 neprazan, w;j MNwy je takoder neprazan te iz m; > my slijedi w; C wy.

je wi Nw;
Opet je jedina moguénost w; C w. Dakle, induktivno smo dokazali da je w; C w} za
1<)<k. B

Posebno vrijedi wi_, Nwl = w! | pa mozemo razdvojiti sume u Fy™. Prvo neka

je k=N — 1. Vrijedi

FRT@© =2 D KXo 1w ©)-Kgn-1xe-15_)(E)

WN—1 \Wl,WN—2

(Klovxe s )(©)
= S (E O g gven)) (K (gn e 0)(©).

WN -1

Primjenom nejednakosti trokuta, Holderove nejednakosti, pretpostavke indukcije te
ogranicenosti od K slijedi

wm o (M1, )
HF ||p /N < Z ||F N plmi N-2 (91;...,gN—l))Hp//(N—l)||K(gNX(p,1(w]TV71))Hp/
WN -1
= Z |W§V—1|2_7(m1+“'+mN72)|wjrv_1|1/p
WN -1
|w]
T wnal
S ’wu—min(’y,l/p)(m1+,,.+mN71)‘

|WN—1 |2—7(m1+---+mN72)2—mN71/P

Sada neka je k < N — 1, tj. N —k > 1. Analogno kao gore induktivno se dokaze
iwj Cwpzak <j<N-—1 Posebno je wj Nwi,; = wl,, pa mozemo ponovno
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rastaviti sumu u Fy™:

@)=Y > KgiXe1)E)E(grxp1wp_) ()

Wi Wy Wh—1

Z K<gk+1X¢*1(w§€+l))(5)"'K(gN*1X<p_1(w}“\,_1))(€)

Wk+15--WN—-1

-3 () (55 ).

gdje su mY = (my,...,mp_1), M = (mgy1,....my_1), 35 = (91,..., g), g2 =
(gk+1, .-, gn). Primjenom nejednakosti trokuta, Holderove nejednakosti te pretpos-
tavke indukcije slijedi trazena ocjena:

w,m wt m) m(2)
IET @l < D IEE @)kl R @) o1

Wi
Lig—m(mit...dmp_1)|, r|19o—v2(Mpg1+..+my_1)
SE |2 |wi |2
Wi
SE 9—2my9—min(y1,72) (M1t +mp 1 +mp 1+ +my 1)
Wi
o wl
ok
_ ’w’2 min(l,'yl,’yg)(m1+.,.+mN_1)'

o= 2mk2_m1n(’717'}’2)(m1+ Amg_1+mp g1+ Amy 1)

Sada je lako dokazati sljedece korolare.

Korolar 2.6.3. Neka su aq, o, ..., a, realni brojevi razliciti od nule, 1 < p < 2 4
N € R. Tada je operator

TS’N(f) :/ fl(l’l)f2<x2) fn( n) €(a1z1tasze+...danTy) dxldxg...dacn
T <x2<...<Tp<N

. ’
ogranicen s LP x ... x LP u LP'/".

Dokaz. Stavimo
kY (2,€) = € X Lo -
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Za f € LP vrijedi

[ w01 <sw| [ B w05 =Er (@),
R N [Jr
Sada Teorem 2.6.1 povlaci ograni¢enost operatora
)E) = [ Fa)k @ €)do.
R
s prostora L? u L*. Konaéno, Teorem 2.6.2 daje ograni¢enost od T N [

Korolar 2.6.4. Neka su aq, o, ..., ap realni brojevi razliciti od nule 11 < p < 2.
Tada je operator

Co(€) = sup
N

/ fi(@y) fol@s)... folmy, et amrtaatatotantn) go, dg)  de,
1 <r2<...<xp <N

.. ’
ogranicen s LP x ... x LP u L¥'/".

Dokaz. Dovoljno je dokazati ogranicenost operatora
(fh ey fn) — (f — / fl(xl)"'fn(5Un)6i£(a1x1+"'+°‘”x”)d$1...dl’n)
21<...<zn <N(&)

(skraceno T*N) s LP x ... x LP u LP/™ za svaku izmjerivu funkeiju N : R — R tako
da konstanta ogranicenosti ne ovisi o N. Stavimo

kN (2,€) == €™ X oo N(e)]-

Za f € LP ponovno vrijedi

= CH(f)(€).

[ #os@

< sup
N

[ B os@

Sada Teorem 2.6.1 povla¢i ograni¢enost operatora
Q) = [ T o €.
R

s prostora L? u L¥'. Konaéno, Teorem 2.6.2 daje ograni¢enost od i‘;"N. O]
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2.7 Neogranicenost operatora TN}?‘, p =2

U ovom poglavlju dokazat ¢emo sljedece:

Teorem 2.7.1. va dan sa

ff(f,?, f(z) = / e f(l’l)f($2)f($3)€ix(xl712“3)d3:1dx2dx3>

nije ogranicen operator s L* x L? x L* u L*/3.

Neka je f € L? proizvoljna i g € L? takva da g = f. Tada TSO‘ postaje:
/ 9(61)9(62)(8s)e™ 7T dE, dE,dEs
§1<€2<€3
N _/ 9(60)9(=62)9 (&)™ B dg deydes
§1<—£2<E3

= —/5 oo §(£0)9(6)§(&s) ™ E TR de dEydes.

Simbol
—X{e1<-ta<es} = —Xr_(§1 + &) xr, (§2 + &3)
¢emo radi jednostavnosti zamijeniti sa

sgn (&1 + &2) sgn (&2 + &3).

Kasnije ¢emo vidjeti da je ta zamjena u redu. Prednost ove zamjene je sljedeca
reprezentacija operatora. Koristeci

1 . dt
sgn(§) = gp.v./Rezft—

t )
imamo:
7°(9,9,9)(z) :== / 9(60)7(&2)§(&s)e™ O T8) son (&) + &) sgn (& + &3)dE1déadEs
=——= p.. / 51 52) (é&) iz(§1+62+E3) i(§1+E€2)1 Hi(E2+E3) ﬂ@dfldégd&,

™ R® R2
dtd
— b / [ateetrisas [ geesag [ ge)ernand s
R2

1 / T+t rT+t+s x+ s\ dtds
B 7T2p Rzg o )9 2 I\ "o )1 s
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Radi kraceg zapisa, dalje nastavljamo sa

dt ds

T(g,9,9)(x) == p.v. /}1@2 glx+t)gx+t+s)g(z+s) PR (2.25)

Ako dokazemo da je T neogranicen, o¢ito ¢e tada to biti i T°. Trebat ¢e nam sljedeca
lema.

Lema 2.7.2. Postoje konstante Cy,Cy > 0 takve da za svaki N > Cy vrijedi:

Nsin(ts)

dtds| > CiIn N

Dokaz. Izracunajmo prvo
t 1 oo it 1 it
/ smit —/ Cat) =3 (zinRes [ <0
ot 2] ¢ 2 t
1 et T
x| i1 . _ 0
—\s<2z7r£1_1>%tt,0) 5"

Iz svojstva limesa slijedi da postoji C' > 0 takav da za svaki x > C

/ Sl—ntdt (2.26)

te je potom
/N/N sin(t /N( Nsm ) ds /N (/NS sin(t)dt ds
o Jo ts 0 0 § 0 0 t s
/C/ ( / sin(t) ) ds | /N /NS sin(t) dt) ds
0 0 5 C/N t s
/C </ sin (¢ ) +/N (/ s Sin(t)dt> ds
0 0 t c/N \Jo t S

= (1) +(2).

2/_\

Za (1), imamo
1 [®sint sin s
lim — ——dt = lim
s—0 5 Jq t s—0 8

=1

gdje smo iskoristili L’Hopitalovo pravilo. Slijedi da je funkcija

Sm t
S — hm
s—0 §
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neprekidna na [0, C] pa oznacimo njen integral od 0 do C' s Cj:

[([=20%-c

Za (2), iz x > C/N slijedi Nz > C pa iz (2.26) slijedi

N Ns N
/ </ sin (¢ )dt> ds Z/ ds _ T@mN -1 0).
c/N \Jo t s Aoy s A4

Koriste¢i dobivene ocjene za (1) i (2) imamo
NN sin(ts T T T U
/ /0 %dtds>03+z(21nN—lnC):ZlnN+(ZlnN+Cg—ZlnC’).

Uzmimo dovoljno velik Cy tako da 7InCy > FInC — (3. Sada vrijedi trazena
nejednakost uz €y = 7 1 Cs. ]

Uzmimo g(z) = €. Sada formalno vrijedi (za T’ definiran u (2.25))

g St D) —i(otids)? i(ots)?2 A ds
T(g,g,g)(x)=/2e(+t>e (+t+5)? i(a+s)? AL A5
R

t s
] 6721;1‘,5
— ¢ie? / dtds
R2 ts

- -2t
= ime™® / sgn(=20) )dt
R

t

. *1
= —2i7re”"2/ —dt,
o ¢

Sto je beskonaé¢na vrijednost. Ovo motivira dokaz sljedeéeg teorema.
Teorem 2.7.3. Operator T : L? x L? x L? + L*/® iz (2.25) nije ogranicen.

Dokaz. Uzmimo gy (x) = e”2x[_ ~,n]- Trebat ¢e nam L? norma:

N 9 1/2
— iz? _ 1/2
||gN||2—(/ c ) — (2N
—N

Rastavimo integral iz definicije od T" na dva dijela:

dt ds

T(gn, 9N 9n)(x) = P-U-/ gy(T +t)gn (T + 1+ s)gn(x + 5)??

N/10 N/10 dt ds
:pv/ / v+ t)gn(x+t+ s)gy(z + 5)——
N/10 N/10 t s

_— dt ds
v(@+t)gn(r+t+ s)gy(x +5)——.
|t|>N/10 |s|>N/10 t s
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Neka je € [-N/10, N/10]. Drugi integral sume mozemo ocijeniti:

t s

2N 1010 100
— = 4N)* =: By.
/_ /QNNNCM N =By

R dt ds
Nz +t)gn(x+t+ s)gn(x + 5)——
[t|>N/10 J|s \>N/10

Za prvi integral, iz x,t,s € [-N/10,N/10] je (v + s), (z + t),(x + s+ t) € [-N, N].
Stoga slijedi

N/10 N/10 dtdS ] N/10 N/10 —2’Lt5
p.o. / 7, (z+t)? z(x—i—t—i—s) 61 x+s)? — @ / / dtds
~N/10 J-N/10 t N/10J—N/10

/N/IO /N/IO COS i /N/l(] /N/l(] Sln 2t8 dtd
. —ie s
N/10 N/10 —N/10 N/10
} N/O N0 G ()
= —d4ie™ / / SIn20) g
0 0 ts

gdje smo u zadnjoj jednakosti iskoristili parnost kosinusa te neparnost sinusa. Sada

je
/N/IO /N/IO Sin(ztS) dtd
S
0 0 ts

Primjenom prethodne leme dobivamo da postoje By, B3 t.d.

‘T(gNag_Na gN)<I>| > ByIn N

za svaki N > Bs. Sada imamo:

lgwlly = (2N)'2 = lgnlls [, lgwl, = (2N)*2,

dok je

N/10 3/2 N\ 32
w0l > ([ (Tavamon)@®) > By (3)

—N/10

Jos nam preostaje obrazloziti zamjenu simbola —xr_ (&1 + &) xR, (&2 + &3) sa
sgn (&1 + &2) sgn (& + &3).
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Dokaz teorema 2.7.1. Vrijedi:

sgn () sgn(y) = xr, (7)xr, (V) — Xr, (T)xR_(Y) — Xe_ ()X, (V) + Xr_ (¥)XR_(Y)
=1-2xg, (@)xr_(v) — 2xr_(¥)xr, (V) (2.27)

Za funkcije gy iz dokaza teorema vrijedi gy (—&) = gn (&) te gzN(—S) = gﬁN(g) iz Cega
dobivamo

| HE05E@)aE)e a6+ e (6 + Eo)derdéades
_ / o BTG ey
_ /5 g AT (e O s dade
= /5 o HET(E) e e ey

Dakle, ako oznacimo s T_ operator sa simbolom xg, ({1 + &) xr_ (&2 + &3), vrijedi:

75(9,7.9)(2)| = [T-(9.7.9)(—2)| = 1T5(9.5, 925 = |T-(9.G, 9)ll2s5. (2:28)

Operator sa simbolom 1,
= / §(61)9(E2)3(&s)e™ TRV g dEsdes,
R3
je ocito ogranicen s L? x L? x L? u L*3. Iz (2.27) imamo

IT(9:3,9)lloys < | T2(9,G, 9)lloss + 20T (9,7, 9)ll2ys + 211 T5(9. T, 9) ll23-

Konacno, iz Teorema 2.7.3 i jednakosti (2.28) slijedi neogranicenost od ﬁ?‘ O
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Sazetak

U ovom radu obradena je teorija AKNS sustava s aspekta nelinearne Fourierove ana-
lize. U prvom dijelu su dane osnove Fourierove analize, a potom su dana eksplicitna
rjeSenja i dokazana je stabilnost rjesenja AKNS sustava gdje je to moguce.



Summary

In this work, the theory of AKNS systems is discussed from the perspective of nonli-
near Fourier analysis. The first part provides the basics of Fourier analysis, followed
by explicit solutions and proofs of stability for AKNS systems where this is possible.
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