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Uvod

U nastavi matematike vektori se po prvi put spominju u 7. razredu osnovne Skole kada
se uci definicija vektora, svojstva vektora i operacije zbrajanja i oduzimanja vektora. U
3. razredu srednje Skole ucenici proSiruju znanje o vektorima uce¢i mnozenje vektora re-
alnim brojem 1 skalarni umnozak vektora te dokazuju geometrijske tvrdnje. Ucenici se
u nastavi matematike upoznaju s koordinatnim sustavom u ravnini u 5. razredu osnovne
Skole i tijekom osnovnoskolskog i srednjoSkolskog obrazovanja nadograduju svoje znanje.
Rene Descartes je zaduzio matematiku otkricem Kartezijevog koordinatnog sustava i nje-
govom zaslugom se geometrijske tvrdnje mogu dokazati primjenom koordinantne metode.
U ovom radu ¢emo prikazati primjenu vektorske i koordinatne metode u dokazivanju ge-
ometrijskih tvrdnji s posebnim naglaskom na koriStenje navedenih metoda u zadacima s
matematickih natjecanja. U prvom poglavlju govorit ¢emo o vektorskoj metodi. Prvo po-
glavlje podijeljeno je na Cetiri potpoglavlja. U prvom potpoglavlju definirat éemo vektor i
navesti osnovna svojstva vektora. U drugom potpoglavlju definirat éemo skalarni produkt
1 navesti svojstva skalarnog produkta. Primijenit ¢emo vektorsku metodu u primjerima i
dokazat ¢emo poznate geometrijske tvrdnje: teorem o teZiStu, teorem o ortocentru, relaciju
paralelograma. U treCem potpoglavlju navest ¢emo definiciju vektorskog produkta te is-
kazati propozije i teoreme o vektorskom produktu. Pokazat ¢emo kako moZemo dokazati
poznate poucke, kao Sto su poucak o simetrali unutarnjeg kuta trokuta i sinusov poucak,
koristeci vektore. U Cetvrtom potpoglavlju saznat ¢emo kako vektorsku metodu mozemo
koristiti u zadacima s matemati¢kih natjecanja. Zadaci su s razliitih natjecanja Zupanijske
i drzavne razine. U drugom poglavlju govorit ¢emo o koordinatnoj metodi. Drugo poglav-
lje podijeljeno je na tri dijela. U prvom potpoglavlju opisat éemo koordinatnu metodu. U
drugom potpoglavlju upoznat ¢emo se s metodom kroz primjere. Dokazat ¢emo geome-
trijske tvrdnje, primjerice da su dijagonale romba ABCD medusobno okomite, da je zbroj
kvadrata udaljenosti proizvoljne tocke kruznice od vrhova jednakostrani¢nog trokuta upi-
sanog u kruznicu konstantna veli¢ina. U tre¢em potpoglavlju primijenit éemo koordinatnu
metodu u rjeSavanju zadataka s natjecanja. Sve slike u ovome radu izradene su u programu
dinami¢ne geometrije geogebri.






Poglavlje 1

Vektorska metoda

1.1 Uvod u vektore

U ovom poglavlju éemo definirati vektore i navesti njihova osnovna svojstva.

Definicija 1.1.1. Usmjerena ili orijentirana duZina je ureden par tocaka (A,B), A,B €
E3. Tocka A naziva se pocetna tocka, a tocka B zavrsna tocka. Tu usmjerenu duZinu

—
oznacavamo AB, tocku A nazivamo pocetnom tockom, a tocku B zavrsnom tockom.

Definicija 1.1.2. Za usmjerene duZine ABiCD kazemo da su ekvivalentne ako duZine AC
—_— — =
i BD imaju zajednicko poloviste. Pisemo AB ~ CD.

Propozicija 1.1.3. Relacija ~ je relacija ekvivalencije na skupu E* x E>.

Definicija 1.1.4. Vektor je klasa ekvivalencije po relaciji ~ na skupu svih usmjerenih
duzina E° x E*. Skup svih vektora oznacavamo s V°.

Klasu ekvivalencije odredenu usmjerenom duZinom AB oznatavat éemo s [A_B)]. Dakle
vrijedi
— — 3 e S
[AB] ={PQ € E° X E’|PQ ~ AB}
Vrijedi AB € [AB] pa kazemo da je usmjerena duZina AB predstavnik ili reprezentant

ﬁ
vektora [AB].

—

Definicija 1.1.5. Neka je d = AB. Modul ili duljina vektora d je duljina dufine AB.
Modul oznacavamo |7|, dakle |_a)|:|AB|.
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Definicija 1.1.6. Neka su A, B i O kolinearne tocke. Vektori OA = d i OB = b imaju istu
orijentaciju ako se tocke A i B nalaze s iste strane tocke O, a suprotnu orijentaciju ako se
nalaze s razlicite strane tocke O.

Ako dva vektora leZe na paralelnim pravcima, za njih kaZzemo da imaju isti smjer ili da
su kolinearni. Dogovorom je nulvektor kolinearan sa svakim vektorom.

Definicija 1.1.7. Neka su 71),_19) e V34 = AB i_b> - BC. Zbroj vektora d i_b)je vektor

- —
d + b odreden predstavnikom AC. KaZemo da smo zbrojili vektore po pravilu trokuta.

Definicija 1.1.8. MnoZenje vektora skalarom je operacija R x V? — V3 koja uredenom
— . v e . > . .
paru (a, d) za a € R pridruzuje vektor u oznaci a d kojemu je

1. modul: |ad| = |al[d|
2. smjer: isti smjer kao d akoje d # 0, a # 0,

3. orijentacija: jednaka kao orijentacija vektora™d ako je a > 0 i suprotna od nje ako
jea < 0.

—_
0

Akoje a =0ili a = _0), tada definiramo oz—O)

H
Teorem 1.1.9. Ako su _a), b, s po volji odabrani vektori iz V3, a, B realni brojevi, tada
vrijedi

2. (d+b) +C¢=T7d+ (b +70), asocijativnost

34 +T)) = _0> +d = _a>,_0>je neutralni element za zbrajanje

4. d +(a) = (—_C>l) +d = —O), —d je suprotni element za zbrajanje
5.4 +_b) = 79) +7d, komutativnost

6. ad € V?

7. a(Bd) = (ef)d, kvaziasocijativnost
— —
8 a(d+b)=ad +ab

9. (a+pB)d =ad +fd
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10. 7d=14d

Drugim rije¢ima (V?, +, -) je realni vektorski prostor.

ﬁ
ap,

Definicija 1.1.10. Za skup vektora { . &z} kazemo da je linearno nezavisan ako

H
- —
aa;+...+aqra; =0

povlaci ay = ... = a; = 0. U suprotnom kaZemo da je skup linearno zavisan.

U sljede¢im primjerima ¢emo vidjeti kako se neke bitne planimetrijske ¢injenice mogu
elegantno dokazati vektorskom metodom. Primjer koji slijedi je preuzet iz [6, str. 9].

Primjer 1.1.11. DokaZite poucak o teZistu trokuta: teZisnice trokuta sijeku se u jednoj
tocki-teZistu. TeZiste trokuta dijeli svaku teZisnicu u omjeru 2:1 (mjereci od vrha trokuta).

Slika 1.1: Poucak o teziStu trokuta

RjeSenje: Neka su u trokutu ABC tocke Ay, By, C; redom polovista stranica BC, CA, AB.
— — = _— =
Oznalimo CA =d,CB = b. Neka je T tocka presjeka teZisnica AA; i BB,. Tada vrijedi:

s A —>
CT =CA+AT =CA+ aAA,
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zaneki a € (0, 1), odnosno

za neki S € (0, 1), odnosno
E?=(L4§Z+§7.

H
Vektori @ i b su linearno nezavisni paje 1 —a = 'g, 5=1-p,aodatlea == % Budu¢i
da je % € (0, 1) teziSnice AA; 1 BB, se sijeku unutar trokuta. Da dokazemo da se teZiSnice
trokuta sijeku u jednoj tocki, dovoljno je pokazati da su vektori CT 1 CC; linearno zavisni

. .. . =2 - . 2 .
tj. da postoji y takav da je CT = yCC;. Kako je a = £, imamo

CT = - -b.
3473
Nadalje vrijedi
—_— —_— 1 1 1 1
CC1 :C_)A+AC1 :CTA)'FEA_B):_a)-FE(—b)—_a)):E?l)-FE_b)

pa je

CT=-d+-b=%

t. C_Y)’ = %C—C: , odakle slijedi da su tocke C,T 1 C; kolinearne. ZakljuCujemo da se
teziSnice sijeku u jednoj tocki-teziStu trokuta. Iza = =y = % zakljuCujemo da teZiste
dijeli svaku teZiSnicu u omjeru 2:1 (mjereci od vrha trokuta).

Slijede primjeri kolokvijskih zadataka iz kolegija Elementarna matematika 2 [1].
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. . . . . . ﬁ H H
Primjer 1.1.12. Zadan je paralelogram ABCD i tocke M i N takve da je BM = aBC,CN =

ﬁC_D) za realne brojeve a, 3 € {0, 1). Neka pravci AM i AN sijeku BD redom u tockama E i
F. Odredite za koje parametre a i B vrijedi |BE| = |EF| = |FD|.

RjeSenje:

Slika 1.2: paralelogram ABCD

—_— — — —>

Izrazimo vektore AM,AN,AF 1 AE preko vektora @ = A_B> 1

AM=3+ab, AN=b+d-fd=0b+(1-pa

1 1 2 1
AF=b+-DB=b+-(@a-b)==b+-4a,

3 3 3 3

1 1 2 1
ﬁ:_a)+§B—D>:_a>+§(—b)—_a>):§_a>+§—b).

Bududi da su tocke A, F 1 N kolinearne, postoji skalar u € R takav da je AN = ,uﬁ . Sada
imamo

—

— - N
AN =b +(1-pB)d = puAF

2 1
_b>+(1 —ﬁ)Tl) :,u(g—b)+§_a>),
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e . 1 = » TR N ..
odakle slijedi (1 =8 —zu)d + (1 — su)b = 0. Kako su vektori d i b linearno nezavisni,
mora vrijediti 1 =8 — 14 =011 - 2u = 0, odakle dobijemo

I, 3
B=3siu=3.
Trebamo joS odrediti parametar @. Buduéi da su tocke A, E 1 M kolinearne, postoji skalar

— —
A € Rtakav da je AM = AAE. Sada imamo

AM = + BM
e
A-AE

al

odakle slijedi (1 - 2AYd + (o — %/l)_l; — 0. Kako su vektori @ i b linearno nezavisni, mora

vrijediti 1 — 31 =0ia - 44 =0, odakle slijedi 1 = 2 ia = 3.

Primjer 1.1.13. Zadan je trokut ABC i tocke R, P takve da je CR=a-CBiAP = ,B'A—B) za
realne brojeve a,f € (0, 1). Oznacimo s Q sjeciste pravaca AR i CP. Izrazite vektor C_Q>
pomocu vektora CTP> [ parametara @ i .

Slika 1.3: trokut ABC

Uvedimo oznake @ = A_B),—l; = R . Tada vrijedi B_C)' = —b> —d. Izrazimo vektor zﬁ

, — ..
pomocu vektora d 1 b 1 parametra . Imamo

—_ s = > —_— o - - N
AR=AC+CR=b+aCB=b+a(d-b)=(1-a)b +ad.
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. - . - 5.
Izrazimo vektor CP pomocu vektora b, d i parametra 5. Imamo

—>CT>—>—>_>

CP=CA+AP=-b +f4d.

Posto su tocke C, Q 1 P kolinearne, postoji skalar i € R takav da vrijedi C_Q) = ,uCTI)’, odakle
slijedi QP = OC + CP = (1 — u)CP. Buduéi da su totke A, Q i R kolinearne, postoji A € R

. . _> H .
takav da vrijedi AQ = AAR. Sada imamo

—_— — = — —
AP =AQ + QP = XAR + (1 — p)CP
AP = g4,

odakle slijedi

A(1-a)b +ad)+ (1 — (b +f3) =fd
(@A —uBd +(A—ad—1+uwb =0.

_)
Kako su vektori @ i b linearno nezavisni, mora vrijediti e — 8 =0id—ad—1+pu = 0.

. v . . _ @ 4. B .y T
RjeSavanjem tog sustava dobivamo y = Frafia | A= Fapia- 12 Cega slijedi
CO=uCh=———C
Bt B—-af+a

Primjer 1.1.14. Zadan je cetverokut ABCD takav da je DC = %A_B) Na stranici BC lezi
tocka M takva da je BM = %B_C)’ . Pravci AM i BD sijeku se u tocki X.

—

—_— = —
1. Izrazite AM i BD pomocu AB i AD.

2. U kojem omjeru X dijeli duZinu AM, a u kojem omjeru dijagonalu BD.

RjeSenje:
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Slika 1.4: Cetverokut ABCD

. —> — =
1. Izrazimo AM pomocu vektora AB 1 BM. Imamo

Izrazimo BD pomocu vektora BA 1 AD. Vrijedi BD = BA+ AD = -AB + AD.

2. Bududi da su tocke A, X 1 M 1 B, X i D kolinearne, postoje skalari A i u takvi da je
— — — —
AX = 1AM, BX = uBD. Sada imamo

_ > = — —

4— 33— —_ =
/l(gAB + gAD) =AX =AB+ BX =AB+ uBD = AB + u(-AB + AD),

l

odakle slijedi
4 — (3 — =
—A-1+u|l|AB+|(-A—-u|AD = 0.
5 5

Kako su vektori AB i AD linearno nezavisni mora vrijediti ‘5—‘/1— I+u=01 %/l— u=0,

odakle slijedi A = 2 i u = 2. Dakle, tocka X dijeli duZinu AM u omjeru 5 : 2, a
dijagonalu BD u omjeru 3 : 4.
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1.2 Skalarni produkt vektora

U ovom poglavlju ¢emo odrediti mjeru kuta dvaju vektora i definirati skalarni produkt
vektora. Navest ¢emo svojstva skalarnog produkta i rijeSiti nekoliko primjera koristeci

skalarni produkt.
Na pocetku ¢emo odrediti kako mjerimo kut medu vektorima. Mjera kuta dva nenul
vektora je mjera (veli¢ina) manjeg od dva kuta polupravaca koji su odredeni tim vektorima.

Sukladno tome, mjera kuta dva vektora iznosi izmedu O i &, piSemo 4(7 ,7;) e [0, x].
_)
Ako je jedan od vektora @ i b nulvektor, tada se mjera kuta izmedu njih ne definira.
- — —
Takoder vrijedi A(_a) ,b) = 4(b ,_a>). Za vektore @ i b kaZemo da su okomiti ako vrijedi

— -
£(d,b)=Z%,pifemod L b.

Definicija 1.2.1. Skalarno mnoZenje vektora je operacija - : V? x V3 — R koja vektorima

é
d i b razlic¢itim od nulvektora pridruZuje skalar

a _b) = Wllzlcosz(fl),_l;).
ﬁ
b

- -
Ako je neki od vektora d, b nulvektor, tada definiramo d- b = 0. Vrijednost d-b € R

. . v - . - .7
nazivamo skalarnim umnoskom ili skalarnim produktom vektora d i b.

Pomocu skalarnog produkta mozemo karakterizirati okomitost vektora. Naime, iz de-
finicije lagano slijedi sljedeca propozicija.

Propozicija 1.2.2. Nekasu d + 0 i b # 0 € V°. Vektori a i b su okomiti ako i samo ako
H
jed-b =0.
Skalarno mnoZenje ima sljedeca svojstva:
-7 3 . T
Teorem 1.2.3. Za sve d,b € V° i A € Rvrijedi

- -
1. d-d=>0,

- = . 4
2. d - d =0akoisamo akoje d = 0,
_)

— —

4. (A a )b :/1(71) -b ), kvaziasocijativnost
e e T 0 T . .
5. (d+b) C=d-C+b-C, distributivnost mnoZenja prema zbrajanju

Dokaz.
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ol

d=[d|[d| cos 2(d,a)=[d? = 0.

- -
2. d

- d =0 ako i samo ako je [d| = 0, dakle ako i samo ako @ = T))

3. 3 B=[2ID] cos £(3. B)=[b |[@Icos 2(b. B)=ba

4. Akoje A=0ili@ = 0ili b = 0, tvrdnja vrijedi. Uzmimo zato 1 £ 0, @ # 0, b # 0.

Ako je A > 0, tada je [1d| = [@]i 2(4d, b) = £(2.b) paje
(I2)- B =A-[3)-1b]-cos £(3,B) =A@ - b).
Akoje A < 0, tada je |[Ad| =—A[d|i2(d, b) =n—/(d, b) paje

(A)D = |1a|[b|cos 213, B) = —A[RI[B|(—cos (@, b)) = A(A D).

Za dokaz 5. tvrdnje potrebna je lema:

Lema 1.2.4. Za sve d i? € V3 vrijedi:

1 (@+DP=0%+20b + b2

2. (3-DbR=a*-23D + b2

Dokaz. 1. Uzmimo da d i b nisu kolinearni. Neka je ¢ = [AB], b = [BC]. Tada je
- = 7 yy
¢ =d+ b =[AC].
C
A P

Slika 1.5: Trokut ABC



1.2. SKALARNI PRODUKT VEKTORA 13

Primjenom kosinusovog poucka na trokut A ABC dobivamo

@+ by =2 =[2F = [dF +[bF - 2[@I[B|cos
= [@P + [BP +2/[@I[5 | cos(x — ¢)
—[@P+[DP +2|—’||b|cos(a b) 2+ D2 +22- D
- .7 . . .. .. B e S - S 4
Ako su d 1 b kolinearni vektori iste orijentacije, d = [AB], b = [BC],d + b

H
[AC], tadaje
@+by =" |—’|2—<|"|+|b|)2 [@PR+[b P +2[@b|cos(0) = @2+ b2+23 - b

Analogno se pokaze akosud i b kolinearni vektori suprotne orijentacije.

2. Koristimo (@ —_b))2 =(d + (—_b)))2 te dalje tvrdnju 1.

Dokaz. Dokazujemo petu tvrdnju teorema 1.2.3.
4.(@+b)2C=(@+Db)+22P - (@ +b) —4‘82
= (@ + D)+ 227 + (@ - b - 2d° - 25> - 477
(@ +)+ (b +O) +((a’+ )= (b +)—2a2—2b% - 422
= 2@+ 2P +2(b + )P - 232 - 2b% - 422
— 432 +4b -2
odakle slijedi

H
b

H
(@+b)-C=d-C+

Korolar 1.2.5. Za sve @ i b € V3 i A € R vrijedi

1. 3b) =A@ b)
2.3+ =db+dc

U sljedeé¢im primjerima ¢emo vidjeti kako se skalarni produkt koristi pri dokazivanju
nekih vaZnih planimetrijskih teorema [6, str. 9-24].
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Primjer 1.2.6. DokaZite poucak o visinama : visine trokuta sijeku se u jednoj tocki (orto-
centru trokuta).

Slika 1.6: Poucak o visinama

RjeSenje: Neka se visine trokuta ABC povucene iz vrhova A i B sijeku u tocki S. Treba
dokazati da visina iz vrha C takoder prolazi tockom S. Oznacimo

_ — —

Xx=SA,7=SB7Z=SC.

Tada je

1l
=l
|
~l
L g
1
<l
o)

odnosno

Zbrajanjem posljednjih dviju jednakosti dobivamo X 7 — y 7 = 0. Iz posljednje jednakosti
e e — - 2 =R 2 o o .. .

slijedi 7 (7 — X)=0,0dnosno 7 -AB =0,t. CS - AB = 0, §to znaci da i visina iz vrha C

prolazi to¢kom S.

Primjer 1.2.7. DokaZite Eulerov poucak za paralelograme: zbroj kvadrata duljina dijago-
nala paralelograma jednak je zbroju kvadrata duljina stranica paralelograma.
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RjeSenje:

Slika 1.7: Eulerov poucak za paralelograme

Treba dokazati |AC|*> + |BD|> = 2(|AB|* + |BC|?). Vrijedi:

_ = = _ = —
AC =AB+ BC, BD = BC - AB,
a odatle
=2 T2, — = =, =, — -,
AC“+ BD" =AB“+2AB-BC + BC*+ BC--2BC -AB + AB-,

odnosno |AC|> + |BD]> = 2(|ABJ? + |BC|?), ¢ime je tvrdnja dokazana.

Primjer 1.2.8. U kvadratu ABCD tocke E i F su polovista stranica BC, odnosno CD.
Izracunajte kut ¢ = LFAE.
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(4

Slika 1.8: Kvadrat ABCD

—

.- — s - . - L. T2
Ozna¢imo li ¢ = AB1 b = AD, dobivamo Wl = |b|,d - b = 0. Dalje je AE =
- P R =7 )
d+5b,AF =3d + b, odakle dobivamo

1 1
AL -AF = (—a’ +> )(E_a) +_b)) - Em’ﬁ + §|_b>|2 = [d].

. —
Nadalje imamo |AE|

3[¢|. Analogno,

V@ + 1By = @R+ 1BP = \f3/@p =

A0 = S L T - 1 TR A - _ AE [@P _ 4
AF| = \J&d + b)? = \4[@P +|b]? = 22[d|. Sada je cos¢ = e = (?aﬁ’l)z =,

odakle slijedi ¢ = 36°52"12".

Primjer 1.2.9. (Hamiltonov poucak) U trokutu ABC srediste opisane kruZnice je O, a or-
- Y s Y v T ¢
tocentar H. Ako je v.= HO + OA + OB + OC, dokaZite daje v = 0. .
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Slika 1.9: Hamiltonov poucak

Ako su polovista stranica AB i CA tocke Cy, odnosno By, tada je

— = —
OA + OB =20C,

—

— —
OC + OA = 20B,.

— — — —

Tada vrijedi AB - Vv = AB[(HO + OC) + (OA + OB)] = AB- HC + 2AB - OC,, = 0, jer je
vektor AB okomit i na HC i na 56'_0). Isto je tako

— s = = —_— = — —— — ——
AC-V =AC[(HO + OB) + (DA + 0OC)] =AC-HB +2AC - OBy = 0.
Vektori AB 1 AC su razliciti od 0 i linearno nezavisni pa ne mogu oba biti okomiti na v.

Zatoje AB-V = AC-V = 0 moguée samo ako je V = —O), ¢ime je tvrdnja poucka dokazana.

Primjer 1.2.10. U tetivnom Cetverokutu ABCD dijagonala BD raspolavlja
dijagonalu AC. DokaZite da vrijedi:

2|BD|* = |AB* + |BC|* + |CD)? + DA
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A

Slika 1.10: Tetivni Cetverokut ABCD

RjeSenje: Ako je O sjeciste dijagonala Cetverokuta, tada je O_A) = —O_C). Takoder je:

e e e e T T

_— — — = = — .
AB=0B-0A,BC =0C-0B,CD =0D - 0C,DA = OA - OD. Zbog toga je
IABP + |BCP? + |CDP + |DAP? = AB> + BC* + CD? + DA®
— ==, = =3, — =, — ==,
= (OB - 0A)  +(0OC - OB)" + (OD — OC)" + (OA — OD)
-, — = =, =, — = =,
= 0B -20B-0A + OA° + OC*-20C - OB+ OB
— — = =2, = — = =
+OD" -20D - 0OC + OC* + OA* -=20A - OD + OD
2 2 2 e A
= 2|0BJ|” + 2|0A|” + 2|0C|” + 2|0D|” —20B - OA
—_— — —_— — — —
+20A - OB +20D - OA - 20A - OD
= 2|0BP? + 4|0A]* + 2|0DP.
Buduc¢i da je ABCD tetivan Cetverokut, znamo da vrijedi |OA| - |OC| = |OB| - |OD| pa je
posljednji izraz jednak 2(|OBJ*> +2-|OB|-|OD| +|0D}?) = 2(0—D> - (79’)2 = 2|BDJ?, odnosno

|IAB|* + |BC|* + |CDJ* + |DA* = 2|BDJ*.
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1.3 Vektorski produkt

U ovom poglavlju definirat ¢emo vektorski produkt, navesti svojstva vektorskog produkta
te rijeSiti nekoliko primjera koristeéi vektorski produkt.

Vektorski produkt vektora definiramo samo u vektorskom prostoru V3. Vektorskim
mnoZenjem opet se dobije vektor kojeg opisujemo pomocu njegovog modula, smjera i
orijentacije. Uvodimo pojam desno orijentirane baze prostora V> pomocu koje definiramo

.o .o —- v .
orijentaciju vektorskog produkta dva vektora. Za bazu {d, b, ¢} od V2 kaZemo da je desno

.. . oq- e - v . N
orijentirana ili desna ako promatrajuci s vrha vektora ¢ uocavamo obilazak od vektora d

q
do vektora b krac¢im putom kao obilazak u smjeru suprotnom od kazaljke na satu (pozitivan
obilazak). Za baze za koje je taj obilazak u smjeru kazaljke na satu, kazemo da su lijevo
orijentirane (lijeve, negativno orijentirane). TipiCan primjer desne baze d, b, ¢ prikazan
je na slici

Slika 1.11: Desna baza

Je 1i baza desna ili lijeva moZemo odrediti i pravilom desne ruke ili desnog vijka. Kod
pravila desne ruke ispruzeni palac pokazuje prvi vektor, ispruzeni kaziprst pokazuje drugi
vektor, a savijeni srednji prst tre¢i vektor. Vektorsko mnoZenje definiramo na sljedeci
nacin:

Definicija 1.3.1. Vektorsko mnoZenje je operacija x : V? x V3 — V? koja paru vektora

- . v . - o _7 . . Lo e
(d, b) pridruzuje vektor @ =7d X b definiran na sljedeci nacin:

ﬁ
1. ako su vektorid i b kolinearni, tada je € = 0;

-

_)
2. ako su vektori d i b nekolinearni, tada je
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—> —
(a) modul [¢| = [d||blsins(d, b),
(b) smjer odC je smjer okomit na smjer od d i na smjer od_b>,

H
(c) orijentacija od € je takva da je uredena trojka {d, b, ¢} desna baza od V3.

— —
Slikud X b vektora™d, b nazivamo vektorskim umnoskom ili vektorskim produktom vek-

—
a

| X

tora

>

Propozicija 1.3.2. Vrijedi_a)x_b> = T)) ako i samo ako su vektori d, _b) kolinearni.

Dokaz. Ako sud i b kolinearni tada jed x b = T)) po definiciji. Obratno, neka je @ x

b = 0. Pretpostavimo da d 1 b nisu kolinearni. Tada bi bilo
(@B 125in(@. 5) = 0,

odakle slijedi [@|=0ili|b| =0ilisin(d, b)=0. 1z prve jednakosti slijedi a = 0, iz
- > -
druge b = 0, aiztreée £(d, b) € {0, n}. Svaka od tih moguénosti suprotna je pretpostavci

da su vektori @ 1 b nekolinearni. O
Iz definicije direktno slijedi sljedeca propozicija.
ﬁ
Propozicija 1.3.3. Za svaki d € V3 vrijedid xd = 0.
Svojstva vektorskog produkta dana su sljede¢im teoremom.
ﬁ
Teorem 1.3.4. Za sve d, b, < € V3, A € R vrijedi:
— —
1. dxb=-b x—a), antikomutativnost
- -
2. (/l—a)) X b = /I(E) X b), kvaziasocijativnost
N T S ST - 2 TIPES T oo
3. (d+ b)xC=1dx7¢C+ b x¢, distributivnost prema zbrajanju.
Dokaz prethodnog teorema moZe se pronaci u skripti kolegija Analiticka geometrija.

U sljede¢im primjerima ¢emo vidjeti kako se vektorski produkt spretno koristi pri do-
kazivanju nekih planimetrijskih tvrdnji [6, str. 27].

Primjer 1.3.5. (Poucak o simetrali unutarnjeg kuta trokuta) Simetrala unutarnjeg kuta
trokuta dijeli nasuprotnu stranicu u omjeru duljina drugih dviju stranica trokuta.
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Slika 1.12: Poucak o simetrali unutarnjeg kuta trokuta

Rjesenje: Ako je CD simetrala kuta /BCA trokuta ABC, tada je /ZBCD = /DCA = ¢.
o . . R 4 — = - —> — 2
Oznacimo li /ZADC = €,tadaje /CDB = n—e. NekajeCB=d, CA= b, AD =m, BD =
ﬁ
7, (7) =73 treba dokazati da je WI : |71)| =1|b]: WI. Za povrsine Py i P, trokuta ADC i
DBC vrijedi

2P, =|b xS =m xS, 2P,=[dx5|=[n x|,

odnosno bssin ¢ = mssin €, as sin¢ = ns sin(r — €), odakle slijedi m = b - s.’i"j n=aq-

S ine> ©° T sine’
Iz navedenog slijedim : n = b : a.

Primjer 1.3.6. (Sinusov poucak) Duljine stranica trokuta odnose se kao sinusi nasuprotnih
unutarnjih kutova.
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(@]

Slika 1.13: Sinusov poucak

e v e . —_— —_— e e — - 5 .

Rjesenje: Uvedimo oznake ¢ = BC, b = AC, ¢ = BA. Vrijedi d = b + ¢ paje
- - > - - - — —
bxd=bx(b+3)=bxb+bx7¢=>bx7<. Odatleje|bxd|=|bx7|t.
—> — — — — —
|b|-[d|- sinz(b,d) =|b|-[C|-sin/(b, ). Vrijedi £(b,d) =7, £(b,¢)=180°—a pa
zbog sin(180° — @) = sina slijedi asin(y) = csinailia : ¢ = sina : siny. Analogno se
dokaze i za omjere a : b, b : ¢, odnosno vrijedia : b : ¢ = sina : sinf : siny.

-
a
—

b

1.4 Zadaci s natjecanja

Slijede zadaci s natjecanja u kojima se primjenjuje vektorska metoda, kolinearnost i ska-
larni produkt [3]. U zadacima kolinearnost koristimo da bismo dokazali da je trokut jedna-
kostraniCan, a skalarni produkt da bi odredili povrSinu paralelograma i kut izmedu vektora.

Primjer 1.4.1. (DrZavno natjecanje 1998., 3. razred srednje Skole) U trokutu ABC su
—_— = — 5

dane visine AA, BB, CC, pri ¢emu je AA, + BB, + CC, = 0. Dokaite da je trokut ABC

Jednakostranican.

RjesSenje:
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Slika 1.14: trokut ABC

Neka su D i E ortogonalne projekcije tocaka By i A; na pravac AB. Tada iz

C,C =-CC; =AA, + BB,

za projekciju ovog vektora na pravac AB dobije se

e

0 = AE + BD.
Kako je AE = AD + DE, BD = BE+ ED iz 0 = AE + BD slijedi AD + BE = 0 t.
— =

AD = EBi|AD| = |EB|. 1z pravokutnih trokuta ADB; i ABB; imamo
|AD| = |AB;| cos @ = |AB| cos” c.
Analogno iz pravokutnih trokuta EBA; 1 ABA; dobivamo
|EB| = |BA| cos 8 = |AB| cos® 8.

Kako je |AD| = |EB|, vrijedi cos’ @ = cos?>f3. Analogno se dobije cos’a = cos’y, tj.
cos® @ = cos’B = cos®y. Ako su svi kutovi trokuta Siljasti, ondajea =8 =y = Zionje

jednakostranican.

Ako bi jedan kut, npr. vy bio tupi kut, onda su « i g §iljasti, pa iz cos’ @ = cos’ g slijedi
a = B. Tada iz jednakosti cos? y = cos” a slijedi y = 7—a. No, tadabiiza+a+(r—a) =«
slijedilo @ = 0 §to nije moguce. Zato ovaj slu¢aj ne moze nastupiti.
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ﬁ
Primjer 1.4.2. (DrZavno natjecanje 2019., 3. razred srednje skole) Vektori A ib suje-
dini¢ni vektori koji zatvaraju kut od 60 °. Ako je AB = —a +4b i AC = -3d +2b,
izracunajte kosinus kuta izmedu visine i teZisnice iz vrha A u trokutu ABC.

RjesSenje:

Slika 1.15: trokut ABC

KakojeAB=—-d +4b 1AC =-3d +2b,tadaje
B=AB-AC = (-3 +4b)— (=33 +2b) =22 +2b
AP=AC+-CB=(-32+2b)+(d+b)=-2d +3b.
IzraCunajmo duljine tih vektora, odnosno duljine stranica trokuta ABC i duljinu teZiSnice
o —)._> .. « ev .. .. .—)2 2 _>2 _>2 .
AP. Kako su d i b vektori jedini¢ne duljine, slijedi ¢ = |71)| =1,b-=|bl" =11
% ﬁ _) o 1 .o .
d- b =[dllb|cos60° = 1. Slijedi
1
ACP = (=33 +2bY =9[@P - 123 - b +4bP =912 SH4=T,
1
ICB = (23 +2bY = 4[AP +83 - b +4[bP =4+8-S44=12
1
APE = (2@ +3b)? =4[QP —123 - b + 9P =4 —12- S+9=7.
Dakle |AC| = |AP| = V7, |CB| = 2 V3. Trokut APC je jednakokra¢an pa je

1 2 12 25
AD|> = |AP]> - |-|B —7_Z_=
|AD|" = |AP] (4| Cl) -1
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5

iz Cega slijedi |AD| = 3. Vrijedi cos ¢ = 53l = === =

~

Primjer 1.4.3. (DrZavno natjecanje 2021., 3. razred srednje Skole) U trokutu ABC tocka D
je na stranici AB, a toc¢ka E na stranici BC tako davrijedi|AD| : |DB| = |CE| : |[EB| =3 : 4.

Duzine AE i CD sijeku se u tocki P. Vektor AP izrazite kao linearnu kombinaciju vektora
—  —
ABiAC.

RjeSenje:

Slika 1.16: trokut ABC

—>—>
BC

—_ — = e e e e S
Imamo AE = AD+DE, pri¢emu je AD = :AB1 DE = DB+BE = 3(AB+
Vektori AE i AP su kolinearni pa postoji skalar @ € R takav da je

) = 4AC.

B

— — 3— 4—
AP = aAE = a/(aAB+ §AC),

odnosno

—

aAC

— 3 —
AP:? AB +

< &~

Izrazimo Vektor APna drugl nacin. Vrl_]edl AP = AC+CP P, pri ¢emu je CP = ﬁC D za neki
skalar g e R i CD=AD-AC = ;AB ~AC. UvrStavanjem dobijemo

AP =AC+pB|=zAB-AC

P ACp 78R
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odnosno
—>

3 — —
AP = 5,8AB + (1 -pBAC.
Kako su vektori AB i AC linearno nezavisni, slijedi

a =

4 1-p
—a=1-8.
7

s A . 7 - 4 3 —_— 4 —_—
RjeSenje sustavaje @ = B = T Konacno, AP = HAB + HAC.

Primjer 1.4.4. (Driavno natjecanje 2022., 3. razred srednje Skole) Zadani su vektori
H
R=m+30, V=Tm-5a, W=m—-4ni7 :m—Zﬁ,pricvemusum,T{ + 0. Ako

su vektori i iV te W i Z okomiti, odredite kut izmedu vektoram i 1.
Rjesenje: 1z okomitosti vektora 77 i v slijedi
0="7u-V=mm+310)-(Tm-5n) =7Tm|+ 16m -7 — 15[7|%,
odnosno

s 15[AP - TmP
m-n=———"™/™—.

T (*)

Iz okomitosti vektora w iz slijedi
0=Ww-Z=m-410)-(Tm - 27) = 7m|* - 30m - 7 + 8[7 )%,
odnosno

— — 8[HP+7mi
=Ty

Izjednacavanjem jednakosti (*) 1 (xx) slijedi

30 - (15[72* - 7[mil*) = 16 - (87 * + T[mi[).

()

Sredivanjem izraza dobije se [m| = [77]. Uvritavanjem u jednakost (+) dobijemo
1
e = §m|2,

odakle iz definicije skalarnog produkta slijedi da je cos 2(m, 77) = %, odnosno /(m, 7)) =
60°.
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Primjer 1.4.5. (Zupanijsko natjecanje 2013., 4. razred srednje skole) Vektori d = 2m + 1

i b = m — n odreduju paralelogram. Pri tome su m i 1 jedini¢ni vektori, a mjera kuta
kojeg mi i T zatvaraju iznosi 5. Odredite povrsinu paralelograma odredenog vektorima a

q
ib.
RjeSenje: Povrsina paralelograma odredenog vektorima @ i—b) je P = absina, gdje
H
jea=1[al,b=[blia= /3, b) Nadalje imamo, > = [P = 1,7 = [P = 1i
T = |ﬁ1’| . |71)| cos 3 = % Koristeci definiciju skalarnog produkta dobivamo
[@F=a*=Qm+7n) =dm* +4m - "+ 1> =4+2+1=7,

BP=D2=-RY = -2 - R+2=1-1+1=1,

1 1
7.?:<zm+—n>)m_7>:mz_m.—n>_72:2_5_1: >
odakle slijedi
2D ! |

CosSa =

@5 V-1 2V7
1

sina = V1 —cos?a = w/l——zﬂ,
28 247

3 _ 33
==

2

odnosno P = absina = V7-1- ;

S






Poglavlje 2

Koordinatna metoda

2.1 Uvod u koordinatnu metodu

U ovom poglavlju definirat éemo koordinatnu metodu i opisati njezinu primjenu u dokazi-
vanju geometrijskih tvrdnji te navesti Cinjenice iz analitiCke geometrije ravnine koje su nam
potrebne za rjeSavanje zadataka. Opisat ¢emo primjene koordinatne metode u planimetriji.
U koordinatnoj metodi glavno je pitanje kako Sto povoljnije postaviti koordinatni sustav.
Naime, primjenom koordinatne metode Zelimo posti¢i da odredene tocke geometrijskog
lika dobiju Sto jednostavnije koordinate, Sto se povoljno odrazava na jednadZbe pravaca,
jednostavnije izraCunavanje traZene veli¢ine npr. povrSine ili brze opravdavanje tvrdnje
zadatka. Postupak koordinatne metode glasi: za ishodiSte O koordinatnog sustava odabe-
remo neku izraZenu toCku lika (vrh, poloviste stranice, poloviste lika, teZiSte lika, teZiSnicu,
dijagonalu, promjer, tetivu, simetralu stranice, simetralu kuta, tangentu, os simetrije). Za
barem jednu koordinatnu os odaberemo pravac na kojem lezi neki istaknuti element lika
(stranica, visina, teziSnica, dijagonala, promjer, tetiva, simetrala stranice, simetrala kuta,
tangenta, os simetrije) [S].

Prilikom rjeSavanja zadataka iz analiticke geometrije ravnine trebat ¢e nam sljedece
Cinjenice [4]:

1. Udaljenost d toc¢aka T i T, jednaka je

d(T\,Tp) = T\ Tal = (x1 = x> + (11 = y2)%,
gdje su (x1,y1) 1 (x2, y2) koordinate tocaka T i1 7.
2. Ako tocka C dijeli duzinu AB u omjeru A, tj. ako je |AC| = A|CB|, onda su koordinate
tocke C dane s

X + /IXQ y1 + /lyg

1+2 YT

29
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. Ako je to¢ka C poloviste duzine AB, tada su koordinate totke C dane s

R B TR
2 YT
. Koordinate tezista T'(x, y) trokuta ABC, A(xy,y1), B(x2,y2), C(x3,y3) iznose
_Mtrntx _YitY2tYys
3 Y 3

. Eksplicitni oblik jednadZbe pravca je dan s

y=kx+L

. Implicitni oblik jednadZbe pravca je dan s

Ax+By+C=0, A*+B*%#0

. Jednadzba pravca koeficijenta k koji prolazi tockama A;(x;,y;) je dana s

y=yi = k(x—xp).

. Jednadzba pravca koji prolazi tockama A(xy, y1), B(x2,y») je dana s

Y2 =W
y=—»i=
X2 — X

(x = x1).

. Uvjet okomitosti pravaca p; = kyx+[;1 p, = kpx+ [ je dan s

kik, = —1.

Udaljenost d to¢ke T'(x;,y;) od pravca Ax + By + C = 0 jednaka je
_ |A.X'1 +By1 + Cl
VA2 ¥ B

Jednadzba kruZznice sredista S (xg, yo) 1 polumjera r je

d

(x—x0)> +(y—y0) =r.
Povrsina trokuta s vchovima A(xy, y1), B(x2, y2), C(x3,y3) je dana s
P= 210 =y + 00 =30 + 501~ )l
Povrs$ina Cetverokuta s vrhovima A(xy, y), B(x2, y2), C(x3,y3), D(x4, y4) jednaka je

1
P = > lx1(v2 = ya) + x2(y3 = y1) + x3(y4 — y2) + xa(y1 — y3)I.
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2.2 Primjeri

U ovom poglavlju rijeSit ¢emo nekoliko primjera koriste¢i koordinatnu metodu. Sljedeci
primjeri preuzeti su iz [5].

Primjer 2.2.1. Dokazimo da su dijagonale AC i BD romba ABCD medusobno okomite.

RjeSenje:

Slika 2.1: Dijagonale romba

Neka je a duljina stranice romba ABCD, a koordinatni sustav postavimo ovako: vrh A
neka je ishodiSte O, pravac AB neka je koordinatna os x, a pravac tockom A okomit na x
neka je koordinatna os y. U tom koordinatnom sustavu poznate su koordinate vrhova A 1
B, a nepoznate su koordinate vrhova C i D. Oznacit ¢emo koordinate vrhova

A(0,0), B(a,0), C(m,n), D(m — a,n)
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D(m-a,n) C(m,n)

A B(a,0)

Slika 2.2: Romb

Koriste¢i jednadzbu pravca kroz dvije tocke dobijemo da su jednadZbe pravaca AC 1
BD na kojima leZe dijagonale romba

n n

= —2X, =
Y m Y m-—2a

(x—a)

iz Cega slijedi da su koeficijenti smjerova tih pravaca

n n
kAC = kBD =
m

m-2a

S druge strane vrijedi jednakost |AB| = |BC|, odnosno u analitickom smislu vrijedi jedna-
kost

a= \(m-a)?+n3

Jednakost se nakon kvadriranja i pojednostavljivanja moze zapisati u obliku

"o,

m—2a

3=

To je upravo uvjet okomitosti pravaca AC i BD, a to zna¢i i dijagonala AC i BD romba
ABCD.
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Primjer 2.2.2. Na stranicama BC, CA i AB jednakostrani¢nog trokuta ABC dane su tocke
Ay, By, Cy takve da je
1
1BAI| = |CBi| = |AC| = 3|AB|.

U kojem su odnosu povrsina trokuta ABC i povrsina trokuta KLM, sto ga odreduju pravci
AA,, BB, CC,.

RjeSenje:

Slika 2.3: Trokut ABC

Koordinatni sustav postavimo da je vrh A ishodiste, a stranica AB na x osi koordinatnog

sustava i neka je |AB| = 1. Sa slike se lako vidi da su koordinate vrhova A, B i C i djeliSnih
totaka A1, By i C1: A(0,0), B(1,0)i C(, L), 4,2, B), Bi(L, ), C1(4,0). Jednadzbe pra-
vaca AA,, BB, CC,; su nam potrebne za odredivanje koordinata vrhova K, L, M:

V3 V3

1
— % BBi.y=-—(x-1, CCi..y=-3 V3(x - 3

Odredivanjem sjeciSta parova pravaca dobivamo

NECNER

AA] LY =

Koriste¢i formulu za povrSinu trokuta s vrhovima K, L, M nalazimo

1
P(KLM) = §|x1 (y2 = y3) + x2(y3 = y1) + x3(y1 — y2)I

_V3_L 31 Lo,
28 7 4 7
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Sljedeci primjeri preuzeti su iz [4].

Primjer 2.2.3. DokaZite da je zbroj kvadrata udaljenosti proizvoljne tocke kruZnice od
vrhova jednakostranicnog trokuta upisanog u tu kruZnicu konstantna velicina.

RjesSenje:

Slika 2.4: Jednakostranic¢an trokut upisan u kruznicu

Koordinatni sustav postavimo tako da mu je ishodiste u sredistu kruZnice k polumjera R,
ananegativnom dijelu x-osi lezi vrh C jednakostrani¢nog trokuta ABC upisanog u kruZnicu
k. TeziSte dijeli teziSnicu u omjeru 2:1 gledajuci od vrha trokuta. Kako je |CO| = R,
zaklju¢ujemo da je koordinata x tofaka A i B jednaka £. Znamo |OB| = R paje R* - (§)* =

%Rz, odnosno y koordinata tocke B je RT\E. Dakle vrhovi trokuta ABC imaju koordinate

R R\3 R R\3
A(E"T]’ B(a’ T] CR,0).

Za proizvoljnu to¢ku T na kruznici koja ima koordinate (x, y) vrijedi

)c2+y2 = R%.
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Koriste¢i formulu za udaljenost dviju to¢aka dobivamo

R\2 RV3
TAZ:( ——) —
|TA| X > +(y+ 5

:x2+y2—Rx+R\/§y+R2,

R)er(y_R_‘/§ 2

TB2:(——
|T B X=3 >

:x2+y2—Rx—R\/§y+R2,
ITCI> = (x+ R)* +y*
=x*+y*+2Rx + R

Zbrajanjem tih jednakosti dobivamo

ITAPR +|TBP +|TCP = 3(:x* + ) + 3R = 3R? + 3R% = 6R™.

Primjer 2.2.4. Dan je jednakostranican trokut ABC. Odredite skup svih tocaka T ravnine
za koje vrijedi

ITAP + |TBI> = |TC).

RjeSenje:
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Slika 2.5: Jednakostrani¢an trokut ABC

Koordinatni sustav postavimo tako da je poloviste osnovice AB ishodiste koordinatnog
sustava, a stranica AB na x-osi. Neka je a duljina stranice trokuta. Tada su koordinate
vrhova
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Neka toc¢ka T koja zadovoljava dani uvjet ima koordinate (x, y). Tada imamo

a\2
ITAP? = (x+—) +y?
2
2
:x2+ax+az+y2,

2
ITB = (x - C—l) +y°

2
2
2 a 2
=x’—ax+—+y,
Xo—ax+ oy
2
|TC|2:x2+(y—¥)

32
:x2+y2—a\/§y+%

paizuvjeta |TA]*> + |TB*> = |TCJ? slijedi

2
2 [ a\/§) 2
X+y+T =a.

Trazeni skup toCaka je kruznica sa srediStem u S (O, —%ﬁ), polumjera a.

Primjer 2.2.5. Neka su duZine AB i CD osnovice trapeza ABCD i neka je tocka M po-

loviste kraka AD. DokaZite da je povrsina trokuta MBC jednaka polovini povrsine trapeza
ABCD.

RjeSenje:
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Slika 2.6: Trapez ABCD

Po_stavimo koordinatni sustav tako da je vrh A ishodiSte koordinatnog sustava, a osno-
vica AB na x-osi. Tada je

1 1
A(O’ O)’ B(-XB, 0)’ C(XC, )’C), D(-xD’ YC), M (EXD’ E)’C) .

Koriste¢i formulu za povrSinu Cetverokuta s vrhovima A, B, C, D i formulu za povrSinu
trokuta s vrhovima M, B, C dobivamo

1
PABCD) = 51000 = yc) + xa(yc = 0) + xc(yc = 0) + xp(0 = yo)l

= =|xpyc + xcyc — xpycl-

2
11 1 1
P(MBC) = > 5xD(o —yo) + xg|ye — Y|+ xe|5ye - 0
1
=3 EleYC + Xcyc — Xpycl-

Stoga je P(MBC) = 1P(ABCD).

Primjer 2.2.6. Polovista dviju susjednih stranica kvadrata i vrh kvadrata koji ne leZi na
. . . .. . .. . 2
tim stranicama su vrhovi trokuta. DokaZite da je povrsina tako dobivenog trokuta %, gdje

je a duljina stranice kvadrata.

RjesSenje:
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Slika 2.7: Kvadrat ABCD

Neka su u pravokutnom koordinatnom sustavu tocke A(0, 0), B(a,0), C(a,a) 1 D(0,a)
vrhovi kvadrata 1 neka su E 1 F redom polovista stranica BC 1 AB tog kvadrata. Kako je
E(a,%)1F(5,0), to je

1
P(EDF) = 3 |ata-0)+0(0-5)+ % (% - q)
_1 3@ 3@
2 4 87

Primjer 2.2.7. U kvadrat ABCD upisana je kruZnica. DokaZite da zbroj kvadrata udalje-
nosti tocke kruznice od vrhova kvadrata ne ovisi o izboru tocke na kruZnici.

RjeSenje: Koordinatni sustav postavimo tako da je srediste kvadrata ABCD u ishodistu
koordinatnog sustava, neka je stranica kvadrata duljine a i neka su stranice AB i CD para-
lelne s x osi. Tada su koordinate to¢aka A, B, C, D redom

(5l hela Phol 9
22 22 2°2 2°2

1 jednadzba kruZnice je
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Za proizvoljnu to¢ku 7T'(x, y) kruZnice imamo

R O I (e R (R R
ITAP +|TBP + |TCP +|TD ((x+2)+y+2 H(x=5) +(r+5
a\? a\? a\? a\?
(e o (-5l 5+ 6-5))
a2
:4x2+4y2+8-z:4(x2+y2)+2a2

2
:4-%+2a2:3a2.

2.3 Zadaci s natjecanja

U ovom potpoglavlju ¢emo vidjeti kako se koordinatna metoda moZe primijeniti u zada-
cima s natjecanja [3]. U jednom od zadataka ¢emo smjestiti pravokutnik u koordinatni
sustav tako da mu je jedan vrh u ishodiStu, a stranice leZe na x osi i y osi, kako bi do-
bili povoljnije jednadzbe pravaca i pokazali okomitost dvaju pravaca. U drugom zadatku
¢emo kvadrat smjestiti na isti nacin u koordinatni sustav, kako bi odredili traZzenu veli¢inu,
duljinu stranice kvadrata. Jednakostrani¢ni trokut ¢emo smjestiti tako da mu je teZiSte u
ishodistu, a vrh lezi na x osi.

Primjer 2.3.1. (Zupanijsko natjecanje, 1 999., 8. razred) U pravokutniku ABCD tocka E je
noziste okomice iz vrha B na dijagonalu AC. Ako je tocka M poloviste duZine AE, a tocka
N poloviste stranice CD, dokaZite da je /BMN = 90°.

y
D N c

I

RjeSenje:

L
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Neka je A(0,0), B(a, 0), C(a, b), D(0, b). Tada je N(5, b) pa koristeci jednadZbu pravca kroz
dvije tocke dobivamo

b b
ACy—O ()C 0) —X:>kAc——
a
BE L AC =k _1 ¢ BE . v
= = — = —X =
B e b YT
a’ a*b a a*b
E=BENAC = E , =>M , ,
at + b’ a’ + b? 2(a% + b?)’ 2(a* + b?)
a® + 2b? —ab
kyn = b MgzmﬁkMN'kMB:—lﬁMNlMB

Primjer 2.3.2. (DrZavno natjecanje, 2023., 4. razred srednje skole) TeZistem jednakos-
tranicnog trokuta stranice a prolazi proizvoljni pravac. DokaZite da je zbroj kvadrata
udaljenosti vrhova trokuta do tog pravca konstantan, to jest ne ovisi o izboru pravca.

RjeSenje: Postavimo koordinatni sustav tako da je teziste jednakostrani¢nog trokuta
u ishodiStu koordinatnog sustava, a na pozitivnom dijelu osi x lezi vrh A. Teziste dijeli
teZiSnicu u omjeru 2:1 gledajuci od vrha trokuta, visina jednakostrani¢nog trokuta jednaka

je i paje |0A| “‘f , odnosno koordinate tocke A su A(“‘f 0). Koordinate tocaka B i
C su B( c ) 1 C( “‘f ) Kroz ishodiSte povucimo proizvoljni pravac kao na slici.

Jednadzba tog pravca Je y = kx, tj. kx —y = 0. Primjenom formule za udaljenost tocke
od pravca dobivamo da je trazeni zbroj kvadrata udaljenosti vrhova trokuta od pravca p
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jednak

NSTES]
NSTIN]

a3 a3 \? a3\
g k-45= |- —k- %= . —k- %=
VK2 + 1 VK2 +1 K+ 1
Sredivanjem ovog izraza dobivamo

1722 L Llp2.2 L@
3ka +2 12ka +2 4

d =
K +1
1
_ Eaz-(k2+1)
K +1
1
:Eaz.

Provjerimo tvrdnju iz zadatka i u slucaju da teziStem prolazi pravac x = 0. U tom slucaju
vrijedi

d= a\/§2+ a\/§2+ a\/§2
103 6 6
_12c12+3az+3a2

B 36

1

:Eaz

pa tvrdnja vrijedi za sve pravce koji prolaze teziStem trokuta.

Primjer 2.3.3. (DrZavno natjecanje, 2022., 3. razred srednje skole) U ravnini kvadrata
ABCD, ali izvan njega, nalazi se tocka P. Ako je |PA| = V5, |PB| = V26 i |PD| = V20,
odredi duljinu stranice kvadrata.

Y
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RjeSenje: Postavimo koordinatni sustav tako da su vrhovi kvadrata A(0, 0), B(a, 0), C(a, a)
1 D(0,a) i neka je P(—x,—y). Primjenom formule za udaljenost dviju tocaka iz uvjeta
zadatka slijedi

X+ =5,
X+ (y+a)? =20,
(x + a)* + y* = 26.

Prvu jednakost oduzmemo od druge i trece pa dobivamo

a’ + 2ay = 15,
a’ + 2ax = 21,
a njihovim oduzimanjem 6 + 2ay = 2ax. Ukoliko posljednju jednadzbu skratimo s 2 1

kvadriramo, dobivamo

9 + 6ay + a*y* = a*x* = a*(5 — y*) = 5a* — a>*.

U zadnju jednadZbu uvrstimo jednakost a®> = 15 — 2ay. Uz supstituciju ¢ = ay dobivamo
9+6r+1=515-20)-1 = +8/-33=0,

CijasurjeSenjar=3ifr=—11. Zat = ay = —11 iz a®> + 2ay = 15 dobivamo a = V37. Iz
jednadzbi a® + 2ay = 15 i a® + 2ax = 21 slijedi

U ovom slucaju to¢ka P nalazi se unutar kvadrata ABCD, Sto je kontradikciji s tim da se
toCka P nalazi izvan kvadrata. U sluCaju t = ay = 3 analogno dobivamo a = 3, x = 2
1y = 1. Direktnom provjerom vidimo da ova konfiguracija zadovoljava uvjete zadatka.
Dakle, duljina stranice kvadrata je jednaka 3.

Primjer 2.3.4. (Drzavno natjecanje, 2020., 3. razred srednje Skole) U kvadrat ABCD
upisana je kruZnica k. Iz tocke T koja pripada kruZnici k dijagonala AC vidi se pod kutom
a, a dijagonala BD pod kutom . DokaZite da je tg> a + tg> 8 = 8.

RjeSenje: Neka je polumjer kruznice k jednak r i neka je ishodiste koordinatnog sus-
tava O njezino srediSte. Koordinate vrhova kvadrata su

A(=r,-r), B(r,—r), C(r,r), D(-r, 1),
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akoordinate tocke T su (x, y). Udaljenost tocke T od sredista jednaka je r, dakle /x> + y> =
rpaje x* +y* = r?. Kut « je kut izmedu pravaca AT i CT, a kut 8 kut izmedu pravaca BT
i DT. Koriste¢i formulu za kut izmedu dva pravca dobivamo

toq = ker — kar
8 1 + kcrkar’
tgf = kpr — kpr
g 1+kDTkBT.
Nadalje je
toq = ker — kar
& I + kerkar
r—y -—-r-—y
_ r—-x -r—-x
B 1+r—y.—r—y

r—-x —-r-—x
r—=yr+x—r+yr—x

r—xr+x+r—yr+y
2rx — 2ry
22— x2 -2

2rx=2ry  2(x-y)

Iz x> + y* = r? slijedi tga = . Nadalje je

2r2 — x2 _y2

r—y -r—y
tgf = — 5
1+ Y Y
-r—x r—x
r—yr—x-—-r+yr+x

—Fr—=Xr—X+r—y—r—y
—2rx —2ry

2

2(x+y)

r
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Sada imamo

4(x - y)* L Aot y)?

2 2
tgta+tg"p = 2 2

4
= —2(362—2xy+y2 + 1%+ 2xy + %)
;

Primjer 2.3.5. (DrZavno natjecanje, 2015., 3. razred srednje Skole) Nad stranicama
pravokutnog trokuta kojemu su a, b duljine kateta, konstruirani su prema van kvadrati.
Izracunajte (u ovisnosti o a i b) povrsinu trokuta kojemu su vrhovi u sredistima konstruira-
nih kvadrata.

RjesSenje:

Prvo primijetimo da su trokuti ATA; i BCA sukladni. Naime, |[AB| = |AA,|, ZA\|AT =
(ABC i LATA, = /BCA. Tada je PP, srednjica trapeza CTA B i vrijedi |PP,| = %.
Postavimo koordinatni sustav tako da je ishodiste koordinatnog sustava u vrhu C, vrh A na
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osi x, a vrh B na osi y. Za koordinate vrhova vrijedi

a a b b a+b a+b
M(-35) N(a"a)’ P( 2 2 )

Koriste¢i formulu za povrSinu trokuta s vrhovima M, N, P dobivamo

P_l bla a+b+—a a+b+b+a+b a b
2 2\2 2 2\ 2 2 2 2 2

1
:gwmf+#+mw

(a +b)?
R
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Sazetak

U ovom diplomskom radu pokazali smo da vektorske i koordinatne metode mogu biti vrlo
korisni alati u dokazivanju geometrijskih tvrdnji i zadataka s matematickih natjecanja. U
prvom poglavlju su obradeni zadaci koji se rjeSavaju koriste¢i osnovna svojstva vektora te
skalarni 1 vektorski produkt vektora. U drugom poglavlju bavili smo se problemima koji
se rjeSavaju koordinatnom metodom.






Summary

In this thesis, we have shown that vector and coordinate methods can be very useful tools
in proving geometric statements and problems from mathematical competitions. In the first
chapter, problems are solved using the basic properties of vectors and also the scalar and
vector product of vectors. In the second chapter, we dealt with problems that are solved
using the coordinate method.
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