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1 Uvod

Cayleyeva formula jedan je od osnovnih rezultata u teoriji grafova. Pripisuje
se Arthuru Cayleyu koji ju je objavio 1889. nadovezavsi se na Borchardtov
rad iz 1860. Od tada je predmet proucavanja brojnih matematicara koji su
je dokazali na joS nebrojeno nacina.

Tako se svaki matematicki problem moze rijesiti na vise nacina, Cayleyeva
formula posebna je po tome $to su njeni dokazi zaista zadivljujuce brojni i
raznoliki. Zbog toga je nastao ovaj rad u kojem su obradeni odabrani dokazi
- oni koji se isti¢u po svojoj poznatosti, slikovitosti, jedinstvenosti, ili nekom
drugom, mozda subjektivnom kriteriju.

Prvo, uvodno poglavlje ovog rada daje pregled osnova teorije grafova.
Iskazana je Cayleyeva formula te je objasnjena njena pozadina i zanimljiva
povijest uz kratko izlaganje Cayleyevog originalnog dokaza.

U drugom poglavlju izlazemo tri bijektivna dokaza: dokaz pomocu Priife-
rovih kodova, dokaz Joyalovom bijekcijom i dokaz pomoc¢u funkcija parkira-
nja. Dokaz pomoc¢u Priiferovih kodova mozda je najpoznatiji dokaz Cayleyeve
formule, a temelji se na uspostavljanju bijekcije izmedu stabala i pripadnih
Priiferovih kodova koristeéi jednostavne algoritme. Joyal uvodi pojam grafa
kraljeznjaka, stabla s dva istaknuta vrha, te definira bijekciju grafova kra-
ljeznjaka i endofunkcija odakle Cayleyeva formula lako slijedi. Funkcije par-
kiranja, originalno koristene u racunarstvu, imaju prirodnu korespondenciju
sa stablima pa prebrojavanjem funkcija parkiranja dolazimo do Cayleyeve
formule.

U tre¢em poglavlju nastavljamo s dva dokaza koji se temelje na mate-
matickoj indukciji: dokaz formulom ukljucivanja-iskljuc¢ivanja te Riordanov
i Rényijev dokaz. Formula ukljucivanja-iskljucivanja dobro je poznat alat u
kombinatorici, a jednom kad uo¢imo poveznicu s prebrojavanjem odredenih
surjekcija ona svoju primjenu nalazi i u ovom problemu. Ideje Riordana i
Rényija daju dokaz Cayleyeve formule za Sume na nac¢in da uoc¢imo rekur-
zivnu relaciju medu Sumama koja nam omogucuje primjenu matematicke
indukcije. Cayleyeva formula tada slijedi kao poseban slucaj.

Nadalje, u cetvrtom poglavlju iznosimo tri dokaza dvostrukim prebrojava-
njem: Pitmanov dokaz preko usmjerenih stabala, dokaz dvostrukim prebro-
javanjem razapinjuc¢ih stabala i Clarkeov dokaz pomocu prespajanja. Pitman
u svom dokazu na dva jednostavna nacina prebrojava redoslijede dodavanja
bridova u usmjerena korijenska stabla. Dokaz prebrojavanjem razapinju¢ih
stabala grafa koji sadrze zadanu Sumu kao poseban slucaj daje Cayleyevu
formulu. Clarkeov dokaz temelji se na definiranju pojma prespajanja stabala
koji pomaze u uspostavljanju veze medu stablima koja se jedno iz drugog
mogu dobiti izmjenom jednog brida.



Peto poglavlje posvec¢eno je Polyinom dokazu pomocu funkcija izvodnica
i Lagrangeove formule inverzije. Najprije dajemo kratak uvod u funkcije iz-
vodnice i iskaz Lagrangeove formule inverzije. Dokaz slijedi uocavanjem veze
medu korijenskim stablima i korijenskim Sumama te odredivanja koeficije-
nata eksponencijalne funkcije izvodnice za broj korijenskih stabala.

U sSestom poglavlju definiramo Laplacijan grafa te koriste¢i Binet-Cau-
chyjev teorem dokazujemo Kirchhoffov teorem, poznat i kao matri¢ni teorem
o stablima. Cayleyeva formula slijedi kao jednostavan korolar tog teorema.

Za kraj, u posljednjem poglavlju izlazemo vjerojatnosni dokaz preko Po-
issonovog procesa grananja. Najprije definiramo jednostavan proces grananja
i nacine oznacavanja stabla. Zatim racunamo vjerojatnost da Poissonovim
procesom grananja dobijemo zadano stablo, Sto kao posljedicu daje upravo
Cayleyevu formulu.

Htjela bih zahvaliti svojoj obitelji, prijateljima i svima koji su vjerovali u
mene. Hvala Borni Simiéu na upotpunjavanju ove kolekcije dokaza ustupa-
njem dokaza u odjeljku 5.2. Posebno zahvaljujem svom mentoru prof. dr. sc.
Vedranu Kréadincu na izvrsnom vodstvu i velikom trudu kako bi ovaj rad
bio sto bolji.



2 Cayleyeva formula

Najprije uvedimo osnovne pojmove iz teorije grafova te uz nekoliko primjera
iskazimo Cayleyevu formulu koju ¢emo u ostatku rada proucavati.

Definicija 2.1. Graf je ureden par G = (V, E), pri ¢emu je V neprazan
konacan skup vrhova, a E je skup dvoclanih podskupova od V' koje zovemo
bridovima.

Za vrhove z,y € V kazemo da su susjedni ako su povezani bridom e =
{z,y} € E. Pisemo z ~ y ako je {z,y} € E, a u suprotnom pisemo x % y.
Kazemo da je vrh x incidentan s bridom e ako je x € e. Nadalje, stupanj
vrha x jest broj bridova koji su incidentni s vrhom x te ga oznac¢avamo d(z).
Izolirani vrh je vrh stupnja nula, a list je vrh stupnja jedan. Za graf sa
samo jednim vrhom kazemo da je trivijalan. Ako su svi vrhovi istog stupnja,
kazemo da je graf regularan. Ako je svaki par vrhova brid, kazemo da se
radi o potpunom grafu. Potpuni graf s n vrhova oznacavamo s K,. Graf s n
vrhova bez bridova nazivamo nulgrafom i oznacavamo s N,,.

Ako dopustimo usmjerene bridove, tj. bridove koji imaju orijentaciju od
jednog vrha prema drugome, reprezentiramo ih uredenim parom (z,y) gdje
je x pocetni, a y krajngi vrh tog brida. Usmjereni graf je graf kojem su svi
bridovi usmjereni.

Podgraf grafa G = (V, E) je graf kojem su skup vrhova i skup bridova
podskupovi od redom V' i E. Razapinjuci podgraf je podgraf oblika G’ =

(V, E").
Za niz vrhova (vg,v1,...,v;) kazemo da je Setnja duljine k ako su v;_;
i v; susjedni za svaki ¢« = 1,..., k. Duljina Setnje je broj bridova u nizu.

Put je Setnja kojoj su vrhovi i bridovi medusobno razliciti, osim mozda vg
i v,. Ako je vy = vy, kazemo da je put zatvoren i nazivamo ga ciklusom u
grafu G. Graf G = (V, E) je povezan ako za svaka dva vrha x,y € V postoji
Setnja koja zapocinje u vrhu x i zavrsava u vrhu y. Komponenta povezanosti
grafa je podgraf u kojem su svaka dva vrha povezana nekim putem i koji nije
povezan s preostalim vrhovima u grafu.

Definicija 2.2. Stablo je graf koji je povezan i nema ciklusa.

Razapinjucée stablo grafa je razapinjuci podgraf koji je ujedno i stablo.
Korijensko stablo je stablo s jednim istaknutim vrhom koji nazivamo korije-
nom. Suma je graf kojem su komponente povezanosti stabla.

Lema 2.3. Stablo s n > 2 vrhova ima bar dva lista.



Dokaz. Neka je P = (vy,...,v,) najduzi put u stablu. (Ako postoji vise
najduzih, odaberemo jedan od njih.) Tvrdimo da su v; i v, listovi. Pretpos-
tavimo da v nije list, tj. da uz v, ima bar jos jedan susjedan vrh w. On se ne
pojavljuje u P jer bi inace postojao ciklus. Dakle, postoji P’ = (w, vy, ..., v,)
koji je duzi od P, sto je kontradikcija. O

Propozicija 2.4. Povezan graf s n vrhova ima tocno n — 1 bridova ako i
samo ako je stablo.

Dokaz. Dokazat ¢emo matematickom indukcijom da stablo s n vrhova ima
n — 1 brid. Za n = 1 ocito imamo nula bridova. Pretpostavimo da tvrdnja
vrijedi za neki k, tj. da stablo s k vrhova ima tocno k — 1 brid. Neka je
v list u stablu S s k£ 4+ 1 vrhova koji postoji zbog leme 2.3. Stablo S bez
vrha v je povezan graf jer je v bio list. Takoder, ne sadrzi cikluse jer ih nije
sadrzavao ni S. Dakle, S bez v je stablo, pa po pretpostavci indukcije ima
k — 1 bridova. Slijedi da S ima k bridova.

Obratno, neka je GG povezan graf s n vrhova i n—1 bridom. Pretpostavimo
da G nije stablo, tj. da ima ¢ ciklusa, ¢ > 1. Uklonimo sve cikluse tako da
uklonimo ¢ bridova, po jedan iz svakog od ciklusa. Dobiveni graf je povezan
jer uklanjanjem brida {v;,ve} iz ciklusa, v; i vy i dalje su povezani preko
preostalih vrhova iz ciklusa. Dakle, dobili smo povezan graf koji nema cikluse,
tj. stablo, s n vrhova i n — 1 — ¢ bridova. Ve¢ smo dokazali da stablo s n
vrhova ima n — 1 brid. Kako jen—1—c¢ <n—1, dosli smo do kontradikcije.
Dakle, GG je stablo. O]

Propozicija 2.5. Graf je stablo ako © samo ako za svaka dva vrha x 1y
postoji jedinstveni put od x do y.

Dokaz. Pretpostavimo da u stablu postoje vrhovi x i y takvi da od x do y

postoje dva razlicita puta Py = (z,vy,...,0,,y) 1 Po = (x,wq,..., 00, Y).
Tada bi postojao ciklus (z,vy, ..., Vs, Y, W, ..., wy, x) u stablu, sto je kon-
tradikcija.

Pretpostavimo da u grafu G za svaka dva vrha postoji jedinstveni put
izmedu njih. O¢ito je G povezan, pa jos treba samo pokazati da nema cikluse.
Pretpostavimo da u G postoji ciklus i oznac¢imo vrhove u tom ciklusu redom
S U1, ..., Uy. Tada npr. izmedu vrhova vy i vy postoje dva puta: P, = (v, v9)
i Py = (v1,Vm, Um—1,--.,02), Sto je kontradikcija.

m

Grafovi G; = (V4, Ey) i Gy = (Va, E3) su izomorfni ako postoji bijekcija
0: Vi — Vs takva da je B> = 0(E)) = {{0(x),0(y)} | {z,y} € E}. Izomorfni
grafovi mozda izgledaju razli¢ito, ali smatramo ih “jednakima”, tj. izomor-

fnima jer medu njima postoji bijekcija koja ¢uva bridove - svaki od vrhova
zadrzava iste susjede. Primjerice, sljedeca tri grafa su izomorfna:

4
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U nastavku ¢emo za skup vrhova koristiti skup prvih n prirodnih brojeva
{1,2,...,n}. Odredimo broj stabala i broj klasa izomorfizma na manjim
primjerima, konkretno za n = 1,2,3,4. Kao u gornjem primjeru za grafove
op¢enito, broj klasa izomorfizma ¢e, naravno, biti manji ili jednak broju
stabala.

Promotrimo najprije slucaj n = 1. Tada ocito postoji samo jedno stablo,
i to trivijalno, pa je jasno da postoji i samo jedna klasa izomorfizma. Isto
vrijedi i za n = 2.

@ O—0

Stvari postaju mrvicu kompliciranije za n = 3. IspiSimo sva stabla:

100 OB OO

Stabala ima tri, no sva tri su medusobno izomorfna. Primjerice, bijek-
cija 6 iz definicije izomorfizma koja slika bridove lijevog stabla u sredisnje
stablo glasi (1) = 2, 0(2) = 1, 6(3) = 3. Dakle, postoji samo jedna klasa
izomorfizma.

Za kraj, proucimo Sto se dogada za n = 4. Tu imamo nesto vise stabala,
njih 16, sto nam daje naslutiti da broj stabala brzo raste u ovisnosti o n:

O O OB ORORNE) @ ©® O

O—E—©——0

O O @ O O
® @ O @ O
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No, samo su dvije klase izomorfizma. Svi su grafovi u prvom retku iz
omorfni. Primjerice, bijekcija prvog i drugog grafa slijeva bila bi (1) = 1,
6(2) =2, 0(3) =4, 6(4) = 3. Isto vrijedi za sve grafove u drugom retku, a
moguca bijekcija npr. prvog i drugog grafa slijeva bila bi 0(1) = 2, 6(2) =1,
6(3) = 3160(4) = 4. Da ne postoji bijekcija izmedu ove dvije klase lako se
vidi iz toga da ne mozemo ocuvati bridove koji izlaze iz vrha stupnja 3.

Prirodno se postavlja pitanje mozemo li dobiti broj stabala i broj klasa
izomorfizma u ovisnosti o broju vrhova n. Prebrojavanje stabala do na izo-
morfizam tezak je problem koji ne prouc¢avamo u ovom radu. No, problem
odredivanja broja razlicitih stabala s n vrhova ima relativno jednostavan
odgovor koji je danas poznat kao Cayleyeva formula.

Teorem 2.6 (Cayleyeva formula). Broj razli¢itih stabala s n vrhova je n™"~2.

Oznacimo broj razlicitih stabala s n vrhova s ¢,,. Cayleyeva formula tada
glasi t,, = n"2. Formulu je prvi dokazao Borchardt 1860. godine pomocéu
determinante u clanku [2], a slican rezultat bio je poznat i Sylvestru nekoliko
godina ranije, takoder u kontekstu determinanti. Cayleyev dokaz objavljen
je 1889. u ¢lanku [4]. Tako je Cayleyev rezultat ekvivalentan Borchardtovom i
Cayley se referira na njega u svom radu, Cayley ga je prvi izrazio u kontekstu
teorije grafova, a njemu se pripisuje i da je prvi uveo pojam stabla. Od tada
se ovaj rezultat asocira s Cayleyem.

Kako bismo demonstrirali kako izgleda Cayleyev dokaz, nastavno na veé
obradene slucajeve n = 1,2, 3,4 prebrojimo stabla s 5 vrhova na nacin kako
je Cayley opisao u svom dokazu. Promotrimo sljede¢i polinom u 5 varijabli:

(a+b+c+d+e)’abede.

Razvoj ovog polinoma ima 5% = 125 monoma. Svaki od njih oblika je
a® B~ 59 ¢C gdje svaka od varijabli «, 3,7, d, ¢ odgovara toéno jednoj od
varijabli a, b, ¢, d, e, a o, 5',+, 9, (' su odgovarajuce potencije koje poprimaju
vrijednosti od 1 do 4. Zapravo je multiskup eksponenata svakog pojedinog
monoma jednak nekoj particiji broja 8 duljine 5: zbrojevi eksponenata u
monomima iz razvoja (a+b+c+d+e)? su po multinomnom teoremu jednaki
3, a zbog mnozenja s abcde rezultat je 8. U razvoju polinoma postoji (f) =5
monoma oblika a*3v¢ od kojih se svaki pojavljuje toéno jednom. Nadalje,
postoji 2 - (3) = 20 monoma oblika a?33v6¢ od kojih se svaki pojavljuje

triput, te (J) = 10 monoma oblika a?3%*y25¢ od kojih se svaki pojavljuje 6
puta:

By ...D puta,
(a+b+ctdte)abede = § +a2F2y6¢  ...60 puta, p = ukupno 125 monoma.

+a?(%26¢ ...60 puta



Postoje tri klase izomorfizma stabala s 5 vrhova. Cayley ih je pridruzio
gornjim trima oblicima tako da je skup potencija jednak skupu stupnjeva
vrhova. lako opéenito nije slucaj da su stabla s istim multiskupom stupnjeva
izomorfna, to vrijedi za n = 5 pa je pridruzivanje jednostavno:

04457(% 0425375( 04252’725C
P @

—DO—0O O—2—C O—20—0B—1—0O
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Primjerice, prvi graf slijeva ima jedan vrh stupnja 4 i ¢etiri vrha stupnja
1, pa odgovara obliku a?3vd¢. Zaista, postoji 5 stabala pridruZenih obliku
a*B~v6¢, ovisno koji vrh je stupnja 4. Nadalje, postoji (g) - 3! = 60 stabala
pridruzenih obliku o?3%726¢, jer prvo biramo dva lista povezana s vrhom
stupnja 3, a zatim poredamo preostala tri vrha. Konacno, postoji %' = 60
stabala pridruzenih obliku o?3%2926¢. Na taj nacin prebrojali smo 125 stabala,
s 5 vrhova.

Cayley je u svom dokazu gornji postupak proveo za n = 6. Polinom

(a+b+c+d+e+ f) abedef

ima 6* = 1296 monoma u razvoju. Zan = 6 jedan od oblika monoma generira,
grafove iz dviju razlic¢itih klasa izomorfizma pa prebrojavanje zahtijeva nesto

broj particija od 10 duljine 6 jednak 5.)

a® B¢ a?Py%6Cn 02 F2282Ch
P ®
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Konkretno, dvije klase izomorfizma u drugom retku reprezentirane su
istim oblikom monoma. Pazeci na to, slicno opisanom postupku za n = 5,
Cayley je prebrojao 1296 stabala. Tvrdio je da analogna bijekcija postoji
izmedu stabala s n vrhova i n" 2 monoma razvoja (z1 + ... + 2,)" 22y . . . Ty,
za sve n € N, no nije to dokazao. Proveo je dokaz samo za n = 6 i rekao da
se dokaz moze lagano poopciti.

[ako sam Cayley nije dao dokaz u opéem slucaju, Cayleyeva formula moze
se dokazati na brojne nacine koristec¢i alate iz kombinatorike i drugih grana
matematike. U sljede¢im poglavljima kre¢emo na putovanje kroz razna po-
druc¢ja matematike s jednim te istim ciljem: dokazivanje Cayleyeve formule.
Sagledat ¢emo ovaj problem s razlicitih tocaka gledista brojnih matematicara
kroz povijest. Odabrani dokazi bit ¢e sistemati¢no obradeni, a grupirani su
u poglavlja po klju¢nim idejama.



3 Bijektivni dokazi

Funkcija f : X — Y je bijekcija ako za svaki y € Y postoji toéno jedan
x € X takav da f(z) = y, tj. ako je f i injekcija i surjekcija. Bijektivni
dokazi su dokazi u kojima uspostavljamo bijekciju izmedu dvaju skupova.
Na taj nacin mozemo odrediti broj elemenata skupa od interesa: definiramo
bijekciju izmedu tog skupa i skupa ¢ije elemente znamo prebrojati. To je
jedan od najc¢esc¢ih nacina rjeSavanja problema prebrojavanja u kombinatorici
kada je tesko direktno prebrojati elemente skupa koji nas zanima (npr. skup
stabala s n vrhova), jer definiranjem prave bijekcije svodimo problem na
prebrojavanje puno jednostavnijeg skupa.

Inverzna funkcija funkcije f : X — Y je funkcija g : ¥ — X za koju
vrijedi fog =1idy i go f = idx. U bijektivnim dokazima cesto je korisna
sljedeca karakterizacija bijekcije pomoc¢u inverzne funkcije.

Teorem 3.1. Za funkciju f : X — Y postoji inverzna funkcija ako i samo
ako je f bijekcija.

Dokaz. Neka postoji inverzna funkcija g : Y — X od f. Tada za proizvoljni
y € Y postoji x = g(y) takav da je f(x) = f(g(y)) = v, pa je f surjekcija.
Neka su 1, xo € X. Vrijedi f(x1) = f(z2) = 9(f(z1)) = 9(f(22)) = 21 =
Zo, pa je f i injekcija.

Obratno, neka je f bijekcija. Definirajmo funkciju g : ¥ — X tako da
svakom y € Y pridruzimo jedinstveni x € X za koji vrijedi f(x) = y. Ona je
dobro definirana jer je f bijekcija. Vrijedi g(f(z)) = g(y) = z, za sve z € X,
te f(g9(y)) = f(z) =y, zasve y € Y. Dakle, g je inverzna funkcija od f. [

3.1 Pruferov dokaz

Priiferov kod (ili Priiferov niz), za prirodan broj n > 2, je uredena (n —
2)-torka brojeva iz skupa {1,...,n} (uz dozvoljena ponavljanja). Jasno je
da Priiferovih kodova duljine n — 2 ima n" 2. Zbog toga Cayleyevu formulu
mozemo dokazati uspostavljanjem bijekcije izmedu Priiferovih kodova duljine
n — 2 istabala s n vrhova. Na taj nacin Cayleyevu formulu dokazao je Heinz
Priifer 1918. u ¢lanku [14].

Za ovaj dokaz trebat ¢e nam dva algoritma: Priiferov algoritam za kodi-
ranje i za dekodiranje.

Algoritam 3.2 (Priiferov algoritam za kodiranje). Neka je zadano stablo S
sa skupom vrhova V = {1,...,n}.

Postavimo @ = 1.

Dok je 1 < n — 2, ponavljamo:



nademo list v s najmanjom oznakom;

stavimo oznaku jedinstvenog susjeda od v na i-to mjesto (n — 2)-torke;

izbacimo v iz grafa;

e povecamo 1 za 1.

Primjer 3.3. Odredimo Priiferov kod odreden stablom sa slike.

6
(5
Q_ 3
@ @

Prateci gore opisan algoritam, slijedi:
1=1 =2 1=3 1 =4
6
(5) (5) (5) (5)
(3)
@ @ @ @ @D

(2) (2,3) (2,3,3) (2,3,3,5)

@

Dakle, pripadni Priferov kod je (2,3,3,5).

Algoritam 3.4 (Priiferov algoritam za dekodiranje). Neka je zadan graf s
vrhovima V' = {1,...,n}, bez bridova, te neka je zadan Priiferov kod P =
(p1,p2, -+, Pn_2). Postavimo i = 1.

Dok je 1 < n — 2, ponavljamo:

e nademo najmangi element v skupa V' koji nije u P;

® povezemo v 1 p;;

e izbactmo v iz V i p; 1z P;

e povecamo i za 1.

Na kraju poveZemo preostala dva vrha iz V.

Primjer 3.5. Nacrtajmo stablo odredeno Priferovim kodom P = (2,3,3,5).
Na pocetku je V- ={1,2,3,4,5,6}. Pratimo gornji algoritam:
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i=1,v=1 1=2,v=2 1=3,v=4
@\@) @\®,® Q B3
2@ @
V=1{2,3,4,56)  V=1{3,4,56) V = {3,5,6)
P =(3,3,5) P =(3,5) P =(5)
t=4,v=5 zavrsni korak

0.

Time smo dobili traZeno stablo.

Uoc¢imo da su se u prosla dva primjera algoritam za kodiranje i dekodi-
ranje pokazali inverznima. To vrijedi i opcenito, a zbog teorema 3.1 ekviva-
lentno je s time da se radi o bijekciji. Dokaz bijektivnosti zapravo je dokaz
Cayleyeve formule.

Dokaz. Oznacimo preslikavanje sa skupa stabala na skup Priiferovih kodova
iz algoritma za kodiranje s f. Ocito je f dobro definirana funkcija. Dokazimo
da je bijekcija, tj. da za svaku (n—2)-torku (aq, ..., a,_o) postoji jedinstveno
stablo S takvo da je f(S) = (a1,...,an-2).

Koristimo jaku indukciju. Tvrdnja vrijedi za n = 2 jer postoji jedins-
tveno stablo s 2 vrha odredeno praznim Priiferovim kodom. Neka je n > 3.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za 1,...,n — 1. Neka je (aj,...,a,_2)
(n — 2)-torka s elementima iz skupa {1,...,n}. Treba dokazati da odreduje
jedinstveno stablo.

Pretpostavimo da je f(T) = (ay,...,a,_2) za neko stablo T' s n vrhova.
Tada su vrhovi {a4, ..., a,—2} upravo oni vrhovi koji nisu listovi u 7. Naime,
da bi list v bio u f(T), trebalo bi prvo obrisati njegovog susjeda, ¢ime bi v
postao izolirani vrh, sto nije moguce. Takoder, ako vrh v nije list, tada ¢e
jedan od njegovih susjeda biti izbrisan (v ne moze biti izbrisan prije toga) i
v ¢e biti dodan u Priiferov kod, pa je v u f(7).

Slijedi da je oznaka prvog lista uklonjenog iz 7" minimalan element skupa
{1,...,n} \ {a1,...,a,—2}. Oznacimo ga s m. Dakle, za svako stablo T'

11



takvo da f(T) = (a1,...,a,_2), m je list ¢iji je susjed a;. Po pretpostavci
indukcije postoji jedinstveno stablo U s vrhovima {1,...,n}\ {m} takvo da
je f(U) = (ag,...,an_2). Dodavanjem vrha m i brida {a;, m} u U dobijemo
jedinstveno stablo T" takvo da je f(T') = (a1, .., an—2).

Dakle, definirali smo bijekciju izmedu Priiferovih kodova duljine n — 2 i
oznacenih stabala s n vrhova, pa oznaé¢enih stabala s n vrhova ima n"~2. O

3.2 Joyalov dokaz

André Joyal je 1981. godine u ¢lanku [9] dokazao Cayleyevu formulu uvodeéi
pojam kraljeznjaka - stabla s dva istaknuta vrha (ne nuzno razlicita). Is-
taknute vrhove nazivamo glavom i repom kraljeznjaka, dok jedinstveni put
od glave do repa nazivamo njegovom kraljeznicom. U skladu s time, vrhove
koji su elementi kraljeznice nazivamo kraljescima. Preostale dijelove stabla
mozemo zamisliti kao udove kraljeznjaka koji izlaze iz kraljeznice.

Slika 1: Sredozemna medvjedica (Monachus monachus) u zaljevu Gokova u
Turskoj. Mozemo zamisliti grafa kraljeznjaka s istaknutim vrhovima u glavi
i repu medvjedice te njene udove koji izlaze iz kraljeznice u obliku prsnih i
repnih peraja - mozda ¢ak i brkova. Preuzeto s https://www.alamy.com/
stock-photo/mediterranean-monk-seal.html.

Ovi slikoviti nazivi pomazu u vizualizaciji Joyalove bijekcije izmedu kra-
ljeznjaka s n vrhova i funkcija f : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}, tj. endofunk-
cija. Jos jedan pojam koji ¢emo koristiti je periodi¢na tocka. Periodi¢na
tocka funkcije f: X — X je x € X za koju postoji p € N, tzv. period, takav
da je fP(x) = x. Potenciranje ovdje znaci p uzastopnih kompozicija funkcije
f sa samom sobom.
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Cayleyevu formulu dokazat ¢emo tako da ¢emo prvo definirati funkciju
J sa skupa kraljeznjaka u skup endofunkcija, a zatim funkciju K sa skupa
endofunkcija u skup kraljeznjaka. Obje ¢emo ilustrirati na primjerima. J
je upravo Joyalova funkcija za koju ¢emo dokazati da je bijekcija uz pomoé
teorema 3.1: dokazat ¢emo da je K njen inverz, tj. da vrijedi K = J~1.

Funkcija J:

Definirajmo funkciju J sa skupa kraljeznjaka u skup endofunkcija. Neka
je zadan kraljeznjak s m vrhova od kojih su njih k kraljesci. Pridruzujemo
mu endofunkciju f: {1,2,...,n} — {1,2,...,n} tako da:

e oznacimo kraljeske redom od glave do repa s li,ls, ..., I, a zatim ih
sortiramo uzlazno i oznac¢imo taj poredak s mqy,mso, ..., my,
e definiramo f na kraljescima tako da f(m;) =1;,i =1,2,... k,

e preostale vrijednosti od f definiramo tako da svakom vrhu pridruzimo
prvi sljedeé¢i vrh koji se nalazi na njegovom najkra¢em putu do kra-
ljeznice.

Trec¢i korak opravdan je jer preostali vrhovi zbog propozicije 2.5 imaju
jedinstveni put do kraljeznice. Dakle, J je dobro definirana.

Primjer 3.6. Definirajmo endofunkciju odredenu sljedeéim grafom kralje-
zZnjakom. Neka je vrh 12 glava, a 9 rep.

Kraljeznicu ¢ine redom wvrhovi 12,6,10,15,13,14,4,9. Uzlazni poredak
je 4,6,9,10,12,13,14,15 pa definiramo f(4) = 12, f(6) = 6, f(9) = 10,
f(10) = 12, f(12) = 13, f(13) = 14, f(14) = 4, f(15) = 10. Preostalim
vrhovima pridruzimo prui sljedeci na putu do kraljeznice: npr. vrhu 17 je put
do kraljeznice (17,18,6), pa definiramo f(17) = 18. Ponovimo postupak za
preostale vrhove i konacna funkcija je
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1 23 4 5 67 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
N 2 T e e N N T 2 T T
14 15 2 12 19 6 6 18 10 15 10 13 14 4 9 3 18 6 12 19

Kad bismo se htjeli iz zadane endofunkcije vratiti u polaznog kraljeznjaka,
najprije bismo trebali odrediti koje tocke bi bile u kraljeznici. Znamo da su
sve tocke osim onih u kraljeznici nastale dodavanjem bridova {i, f(i)} u graf.
Kako na taj nacin nismo mogli dobiti ciklus za vrhove koji nisu u kraljeznici,
zakljucujemo da su periodi¢ne tocke endofunkcije upravo kraljesci. Njihov
poredak unutar kraljeznice jednostavno utvrdimo promatranjem funkcijskih

vrijednosti uzlazno sortiranih periodi¢nih tocaka. Na taj nacin definiramo
funkciju K.

Funkcija K:

Definirajmo sada funkciju K sa skupa endofunkcija u skup kraljeznjaka. Neka
je zadana endofunkcija f : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}. Pridruzujemo joj
kraljeznjaka s n vrhova tako da:

e oznacimo periodi¢ne tocke od f u uzlaznom poretku s myq,...,my,

e u nulgrafu N,, povezemo vrhove mq, ..., m; u kraljeznicu tako da su
vrhovi kraljezice od glave do repa f(my), f(ma), ..., f(mg),

e u graf sa spojenom kraljeznicom dodamo sve bridove odredene s f, tj.
bridove {1, f(i)}, za sve vrhove i koji nisu u kraljeznici.

Opisanim povezivanjem vrhova u kraljeznicu dobijemo povezan graf bez
ciklusa, odnosno stablo. To svojstvo nije naruseno dodavanjem preostalih
bridova jer preostale tocke od f nisu periodi¢ne tocke. Dakle, K je dobro
definirana.

Primjer 3.7. Nacrtaymo kraljeinjaka odredenog endofunkcijom

1 23 4 5 67 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
N T T e e N T S T T
14 15 2 12 19 6 6 18 10 15 10 13 14 4 9 3 18 6 12 19

Vrhovi w ciklusima sortirant uzlazno su 4,6,9,10,12,13,14,15, a zbog

f(4) =12, f(6) = 6, f(9) = 10, f(10) = 12, f(12) = 13, f(13) = 14,
f(14) = 4, f(15) = 10, kraljeznicu redom od glave do repa ¢ine vrhovi
12,6,10,15,13,14,4,9. Dodavanjem preostalih bridova rezultat je kraljeinjak
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Kad bismo se htjeli iz kraljeznjaka vratiti u polaznu endofunkciju, naj-
prije bismo definirali periodi¢ne tocke od f promatrajuéi kraljeske. Preos-
tale vrijednosti od f definiramo tako da svakoj pridruzimo vrijednost su-
sjednog vrha, jer je ostatak kraljeznjaka nastao upravo dodavanjem bridova
{{i, f(i)} |i=1,2,...,n}. Uotimo da smo ovime zapravo opisali prethodno
definiranu funkciju J.

Dakle, funkcije su J i K inverzne ne samo na na gornjim primjerima, vec i
opcenito, pa je time dobro definirana Joyalova bijekcija J grafova kraljeznjaka
i endofunkcija. Dokazimo to!

Dokaz. Zapisimo Cayleyevu formulu u obliku n? - ¢, = n" tako da desna
strana bude broj endofunkcija f : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}. Lijeva strana
sada predstavlja broj stabala s n vrhova s dva istaknuta vrha, odnosno broj
kraljeznjaka s n vrhova. Definirajmo funkcije J i K kao gore. Iz definicija
tih dviju funkcija jasno je da vrijedi K = J~!. Dakle, J ima inverz pa je
bijekcija po teoremu 3.1, odakle je n?t, = n", tj. t, = n" 2.

O

Dokaz s jako slicnom idejom su 1986., pet godina nakon Joyalova, objavili
Egecioglu i Remmel [7]. U njihovoj varijanti uspostavlja se bijekcija usmje-
renih stabala s n vrhova i endofunkcija n-¢lanog skupa s dvije fiksne tocke.
Fiksne tocke endofunkcije uvelike odgovaraju ulozi dvaju istaknutih vrhova
stabla i bijekcija se definira na jako slican nacin kao u Joyalovom dokazu.

3.3 Funkcije parkiranja

Zamislimo n parkirnih mjesta s oznakama redom 1, ..., n duz jednosmjerne
ulice u koju ulazi kolona od n auta s oznakama redom od prvog do posljednjeg
u koloni 1,...,n.

o & & s, — . . _ ..
n n—1 n-—2 1 1 2 3 n
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Svaki od vozaca tih auta redom bira parkirno mjesto te svaki ima svoje
omiljeno parkirno mjesto. Ako je u trenutku dolaska vozaca njegovo omiljeno
mjesto slobodno, tu ¢e se i parkirati, a ako nije, nastavlja voziti i parkira se
na prvo sljedece slobodno mjesto. Ako takvo ne postoji, voza¢ odustaje
i odlazi. Neka je A = (ay,...,a,) uredena n-torka koja svakom vozacu i
priduzuje omiljeno parkirno mjesto a;, 2 = 1,...,n. Ako se svi vozaé¢i uspiju
parkirati uz gore navedene uvjete, kazemo da je A funkcija parkiranja duljine
n.

Primjerice, (1,3, 2,4,4) je funkcija parkiranja duljine 5, jer iako vozac 5 ne
moze parkirati na svoje omiljeno mjesto, moze parkirati na mjesto 5. Primjer
uredene petorke koja nije funkcija parkiranja je (1,3,5,2,5), jer se vozac 5
ne moze parkirati (i mjesto 4 ostaje prazno). Jasno je da je n-torka funkcija
parkiranja ako i samo ako sadrzava bar jednu koordinatu manju ili jednaku
1, bar dvije manje ili jednake 2, ..., bar n manjih ili jednakih n. Zbog toga je
jedan jednostavan nacin za provjeru sortirati koordinate uzlazno i provjeriti
je li svaka od njih u tom poretku manja ili jednaka od svoje pozicije u tom
poretku, tj. da za uzlazno sortirane koordinate u oznakama b; < ... < b,
vrijedi b; < i, za sve 1.

Pojam funkcija parkiranja neovisno su uveli Pyke 1959. u ¢clanku [15]
implicitno te Konheim i Weiss 1966. u ¢lanku [10] pri prouc¢avanju hash-
funkcija. Izmedu ostalog, dokazali su da funkcija parkiranja duljine n ima
(n 4+ 1)"7!, odakle naslué¢ujemo njihovu povezanost s brojem stabala. Od
tada su funkcije parkiranja postale zanimljiv i dobro istrazen matematicki
objekt, a mi ¢emo prouciti kako pomoc¢u njih dokazati Cayleyevu formulu.
Sljedeci elegantni dokaz za broj funkcija parkiranja s n parkirnih mjesta dao
je Pollak 1974., objavljen u [18]:

Teorem 3.8. Funkcija parkiranja duljine n ima (n + 1)"" L.

Dokaz. Uvedimo dodatno parkirno mjesto n+ 1 na kraj ulice i zatim pocetak
i kraj ulice spojimo u krug tako da je mjesto 1 nakon mjesta n+ 1 u poretku.
Dopustamo i da je n + 1 omiljeno mjesto. Kako je ulica kruzna, svi ¢e se
uspjeti parkirati i to¢no jedno mjesto ostat ¢e prazno. Funkcije parkiranja
sada su one n-torke za koje parkirno mjesto n 4+ 1 ostaje prazno nakon sto
sve svi parkiraju.

Neka je zadana n-torka Ay = (ai,...,a,). Promotrimo n-torke
Aj = (a1 +j,....,a0, +j) (modn+1)za j =1,...,n. One su dobivene
rotacijom rasporeda parkiranja Ay za j mjesta. Toc¢no jedna od n-torki
Ag, A1, ..., A, je funkcija parkiranja jer je u to¢no jednoj od moguéih ro-
tacija prazno mjesto bas n + 1.
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Kako tih rotacija ima n + 1, a moguéih polaznih n-torki ima (n + 1)",
broj funkcija parkiranja duljine n jednak je

(n+1)" -1
A O
— (n+1)

L]

Sad mozemo dokazati Cayleyevu formulu uspostavljanjem bijekcije izmedu
funkcija parkiranja i korijenskih stabala. Postoji vise takvih bijekcija, a ovdje
izlazemo onu koju su definirali Chassaing i Marckert 2001. u ¢lanku [5]. Te-
melji se poznatom algoritmu pretrazivanja stabla po §irini (eng. breadth-first
search). U tom algoritmu pocinjemo u korijenu i dodamo oznaku korijena
u red (eng. queue). Zatim posjetimo redom slijeva na desno djecu korijena,
tj. vrhove na razini 1, te i njih dodamo u red. Slijede djeca djece korijena,
tj. vrhovi na razini 2, te nastavljamo dalje po razinama dok ne posjetimo
sve vrhove. Opcenito, u svakom koraku posjecujemo djecu prvog sljedeceg
neposjecenog elementa u redu te ih dodajemo u red kako bismo i njih mogli
posjetiti kasnije. Na taj nacin pretrazili smo stablo po razinama, tj. po Sirini.

Pridruzujemo korijensko stablo S s n + 1 vrhova funkciji parkiranja A =
(ay,...,a,) duljine n tako da konstruiramo stablo po §irini algoritmom koji
je jako slican gore opisanom algoritmu za pretrazivanje stabla po Sirini:

e definiramo skup A; kao skup oznaka auta kojima je ¢ omiljeno mjesto,
zasvei=1,...,n,

e dodamo korijen 0 u S i dodamo ga u red @ = (0),

e redom prolazimo skupove Ay, ..., A, na nac¢in da elemente skupa A;
sortiramo uzlazno i dodamo tim redom kao djecu vrha koji je prvi
neposjeceni u @, a zatim elemente od A; dodamo na kraj reda Q).

Rezultat ovog postupka ocito je stablo. Dobro je definirano jer koristimo
algoritam pretrazivanja tj. konstrukcije stabla po Sirini koji posje¢uje svaki
od vrhova i to to¢no jednom.

S druge strane, ako je zadano korijensko stablo s n+ 1 vrhom i korijenom
0, pridruzujemo mu pripadnu funkciju parkiranja (ay,...,a,) duljine n tako
da:
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e promatramo stablo kao uredeno stablo i unutar svake od razina sorti-
ramo djecu uzlazno,

e pretrazujemo stablo po Sirini i redom definiramo skupove Ay, ..., A,
kao redom skupove djece vrha kojeg smo posjetili i-tog po redu,

e definiramo svaku od koordinata a;, j =1,...,n u A kao indeks ¢ onog
skupa A; koji sadrzi vrijednost j.

Prvi korak potreban je kako bismo osigurali da svako stablo generira
to¢no jednu funkciju parkiranja. Naime, promatramo li stablo kao uredeno
bez da prvo sortiramo vrhove, mogli bismo iz jednog te istog stabla dobiti
viSe razlicitih funkcija parkiranja ovisno o poretku vrhova. Posljednji korak
dobro je definiran jer se svaka od oznaka nalazi totno u jednom A; - svaki
vrh u stablu ima to¢no jednog roditelja (osim korijena 0 koji svakako nije u
konacnoj funkciji parkiranja). Da bi rezultat bila funkcija parkiranja trebamo
> j—o |4j] >4, za sve i. To vrijedi jer u protivnom ne bismo imali stablo, tj.
neki vrhovi ne bi imali roditelje jer bi neke razine ostale prazne.

Jasno je da su na ovaj nacin opisana dva inverzna postupka, sto ¢emo
demonstrirati na primjeru.

Primjer 3.9. Neka je zadana funkcija parkiranja A = (1,2,4,2,1,6,6,2)
duljine 8. Pripadni skupovi iz gornjeg algoritma tada su jednaki Ay = {1,5},
A2 = {27478}7 A3 - ®7 A4 - {3}; A5 - ®7 Aﬁ - {677}7 A7 - Q); AS = @ 7

daju sljedeée koriensko stablo s 9 vrhova:

0
/N
1 5
VAN
2" 48
/ / N\
3 6 7

S druge strane, ako nam je zadano gornje stablo, lako isc¢itavamo da su
pripadni skupovi opet jednaki Ay = {1,5}, Ay = {2,4,8}, A3 =10, Ay = {3},
As =0, Ag ={6,7}, A7 =0, As =0, odakle slijedi da je, kao i prije,

A=(1,2,4,2,1,6,6,2).

S obzirom da smo po teoremu 3.1 ovime definirali bijekciju izmedu skupa
stabala s n vrhova i funkcija parkiranja duljine n — 1 kojih po teoremu 3.8
ima (n — 1+ 1)""171 = n"72 dokazana je Cayleyeva formula.
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4 Induktivni dokazi

Princip matematicke indukcije jedan je od najcesé¢ih alata pri dokazivanju
tvrdnji koje vrijede za sve prirodne brojeve, pa nije neocekivano da se pojav-
ljuje i u mnogim dokazima Cayleyeve formule, bilo kao glavna ideja dokaza
ili kao medukorak u nekoj drugoj metodi dokazivanja. U ovom poglavlju
iznosimo dokaze gdje je matematicka indukcija temeljna ideja.

4.1 Formula ukljuc¢ivanja-iskljuc¢ivanja

Neka je dana kona¢na familija konacnih skupova {A;, As,..., A,}. Tada
broj elemenata njihove unije racunamo pomocu tzv. formule ukljucivanja -
iskljucivanja:

Ay U UA =D A=Y JAN A+ ) JANA N Al -+
i 1<J 1<j<k
+ (=) A NN A

Ekvivalentno, uz oznaku A; = N;crA;,

N
=1

Cayleyevu formulu mozemo dokazati induktivno tako da pomocu formule
ukljucivanja-isklju¢ivanja povezemo t, s brojem surjekcija s n-clanog na k-
¢lani skup, kako je obradeno u skripti [11].

= > (=DM (1)

12{1,2,,774}

Lema 4.1. Broj surjekcija s n-clanog na k-célani skup jednak je

i(—l)i(i.:) (k—i)". (2)

Dokaz. Neka je X skup funkcija s {1,...,n} na {1,... k}, A; skup takvih
funkcija koje nemaju element ¢ u kodomeni, te A; skup takvih funkcija koje
nemaju elemente iz skupa I u kodomeni. Vrijedi | X| = k", |A;| = (K —1)" i
|Af| = (k—|1])". Uoc¢imo da je funkcija s {1,...,n} na {1,..., k} surjekcija
ako i samo ako nije sadrzana ni u jednom A;, pa zapravo trazimo kardinalnost
skupa A§ N ...N A{ i mozemo iskoristiti formulu (1):

- Y vy = e () w- o

IC{1,2,...k} i=0

k
N4
=1
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Posljednja jednakost vrijedi jer postoji (’f) skupova I C {1,...,k} kardi-
nalnosti 2 za i =0,...,k. O

Dokazimo sada Cayleyevu formulu.

Dokaz. Za n = 1,2, tvrdnja je ocita, pa je u nastavku n > 3. Neka je A;
skup stabala s n vrhova kojima je vrh ¢ list. Vrijedi |, A{| = 0. Naime,
kako A{ predstavlja skup stabala kojima vrh ¢ nije list, presjek skupova A
za sve 1 = 1,...,n je skup stabala s n vrhova koji nemaju nijedan list, a taj
skup je prazan zbog leme 2.3. Zelimo prebrojati t, = |A; U--- U A,|, pa
koristimo formulu ukljucivanja-isklju¢ivanja:

0=|4= > )MAl=t.+ > (=)"A
i=1 Ic{1,2,..,n} 0£IC{1,2,...,n}
Sto= S (~D)YAL
0#£IC{1,2,..,n}

Kako bismo dobili stablo s n vrhova kojem je ¢ list, mozemo stablu bez
vrha i dodati list ¢ na jedan od n — 1 vrhova. Dakle, |A;| = (n — 1)t,_1.
Sliéno, |A; N A;| = (n —2)?t,_2, jer vrhove i i j mozemo dodati neovisno i to
svakog na m — 2 nacina. Primijenimo li ovo na opceniti skup vrhova I, vrijedi
|Ar| = (n— It 1, gdje je Ar skup stabala kojima su listovi elementi od
I. Mozemo ih odabrati na (T;) nacina. Sada uvrStavanjem imamo rekurziju

n ' n =
tn = Zl(—l)ll (Z) (n — Z) tn—l- (3)

Iz (2) znamo da je broj surjekcija s (n — 2)-¢lanog na n-clani skup jednak
St o(=1) (%) (n —9)""2, sto je naravno jednako 0. Odatle je

7

n

= i(—w (7) (n—di)" 2 =n""+> (-1) (?) (n— i)™

=1

= np" 2 = Z(_1)"—1 (’Z) (n—4)(n—q)" "2 (4)
i=1

Sada smo spremni matematickom indukcijom dokazati da je t, = n"~2.

Bazu indukcije za n = 3 provjerili smo u poglavlju 2. Pretpostavimo da

vrijedi t, = k¥ 2 za k = 1,2,...,n — 1. Zbog toga mozemo izjednaciti (3) i

(4) (uz zamjenu u zapisu n s k) i dobitity_; = (k—i)* 2 k=1,2,...,n—1,
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i=1,2,..., k. Uvrstimo li to u rekurziju za ¢, u (3), s desne strane imamo
upravo sumu Y . (—=1)7(")(n — i)'(n — i)"7"*? koja je zbog (4) jednaka
n" 2.

[]

4.2 Riordanov i Rényijev dokaz

Ideje madarskog matematicara Alfréda Rényija i americkog matematicara
Johna Francisa Riordana u njihovim radovima [16] i [17] o prebrojavanju
stabala iz 1960-ih godina daju nam jos jedan dokaz Cayleyeve formule. Ovaj
dokaz zasniva se na tome da prouc¢imo nesto opcenitiji slucaj i dokazemo
Cayleyevu formulu za slucaj sume.

Neka je t,, . broj suma s n vrhova sastavljenih od k stabala. (Jasno je da
je k < n.) Tada vrijedi:

Teorem 4.2 (Cayleyeva formula za $ume). t,; = kn"*1.

Provodimo dokaz kako je izlozen u [1]. Uoc¢imo da je t,,1 = t, jer je stablo
zapravo Suma sastavljena od jednog stabla, pa ¢e Cayleyeva formula slijediti
kao poseban slucaj ovog teorema. Da bismo ga dokazali, najprije definiramo
rekurzivnu relaciju za t,,x, a tvrdnja teorema iz nje Ce slijediti indukcijom.

Definirajmo najprije pocetne vrijednosti. Neka je ¢y = 1 jer postoji jedna
prazna suma. Nadalje, neka je t,, o = 0 zan > 1 jer ne postoji neprazna sSuma
bez stabala.

Neka su sada bez smanjenja opéenitosti vrhovi {vy, ..., v} u razliéitim
stablima. Neka vrh v; ima i susjeda. Vrijedi i € {0,1,...,n — k} jer v; nije
povezan s vs, . . ., U i sa samim sobom. Prebrojat ¢emo sve Sume s n vrhova
i k stabala sumiranjem po:=0,1,...,n — k.

Ako iz sume F' s n vrhova i k stabala uklonimo vrh v, dobit ¢emo Sumu s
n—1vrhom {vs,...,v,} i k— 141 stabala, jer je v; imao i susjeda. Da bismo
iz takve Sume F'\v; rekonstruirali F', najprije odaberemoi € {0,1,...,n—k}.

Zatim odaberemo i susjeda od v; na (";k) nacina. Za kraj, sjetimo se da
smo imali ¢,_1 g—14; polaznih Suma F \ v;.
Slijedi rekurzivna formula

n—k n—k
tngx = ( ; )tn—l,k—l-‘ri' (5)

Dokazimo sada teorem 4.2.

Dokaz. Koristimo matematicku indukciju. Neka je n = 1. Promotrimo sve
k <mn. Vrijedi t; o = 0 (po definiciji) i t;; = 1 (postoji jedna Suma s jednim
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vrhom i jednim stablom), §to zadovoljava teorem: t;o = 0 = 0- 177071 §
fy=1=1-111-1,

Pretpostavimo da vrijedi ¢, 15 = k(n — 1)"17*% za neki n € N i sve
k=0,...,n— 1. Dokazimo da vrijedi t, = kn" %1

Zbog (5) i pretpostavke indukcije, vrijedi

n—k n—Fk
ok = Z ; b1 k—1+i

5 (” N k) (k —1+1d)(n — 1)1k,

- 1
=0

Zamijenimo sada indeks i s j = n—k—1 i pojednostavnimo izraz koristec¢i
svojstvo simetrije binomnih koeficijenata (‘Z) = (afb), a,b € Ny:

0
_k '
bnje = Z ( " ) (k—1+n—k—j)(n—1)nt-k-n=k=d)

tnkzg(";k><n_1><n_1y 3 (" FYst -
= (”;k)m—l)ﬂ—j (" Y=y 0

Pojednostavnimo ove dvije sume. U prvoj sumi to ¢emo napraviti tako
da iskoristimo binomni teorem:

G S G

) =(n—-1+1)""*
=n" (7)
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U drugoj sumi iskoristimo identitet apsorpcije za binomne koeficijente

(Z) = %(‘Zj), a,b € N, zamijenimo indekse, te na kraju primijenimo binomni

teorem kao i u prvoj sumi:

‘ J ‘ Jj—1 J
n—k
—k—1
= (n—k) <”j_1 )(n_wl
j=1

Uvrstimo sada (7) 1 (8) u (6). Rezultat je
tn,k _ nn—k o nn—k + knn—k—l — knn—k—17

Sto je i trebalo dokazati. O]

Za kraj, uvrstavanjem k = 1 u teorem 4.2 i zbog ¢, = t,, ; imamo

Korolar 4.3 (Cayleyeva formula). ¢, = n""2.
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5 Dokazi dvostrukim prebrojavanjem

Metoda dvostrukog prebrojavanja temelji se na tome da elemente jednog
te istog skupa prebrojimo na dva nacina. Dva dobivena izraza mozemo iz-
jednagciti i na taj nacin dobiti odgovor na razne kombinatorne probleme. U
nasem slucaju, na dva nacina prebrojat ¢emo neke velicine koje ovise o broju
stabala i tako do¢i do Cayleyeve formule.

5.1 Pitmanov dokaz

Jim Pitman je 1999. u élanku [12] objavio dokaz Cayleyeve formule dvostru-
kim prebrojavanjem. Za to je koristio usmjerena korijenska stabla u kojima
su svi bridovi usmjereni u smjeru od korijena.

Slika 2: Primjer korijenskog usmjerenog stabla s bridovima usmjerenima u
suprotnom smjeru od korijena

Prebrojavanjem redoslijeda dodavanja bridova u takvo stablo dolazimo do
vjerojatno jednog od najjednostavnijih, ili bar najsazetijih, dokaza Cayleyeve
formule.

Dokaz. Na dva ¢emo nacina prebrojiti broj nizova usmjerenih bridova koje
dodajemo nulgrafu N, da bismo dobili korijensko usmjereno stablo s n vr-
hova. Oznacimo taj broj s . Po¢nimo od nulgrafa N,,.

Prvi nacin prebrojavanja je da pocnemo od stabla s n vrhova na t,, nacina.
Korijen mu odaberemo na n nacina, a time smo odredili i smjerove svih
bridova jer svi moraju izlaziti iz korijena. Redom tih n — 1 bridova mozemo
dodati na (n — 1)! na¢ina. Dakle, z = ¢, - n!.

Drugi nacin je nulgrafu dodati n—1 bridova da dobijemo stablo. U svakom
od n — 1 koraka, neka je n; broj usmjerenih bridova koje je moguée dodati u
k-tom koraku. Svaki od njih odreden je tako da nezavisno odaberemo pocetni
i krajnji vrh. Ocito je ny = n(n—1). U k-tom koraku, pocetni vrh moze biti
bilo koji, ali krajnji mora biti neki od do tada neiskoristenih vrhova. Naime,
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ako bi pokazivao u neki iskoristeni vrh, tada bismo narusili svojstvo da svi
bridovi pokazuju u smjeru suprotnom od korijena. Slijedi ny = n(n — k), pa
jex=n-(n—1)-n-(n—2)-...2-1=n""2.nl

Izjednac¢avanjem ovih dvaju izraza za x i dijeljenjem s n! slijedi t,, = n" 2.

]

5.2 Razapinjuéa stabla

Cameron i Kagan su u ¢lanku [3] dali dokaz Cayleyeve formule prebroja-
vanjem razapinjuc¢ih stabala grafa koji sadrzavaju zadanu Ssumu. U svom
dokazu koristili su Kirchhoffov teorem koji ¢e biti obraden u kasnijem po-
glavlju. Ovdje izlazemo elementarniji dokaz te tvrdnje pomocu dvostrukog
prebrojavanja kao u [19].

Neka je T suma s vrhovima {1,...,n} i komponentama 71, ..., T;. Doka-
zat ¢emo da razapinjuéih stabala na skupu vrhova {1, ..., n} koja sadrzavaju
T ima

k
" TIm 9)
=1

dvostrukim prebrojavanjem. Cayleyeva formula tada lagano slijedi za slucaj
sume s n trivijalnih stabala: n*2 [\, |Tj] = n" 2], 1 = n"2.

Dokaz. Fiksirajmo n. Dokazat ¢emo (9) indukcijom u ¢ijem koraku koris-
timo dvostruko prebrojavanje. Za k = 1 tj. za stablo postoji samo jedno
razapinjuce stablo koje ga sadrzava. Kako je n'2[[,_,|Ti| = n~'-n =1,
tvrdnju smo dokazali za £ = 1. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za k — 1 i
dokazimo da vrijedi za k.

Dvaput prebrojimo parove razapinjucih stabala R koji sadrzavaju sumu
T i dvoclani skup indeksa {3, j}, i < j za koje vrijedi da su komponente T; i
T; spojene bridom u razapinjuéem stablu, tj. parove (R, {i,j}) za takve R i
takve {7, 7}. Neka je x broj tih parova, a y trazeni broj razapinjucih stabala
koji sadrze T

Za prvi nac¢in prebrojavanja, pocnimo od R. Zamislimo svaku od kompo-
nenti 11, ..., T} kao jednu tocku 1, ..., k. Tada je R zapravo stablo na skupu
1,..., k. Izaberemo jedan od k£ — 1 bridova tog stabla ¢iji su vrhovi upravo
jedan par indeksa. Dakle, z = y(k — 1).

U drugom nacinu prebrojavanja prvo fiksirajmo indekse {i,7}. Izmedu
komponenti 7; i T; povucimo brid na |7;||7;| na¢ina. Sada odaberimo stablo
koje sadrzi spoj T;, T} i preostale k — 2 komponente. To je razapinjuce stablo
Sume s k — 1 komponentom pa mozemo iskoristiti pretpostavku indukcije.
Sumiranjem po mogué¢im odabirima indeksa tada vrijedi
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=Y |G|+ |5 [ 1T

1<i<j<k I#4,5

=" T1Iml- Y (T + 130
=1

1<i<j<k

=S [T - (k- Dn
=1

=n"2(k -1 ][ 17,
=1

gdje smo u prvoj jednakosti iskoristili pretpostavku indukcije, a u tre¢oj da
je Zle |'T;| = n ida se u ukupnoj sumi svaka od komponenti pojavljuje k —1
puta. Izjednac¢imo li dva dobivena izraza za x imamo

y(k = 1) =26 = ) ] 73

Kako smo ve¢ provijerili slucaj k& = 1, dijeljenjem s k£ — 1 dobijemo da je
y =n""2T], |Ti|, sto je i trebalo dokazati.
O

5.3 Clarkeov dokaz

Engleski matematicar L. E. Clarke je 1958. u ¢lanku [6] takoder dokazao
Cayleyevu formulu dvostrukim prebrojavanjem, no nesto manje direktno.
Broj stabala s n vrhova promatrao je kao zbroj brojeva stabala s n vrhova u
kojima fiksan vrh ima stupanj 1,...,n — 1, a posebno je izrazio vezu medu
stablima koja se jedno iz drugog mogu dobiti prespajanjem jednog brida koji
sadrzi taj vrh.

Neka je S stablo s vrhovima {vy,...,v,}. Kazemo da je S stablo tipa I
ako je d(v,) = [. Neka su Sj i Sy stabla s n vrhova te neka je S tipa | — 1,
a Sy tipa [. Kazemo da se S, dobiva prespajanjem iz S; ako S7 mozemo
transformirati u Sy tako da odaberemo jedan vrh koji nije povezan s v,,
promotrimo jedinstveni put od tog vrha do v,, uklonimo prvi brid na tom
putu, te odabrani vrh spojimo s v,,.

Primjerice, sljede¢a dva stabla su u tom odnosu jer S; mozemo dobiti
prespajanjem iz S; tako da uklonimo brid {1,4} i dodamo brid {1,6}:
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S

1 2
O—B—B EO——3
Sljedeca dva nisu u tom odnosu (unato¢ tome $to je stupanj vrha 6 za

jedan veéi u Sy nego u Sp) jer ne mozemo opisanom transformacijom pres-
pajanja dobiti Sy iz Sy:

S

Sl SQ

O—E—3 O—E—3

Definiramo jos i prespajanje tipa | kao ureden par stabala (57, 52) gdje je
St tipa [ — 1, Ss tipa [, i S3 mozemo dobiti iz S7 prespajanjem. Dakle, u
gornjem primjeru u kojem smo S, mogli dobiti iz S prespajanjem vrha 1 na
vrh 6, uredeni par (57, S2) je upravo jedno prespajanje tipa 3 na stablima sa
6 vrhova.

Oznac¢imo s N;, broj stabala s n vrhova tipa [ i oznac¢imo s M;,, broj
prespajanja tipa [ na stablima s n vrhova, tj. broj opisanih uredenih parova

stabala. Cayleyeva formula slijedit ¢e iz nekih identiteta i rekurzivnih formula
za Np,, a dokazat ¢emo ih dvostrukim prebrojavanjem velicine M;,,.

Dokaz. Prebrojimo M, na dva nacina. Prvi nacin prebrojavanja slijedi di-
rektno iz definicije. Neka je S; stablo tipa [ — 1 s n vrhova. Znamo da S;
ima (n —1) — (I — 1) = n — [ vrhova koji nisu povezani s v,. Medu njima
biramo vrh koji mozemo povezati s v, da bismo prespajanjem dobili stablo
Sy tipa [. Dakle,

Ml,n = (n — Z)Nl—l,n‘ (10)

Za drugi nacin prebrojavanja M;,, neka je Sy stablo tipa [ s n vrhova
te neka su bez smanjenja opcenitosti vrhovi povezani s v,, upravo vy, ..., ;.
Prebrojimo kako iz S; mozemo dobiti stablo S; tipa [ — 1 s n vrhova. Uk-
lonimo bridove koji sadrze v,. Rezultat je Suma s [ 4+ 1 stablom. Oznac¢imo
brojeve vrhova u nastalim stablima p;, ¢ = 1,...,[ tako da svaki p; sadrzi
pripadni v;. Vrijedi 22:1 p; = n—1. Odaberimo jedan od vrhova, primjerice
v1, 1 spojimo ga s jednim od n — 1 — p; vrhova koji nisu jednaki v,, i koji nisu
u stablu koje sadrzi v;. Zatim preostale vrhove vs, ..., v; ponovno spojimo
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s v,. Rezultat je trazeni S;. Kako isto mozemo napraviti za sve vy, ..., vy,
slijedi

it
= (I - 1)(n — )Ny (11)

Izjednacavanjem (10) i (11) slijedi rekurzivna formula za stabla tipa [ — 1
il s n vrhova:

lel,n = ( )Nl,n'

Zamjenom indeksa [ — 1 — k i uocavanjem da za k = n — 1 postoji samo
jedno stablo tipa k (slucaj kada su svi vrhovi povezani s v, tzv. zvjezdasti
graf), a za k > n takva stabla ne postoje, vrijedi

(n:kl)l;Nk-H,m ako 1 <k <n-2
’ ako k =n — 1, (12)

, ako k > n.

Nk,n -

S~ 3

Dokazimo da iz gornje rekurzivne relacije slijedi identitet

Ny = (7;__ 12) (n — 1)"1-1, (13)

Fiksirajmo n. Za proizvoljni [ € N, znamo da formula vrijedi ako je
[>n—1jer

n—2 e (n—1)—
((n—l)_1)<n_1) (n=1) 1:1:]\[7171,n

n—2
(l_ 1)(n— D" =0= N,

Preostaje provjeriti da vrijedi za [ = 1,...,n — 2. Koristimo silaznu
indukeiju po I. Bazu [ = n — 1 veé smo provjerili. Pretpostavimo da (13)

izal>n jer
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vrijedi za sve [ > k, za 1 < k <n — 2 i dokazimo da tada vrijedi za k. Kako
je k+1 >k, iz pretpostavke slijedi

e T e O

Uvrstimo li to u (12), dobijemo

(n—l)k n—2 k—2
Nypy=—"-—" - 1"
Fom n—k—1 k (n )

_ (n—=Dk  (n—2)!
ey e yy T
_ (n—2)! n—k—1
G-k p"

o Vi [V

¢ime je dokazano (13).
Konaé¢no, kako je ukupan broj stabala s n vrhova jednak zbroju brojeva

1)n—k—2

stabala tipa 1,...,n, primjenom redom (13) i binomnog teorema slijedi
n—1 n—2
ty, = Nl n — N]-‘,—l n
I=1 j=0
n—2
n—2

= ( ) (n—=1)""
=0\ J

=(n—1+1)""72

= n"2

O]
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6 Dokaz pomocu funkcija izvodnica

Prsten formalnih redova potencija C|[z]] sadrzi sve nizove a : Ny — C. Nje-
gove elemente zapisujemo kao redove potencija i nazivamo funkcijama izvod-

nicama:
F(z) = Z anz".

n>0

Definiramo i operator (z") koji funkciji izvodnici pridruzuje koeficijent uz
2", tj. (z") F(2) = a,. Cesto je lakse raditi s nizom (%) te u tom slucaju
govorimo o eksponencijalnim funkcijama izvodnicama: F(z) =3 ., %=2".

U kombinatorici se funkcije izvodnice koriste za rjesavanje problema pre-
brojavanja. Koeficijenti funkcije izvodnice zapravo ¢ine niz koji prebrojava
trazenu familiju kona¢nih skupova, a rad s tim nizom nam je olakSan jer
koristimo formalne redove. To je jos jedan nacin kako rijesiti problem pre-
brojavanja oznacenih stabala.

Madarski matematicar George Polya dokazao je Cayleyevu formulu 1937.
u clanku [13] uspostavivsi vezu izmedu dviju funkcija izvodnica i ra¢unanjem
njihovih koeficijenata. Da bismo proveli njegov dokaz trebamo jos nekoliko
pojmova i rezultata.

Definiramo red (eng. order) funkcije izvodnice F(z) = > . an,2" za
F(z) # 0 kao -

ordF(z) = min{n € Ny | a,, # 0}.

Kompozicija funkcija izvodnica F(z) =) coan2™ 1 G(2) = > ,50bn2",
u oznaci (F o G)(2), je beskona¢na suma Y . a;G(z)". No, ona nije uvijek
dobro definirana. U slucaju kada je F polinom dobro je definirana jer se radi
o konacnoj linearnoj kombinaciji funkcija izvodnica. U opéenitom slucaju,
moze se pokazati se da je definirana ako je by = 0. Kada je kompozicija
funkcija izvodnica definirana, ima ista svojstva kao kompozicija polinoma.

Bitan pojam u ovom poglavlju jest pojam kompozicijskog inverza funkcije
izvodnice. Neutralni element za kompoziciju funkcija izvodnica jest I(z) = z:
F(z)ol(z) = 1(2) o F(z) = F(z). Kompozicijski inverz od F(z) je funkcija
izvodnica F(=V(z) takva da vrijedi F("Y(2) o F(2) = F(z) o F\7V(2) =
I(z) = z. Za izracunavanje koeficijenata kompozicijskog inverza pomaze
nam Lagrangeova formula inverzije.

Teorem 6.1 (Lagrangeova formula inverzije). Neka je F(z) = 3. a;2",
ay #0, n € Z. Tada je

=240 (7
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Lagrangeovu formulu inverzije mozemo iskoristiti i za rjeSavanje jednadzbi
u C[[z]] oblika f(z) = z-G(f(2)), gdje je G € C[[2]] s netrivijalnim slobodnim

¢lanom zadana, a trazimo f € C[[z]] :

() F(2) = = () (G,

Neka ¢/, oznacava broj korijenskih stabala, tj. stabala s jednim istaknutim
vrhom. Vrijedi ¢/, = n - t,,, pa Cayleyeva formula tada glasi t,, = n"!. Sume
kojima su komponente povezanosti korijenska stabla nazivamo koryenskim
sumama. Oznacimo broj korijenskih suma s f,,. Pdlya je otkrio sljede¢i odnos
medu ovim dvama nizovima:

Propozicija 6.2 (Pélya). t/ , = (n+1)f,, zan > 0.

Dokaz. Neka je zadano korijensko stablo s n + 1 vrhova. Odaberimo vrh
i€ {l,...,n+ 1} na n+ 1 nacin i preimenujmo preostale vrhove redom u
{1,...,n}. Izbrisimo i te svakoj nastaloj komponenti povezanosti za korijen
odaberimo onaj vrh koji je bio povezan s 1.

Obratno, neka je zadana korijenska Suma s vrhovima {1,...,n}. Mozemo
dobiti korijensko stablo tako da odaberemo ¢ € {1,...,n+ 1}, preimenujemo
vrhove sume u {1,...,i — 1,9+ 1,...,n + 1}, te vrh ¢ povezemo s korije-
nima stabala koje su komponente povezanosti dane sume. Tako dobijemo
korijensko stablo s korijenom ¢ i n + 1 vrhom.

Ocito su ove dvije transformacije inverzne pa vrijedi tvrdnja propozicije.

O
Sada smo spremni za jos jedan dokaz Cayleyeve formule.

Dokaz. Definirajmo eksponencijalnu funkciju izvodnicu za broj korijenskih
stabala T'(2) = > ;- it Dokazat ¢emo najprije da vrijedi relacija

T(z) = zeT®). (14)

U tu svrhu, kombinatorno interpretirajmo izraz

. 1
=3 HT(z)’ﬂ.

k>0

Promotrimo li odgovarajuce eksponente te uvrstimo koeficijente od T'(n),
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vidimo da za koeficijente uz z™ u toj sumi vrijedi

1 1 t! t!
ny Lk 2 Yo Yk
(") k'T(Z) ' Z PR
t1+...+ig=n
1 1 nl ,
=—5 > PR it
i1+...+ig=n
1 1 n , ,
= Z (Zle)tltk
11+...+ig=n
Uocimo da izraz % D it tinen (11 Zk)t’ ... t;_prebrojava korijenske Sume
s n vrhova koje imaju to¢no k komponentl Multinomni koeficijent predstav-

lja biranje broja vrhova u svakoj komponenti kao 1,...,7;. Njihova suma
je n, a unutar j-te komponente imamo t;j mogucih stabala. Na kraju di-
jelimo s k! jer poredak komponenta nije bitan. Sumiramo li ovaj izraz za
sve k = 0,...,n dobit ¢emo upravo f,, broj korijenskih suma s n vrhova.
Oznacimo li odgovarajucu funkeiju izvodnicu s F(z) = >, -, ’;L’,L 2", dokazali

smo relaciju e’?) = F(z). Primijenimo na to propoziciju 6.2:

= = R e

n>0 n>1

Dakle, vrijedi relacija (14). Iz nje lako slijedi dokaz Cayleyeve formule
koristenjem Lagrangeove formule inverzije za slucaj implicitno zadanih funk-
cija izvodnica:

nnfl

<Zn>T(Z):l<Zn_1>€nZ:l<2n_l>zn—kzk: :i
n n k! n!’

n!
k>0

Slijedi #, = n"~!, odnosno ¢, = n""2. O
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7 Matricni dokaz

Linearna algebra koristan je alat u kombinatornim problemima, narocito u te-
oriji grafova. Mnoga svojstva grafova mogu se prikazati matricama, a one pak
sa sobom nose mnostvo korisnih rezultata iz linearne algebre koje mozemo
primijeniti. Na taj nacin moze se dokazati i Cayleyeva formula. Gustav
Kirchhoff je 1847. objavio teorem koji prebrojava razapinjuca stabla grafa
koriste¢i determinante. U literaturi je njegov teorem poznat i kao matri¢ni
teorem o stablima (eng. matrix-tree theorem). Izlazemo verziju Kirchhof-
fovog dokaza iz knjige [20]. Jednom kad ga dokazemo, Cayleyeva formula
direktno slijedi kao poseban sluc¢aj Kirchhoffovog teorema.

Neka je G jednostavan graf s m vrhova vy,...,v,. Definiramo matricu
susjedstva A = [a;;] grafa G kao n x n matricu s elementima

1, ako v; ~ v,
Q5 = ..
0, inace.

Matrica susjedstva je za jednostavne grafove simetricna jer nema usmjere-
nih bridova. Matricu stupnjeva D = [d;;] grafa G definiramo kao dijagonalnu
n X n matricu u kojoj za elemente dijagonale vrijedi d;; = d(v;). Laplacijan
grafa G je matrica L definirana kao

L=D-A.
Laplacijan je takoder simetrican, jer su takve i D i A.

Primjer 7.1. Odredimo Laplacijan grafa sa slike.

@‘@

0100 1 000
. 1 01 1] . 0300 ‘
Vrijedi A = 010 1 1D = 00 2 ol Paie
0110 000 2
1 -1 0 O
-1 3 -1 -1
L=b=A=1y 1 2
0 -1 -1 2



U ovom primjeru primjecujemo da je suma svakog retka i stupca Lapla-
cijana jednaka 0. To vrijedi i opéenito. U i-tom retku imamo d(v;) i toéno
d(v;) puta se ponavlja —1, za svakog od susjeda od v; po jedan. Analogno
vrijedi i za stupce. Ovakve matrice imaju brojna korisna svojstva, a jedno
od njih vezano je za kofaktore matrice.

Kofaktor A, ; kvadratne matrice A je determinanta matrice A s uk-
lonjenim i-tim retkom i j-tim stupcem pomnoZena s (—1)7. Adjunkta
adj(A) kvadratne matrice A je matrica koja na poziciji (4,7) ima kofak-
tor A;,;. Iz linearne algebre znamo da vrijedi adj(AB) = adj(A)adj(B) i
adj(A)A = (det A)I.

Lema 7.2. Ako svi retci i stupci n X n matrice A imaju sumu 0, tada su svi
kofaktori matrice A jednaki.

Dokaz. Dokazimo da su svi kofaktori na pozicijama unutar i-tog retka jed-
naki, za sve retke 7. Kako je suma svakog retka 0, rang matrice je najvise
n — 1. Ako je manji od n — 1, ocito su svi kofaktori jednaki 0. Neka je rang
toéno n — 1. Vektor jedinica 1 = (1,...,1) je u jezgri od A jer je suma
svakog retka 0. Kako je r(A) = n — 1, slijedi da je svaki element jezgre u
potprostoru razapetom s 1, tj. da je jednak A1 za skalar A € R. Iskoristimo
sada jednakost adj(A)A = (det A)I. Zbog det A = 0 je adj(A)A = 0 pa su
svi stupci od adj(A) u jezgri od A. Dakle, svi stupci od adj(A) su konstantni,
Sto znaci da su svi kofaktori istog retka jednaki. Analogno se dokaze da su svi
kofaktori istog stupca jednaki. Promotrimo i-ti redak u adj(A). Svi njegovi
elementi su jednaki, a kako isto vrijedi i za stupce koji svi imaju po jedan
element u i-tom retku, vrijedi da su svi elementi od adj(A) jednaki. O

Trebat ¢e nam jos i Binet-Cauchyjev teorem.

Teorem 7.3 (Binet-Cauchy). Neka je C produkt n X m matrice A i m x n
matrice B. Tada je det C' =} gcqy 1 151—n det Ag det Bg, gdje je As (Bs)
n X n podmatrica od A (B) s retcima (stupcima) odredenima skupom S.

Iskazimo i dokazimo Kirchhoffov teorem.

Teorem 7.4 (Kirchhoffov teorem). Neka je G jednostavan graf i L njegov
Laplacijan. Tada je broj razapinjucih stabala od G' jednak kofaktoru L; ;.

Dokaz. Zbog leme 7.2, svi kofaktori od L su jednaki pa je dovoljno tvrdnju
dokazati za i = j. Dakle, dokazujemo da je broj razapinjucih stabala od G
jednak jedinstvenoj vrijednosti kofaktora od L, tj. det L;, gdje je L; matrica

L s uklonjenim ¢-tim retkom i stupcem, za proizvoljan ¢ =1,...,n.
Bez smanjenja opcenitosti, proizvoljno usmjerimo bridove od G i dobiveni
usmjereni graf oznac¢imo s U. Oznac¢imo vrhove od U s vy,...,v, i bridove
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S €1,...,6y. Definirajmo matricu M = [m;;] u kojoj retci predstavljaju
vrhove, a stupci bridove od U, te je

1, ako je v; pocetni vrh od e,
mg; = q —1, ako je v; krajnji vrh od e,
0, inace.

Promotrimo produkt matrica M M?T. Na poziciji (4, j) od MMT u slucaju
¢ # j nalazi se —1 ako su vrhovi v; i v; susjedni jer je to umnozak brojeva
1i—1 (jedan vrh je pocetni vrh brida, a drugi krajnji), a u sluéaju da nisu
susjedni imamo 0. Nadalje, ako i = j, na poziciji (i,7) od M M7 nalazi
se stupanj vrha v; jer zbrajamo jedinicu onoliko puta koliko ima bridova u
kojima se nalazi v;. Ovo je upravo definicija Laplacijana od G, pa vrijedi
L=MMT.

Zbog propozicije 2.4, sva razapinjuca stabla od G imaju (n — 1) bridova.
Promotrimo zato proizvoljnu (n — 1) x (n — 1) podmatricu B od M. Ako
pripadni graf matrice B nije povezan, B ima nulredak pa je det B = 0. Ako
pak ima ciklus, tada zbroj stupaca koji odgovaraju bridovima u ciklusu iznosi
0, pa je zbog linearne zavisnosti opet det B = 0. Dakle, ako B nije stablo,
vrijedi det B = 0.

Tvrdimo da ako B jest stablo, tada je det B = +1. Dokazimo to indukci-
jom. Zan = 1 tvrdnja vrijedi jer 0 x 0 matrica po definiciji ima determinantu
1 sto odgovara jedinom stablu s jednim vrhom, /N;. Pretpostavimo da je je
T razapinjuce stablo ¢iji su bridovi stupci od B. Zbog propozicije 2.3, T
ima bar dva lista. Zbog toga B sadrzi redak koji odgovara listu od 7" i on
ima samo jedan nenul element te je jednak 4+1. Rac¢unamo det B Laplace-
ovim razvojem po tom retku. Jedini nenul pribrojnik dobit ¢emo iz umnoska
tog elementa i determinante (n — 2) x (n — 2) podmatrice koja takoder od-
govara stablu jer smo uklonili samo list pa nismo narusili ni povezanost ni
nepostojanje ciklusa. Po pretpostavci indukcije taj umnozak je upravo +1.

[zracunajmo sada det(L;) za proizvoljan i = 1, ..., n. Neka je M; matrica
M s uklonjenim i-tim retkom. Tada vrijedi L; = M; M. Iskoristimo Binet-
Cauchyjev teorem: det(L;) = > gcqy , det(M;) det(M]). Ako je m <
n — 1, sve determinante su jednake 0. Neka je m > n — 1. Sumiranjem po
svim podmatricama od M; i M} dobit ¢emo da su determinante jednake 0
ako pripadni podgraf nije stablo, odnosno 1 ako jest. Dakle, kona¢na suma
prebrojava stabla s n — 1 bridom ¢iji su svi bridovi u G. To su upravo
razapinjuca stabla od G.

O

[ustrirajmo tvrdnju Kirchhoffovog teorema na primjeru.
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Primjer 7.5. Odredimo broj razapinjucih stabala grafa iz prethodnog pri-
myjera. Neka je, primjerice, © = 2. Tada je

1 0 0
det(Ly) =det [0 2 —1| =3.
0 -1 2

Lako mozemo provjeriti i da vrijedi det(L;) = det(Ls) = 3, tj. da su ti
kofaktori jednaki. S obzirom da se radi o malenom n, moZemo se u rezultat
lako wvjeriti i ispisivanjem svih razapinjucih stabala:

Cayleyeva formula zapravo je korolar Kirchhoffovog teorema. Treba pre-
poznati da je broj stabala s n vrhova zapravo broj razapinjucih stabala pot-

punog grafa K,,. Kako je u potpunom grafu svaki vrh susjedan svim vrhovima
osim samom sebi, matrica susjedstva i matrica stupnjeva su

011 ..1 n-1 0 0 ... 0
101 ...1 0 n—-10 .. 0
A= D= T
111 ...0 0 0 0 ..n—1

n—-1 -1 -1 ... -1

-1 n-1 -1 ... -1
L= . . .

—1 -1 -1 ... n—1

Svi L; su jednaki, pa odredimo primjerice det(L;) svodenjem na gornje-
trokutasti oblik Gaussovim transformacijama:
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(n—1 -1 ... -1 1 -1 ... -1
-1 n-—1 ... —1 1 n—1 ... —1
det(L;) = det ) ) . _ = det
_—1 -1 n—1 1 -1 n—1
1 -1 -1
n ... —1
:det . . . . :nn_Q,
_() 0 n

gdje smo u drugoj jednakosti pribrojili sve retke prvom, a u tre¢oj oduzeli
prvi redak od svih ostalih. Konacan rezultat slijedi mnozenjem vrijednosti
na dijagonali jer se radi o trokutastoj matrici. Kako je matrica dimenzija
(n—1) x (n—1) i sve vrijednosti na dijagonali osim jedne jedinice su n, dobili
smo ocekivanih n"~2 razapinjuéih stabala. Time smo dokazali:

Korolar 7.6 (Cayleyeva formula). Broj razapinjuéih stabala potpunog grafa
K, jednak je n"~2.
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8 Vjerojatnosni dokaz

Vjerojatnost i kombinatorika su nerazdvojne, a u nastavku ¢emo pokazati
kako ni Cayleyeva formula nije iznimka. Iznosimo jedan nesto slozeniji dokaz
koji se temelji na Poissonovom procesu grananja. Ideja dokaza je jednos-
tavna: cilj je izracunati vjerojatnost da rezultat slucajnog procesa bude za-
dano stablo, a recipro¢na vrijednost te vjerojatnosti je broj moguéih stabala.
No, da bismo tu ideju proveli u djelo potrebno je provesti malo opsirniju
pripremu. Pratimo dokaz kako je izlozen u [8].

Neka je (Zy,i)n,i>1 niz nezavisnih jednako distribuiranih nenegativnih cje-
lobrojnih slu¢ajnih varijabli. Jednostavan proces grananja (Z,)n>0, ili Galton-
Watsonov proces, slucajan je proces u kojem Z,, predstavlja broj jedinki u
n-toj generaciji. Proces poc¢inje s jednom jedinkom, a svaka sljedeca genera-
cija ima onoliko jedinki koliki je zbroj djece jedinki iz prethodne generacije,
tj.

Zo=1
Zy =721,
Ly =Uyy+ Zog+ ...+ Loy

Zn = Zn,l + Zn,2 + ...+ Zn,Zn_p

gdje nezavisne jednako distribuirane Z,, ; predstavljaju broj djece i-te jedinke
iz n-te generacije. Uoc¢imo da Z, = 0 povlaéi Z, . = 0, za n > 1 (izumi-
range). Zbog pretpostavke jednake distribuiranosti niza (Z,;)n>1, mozemo
definirati distribuciju grananja kao Zy = Z1q ~ Zp ;.

Proces grananja svoje ime dobio je upravo iz vizualizacije preko obitelj-
skog stabla u kojem se pamti samo jedan roditelj. Jezikom teorije grafova,
to je korijensko stablo. Korijen ¢ini nultu generaciju, a n-tu generaciju ¢ine
svi vrhovi kojima je put do korijena duljine n. Za svaki vrh koji nije korijen
nazivamo prvi vrh na njegovom putu do korijena njegovim roditeljem (po-
sebno, svaki vrh osim korijena ima jedinstvenog roditelja). Preostale susjede
svakog od vrhova nazivamo njegovom djecom. Dakle, ako je v roditelj od
vg, tada je vy dijete od v1. Ako su vy i1 vy djeca od v3, tada kazemo da su
v1 1 vy braca. Kao i u obiteljskom stablu u kojem su braca slijeva na desno
sortirana po starosti, poredak medu bra¢om je bitan. Kazemo da se radi o
uredenom stablu.

Neka je ukupan broj vrhova (jedinki) stabla S jednak |S|. Neka je d, broj
djece vrha v (tj. d, = d(v) — 1, osim za korijen za koji vrijedi d(v) = d,).
Dakle, d, su realizacije nezavisnih jednako distribuiranih sluc¢ajnih varijabli
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Zy.i- Korijen stabla oznacimo s (), njegovu djecu s 1,2, ..., d, djecu vrha 1 s
11,12, ..., 1dy, i tako dalje. Dakle, svaki vrh v u n-toj generaciji oznacavamo
rije¢ju s n znakova, gdje je prvih n — 1 znakova jednako putu do korijena, a
n-ti znak oznacava koji je po redu vrh v medu bra¢om. Primjerice,

0
/ | | / | \
11 31 32
111 112 113 311 312 321 322 323

Ova reprezentacija vrhova poznata je kao Ulam-Harrisova reprezentacija
stabla. U nastavku, naziv obiteljsko stablo oznacava uredeno korijensko stablo
oznaCeno na upravo ovaj nacin. Dva obiteljska stabla jednaka su ako su
reprezentirana istim skupom rijeci.

Uoc¢imo da prebrojavanje obiteljskih stabala nije jednako prebrojavanju
stabala u smislu Cayleyeve formule. Naime, cilj nam je prebrojati neuredena
stabla, stabla u kojima poredak brace nije bitan (tj. dva stabla su jednaka
ako imaju jednak skup bridova), dok u slucaju Ulam-Harrisove reprezentacije
brojimo uredena stabla. U gornjem primjeru zamjenom vrhova 1111 112 i
dalje dobijemo isto neuredeno stablo. Stovige, postoji 3! - 3!-2! - 3! = 432
uredenih stabala nastalih procesom grananja koja ¢ine isto neuredeno stablo,
jer mozemo zamijeniti poretke vrhova 1,2,3, vrhova 111,112,113, vrhova
311,312 i vrhova 321, 322, 323. Dakle, kako bismo preko proucavanja procesa
grananja dosli do broja stabala, trebamo prvo uspostaviti vezu prebrojavanja
uredenih i neuredenih stabala. U tu svrhu slijedi nekoliko definicija i lema.

Neka je s obiteljsko stablo s n vrhova. Oznacit ¢emo ga na drugi nacin
tako da korijenu pridruzimo oznaku 1, a preostalim vrhovima nasumicno
(uniformno i bez ponavljanja) dodijelimo oznake {2,...,n}. Rezultat je
oznaceno 1 neuredeno korijensko stablo [. Radi jednostavnosti, u nastavku
oznaceno stablo znaci upravo takvo stablo, a oznacavanje obiteljskog stabla
znaci opisani proces dodjeljivanja oznaka. Za oznaceno stablo [ i obiteljsko
stablo s uvodimo oznaku s ~ [ ako se [ moze dobiti iz s promjenom oz-
naka. Zbog toga Sto je s definirano kao uredeno, a [ kao neuredeno stablo,
viSe razli¢itih oznacavanja stabla s rezultirat ¢e istim neuredenim stablom /.
Zbog toga za zadano obiteljsko stablo s i oznaceno stablo [ takve da s ~ [

definiramo L(l) kao broj na¢ina na koje mozemo oznaciti s da bismo dobili
stablo jednako stablu [. Neka su npr. zadana stabla
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0 1
12 3 4 6 4 3 7

/\ /\
2 5

21 22

Oznaceno stablo sa zamijenjenim vrhovima 6, 3,7 ili vrhovima 2,5 jed-
nako je stablu [ jer [ nije uredeno. Dakle, postoji L(l) = 3! 2! = 12 nacina
da iz s dobijemo [. Jasno je da je veli¢ina L(l) dobro definirana jer je bitno
samo koje vrhove mozemo permutirati u s da dobijemo isti [, Sto ne ovisi o
izboru s dokle god vrijedi s ~ [.

Sada smo spremni za sljedece dvije leme koje povezuju obiteljska i oznac¢ena
stabla.

Lema 8.1. Za zadano oznaceno stablo [, broj obiteljskih stabala s za koje
vrigedi s ~ | jednak je

|{s:s~l}|:%.

Dokaz. Neka je | oznaceno stablo i neka je sy obiteljsko stablo takvo da
sg ~ L. Obiteljsko stablo sy moze promjenom poredaka brace postati bilo
koje drugo s; € {s: s ~ [}. Za svaki vrh v u sy mozemo promijeniti poredak
brace na d,! nacina, §to je ukupno [], ., d,! razlicitih stabala. No, kad ta

stabla promatramo kao neuredena stabla, svako od njih jednako je kao jos

H v dy !
Le(ll ) . D

njih L(l). Dakle, konacan rezultat je

Lema 8.2. Za zadano obiteljsko stablo s i oznaceno stablo | takve da s ~ [,
vjerojatnost dogadaja da oznacavanjem s dobijemo upravo l, u oznaci s — [,
jednaka je

L(1)

(=1t

Dokaz. Korijen uvijek ima oznaku 1, pa postoji (]/| —1)! na¢ina za uniformno
i bez ponavljanja dodijeliti oznake 2, ..., |l| preostalim vrhovima od s (ocito
s ~ 1 = |s| =|l|). Dakle, vjerojatnost da je proizvoljno oznaceno uredeno

stablo s |I| vrhova jednako [, ako [ promatramo kao uredeno stablo, jednaka

je m No, kako je I neuredeno stablo, to mnozimo s L(l). Dakle, vrijedi

P(s — 1) = gy O

P(s = 1) =
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Vrijeme je da dosadasnja razmatranja povezemo s procesima grananja.
U nasSem slucaju, promatrat ¢emo proces grananja s distribucijom grana-
nja Z; ~ Pois(1). Vjerojatnosna funkcija gustoée Poissonove distribucije za
opéeniti parametar A € (0, +o0) je P(X = k) = ’\k,j;A
slucaju ona glasi

, k € Ny, pa u nasem

6_1

Lema 8.3. Neka je zadano obiteljsko stablo s takvo da je |s| = n. Za obi-
teljsko stablo S nastalo procesom grananja s distribucijom grananja Pois(1)

takvo da je |S| = n, vrijedi

“TLodl (15)

Dokaz. Kako je stablo S nastalo procesom grananja, svaki od n vrhova ima
onoliko djece kolike su realizacije d,, od n nezavisnih jednako distribuiranih
slucéajnih varijabli s distribucijom Pois(1). Zbog nezavisnosti i jednake dis-
tribuiranosti, vjerojatnost da je S jednako upravo zadanom s jednaka je

P(S:s):HP(ledv):H%:HLnd'.

vES vEs ves U
]

Uoc¢imo da je ta vjerojatnost jednaka i za sva druga stabla s istim stup-
njevima vrhova.

Lema 8.4. Neka je obiteljsko stablo S nastalo procesom grananja s distri-
bucijom grananja Pois(1) i neka je zadano oznaceno stablo l. Oznacimo S
i neka je I' dobiveno oznaceno stablo. Tada je vjerojatnost da smo na taj
nacin dobilt upravo | jednaka

ol
(B

Dokaz. Po definiciji, da bi bilo I’ = [, najprije treba vrijediti S = s; za neki
s; ~ 1, a zatim josS i s; treba oznaciti tocno kao [. Dakle,

P(l'=1)=

Uvrstimo li rezultate iz lema 8.2 i 8.3, slijedi
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el L(l)
P [Loes do! (1] = DY

SlNl
Mozemo se rijesiti sume jer za svako stablo s; ~ [ imamo jednaku vjerojat-

nost, a zbog leme 8.1 znamo da takvih stabala ima H”e(l 2 . Dakle,

[L.e do! el L) el
L) [lesd! (1 =1 (I =1F

Pl =1)=
O

Za kraj, bez dokaza navodimo poseban slucaj zakona o ukupnom potom-
stvu (eng. law of total progeny) za Poissonovu distribuciju.

Teorem 8.5. Vjerojatnost generiranja obiteljskog stabla S procesom grana-
nja s distribucijom grananja Pois(\) takvo da vrijedi |S| = n jednaka je

B(|5| = m) = 2o

n! ¢
Pokazimo sada kako odavde slijedi Cayleyeva formula.

Dokaz. Neka je zadano oznaceno stablo [ s n vrhova, tj. |[| = n. Neka je S
obiteljsko stablo nastalo procesom grananja s distribucijom grananja Pois(1),
i neka je I’ oznaceno stablo nastalo oznacavanjem stabla S. Izracunajmo
vjerojatnost da na taj nac¢in dobijemo [, tj. P(I' =1 | |I'| = n). Vrijedi

P =1)
Pl'=1||l'|=n)= ———".
W =111 =m) = =
Zbog teorema 8.5 vrijedi P(|I'| =n) = (’\"7)1—?7164‘" = %, aulemi 8.4
veé smo izracunali vjerojatnost da dobijemo oznaceno stablo [ s proizvoljnim
brojem vrhova. Dakle,

e—|l\ nn—2e—n -1 nn—Qe—n 1
I no__ _ _ _
P(l_”'”_”)_(m—m((n—m) BCER

Kako je gornja vjerojatnost jednaka za sva oznacena stabla s n vrhova,
slijedi da takvih stabala ima n" 2.

]
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Sazetak

U ovom radu proucavamo Cayleyevu formulu i njene dokaze. Najprije uvo-
dimo osnovne pojmove teorije grafova i iskaz Cayleyeve formule. Zatim pre-
lazimo na njene odabrane dokaze, pocevsi s bijektivnim dokazima: dokaz
pomoc¢u Priiferovih kodova, dokaz Joyalovom bijekcijom te dokaz pomocu
funkcija parkiranja. Potom provodimo dokaze koji se temelje na mate-
matickoj indukciji: dokaz formulom ukljuc¢ivanja-isklju¢ivanja te Riordanov
i Rényijev dokaz. Slijede dokazi dvostrukim prebrojavanjem: Pitmanov do-
kaz preko usmjerenih stabala, dokaz preko razapinjué¢ih stabala i Clarkeov
dokaz pomocu prespajanja. Zatim obradujemo Pélyin dokaz preko funkcija
izvodnica i Lagrangeove formule inverzije. Kao primjer matri¢cnog dokaza
dajemo dokaz Kirchhoffovim matri¢nim teoremom o stablima. Zavrsavamo
vjerojatnosnim dokazom preko Poissonovog procesa grananja.
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Summary

In this thesis, we study Cayley’s formula and its various proofs. First, we in-
troduce basic graph theory notation and the statement of Cayley’s formula.
We then move on to a selection of its proofs, starting with bijective pro-
ofs: a proof using Priifer codes, a proof using Joyal’s bijection, and a proof
using parking functions. Then we carry out proofs based on mathematical
induction: a proof using the principle of inclusion and exclusion, and Rior-
dan and Rényi’s proof. Proofs by double counting follow: Pitman’s proof
via directed trees, a proof via spanning trees, and Clarke’s proof using linka-
ges of trees. We continue by covering Pélya’s proof via generating functions
and Lagrange’s inversion formula. We also present a proof using Kirchhoft’s
matrix-tree theorem. We conclude with a probabilistic proof using a Poisson
branching process.
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