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Uvod

Prije utjecaja americkog ekonomista Harrya Markowitza investitori su se fokusirali po-
najviSe na maksimiziranje dobiti davajuéi malo vaznosti kontroli rizika. lako je pojam
diverzifikacije poznat od davnina, u investicijskom je smislu tek Markowitz sredinom 20.
stoljeca dao jasno ekonomsko, odnosno matematicko znacenje.

Imajuci na umu odgovorno i razumno investiranje, u ovom ¢emo se radu posvetiti naj-
prije izradi optimalnih portfelja, odnosno proucavanju efikasnih portfelja te jedne kon-
kretne metode izvoda efikasnih portfelja. Nakon definicije te izvoda efikasnog portfelja,
paznju ¢emo usmyjeriti na kontrolu rizika povezanog s potencijalnim gubicima uzrokova-
nim trziSnim kretanjima cijena financijskih instrumenata u portfelju. Centralni element
kontrole rizika bit ¢e mjera rizika zvana rizicna vrijednost ili VaR (eng. Value-at-Risk).
Definirat ¢emo te u primjeru izvesti VaR koristeéi tri poznate metode: povijesnu metodu,
metodu Monte Carlo simulacija te parametarsku metodu, od kojih svaka ima odredene
prednosti i nedostatke.



Poglavlje 1

Optimizacija portfelja - Markowitzev
model

1.1 Biografija i motivacija

Harry Max Markowitz bio je americ¢ki ekonomist roden 24. kolovoza 1927. koji je 1990.
godine dobio Nobelovu nagradu za ekonomiju za svoj rad na teoriji portfelja.

Djelo po kojem je vjerojatno najpoznatiji jest njegova "Moderna teorija portfelja” - mo-
del kojem je cilj postaviti optimalni odnos izmedu rizika 1 o¢ekivanog prinosa. Moderna
teorija portfelja postavila je temelje za analizu rizika i povrata u upravljanju investicijskim
portfeljem. Ona naglasava vaznost diversifikacije investicija 1 kako odgovaraju¢a kombina-
cija aktiva kao Sto su dionice, obveznice te ostali financijski instrumenti moZe optimizirati
ravnotezu izmedu Zeljenog povrata i povezanog rizika. Prava prekretnica u investiranju
dogodila se kada su se brojni investitori vodeni Markowitzevim modelom prestali fokusi-
rati na izradu portfelja imajuéi na umu jedino maksimalni prinos, nego su kombiniranjem
razlicitih investicija pokuSavali pronaci portfelj sa Zeljenim prinosom uz $to manji rizik.

Osnovni koncept moderne teorije portfelja jest efikasna granica koja predstavlja skup
portfelja koji nudi najviSi moguéi povrat za odredenu razinu rizika. Kona¢no, Markowit-
zova inovacija u podrucju investiranja pruZila je okvir za kvantitativno upravljanje rizikom
u financijskim investicijama.

1.2 Pretpostavke Markowitzevog modela

Prije no Sto se pocnemo detaljno baviti Markowitzovom modernom teorijom portfelja, na-
pomenimo kako ona sadrZi odredene pretpostavke, izmedu ostalog o ponaSanju i o¢ekivanju
investitora te povratima. Jedna od najbitnijih pretpostavki na kojoj se temelji moderna te-
orija portfelja jest pretpostavka o racionalnosti investitora, nesto $to se joS naziva i inves-

2
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titorova nesklonost riziku. Tu pretpostavku moZemo promatrati iz dvije perspektive po
pogledu ocekivanih prinosa i rizika. Najprije, uz pretpostavku istog rizika dva portfelja,
racionalni ¢e investitor odabrati portfelj koji ima veci ocekivani prinos. S druge strane,
ukoliko dva portfelja imaju jednak ocekivani prinos, racionalni investitor uvijek odabire
onaj portfelj s manjim rizikom. Portfelji kojima se mogao povecati povrat bez povecanja
rizika te portfelji kojima se mogao smanjiti rizik bez rezultiranog smanjenja prinosa Mar-
kowitz je nazivao neefikasnima'.

Konac¢no, Markowitz je pretpostavio normalnu distribuciju povrata, jednak pristup in-
formacijama od strane svih investitora na trzistu, fiksnu kamatnu stopu na bezrizi¢nu imo-
vinu te nedostatak transakcijskih troskova.

1.3 Diverzifikacija i koreliranost

U ovom poglavlju, ukratko ¢emo objasniti te primjerima pokazati zasto Markowitz u svojoj
modernoj teoriji portfelja naglasak stavlja na diverzifikaciju, odnosno preciznije, na por-
tfelje koji su diverzificirani imovinama s negativnom korelacijom. Najprije, definirajmo
glavne pojmove koji ¢e nam biti potrebni u nastavku.

Definicija 1.3.1. Neka je (Q, F,P) vjerojatnosni prostor. Funkcija X : QQ — R naziva se
diskretna slucajna varijabla ako postoji prebrojiv skup D = {a;, a, ...} C R takav da je

(i) X(w) € D za sve w € £
(i) {X=aj}={weQ: X(w)=a;} €F zasve je N

Definicija 1.3.2. Neka je X slucajna varijabla koja poprima konacno mnogo vrijednosti
ai,...,a, s vjerojatnostima p1,. .., p,, respektivno. Tada je matematicko ocekivanje od X

definirano kao
n

E(X) := Z ap;.

J=1

Definicija 1.3.3. Neka je X diskretna slucajna varijabla s funkcijom gustoce f i ocekivanjem
E(X). Varijanca od X definirana je kao

Var(X) :=E [(X - E(X))z] .

U nastavku rada Cesto ¢emo Koristiti pojam varijance, no bitno je napomenuti kako iako
su oznake veoma sli¢ne, ne treba mijeSati Var(X), odnosno varijancu slu¢ajne varijable X
te VaR portfelja (Value-at-Risk).

Vige u poglavlju 1.5 Efikasna granica.
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Prije nego $to mozemo precizno definirati koeficijent korelacije najprije nam je potre-
ban pojam kovarijance dvije diskretne slucajne varijable.

Definicija 1.3.4. Neka su X i Y dvije diskretne slucajne varijable takve da je E (Xz) <o00i
E (Yz) < oo, Kovarijanca od X i Y definira se kao

Cov(X,Y) 1= B(X — E(X))(Y — E(Y))) = E(XY) — E(X)E(Y).

Teorem 1.3.5. Neka su X i Y dvije diskretne slucajne varijable takve da je E(Xz) <ooi
E (YZ) < oo te neka su a, b, ¢, d € R. Tada vrijedi

1. Cov(aX+b,cY+d)=acCov(X,)Y);
2. VaR(X+Y)=Var(X)+Var(Y)+2Cov(X,Y).

Dokaz:
1. Vrijedi,
Cov(aX +b,cY +d) =E((aX + b — aB(X) — b)(cY +d — cE(Y) — d))
= acE((X — E(X))(Y - E(Y)))
=acCov(X,Y).
2. Vrijedi,

Var(X + Y) = E(X + Y = E(X + Y))?))
= E(X - E(X))* + 2(x - EQX))(Y — E(Y)) + (Y — E(Y))?)
=Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X, Y).

O

Kovarijanca dviju slucajnih varijabli X i Y korisna je zato §to je ona mjera njihove za-
visnosti. Ipak, kovarijanca izmedu X 1 Y ovisi o skali od X 1 Y. Tako na primjer ako umjesto
X 1Y promatramo aX, a € R1Y, tada je Cov(aX,Y) = aCov(X,Y), dok je intuitivno gle-
dano zavisnost ostala ista. Iz tog razloga, mjera zavisnosti koju ¢emo mi koristiti biti ¢e
korelacija.

Definicija 1.3.6. Neka su X i Y dvije diskretne slucajne varijable takve da je B(X?) < oo i
E(Y?) < oo. Korelacija (ili koeficijent korelacije) od X i Y definira se kao

P(X.Y) = Cov(X,Y)
VVar(X) \Var(Y)
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Teorem 1.3.7. Neka su X i Y dvije diskretne slucajne varijable takve da je E(X2) < oo
E (YZ) < oo te neka je p(X, Y) njihov koeficijent korelacije. Tada vrijedi:

1. -1 <pX,Y)<1
2. Ako su X i Y nezavisne, onda je p(X,Y) = 0.
Dokaz: Stavimo ox = VVar(X) te oy = \Var(Y).

1.
X Y Var(X Y X, Y
o< var[ X+ 1) Vart) var ot
Ox Oy O'X O'y OxOy

=2+20(X,Y) =2(1 + p(X, Y)).
Dakle, p(X,Y) > —1. Sada analogno iz

X Y
Var(— - —) >0

0x Oy
slijedi da je p(X,Y) < 1.

2. Tvrdnja slijedi izravno iz definicije korelacije te Cinjenice da je tada Cov(X,Y) =
0. O

Kao $to je ve¢ spomenuto, Markowitz je smatrao da je diverzifikacija koristan alat za
efikasno upravljanje odnosom prinosa i rizika. Medutim, tvrdio je da je diverzifikacija
ucinkovita samo ako je koeficijent korelacije izmedu relevantnih trziSta (odnosno odabra-
nih financijskih instrumenata kao $to su dionice) negativan. Na primjer, ako na§ port-
felj sadrzi samo jednu dionicu, najbolju diversifikaciju postizemo odabirom druge dionice
takve da je korelacija izmedu cijena te dvije dionice Sto niza. Konacni ucinak bio bi da bi
cijeli portfelj (sastavljen od te dvije medusobno negativno korelirane dionice) imao manje
varijacije u cijeni nego bilo koja od tih dionica zasebno.

Slika 1.1 prikazuje situaciju u kojoj su promatrana tri portfelja - portfelji A i B, o
¢ijem sastavu ne pretpostavljamo niSta osim o medusobnoj korelaciji te portfelj A+B kao
kombinacija tih dvaju portfelja. Kao Sto se vidi iz grafa, u ovom konkretnom primjeru
koeficijent korelacije medu portfeljima A i B iznosi p = 1. Ako zelenom bojom prikazemo
portfelj koji je nastao kao kombinacija portfelja A 1 B, vidimo da ¢e njegova varijanca
u svakom trenutku biti veca ili jednaka varijanci individualnih portfelja. Razlog tome je
pozitivna korelacija portfelja, p = 1.

S druge strane, ukoliko uzmemo portfelje A 1 B takve da je koeficijent korelacije negati-
van, tada Ce portfelj koji je dobiven kao kombinacija portfelja A i B imati manju varijancu.
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— Portfefj A
— Portfe| B
Portfe A + 8

|

Imovina
0 2 4 6 8 10 12

Vrijeme

Slika 1.1: Pozitivno korelirani portfelji

(]

— FortfelA
o — Portfelj3
(e8]

Portfelj A + B

Imovina
0 2 4 6
! ! ] ]

Vrijeme

Slika 1.2: Negativno korelirani portfelji

Uocimo da je u donjem primjeru koeficijent korelacije upravo jednak p = —1 pa rezulti-
rajuéi portfelj A+B ima varijancu jednaku nuli. Primjer takvih portfelja vidljiv je na Slici
1.2.

Dakle, mozemo zakljuciti kako Markowitz s pravom stavlja naglasak na korelaciju imo-
vina u portfelju kao jedan od klju¢nih faktora za kontrolu rizika.

1.4 Moderna teorija portfelja

Jednom kada smo predstavili motivaciju za koriStenje moderne teorije portfelja te uveli os-
novne pretpostavke mozemo krenuti u razradu same teorije kako ju je Markowitz i zamis-
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lio. Da bismo se efektivno mogli baviti upravljanjem portfelja najprije moramo definirati
osnovne pojmove. Za potrebe ovog rada, o portfelju ¢emo jednostavno razmisljati kao o
skupu razlic¢itih investicija. Neki je n € N broj razli¢itih imovina u promatranom portfelju.

Glavna pretpostavka bilo kojeg ulaganja je varijabilnost vrijednosti tih imovina. Mi
¢emo umjesto apsolutne vrijednosti imovine promatrati povrate na investiciju u svaku imo-
vinu.

Definicija 1.4.1. Definirajmo povrate Ry, ..., R, na imovine I, ..., I, kao
V() -V(U,)"°
; — ( ]) ( ]) L e N
V,)°

gdje je V(I;) finalna vrijednost imovine I;, a V(I,)° pocetna vrijednost imovine 1. Uocimo,
nismo strogo definirali funkciju V, no to je funkcija koja svakoj imovini pridruZuje njenu
trzisnu vrijednost u nekom trenutku.

Dakle, u ovom slucaju o povratu razmis§ljamo jednostavno kao o razlici izmedu pocetne
i finalne vrijednosti odredene imovine. Imovina pak predstavlja bilo kakav financijski
instrument (dionica, obveznica, derivat) ili na primjer zlato, kriptovalute, itd. Bududéi da
¢emo obi¢no promatrati portfelj s viSe razli€itih imovina, moramo precizno definirati udio
pojedinacne imovine u portfelju.

Definicija 1.4.2. Udio imovine I; u portfelju I oznacavat ¢emo s w;j te definirati kao vri-
Jjednost j-te imovine podijeljenom s vrijednosti cijelog portfelja na neki datum. MoZemo
pisati
R0
wj = .
V)

Buduci da éemo mi promatrati portfelj u nekom (kona¢nom) periodu s konaéno mnogo
imovina koje poprimaju konacno mnogo vrijednosti, o povratima R; ¢emo upravo razmisljati
kao o diskretnim slucajnim varijablama definiranim u prethodnom poglavlju. Drugim
rije¢ima, ukoliko promatramo portfelj s n imovina, tada je ocekivani povrat na cijeli portfelj
dan sa

n
Bpon = ) WE(R),

J=1
gdje je w; inicijalni udio imovine /; u portfelju, a E(R;) oCekivani povrat na imovinu /;.
Odnosno ocekivani povrat na portfelj jednak je sumi ocCekivanih povrata na pojedinacne
imovine uzevsi u obzir pripadne udjele imovina u cjelokupnom portfelju. Mozemo uociti
da ukoliko su nam poznati udjeli imovina u portfelju te ocekivani povrati za pojedinacne
imovine vrlo lako odredujemo oc¢ekivani povrat portfelja.
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1.5 Efikasna granica

Prisjetimo se, u poglavlju 1.2 Pretpostavke Markowitzevog modela, ve¢ smo opisali raci-
onalnost investitora te smo spomenuli pojam neefikasnog portfelja. Medutim joS je nejasno
Sto je to¢no onda efikasni portfel;.

Definicija 1.5.1. KaZemo da je portfelj efikasan ukoliko zadovoljava barem jedan od sljedecih
uvjeta:

(i) ne postoji niti jedan drugi portfelj koji ima veci oCekivani povrat uz istu razinu rizika
(ii) ne postoji niti jedan drugi portfelj koji ima manju razinu rizika uz isti ocekivani povrat

Sada mozZemo zakljucke iz poglavlja 1.2 izreéi kao: racionalan investitor uvijek izabire
efikasan portfelj. Efikasni portfelji vrlo se jednostavno mogu prikazati graficki. Prikazimo
sve moguce kombinacije investicija (portfelje) na ravnini gdje x os predstavlja standardnu
devijaciju portfelja (riziCnost), a y os predstavlja ocekivani povrat.

Efikasna granica

Ocekivani povrat

¥

Standardna devijacija

Slika 1.3: Efikasna granica

Nasslici 1.3 mozemo vidjeti krivulju koja predstavlja efikasnu granicu - na njoj se nalaze
svi efikasni portfelji. Ukoliko investitor raspolaze s portfeljom B jasno vidimo da je on
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neefikasan, odnosno racionalni bi investitor prodao portfelj B 1 kupio portfelj A ili C. To
vidimo jer za danu razinu oCekivanog povrata, portfelj A omogucuje manju standardnu
devijaciju odnosno manju rizi¢nost. Sli¢no, za danu rizi¢nosti portfelj C omogucuje veci
ocekivani povrat. Napomenimo joS i da je na slici 1.3 odabir portfelja B proizvoljan, naime
za svaki portfelj koji se nalazi ispod efikasne granice jasno je da je neefikasan te da se na
analogan nacin moZe pretvoriti u efikasan.

Jednom kada znamo da Zelimo imati iskljucivo efikasne portfelje, postavlja se pitanje
kako do¢i do njih? Odnosno kako izabrati optimalnu kombinaciju investicija koja port-
felj ¢ini efikasnim? Markowitz odgovor na to pitanje trazi u analizi o¢ekivanog povrata i
varijance (Mean-Variance Optimization).

1.6 Problem odabira portfelja

Vec¢ smo u prethodnom poglavlju spomenuli kako ¢e nas u cilju pronalaska optimalnog por-
tfelja zanimati udjeli razlicitih investicija u portfelju. Te udjele oznacili smo malim grékim
slovom wj, gdje indeks j odgovara j-toj imovini. Radi uskladenosti zapisa s Markowitze-
vim nac¢inom, u ovom ¢emo potpoglavlju iste udjele oznacavati sa X;. Dakle, definiramo
X; := wj. Pretpostavit ¢emo da vrijedi

X;>0, zasvej
te

in = 1
j=1

Nadalje, ograniCenja na vrijednosti od X; (osim ve¢ spomenutih) prikazivati ¢emo jed-
nadZbama te nejednadZbama.

a“Xl + 6112X2 + -+ dlan = b1
d21X1 + Clngz + .-+ aann = b2

A Xy + Ay Xo + -0+ A X, = bm

Ta ogranic¢enja realne su prirode, a proizlaze iz razli¢itih zakonskih i regulativnih akata,
vlastitih preferencija ili na primjer financijskih moguénosti. Nadalje, moguca je pojava
nejednakosti oblika

a X + ax X, + a3 X3 > b
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koje ¢emo pretvarati u jednakosti tako da ¢emo uvesti novu varijablu, X, > O te tako dobiti
a X| +ax X, + a3 Xz — Xy = b.

Time smo efektivno sustav jednadzbi i nejednadzbi pretvorili u sustav jednadzbi koji moZemo
zapisati kao
AX = b,

gdje je A matrica reda m X n, X vektor ve¢ definiranih udjela u investicijama te b vektor s
m elemenata. Sukladno prethodnoj definiciji, ocekivanje na promatrani portfelj tada je

E= Zn: X
=1

gdje je u; o¢ekivani prihod na j-tu investiciju. Promatrati ¢emo 1 vektor takvih oc¢ekivanih
prihoda
Hi
H2
H=1.
n

Tada se ocekivani povrat na portfelj moZze prikazati kao
E =u'X,

gdje je u’ oznaka za transponiranje matrice (vektora) u. 2
Sli¢no, varijancu povrata portfelja

V=2 XX,
i

mozZemo zapisati kao

o o o EXl—
11 .12 .. 1n X2
V=X X X1 - - |
Omi Om2 .. Opmp i Xn_
odnosno
V=XCX,

?Istu notaciju koristit éemo i u nastavku rada.
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gdje je C kovarijacijska matrica. Uocimo, buduci da je o;; = o j; za sve i, j (svojstvo
kovarijance) slijedi da je C simetri¢na matrica.
Definirajmo matricu M kao

Cc A
m=[i
(m + n) X (m + n) matricu. Uo¢imo, M je simetricna matrica po definiciji. Nadalje, neka je
0
0 0
==l
Dy ]

vektor stupac kojemu su prvih n elemenata 0, a zadnjih m elemenata pripadni elementi
vektora b te o
Hi

10 ]
vektor stupac s m + n elemenata gdje su prvih n elemenata elementi vektora yu, a zadnjih m

su nule.

Da bismo rijesili problem pronalaska optimalnih portfelja uvesti cemo takozvane je-
dini¢ne krizeve.

Definicija 1.6.1. Jedinicni kriz definiramo kao uniju vektora stupca i vektora retka kojima
su svi elementi nule, osim na presjeku gdje je 1.
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Na primjer, ako promotrimo matricu P definiranu kao

g1 012 013 014
021 022 023 024
031 O3 033 O34
041 042 043 O44

tada ”zamijeniti drugi redak i drugi stupac jedini¢nim krizem” znaci pretvoriti P u

on 0 o3 o

p_ |0 1 0 0
B o3 0 o33 oy
o4 0 043 ouy

Kriti¢ni pravci

Skup efikasnih portfelja sastoji se od segmenata iz takozvanih kriti¢nih pravaca, a uz svaki
kriticni pravac veZemo skup varijabli za koje kaZemo da su “unutar” ili "izvan”. Defini-
rajmo najprije inverz matrice.

Definicija 1.6.2. Matrica tipa n X n naziva se kvadratna matrica ili matrica reda n

Definicija 1.6.3. Kvadratna matrica A reda n je invertibilna ili regularna ako postoji ma-
trica B reda n takva da je
AB=BA=1.

Matricu B zovemo inverznom matricom od A te pisemo B = A~'. U protivnom kaZemo da
Jje matrica A singularna.

Definicija 1.6.4. Neka je M matrica dobivena zamjenom redaka i stupaca varijabli koje su
“izvan” jedinicnim kriZevima iz matrice M te pretpostavimo da je M regularna matrica.
Tada je jednadZzba kriticnog pravca

X,

=

:R+§/1E,
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ili krace
_ 1 X -
M[/l]:R+S/1E. (1.1)
Za sada nismo joS definirali varijable 4,,...,4,,, no za svako ogranienje s pocetka

poglavlja koristit ¢emo jednu varijablu 4;. U slucaju kada je ), X; = 1 jedino ogranienje
slijedim =1 te

X,

X,
| Ay ]

Ovdije je R prethodno definiran m + n vektor-stupac, a S je dobiven iz S analogno kao
M iz M. Na primjer, ako je n = 4, m = 1 te varijable j = 2,4 izvan”, tada je

(%1}
Il
cof% oF

Specijalno, Ag € R.
Iz prethodne formula za kriti¢ni pravac dobivamo i drugaciji zapis

| = ) e () s
Uoc¢imo da smo pretpostavkom na regularnost matrice M osigurali postojanje inverza.
U nastavku ¢emo s N(i) oznacavati M~' (pritom i oznacava i-ti kriti¢ni pravac na koji smo
naiSli pri pronalasku efikasne granice) no umjesto jedini¢nih kriZzeva koristimo tzv. nul-
krizeve (umjesto jedinice, centralni element je takoder nula).
Sada moZemo pisati

[)ﬂ = N()R + N(Q)S Ag (1.2)

Proceduru pronalaska kriti¢nih pravaca biti ¢e najjednostavnije pokazati primjerom, a
paralelno ¢emo pokazati i opCeniti slucaj.
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Primjer

Neka je n = 3, dakle promatrani portfelj sastoji se od 3 imovine, te neka je kovarijacijska
matrica C dana s

0.0187 0.0854 0.0104
0.0145 0.0104 0.0289

C =

0.0146 0.0187 0.0145}

Nadalje, neka je vektor ocekivanih prinosa

0.146
0.128

ﬂ:

0.062}

te jedini uvjet na razdiobu investicija
X1+ X +X5= 1,

te X; > 0za j = 1,2,3 (nema takozvanog “short sellinga”, odnosno imovinu moZemo
jedino kupovati).
Slijedi da je prema definiciji

0.0146 0.0187 0.0145 1 0 0.062
_ 0.0187 0.0854 0.0104 1 R 0 g = 0.146
0.0145 0.0104 0.0289 1|’ 0]’ 0.128

1 1 1 0 1 0

Prvi korak je pronadi efikasni portfelj X" s maksimalnim odekivanjem. Uz pretpos-
tavku kako je jedino ogranicenje Zf’zl X =1 to je trivijalan zadatak - odabiremo onu imo-
vinu koja zasebno ima najvece ocekivanje y;. U ovom primjeru portfelj koji maksimizira
ocekivani prinos je
0
1
0

odnosno u potpunosti se sastoji samo od druge imovine koja ima najveci oCekivani prinos
(0.146). U nesto opcenitijem slucaju kada nam je zadan sustav uvjeta

X =

)

AX=b

problem pronalaska takvog portfelja moze postati dosta kompliciraniji. U takvim se slucajima
koristi linearno programiranje za rjeSavanje sustava.
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Drugi korak je pronalazak jednadZbe za kriti¢ni pravac povezan s portfeljom XV, Naj-
prije pogledajmo na$ primjer, u njemu su j = 1 i j = 3 ”izvan” (jer smo odabrali optimalni
portfelj koji se sastoji samo od imovine j = 2) pa je jednadZba koja odgovara jednadZzbi
(1.1) oblika®

1 0 0 0]]X, 0 0
0 0.0854 0 1|(X,| |0 4 0.146
0 0 1 ol|Xs| [o]""*| o |
0 1 0 0]l 1 0
Laganim ra¢unom dobijemo inverz matrice M:
1 00 0
~ 0 00 1
-1 _
M= 0 01 0
0 1 0 -0.0854

Supstitucijom nul-kriZeva za varijable koje su izvan dobivamo matricu

0 00 0
00O 1
00O 0
0 1 0 -0.0854

N(1) =

Konac¢no, vrijednosti od X te A uz kriti¢ni pravac dane su formulom (1.2), odnosno
nakon uvrstavanja

X, 0 0
Xa| 1 0
5171 o [T o
A |-0.0854 0.146

Dakle, na prvom kriticnom pravcu, samo se A; mijenja u odnosu na promjenu Ag, dok X
ostaje konstantan. Takva situacija uvijek se deSava za prvi kriticni pravac, no moguca je
(iako rijetko) i u sljede¢im koracima.

Sli¢na je situacija kada je portfelj izloZzen opcenitom sustavu linearnih uvjeta, AX = b.
Ukoliko imamo m jednadZzba uvjeta tada ¢e biti m varijabli u portfelju koji maksimizira E.
U linearnom programiranju takve varijable nazivaju se baznima. Eliminacijom svih redaka
1 stupaca koji su ”izvan” dobivamo matricu

C A
A of

3U definiciji 1.6.4. moZemo se prisjetiti kako smo dosli do matrice M te definicija matrica Ri S.
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gdje je C mxm podmatrica od C, A je regularna mxm podmatrica od A, A" jest transponirana
matrica A, a 0 je nul-matrica reda m X m. Inverz ove matrice jest

[g %]] - [(A?)_l _(A')ATCA—I,

iz kojeg sada umetanjem nul-kriZzeva na retke i stupce koji su “izvan” dobivamo N(1).
Konac¢no, formula za prvi kritini pravac je

m = N(1)- R + AzN(1)S.

U svrhu jednostavnosti mozemo uvesti oznake 7(1) := N(1)R te U(1) := N(1)S, ¢ime
formula za prvi kriti¢ni pravac postaje

m =T() + A:U(1)

Treéi korak ovog procesa jest pronalazak vrijednosti od Ag za koje pronadeni prvi
kriticni pravac iz prethodnog koraka presijeca svaki kriti¢ni pravac sa sljedeca tri svojstva:

1. sve varijable koje su bile “unutar” u prvom kriti¢cnom pravcu i sada su “unutar”
2. jedna dodatna varijable je takoder “unutar”

3. sve ostale varijable su “izvan”

U tom pogledu, moZemo pisati kako je prvi kriti¢ni pravac bio /, - oznaka kako je
varijabla koja je "unutar” j = 2. Imajuci na umu prethodne tri karakteristike kriticnih
pravaca, sljede¢i je korak pronaci vrijednosti Ag u sjeciStu pravaca , i /;, (varijabla koja
je takoder dodana “unutar” je j = 1) te [, 1 5 (nova varijabla je j = 3). U sjeciStu l, i /;,
vrijedi

o1 Xy +012Xo + 013X3 + Ap = g,

gdje je o;j kovarijanca izmedu i-te i j-te imovine, kao i

m =T(1) + A:U(1).

Slijedi
[o11, 012,013, I{T (1) + AgU(1)} = p1 4g,
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odnosno
0 0
[0.0146,0.0187,0.0145, 1] (1) +[0.0146,0.0187,0.0145, 1] 8 Ag = 0.0624%.
—-0.0854 0.146

Slijedi da na sjeciStu vrijedi

—-0.0667 + 0.1461; = 0.0624¢
Ag = 0.794.

Sli¢no, sada u sjeciStu [, i [, 3 imamo
(0731, 032, 0733, LI{T (1) + U(DAg} = p3dg,
iz Cega slijedi

—0.075 + 0.1464 = 0.1284¢
/IE = 417

Prvi segment efikasnog skupa lezZi izmedu kriticnog pravca koji presijeca [, u maksi-
malnoj vrijednosti od Ax pa moZzemo zakljuciti kako u danom primjeru prvi segment lezi
duz kriticnog pravca [, 3.

U opcenitom slucaju, korak 3 moZe se opisati na sljedeci nacin. Neka je v; j-ta kom-
ponenta vektora

V=MTQ),
te neka je w; j-ta komponenta vektora
W=MUQ1)-S.
Vrijedi v; = w; = 0 za j koji su "unutra”. Nadalje, Ag) = —v;/w;j jest vrijednost od Ag

za koju prvi kritini pravac presijeca onaj kriti¢ni pravac za koji je j-ta varijabla takoder
“unutar” (ako je w; = 0 tada ne postoji sjeciste tih pravaca). Sljedeci kriti¢ni pravac koji
je “efikasan” jest onaj koji presijeca prethodni u maksimalnoj vrijednosti Ag. Ukoliko je
takav max Az <= 0 tada je X'V rjeSenje problema, odnosno portfelj minimalne varijance te
maksimalnog ocekivanja.

Cetvrti korak daje nam formulu za sljede¢i kriti¢ni pravac. U naSem primjeru, razlika
izmedu nove matrice M te dosada$nje jest u tome da je j = 3 sada “unutar”. N(1) takoder
mora biti promijenjen kako bismo dobili N(2). Promotrimo ovaj puta najprije opcenitu
proceduru.
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Pretpostavimo da varijabla j, upada "unutar” za (i + 1)-vi kriti¢ni pravac. Neka je sada
Cj, jo-ti stupac matrice M. Neka je nadalje

B =N(@)C;j,,
b = B,Cj()’
C=Mjyj, — b,

gdje je mj,j, = M(jo, jo) odnosno element matrice M u jy-tom retku i jo-tom stupcu.
Nadalje, elementi matrice N(i + 1), g;;, mogu se iskazati pomocu elemenata matrice N(i),
fij» na sljedeci nacin:

1
g L = -
JoJo c ’

b
8ijo = 8joi = ~ 5 28I # Jo
gdje je b; i-ta komponenta vektora B te

bb; . ...

8ij = Jij+ —~ 7l # jo. J # Jo.
Vratimo li se sada na naS primjer moZemo vidjeti kako promjena N(1) u N(2) izgleda.
Budu¢i da smo zakljucili kako prvi segment lezi duz pravca /; 3, sljedeca varijabla koja je

“unutar” jest jo = 3. Dakle, imamo

000 0 ][00145 0
_[000 1 floowod | 1
“looo o [{oo2s9]"| o |
0 1 0 -0.0854[| 1 ~0.075
0.0145
0.0104
b =10,1,0,~0.075] | ' 00| = ~0.0646
1

¢ =0.0289 + 0.0646 = 0.0935.
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Sada slijedi
0 0 0
1 1 _ 0075
NQ) = 0.0935 0935 0.0035

70.0935 0.0935 0.0935

0
0
0
0 1=205 0075 (0854 + (=0.075)
[0
0
0
0

T 00935 0.0935 0.0935
0 0 0
10.6951871 —10.6951871 0.19786096
—-10.6951871 10.6951871  0.80213904
0.19786096  0.80213904 —0.02523957

Napomena 1.6.5. PomnoZimo li matrice N(2) te M, produkt sadrZi jedini¢ne kriZeve na
mjestima varijabli koje su “unutar” te nul-kriZeve na mjestima varijabli koje su “izvan”,
u ovom slucaju j = 1.

Konac¢no, formula za novi kriti¢ni pravac je

[X] = NQ)-R+ AzNQ)S,

A
odnosno
X 0 0
X>| | 0.196 0.196
X[~ | 0.804 | T4 |-0.193]" (1.3)
A -0.025 0.132
Kada je vrijednost od Az jednaka vrijednosti iz treeg koraka, odnosno /1551) = 4.17
dobivamo
X2 =1
te
X3 =0.

MoZemo uociti, kako se A smanjuje X, se takoder smanjuje, a X3 raste. Tocke koje
smo dobili iz (1.3) efikasne su za Ag € [A},4.17] gdje je A > 0 vrijednost uz koju trenutni
kriticni pravac presijeca neki drugi, ili Az = 0 pa proces staje.

U sljedecem, petom koraku, cilj je upravo pronadi kriti¢ni pravac koji je prvi kojeg
prethodni kriti€ni pravac presijeca, odnosno zanima nas vrijednost od Az u kojem se sjeciste
postiZze. Dakle, za trenutni kriticni pravac /, 3 zanima nas sjeciste sa /3 1 /; ;3 (ne obaziremo
se na I, s kojega smo dosli). Pravac /, 5 presijeca /5 kada

X, =0.198 + 0.1934 =0,
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odnosno za Ay < 0.
Sli¢no, [, 5 presijeca /i, 3 kada vrijedi

[o11, 0712, 013, 1T () + U(2)Ag} = i A,
gdje je
T(2) = N2)R,
U2)=N(2)S.
Na sjeciStu tada vrijedi

—0.0097 + 0.1331g = 0.0624¢
=0.14.

Dakle, iz gornjeg rauna moZemo zakljuciti kako je prvi kriticni pravac na koji éemo naiéi
smanjivanjem Ag od 4.17 pravac [ , 3 te da je odgovarajuci Az = 0.14.
Za portfelj takav da se se efikasna granica pomice s /3 na [, 53 vrijedi

[X] =TQ)+4Y-UQ)

A
nosno
X 0 0 0
X,[=10.196| + 0.14] 0.193 | =0.22{.
X3 0.804 -0.193 0.78

Sesti korak ekvivalentan je cetvrtom. Zelimo se domoéi formule za kriti¢ni pravac [y 53.
Kao $to je demonstrirano u ¢etvrtom koraku, najprije moramo pronaéi N(3). Analognim
postupkom dobivamo

111.2486 —27.00904 -84.23964 1.102313
=27.00904 17.25246  9.75658  —-0.06976
—84.23964  9.75658  74.48306 —0.032552|"

1.102313  -0.06976 —-0.032552 -0.014317

NQ@3) =

Slijedi da je jednadZba za [, , 3 jednaka

m = T(3) + 1:UG) = NGIR + NS,

odnosno
X 1.1 -7.79
X,| _|-0.07 2.05

x| = [=0.03| T ]| 574
Al =001 0.54
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Sedmi korak je sada pak ekvivalentan petom. Kako se Az smanjuje od Az = 0.14,
pronalazimo da u sjeciStu od /1,3 1 /; 3 vrijedi
X, =-0.074+2.054 = 0 = A = 0.034.
Sli¢no, [, 53 presijeca [ , kada

X3 =-0.034 + 5.742; = 0 = A = 0.005.

MoZemo zakljuciti kako se prvo sjeciSte postize za /lg) = 0.034 te da se sljedeéi segment
efikasne granice nalazi na pravcu [ 3.
Portfelj za koji se efikasna granica pomice s /1,3 na [; 3 jest

X 1.1 =7.79 0.84
X|=1-0.071+0.034] 2.05 [=| O
X3 -0.03 5.74 0.16

U osmom koraku, sliéno kao u koracima 2, 4 1 6, cilj nam je dobiti formulu za novi
kritiéni pravac. Da bismo dobili N(4) moramo zamijeniti odgovarajuci (drugi) redak 1
stupac jedinicnim krizem. Opcenito, kada god nul-kriZ zamjeni odredeni redak i stupac jj,
element g;; nove matrice N(i + 1) moZemo dobiti pomocu odgovarajuceg elementa f;; stare
matrice N(i) koristeci sljedecu formulu:

fijoﬁoj
fiojo

Koristeci gornju formulu dobivamo matricu N(4):

gij=fij—

68.96554 0 -68.96554 0.9931
0 0 0 0
-68.96554 0 68.96554  0.0069
099310 0 0.0069 -0.0146

N(@) =

Nadalje, formula za novi kriti¢ni pravac je

[X] = T() + AU@),

1
odnosno
X1 [0.9931 4,552
%) | o 0
x| = | 0.0069 | T | 4552

A —-0.0146 0.06245
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Kako se Ax smanjuje od 0.034 poprima vrijednost Az = O prije no Sto promatrani
kriti¢ni pravac presijeca neki drugi kriti¢ni pravac. Dakle, kraj efikasne granice je

m =T +0-U@4) =T@).

Konkretno, portfelj koji minimizira varijancu je

X 0.9931
X2 = O .
X3 0.0069

Kao zakljuc¢ak, moZzemo navesti kako je svaki set efikasnih portfelja po dijelovima li-
nearan te ga mozemo opisati pomocu njegove pocetne i krajnje tocke te unutarnjih tocaka.
U naSem primjeru pronasli smo sljedece tocke pomocu kojih mozemo opisati efikasni por-
tfelj:

Tocke | 1. | 2. 3. 4.
X 0] 0 [0.84]0.99
X5 11022 O 0
X3 010.7810.16 ] 0.01

Nadalje, svaka toc¢ka dobivena linearnom interpolacijom dvije susjedne tocke opet je efi-
kasan portfelj. Na taj nacin moZemo konstruirati linearan skup efikasnih portfelja.



Poglavlje 2
Value-at-Risk (VaR)

2.1 Uvod - mjera rizika

Prilikom investiranja, uz odabir Zeljenog portfelja od krajnje je vaznosti postaviti peri-
odicke kontrole rizika. U skladu s time, jedno ocekivano pitanje jest kako izmjeriti poten-
cijalni gubitak u vrijednosti portfelja na kraju nekog proizvoljnog perioda? Odnosno, kako
mjeriti rizik vezan uz promjenu vrijednosti naseg portfelja? Odgovor na to pitanje daje
nam takozvani Value-at-Risk, neSto Sto ¢emo mi nazivati mjera rizika ili krace, VaR.

U svrhu ovog rada, o mjeri (rizika) opcenito éemo razmisljati jednostavno kao o pro-
ceduri koja dodjeljuje neke vrijednosti. S druge strane, atributima ¢emo nazivati ono $to
mjerimo. Dakle, mjera kvantificira odredeni atribut, a u ovom slucaju VaR je mjera koja
dodjeljuje odredenu vrijednost nasem portfelju. Sto onda moZemo mjeriti? U podruju
upravljanja rizika portfeljem, dvije su glavne komponente rizika: izloZenost (kreditni ri-
zik) i nesigurnost (eng. uncertainty). Mjere nesigurnosti obi¢no su vjerojatnosne mjere
Sto znaci da se rizik opisuje nekim parametrom. Na primjer, standardna devijacija cijene
neke dionice je mjera rizika koja kvantificira nesigurnost pomocu statisticke standardne
devijacije.

U nastavku poglavlja, cilj nam je definirati rizicnu vrijednost (VaR), vidjeti kako se ona
moze izraCunati te dati konkretne primjere.

2.2 Value-at-Risk (VaR)

Primjer 2.2.1. Pretpostavimo da nam investicijsko drustvo za upravljanje fondovima ukaze
da su odredenim izracunom dosli do zakljucka da njihov portfelj sa 90% sigurnoséu u
sljedecih 7 dana nece izgubiti vise od 20.000 eura vrijednosti. Ovo je primjer mjere ri-
zika zvane Value-at-Risk (VaR). Za dani period t i vjerojatnost p, VaR nam ukazuje na

23
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kolicinu novaca n za koju postoji vjerojatnost p da je promatrani portfelj nece izgubiti u
vremenskom periodu t.

Iz prethodnog primjera moZemo vidjeti da kako bismo definirali mjeru rizika moramo
definirati sljedece:

1. Vremenski period za koji racunamo potencijalni gubitak. Ovaj period je u potpunosti
proizvoljan, no u bankarskoj industriji najcesée se kao vremenski period uzima jedan
dan. Dakle, zanima nas potencijalni gubitak u vrijednosti portfelja na kraju perioda
od jednog (radnog) dana.

2. Razinu pouzdanosti za koju raCunamo VaR. Kao i za period, samostalno moZemo
odluciti koju ¢emo razinu pouzdanosti koristiti, no u praksi najcesée se koriste razine
pouzdanosti od 90%, 95% te 99%. Mjere rizika tada nazivamo 90%-tni, 95%-tni,
odnosno 99%-tni VaR.

Krenimo sada na formalnu definiciju mjere rizika, odnosno VaR-a.

Definicija 2.2.2. d-dnevni VaR na razini pouzdanosti od p posto portfelja P definiramo
kao (1 — p)-kvantil distribucije d-dnevne promjene vrijednosti portfelja P. Odnosno,

VaR, «(P) = —F (1 = p) - PV(P),

gdje je P promjena vrijednosti portfelja nakon d dana, Fps funkcija distribucije od P, a
PV(P) je trenutna vrijednost portfelja P.

Uocimo kako je VaR najces¢e pozitivna vrijednost, buduci da o¢ekujemo kako ce port-
felj u nekom razdoblju ostvarivati dobitke, ali i gubitke. 1z tog razloga realno je za oCekivati
daje F I;}(l — p) negativan broj. Medutim moguce je i da VaR bude negativan broj. Kada
bismo dobili negativan VaR to bi bio pokazatelj kako je portfelj u promatranoj distribu-
ciji prinosa ostvario izuzetno dobre performanse te da s velikom vjerojatnoScu ocekujemo
nastavak dobrih rezultata. Ova pretpostavka o pozitivnosti u skladu je s neformalnom defi-
nicijom VaR-a iz primjera iznad, gdje smo rekli da s odredenom vjerojatnosti portfelj nece
izgubiti viSe od x vrijednosti, gdje je x neki pozitivan broj.

Napomena 2.2.3. Preciznije, gornja definicija rizicne vrijednosti odnosno VaR-a jest de-
finicija apsolutnog VaR-a. Analiti¢ari cesto racunaju i sluZe se i relativnim VaR-om, defi-
niran kao Ep — VaR,, 4(P). Mjera koja uz racunanje kvantila distribucije povrata, rezultat
prikazuje u odnosu na ocekivani povrat portfelja Ep. Ovaj rad ¢e se baviti iskljucivo apso-
lutnim VaR-om te nadalje apsolutni VaR jednostavno nazivamo VaR.

Pojam koji ¢emo Cesto spominjati u ovom radu jesu faktori rizika. Sljedeca definicija
nam stoga daje kratko pojasnjenje ovog pojma.
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Definicija 2.2.4. Faktor rizika je varijabla koja doprinosi mogucnosti da se dogodi neZeljeni
ili nepredvideni dogadaj koji moZe uzrokovati gubitak ili stetu. Faktor rizika moZe biti vo-
latilnosti cijene dionice, kretanje forward stopa, kretanje tecaja, itd.

2.3 Povijesni VaR

Value-at-Risk, kao i veéina ostalih mjera rizika, ne mora biti jedinstveno definirana, od-
nosno izraCunata. U ovom poglavlju baviti éemo se vjerojatno komercijalno najcesce
koriStenom metodom izracuna VaR-a - takozvanom povijesnom metodom. Prema istrazivanju
[5] konzultantske kompanije McKinsey & Company, u 2012. godini 72% posto banaka
koje su sudjelovale u istrazivanju koristi povijesnu VaR metodu, od kojih ¢ak 85% koristi
jednake teZine za odabrani vremenski period, dok 15% banaka koristi teZinsku povijesnu
metodu. !

Osnovna ideja povijesne metode izraCuna VaR-a bazira se na uzimanju trenutnog por-
tfelja te podvrgavanju istog na promjene faktora rizika koje su se desile u nekom definira-
nom razdoblju u proSlosti. Tada se pomocu stvarnih kretanja cijena na trZiStu u promatra-
nom razdoblju izracuna hipotetski dobitak ili gubitak u vrijednosti trenutnog portfelja te se
iz navedenih promjena vrijednosti ratuna VaR.

Ono S$to povijesnu metodu razlikuje od nekih drugih metoda koje se koriste u izracunu
VaR-a jest jednostavnost 1 brzina racunanja koriste¢i povijesne podatke. Nadalje, povi-
jesna metoda pripada skupini neparametarskih metoda izracuna VaR-a (kasnije ¢emo obra-
diti i neke parametarske metode). Drugim rijeCima, da bismo koristili povijesnu metodu
ne donosimo nikakve pretpostavke o distribuciji dobitaka/gubitaka, ve¢ koristimo dos-
tupne empirijske podatke - odnosno stvarna kretanja vrijednosti promatranih instrumenata.
Medutim, prilikom koriStenja povijesne metode izraCuna VaR-a, klju¢no je imati dovoljan
raspon podataka te osigurati kvalitetu 1 konzistentnost podataka.

Povijesna metoda izracuna VaR-a moZe se jednostavno opisati u tri koraka:

1. Za pojedini financijski instrument (dionicu, indeks, obveznicu, itd.) izraCuna se d-
dnevni povrat, gdje je d razdoblje za koje nas zanima VaR (npr. jedan dan). Isti
postupak ponavljamo n — d puta, gdje je n duljina povijesnog razdoblja iz kojeg smo
dohvatili podatke (npr. jedna godina).

I'TeZinska povijesna metoda jest tema kojom se takoder neéemo baviti unutar ovog rada. U sustini, jedina
razlika izmedu rizi¢ne vrijednosti koju ¢emo mi obradivati u ovom poglavlju te teZinske rizi¢ne vrijednosti
su ponderi odnosno teZine koje se mogu staviti na vremenski period iz kojega racunamo povijesni VaR. Tako
na primjer u teZinskom Var-u moZemo staviti veéi naglasak na novije promjene vrijednosti nego na stare,
mozda manje relevantne promjene.
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2. Povrate sortiramo uzlazno te ih pomnozimo sa trenutnom trZiSnom vrijednosti od-
govarajuceg instrumenta te se povrati pojedinih instrumenata zbrajaju kako bismo
dobili prinos cijelog portfelja.

3. Rucno, iz sortiranih podataka, VaR predstavlja onaj broj koji se nalazi na k = n X
(1 = p)-tom mjestu, gdje je n broj vremenskih perioda u promatranom povijesnom
razdoblju (npr. 100 dana), a p zadani kvantil odnosno razina pouzdanosti. Ukoliko
k nije cijeli broj, VaR je neki iznos izmedu dva susjedna cijela broja koji se dobije
linearnom interpolacijom ili drugom interpolacijskom metodom. Naravno, moZemo
koristiti 1 definiciju VaR-a kao kvantila empirijske razdiobe.

2.4 Povijesni VaR - primjer

Uzmimo jednostavan primjer portfelja koji sadrZzi samo dionice tvrtke Apple Inc. Pret-
postavimo da trenutna trziSna vrijednost portfelja (odnosno koli¢ina dionica pomnoZena
s cijenom po dionici na dan izraCuna VaR-a) iznosi 1 milijun eura. Cilj nam je koristeci
povijesni VaR odrediti koli¢inu novaca koji portfelj moZe izgubiti u sljedeCem danu. Zato
¢emo koristiti VaR na razini znacajnosti od 99% te s periodom od jednog dana.

Najprije odaberimo razdoblje u povijesti iz kojeg ¢emo prikupljati podatke o kretanju
cijena dionice Applea. Preporucljivo je uzeti razdoblje od minimalno jedne godine, od-
nosno otprilike 250 podataka buduéi da nas zanimaju jedino radni dani kada se dionicom
trgovalo. U ovom primjeru izabrali smo razdoblje od 01.01.2022. do 31.12.2022. godine.

Sljedeci je korak izraCunati dnevne prinose. Kako bismo to napravili, ukoliko ve¢ nisu
potrebno je sortirati podatke vremenski pocevsi od najranijeg datuma. Oznalimo tako
sortirane podatke sa

{P1,Pa,.... P},

gdje je n = 251 broj dana u kojima se trgovalo dionicom u promatranom razdoblju. Dakle,
P; oznacCava cijenu dionice Applea na i-ti dan. Zatim pronalazimo povrate kao
_Pi-Pi,

R;
P

, 1=2,...,n.

Oznacimo niz povrata s
{RZ’ R3’ . ’Rn—l’ Rn}-
Sljedeci je korak sortirati izraCunate povrate uzlazno. Oznacimo taj niz sa

{R2), Ry, - .., Ry}

Klju¢ni korak povijesne metode izraCuna VaR-a je primjena povijesnih kretanja cijena,
odnosno izraCunatih povrata, na danasSnji portfelj. Zato uzimamo vrijednost portfelja i
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mnoZzimo svaki povrat kako bismo dobili simulaciju kretanja trZiSne vrijednosti naSeg por-
tfelja na promatrane dane. Prisjetimo se da je vrijednost naSeg portfelja 1 milijun eura.
Neka je sada S; = 1000000R; promjena u vrijednosti portfelja na i-ti dan u povijesnom
razdoblju. Uocimo da je niz

S = {S(z),S(3),...,S(n)}

opet uzlazno sortiran zbog monotonosti funkcije f(x) = 1000000x kojom smo pomnozili
prethodni uzlazno sortiran niz.

Konacno, buduéi da racunamo 99-postotni VaR, potrebno je pronaci 0.01-kvantil sorti-
ranog niza S. To mozemo jednostavno napraviti na vise nac¢ina. U R-u na primjer koristeci
funkciju quantile() s parametrom 0.01. Kona¢no dobivamo da je 0.99-kvantil niza S jednak

VaR = quantile(diff, probs=1-0.99, type=1, names = FALSE) = —-37404.7.

Dakle, sa 99-postotnom vjerojatnoscu tvrdimo da se sljedeci radni dan vrijednost port-
felja neCe smanjiti za viSe od 37404.7 eura.
U R-u to izgleda ovako:

podaci <- read.csv(" AAPL.csv") #ucitavanje podataka
close <- podaci$Close
1 <- length(close)

R <- cO
for (i in 1:1-1){

R[i] <- (close[i+1]-close[i])/close[i]
}

R_sort <- sort(R, decreasing=FALSE)
diff <- R_sort*1000000

final_var <- quantile(diff, probs=1-0.99, type=1, names = FALSE)
final_var

25 O

svrt na povijesnu metodu]Osvrt na povijesnu metodu izrauna VaR-a

Za kraj povijesne metode izraCuna VaR-a, osvrnimo se na nekoliko prednosti i nedos-
tataka ove metode.

Glavni razlog zasto je metoda povijesne simulacije toliko koriStena je to $to je me-
toda neparametarska, to jest ne moramo brinuti o raCunanju/procjeni parametara te ne ovisi
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o bilo kakvim pretpostavkama o distribuciji faktora rizika. Neparametarska priroda po-
vijesne simulacije takoder eliminira potrebu za procjenom volatilnosti i korelacija faktora
rizika te takoder nema problema s prilagodbom za distribucije povrata kojima su ekstremne
vrijednosti ¢eSée od ocekivanih (takozvane distribucije teskih repova?) jer povijesni povrati
veC odraZavaju stvarne kretnje faktora rizika na trzistu.

Naravno, ova metoda ima 1 nekih nedostataka. Jedan veliki nedostatak metode povi-
jesne simulacije leZi u potpunoj ovisnosti o odredenom skupu povijesnih podataka i time
o posebnostima tog skupa podataka. Osnovna pretpostavka je da je proslost, odnosno ono
ponasanje trziSta (faktora rizika) koje je prikazano u tom povijesnom skupu podataka, po-
uzdan prikaz buducnosti. Takva pretpostavka implicira da ¢e se trZiSni dogadaji sadrZzani u
povijesnom skupu podataka ponoviti u danima, tjednima, odnosno mjesecima koji dolaze.
Medutim, povijesno razdoblje moZe obuhvatiti dogadaje poput pada trzisSta ili, obratno, raz-
doblje izuzetno niske volatilnosti, koji su malo vjerojatni da ¢e se ponoviti u buduénosti. 1z
tog razloga veliki oprez mora se staviti na pravilan odabir povijesnog razdoblja. Jo$ jedno
prakti¢no ograni¢enje povijesne simulacije je dostupnost podataka. Jedna godina podataka
prosjecno odgovara samo 250 podataka (jer je toliko otprilike dana trgovanja) - odnosno,
250 scenarija koje koristimo za generiranje VaR-a. S druge strane, Monte Carlo simulacije
o kojima ¢emo pricati u sljedeCem poglavlju obi¢no ukljuc¢uju barem 10 000 simulacija
(scenarija) koji se koriste za generiranje VaR-a. KoriStenje malih uzoraka povijesnih poda-
taka neizbjeZno ostavlja praznine u distribucijama faktora rizika i tendenciju zapostavljanja
repova distribucija - to jest pojavu manje vjerojatnih, ali ekstremnih dogadaja koji mogu
imati dalekoseZne posljedice na nas$ portfelj.

Kao zaklju¢ak, moZzemo napomenuti da iako ova metoda ima najmanje pretpostavki
na skup podataka te je vjerojatno najjednostavnija i najbrza za izraCunati, ona takoder
ima odredene nedostatke od kojih je vjerojatno najveci upravo odabir reprezentativnog
povijesnog razdoblja za izracun.

Napomena 2.5.1. U svrhu zastite od preoptimisticnog razdoblja, uz standardni VaR ins-
titucije znaju racunati i takozvani stresni VaR koji je nesto konzervativniji. Stresni Var
racuna se analogno kao i standardni, jedina je razlika u odabranom povijesnom razdoblju.
U ovom se slucaju kao odabrano razdoblje za izracun VaR-a koristi povijesno razdoblje
u kojem su faktori rizika negativno utjecali na trZisSnu vrijednost portfelja u jacem inten-
Zitetu nego inace ili nego Sto je ocekivano da ce utjecati u bliskoj buducnosti. Opet je
odabir stresnog razdoblja proizvoljan te takoder ne odraZava mogucnost da u buducnosti
moZe doci do jos vece korekcije triista. Konacno, kao optimalni prikaz rizicnosti naseg
portfelja, u obzir moZemo uzeti zasebno racunanje i prikaz standardnog i stresnog VaR-a.

20 distribuciji teskih repova pricati éemo vise kod parametarske metode gdje ona predstavlja nezanema-
riv problem.
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2.6 Monte Carlo metoda izracuna VaR-a

U ovome poglavlju upoznati ¢emo se s metodom Monte Carlo simulacija za izraCun VaR-
a. Metoda Monte Carlo simulacija za izratun VaR-a ima odredenu sli¢nost povijesnoj
metodi, pritom je klju¢na razlika da gdje povijesna metoda koristi opservirane promijene
u trziSnim faktorima unutar odabranog vremenskog perioda kako bi generirala n hipotet-
skih dobitaka ili gubitaka u vrijednosti portfelja, Monte Carlo metoda koristi odabranu
distribuciju za koju se pretpostavlja da dobro opisuje i aproksimira mogucée promjene u
trziSnim faktorima. Kljucan korak Monte Carlo metode jest koriStenje takozvanog ge-
neratora pseudo-slucajnih brojeva za generiranje velikog broja (najcesce vise od 10000)
hipotetskih promjena u trZiSnim faktorima. Isti su zatim koriSteni za konstruiranje hipotet-
skih dobitaka ili gubitaka u vrijednosti trenutnog portfelja te distribuciju mogucih profita
ili gubitaka. 1z navedene distribucije zatim se izrauna VaR. No krenimo redom.

Prvi korak u simulaciji jest odabir stohastiCkog modela koji ¢e opisivati ponaSanje pro-
cesa koji promatramo (npr. cijenu dionice). Model koji éemo mi koristiti u ovom poglavlju
je takozvano generalizirano geometrijsko Brownovo gibanje (GBM).

Definirajmo najprije Brownovo gibanje te generalizirano geometrijsko Brownovo gi-
banje.

Definicija 2.6.1. Neka je (Q, F,P) vjerojatnosni prostor. Slucajni proces B = (B; |t > 0)
Jje Brownovo gibanje ako vrijedi:

1. Putovi t — B,(w) su neprekidne funkcije sa R, u R (za g.s. w € Q).
2. B() = O
3. ZasvemeNiO=ty<t <---<t,suprirasti

Btl = Btl - BtO’ Btz - Btl’ oo ’B[m -

tm-1
nezavisni.

4. Za sve 0 < s < t je prirast B, — By normalno distribuiran s ocekivanjem nula i
variajncomt — s.

Definicija 2.6.2. Proces S nazivamo generalizirano geometrijsko Brownovo gibanje ako
vrijedi
dSt = a[S tdt + O-tS[dBt,

gdje je a; srednja stopa povrata, o, volatilnost u trenutku t te B, Brownovo gibanje.
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Ovakav proces predstavlja najopcenitiji model kretanja cijena financijske imovine koje
je neprekidno, pozitivno te ima jedan izvor nesigurnosti - Brownovo gibanje B.

Vratimo se sada na na$ ekonomski problem. Osnovne pretpostavke modela su da pro-
mjene u cijeni promatranog instrumenta ne ovise o prethodnim cijenama te da se male
promjene u cijeni mogu opisati kao

gdje je B = (B[t > 0) Brownovo gibanje. Dakle, promjene u cijeni u Monte Carlo
metodi ¢emo modelirati upravo generaliziranim geometrijskim Brownovim gibanjem. Pa-
rametar y, jest srednja stopa povrata u trenutku ¢, dok o, ima interpretaciju volatilnosti 1
predstavlja mjeru varijacije cijene dionice na financijskom trziStu. Bitno je za napomenuti
kako ti parametri opéenito ne moraju biti konstantni, nego je dopusteno da se mijenjaju u
vremenu f. Medutim radi jednostavnosti, mi ¢emo pretpostaviti kako su oni zaista kons-
tante pa moZemo pisati

dS; = uS . dt+ oS,dB,.

U praksi, proces s beskona¢no malim pomacima dt moZzemo aproksimirati pomocéu
diskretnih pomaka At. Definirajmo ¢ kao trenutno vrijeme, 7 kao finalno vrijeme te 7 =
T —t kao vremenski period u kojem racunamo VaR. Sljede¢i korak jest diskretizirati pocetni
stohasticki proces. Kako bismo generirali niz slucajnih varijabli S,,; unutar intervala t,
najprije T moramo podijeliti u » intervala, At = 7/n.

Integriranjem dS /S na proizvoljnom intervalu [# — 1, 7] dobivamo

t t t
f s, = f usS dt + f oS dB;
t—1 t—1 t—1

te buduci da je dB, slucajna varijabla s ocekivanjem O te varijancom dt moZemo ju aprok-
simirati izrazom Vdte. Kona¢no dobivamo

AS, = S,_1(uAt + oe VAD),

gdje je € ~ N(0, 1), standardna normalna slu€ajna varijabla te AS, =S, - S,_;.
Kako bismo simulirali put cijene za S, krenuti ¢emo od S, te generirati niz epsilona za
i=1,2,...,nte tada postaviti

Si1 =S, + S, (uAt + oe VAD). (2.1)

Sli¢no sada dobivamo

Sis2 = S + S (WAL + o6 VAD),
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te analogno opcenito
S[+n = St+n_] + SH_n_](/JAt + O-Gn VAI)

Konacno, proces izraCuna VaR-a koriste¢i Monte Carlo metodu moZemo opisati u
sljedecim koracima:

1. Prvi korak sastoji se od identifikacije trZiSnih faktora te odabira stohasti¢kog procesa
i pripadnih parametara.

2. Koristeci generator pseudo-slucajnih brojeva, sada generirajmo brojeve €, e, ..., €,
pomocu kojih koristeéi formulu S,,; = S, + S (uAt+ o€ \/E) generiramo ocekivane
cijene S 11,8 142, .S +0. Spomenuti korak ponavljamo K mnogo puta gdje je K >
1000 kako bismo generiral K scenarija.

3. Zasvaki scenarij sada koristeCi finalnu cijenu S .., = S 7 imamo hipotetsku vrijednost
portfelja. Sljedeci je korak oduzeti trenutnu vrijednost portfelja od hipotetske.

4. Konacno, zadnji korak ekvivalentan je kao u povijesnoj metodi. Poredajmo povrate
od najmanjeg do najveceg te pronadimo odgovarajuéi kvantil.

2.7 Monte Carlo metoda - primjer

Uzmimo sada situaciju iz prethodnog primjera iz povijesne metode izratuna VaR-a. Prisje-
timo se, kreirali smo portfelj koji sadrZi samo dionice tvrtke Apple Inc. te da mu je trenutna
trziSna vrijednost portfelja 1 milijun eura. Cilj nam je koriste¢i VaR izracunat pomocu
Monte Carlo metode odrediti koli¢inu novaca koji portfelj moze izgubiti u sljede¢em danu
s razinom pouzdanosti od 99%. Zato ¢emo Koristiti VaR na razini znacajnosti od 99% te s
periodom od jednog dana.

Oznacimo trenutno vrijeme sa ¢t = 0 te buduci da nas zanima VaR s periodom od jednog
dana neka je 7 = 1 (slijedi 7 = 1). Dakle, u ovom je slucaju za svaki scenarij potrebno
generirati samo jedan pseudo-slucajni broj e pomocu kojeg ¢emo dobiti vrijednost portfelja
S1. Broj scenarija koje ¢emo generirati je proizvoljan, no on mora biti “velik”. Mi ¢emo
generirati K = 10000 scenarija.

1. Prvi korak je identifikacija trziSnih faktora. Prilikom promatrana povrata na portfelj
kao Sto je to u ovom slu€aju, jedini trziSni faktor biti ¢e trZiSna cijena dionica u
portfelju, odnosno u ovom slucaju cijena dionice samo jedne kompanije. Ono Sto
¢e nam biti korisno prilikom promatranje kretanja cijene dionice jest srednja stopa
povrata u te volatilnost dionice o-. Nadalje, za stohasticki proces pomocu kojeg cemo
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modelirati cijene odabiremo ve¢ spomenuto generalizirano geometrijsko Brownovo
gibanje:
dS,=uSdt+ oS ,dB,.

2. Drugi je korak generirati pseudo-slucajne brojeve €, zai = 1,...,n. Kao Sto smo i
spomenuli, buduci da Zelimo predvidjeti samo cijenu na sljedeci radni dan potrebno
je izraCunati samo jedan pseudo-slucajan broj €. Nadalje, kao pocetnu cijenu dionice
S ¢ uzimamo zadnju dostupnu cijenu iz naseg skupa podataka, S, = $191.24 3. Sada
je prema formuli 2.1 uz ¢t = 1

S| =S+ SouAt + oe VAL
=So+S,(u+o0e).

Racunom? dobijemo u ~ 0.0011248 te o ~ 0.01372197, konaéno € mozemo pronaci
koristeci neki generator pseudo-slucajnih brojeva kao sto je naredba “rnorm” u R-u.
Tako smo u ovom konkretnom slucaju dobili € ~ 0.2216. Kona¢no dobivamo

S1=9%191,24 + $191,24(0.0011248 + 0.01372197 - 0.2216)
~ 192.04,

odnosno, u ovom generiranom scenariju, predvidamo kako ¢e se cijena dionce Ap-
plea drugi dan povecati s trenutnih $191,24 na $192,04, to jest scenarij generira
profit. Sada isti posupak ponavljamo K = 10000 puta kako bismo dobili 10000
razlicitih scenarija.

3. Oznacimo spomenute scenarije sada s
_ (¢l 2 10000
S={S,81.....5, 7}

gdieje S} = S, as { predstavlja j-tu predvidenu vrijednost generiranu iz j-tog
psudo-slucajnog broja. Drugim rije¢ima, svaka vrijednost S{ predstavlja jedan sce-
narij, odnosno predvidanje zaklju¢ne cijene na sljedeci radni dan. Oduzimanjem
trenutne vrijednosti portfelja od hipotetske, D; := S, — S¢,zai = 1,..., 10000 dobi-
vamo niz hipotetskih dobitaka/gubitaka

D = {Dy,D3,..., D"}

3Uo¢imo da smo ovdje izabrali zadnju dostupnu cijenu iz razdoblja odabranog kao povijesno razdoblje
za izracun VaR-a u povijesnoj metodi. To smo odabrali kako bi kasnije lakSe usporedili dobivene rezultate iz
dvije metode.

“R kod se nalazi ispod
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4. Ozna¢imo sada s
= (D) (2 (10000)
D={D,",D",...,D; }

uzlazno sortirani niz D (odnosno D je niz sortiran od najveéeg gubitka do najveéed
dobitka).

Konacno, preostalo je odrediti onaj gubitak koji je ostvaren 1 ili viSe posto puta
kako bismo dobili VaR s trazenih 99% pouzdanosti. To se najjednostavnije moze
odrediti koristeci postojece funkcije u R-u kao Sto je funkcija quantile. Rezultat je
0 ~ —5.78944. Dakle, gubitak u vrijednosti jedne dionce Applea koji se u 10000
scenarija desio jedan ili viSe posto puta jest 5.78944 eura. Nas zanima utjecaj na na$
cijeli portfelj, u tu svrhu izraCcunajmo promijenu u vrijednosti portfelja kao

_ Q0 578944
S 19124
Sto znaci da se vrijednost portfelja smanjila za 30273.17, $to je ujedno u trazeni VaR.

AV - 1000000 = -30273.17,

U R-u to izgleda ovako:

set.seed(123123)

podaci <- read.csv(" AAPL.csv'")
close <- podaci$Close

1 <- length(close)

S_0=close[1]

R <- cO
for (i in 1:1-1){

R[i] <- (close[i+1]-close[i])/close[i]
}

mi=mean(R)
st_dev=sd(R)

K=10000
epsilon=rnorm(K,0,1)

S_1=cQ

for (i in 1:K){
S_1[i]=S_0+S_0*(mi+st_dev*epsilon[i])
}
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alpha=0.99
kvantil=quantile(D_1, probs=1-alpha, type=1, names = FALSE)

#hipotetska vrijednost portfelja
V=((close[1l] + kvantil)/close[1])*1000000

#rezultat
delta_V=kvantil/S_0*1000000
VaR=abs(delta_V)

MozZemo rezultate usporediti i s VaR-om izracunatim koriste¢i povijesnu metodu. Pri-
sjetimo se, tamo smo dobili kako je iznos VaR-a jednak 37404.7. MoZemo uociti kako
se rezultati razlikuju za relativno veliki iznos, medutim ne moZemo na temelju jednog
izraCuna VaR-a donjeti racionalan zakljucak kako je jedna metoda to¢nija, odnosno da bo-
lje procjenjuje stvarni gubitak ostvaren sljedeci dan od druge.

2.8 Osvrt na Monte Carlo metodu izracuna VaR-a

Racunanje VaR-a pomocu Monte Carlo simulacija jest snaZan i fleksibilan pristup. Takve
simulacije mogu se prilagoditi bilo kojoj distribuciji faktora rizika kako bi uzeli u obzir
1 na primjer distribucije teSkog repa, gdje se ekstremni dogadaji oekuju CeS¢e nego u
normalnim distribucijama, te ’skokove” ili diskontinuitete u procesima cijena.

Jedan nedostatak Monte Carlo simulacija je Sto analiti¢ar mora mo¢i dobro procijeniti
distribuciju odnosno njene parametre, poput srednje vrijednosti, varijance i kovarijanca.
Medutim, glavno ogranicenje ovog pristupa je vise prakti¢ne prirode: velika potroSnja
racunalnih resursa. Naime, raCunanje VaR-a koriste¢i Monte Carlo metodu za velike port-
felje vrlo je spor proces. Tehnike smanjenja varijance mogu se koristiti kako bi se smanjilo
vrijeme racunanja, ali Monte Carlo simulacija zahtijeva znacajne raCunalne resurse i ne
moze se efikasno koristiti za izraun VaR-a za vrlo velike i kompleksne portfelje.

2.9 Parametarska metoda

Konacno, zadnja metoda koriStena za izracun VaR-a koju ¢emo obraditi u ovom radu jest
takozvana parametarska metoda, ¢esto nazivana i metodom varijance i kovarijance. Kao
Sto 1 sam naziv govori, ova metoda jest parametarska, u smislu da je za njeno koriStenje
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potrebno odrediti odredene parametre distribucije povrata. Klju¢na ideja ove metode jest
pretpostavka kako su svi faktori rizika te vrijednosti portfelja log-normlano distribuirani.
Odnosno ekvivalentno, da su prirodni logaritmi povrata normalno distribuirani. Takva pret-
postavka uvelike olakSava racunanje VaR-a bududi da je normalna distibucija u potpunosti
okarakterizirana svojim prvim 1 drugim momentom, ocekivanjem 1 varijancom. Ideja je
provediva pod pretpostavkom da analitiCar moze oCekivanje i varijancu distribucije povrata
portfelja izraCunati iz multivarijatne distribucije faktora rizika i kompozicije portfelja.

Kako bismo razumjeli parametarsku metodu, prisjetimo se kako smo definirali VaR.
Opcenito (nevezano za odabranu metodu) dva su klju¢na koraka za raCunanje VaR-a. Naj-
prije, potrebno je na neki nacin dobiti distribuciju povrata na portfelj - kako bismo to na-
pravili koristimo neku od obradenih metoda kao S$to su povijesna, parametarska ili Monte
Carlo metoda. IzraCunata distribucija tada se moZe nacrtati u Kartezijevom sustavu kao
krivulja §to moZemo vidjeti na slici 2.1. Ovu krivulju interpretiramo na sljedeci nacin: za
svaki dobitak/gubitak na horizontalnoj osi, ¢itamo kolika je vjerojatnost da se on dogodi
na vertikalnoj osi. MoZemo 1 vidjeti ono $to je intuitivno jasno: kako se priblizavamo
ocekivanom prinosu, a odmic¢emo od rubova distribucije, tako raste vjerojatnost odredenog
dobitka/gubitka. Odnosno, ¢eS¢e mozemo ocekivati manje dobitke ili gubitke od onih ve-
likih.

lzracun riziéne vrijednosti na razini pouzdanosti od 99%

Otekivanz

/dubit

Slika 2.1: Distribucija povrata te pripadni kvantil

Sljedeci korak racunanja VaR-a je identifikacija zadanog percentila pronadene distribu-
cije. Na primjer, na slici 2.1 odabran je i oznacen prvi percentil, tako da ocitana vrijednost
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odgovara 99% VaR-u. VaR portfelja je sada jednostavno maksimalan gubitak uz razinu
pouzdanosti od 99%. 3

Dakle, da bismo izraunali VaR koriste¢i parametarsku metodu potrebno je pronaci
ocekivanje u i standardnu devijaciju o prinosa kroz neko povijesno razoblje. Jednom kada
imamo te podatke, uz pretpostavku normalnosti jednostavno izraunamo VaR kao p-kvantil
distribucije N(u, o).

MozZemo zakljuciti kako parametarska metoda koristi definiciju VaR-a kao kvantila dis-
tribucije povrata koju smo dobili pretpostavkom normalnosti te racunanjem parametara,
odnosno ocekivanja i standardne devijacije. Kao $to vidimo, ova metoda jest vrlo jednos-
tavna za koriStenje. Upravo zbog njene jednostavnosti te potrebnih pretpostavki o nor-
malnosti, postoje odredene mjere opreza koje moramo imati na umu prije koriStenja ove
metode, a o kojima ¢emo viSe reci kasnije.

2.10 Parametarska metoda - primjer

Kao primjer uzmimo nas portfelj koji se sastoji iskljucivo od dionica Applea u vrijednosti
od milijun eura. Dakle, jedini faktor rizika jest cijena dionce Apple. Neka radi lakSe uspo-
redbe 1 period koji koristimo za pronalazak distribucije prinosa bude takoder isti, odnosno
razdoblje od 01.01.2022. do 31.12.2022.

Za raCunanje VaR-a parametarskom metodom potrebno je najprije pronac¢i odgova-
rajuce povrate. Kao 1 ranije to moZzemo napraviti kao

_Pi-P,

R
P

Prikazane povrate mozemo prikazati pomocu histograma koji se nalazi na Slici 2.2.

Na histogramu moZemo uociti takozvan zvonoliku strukturu - jedan pokazatelj kako je
moguce da podaci dolaze iz normalne distribucije. Dakle, nasa pretpostavka o normalnosti
povrata na prvu se zaista ¢ini opravdanom.

Iz povrata pronalazimo srednju vrijednost povrata u ~ 0.001124816 te standardnu de-
vijaciju o = 0.01372197. Drugim rije¢ima, u parametarskoj metodi pretpostavljamo da
podaci o povratima dionice Apple dolaze iz normalne distribucije s oCekivanjem u te stan-
dardnom devijacijom o, R; ~ N(u, o). Na histogram sada moZemo dodati crvenom bojom
i funkciju gustoce normalne distribucije s parametrima y i o

. (_(x—mz)
v P20

SPrisjetimo se i kako se Cesto definira i koristi VaR u odnosu na o&ekivani prinos, takozvani relativni

VaR. U tom slucaju VaR se rauna na analogan nacin, jedino se na kraju najgori scenarij za 99% razinu
pouzdanosti oduzima od ocekivanog prinosa.

fxlp,o) =
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Histogram povrata
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Slika 2.2: Histogram povrata dionice Apple zajedno s funkcijom distribucije N(u, o)

Kao $to i1 vidimo, histogram podataka zaista prati funckiju gustoce normalne distribu-
cije s parametrima y i o §to nam ukazuje na normalnost podataka. Zaista, provedbom
Kolmogorov-Smirnovljevog testa u R-u pozivanjem koda “ks.test(R, ”pnorm”, mean =
mean(R), sd = sd(R))”, dobivamo p-vrijednost jednaku 0.768. MozZemo zakljuciti da na
svakoj razumnoj razini znacajnosti ne odbacujemo hipotezu da podaci zaista dolaze iz nor-
malne distribucije. Isti zaklj¢ak moZemo donjeti i vizualno, koriste¢i funkciju gqqnorm(R)
koja nam daje usporedbu uocene empirijske i normalne distribucije - rezultat koji moZemo
vidjeti na Slici 2.3. Buduc¢i da se podaci ve¢inom grupiraju oko pravca s nagibom o te
sjeciStem s y-osi u u mozemo zakljuciti kako je pretpostavka normalnsoti opravdana.

Sada 99%-VaR izra¢unamo kao 0.01-kvantil pronadene normalne distribucije

gnorm(0.01, i, o) =~ —0.03079727.

Drugim rije¢ima, na razini pouzdanosti od 99% tvrdimo da se cijena dionice Applea
nece smanjiti za visSe od 3.08% sljedeci radni dan. Bududi da se na$ portfelj sastoji is-
kljucivo od dionica Applea, takoder smo sigurni da se vrijednost naseg portfelja nee sma-
njiti za viSe od 3.08%. Odnosno, 99% jednodnevni VaR iznosi

VaR = 1000000 - (0.03079727) = 30797.27.
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Normal @-Q Plot
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Slika 2.3: Provjera normalnosti povrata

Ponovo moZemo usporediti rezultate s VaR-om izracunatim koristeci povijesnu, od-
nosno Monte Carlo metodu. Prisjetimo se, tamo smo dobili kako je iznos VaR-a jednak
37404.7, odnosno 30273.17. U ovom slucaju vidimo kako se rizi¢ne vrijednosti iz parame-
tarskih metoda razlikuju za puno manje nego Sto je to slu¢aj u odnosu na neparametarsku
povijesnu metodu. Zasad ¢emo ove rezultate ostaviti bez komentara, a u poglavlju 2.12
dati ¢emo kratki komentar.

2.11 Osvrt na parametarsku metodu

Gornja rasprava o parametarskom pristupu izratunu VaR-a postavlja jedno vrlo vazno pi-
tanje: koliko je realna, odnosno moguce opasna, naSa pojednostavljena pretpostavka da su
povrati normalno distribuirani? U praksi postoji mnogo dokaza koji pokazuju da mnoge
distribucije povrata nisu normalno distribuirane, ve¢ su takozvane distribucije “teSkih/debelih
repova”’. Pojam distribucije teskih repova proizlazi iz oblika distribucije koji se moZe vi-
djeti na slici 2.4, gdje isprekidana linija predstavlja normalnu distribuciju, a puna linija
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distribuciju teSkog (debelog) repa. U ovim distribucijama, ima viSe realizacija koje su
daleko od srednje vrijednosti, nego Sto je to slucaj s normalnom distribucijom.

Usoredba normalne i distribucije teskog repa

=
e ST --- Normalna distrubucija
o e — Distribucija te3kog repa

M

(o]

o

=

S -

2

(o]

Slika 2.4: Distribucija teSkih repova 1 normalna distribucija

Distribucije teskih repova sugeriraju da se veliki gubici dogadaju cesée nego Sto bi
nas normalna distribucija navodila. Posljedi¢no, ocekivali bismo da ¢e VaR izveden iz
distribucije teSka repa biti veci (Cak moZzda 1 znaCajno veci) nego onaj izveden iz normalne
distribucije. Slijedi da uz pretpostavku normalnosti distribucije u izraCunu VaR-a, kada
kada je ona zapravo teSkog repa, postoji velika vjerojatnost kako ¢emo podcijeniti VaR.

Ipak, cak i ako se povrati nekog faktora rizika ne pridrZavaju savrSeno normalne dis-
tribucije, razumno je za ocCekivati da ¢e povrati dobro diverzificiranog portfelja (portfe-
lja podloZznog mnogim razli€itim faktorima rizika) ipak pokazivati normalnu distribuciju.
Ovaj uCinak objasnjava centralni grani¢ni teorem, koji nam govori da ¢e nezavisne slu¢ajne
varijable dobro ponaSane distribucije imati srednju vrijednost koja se, u velikim uzorcima,
pribliZava normalnoj distribuciji.

U praksi, ovaj rezultat implicira da ipak mozemo pretpostaviti da portfelj ima normalnu
distribuciju povrata, pod uvjetom da je portfelj dovoljno dobro diverzificiran, tj. da su po-
vrati faktora rizika dovoljno neovisni jedan o drugome (Cak i1 kada zasebno nisu normalno
distribuirani).

Medutim, potencijalni utjecaj teskih repova, nediverzificiranih portfelja i koreliranih
povratka faktora rizika svakako treba imati na umu prilikom koristenja ove metode.
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Prednosti Nedostaci
Vrlo ra¢unalno efikasna Pretpostavka normalnosti nije uvijek isti-
Zbog centralnog grani¢nog teorema, me- nita
todologija se moZe primijeniti iako fak- Moguci problem podcjenjivanja VaR-a
tori rizika sami po sebi nisu normalno dis- zbog nemogucnosti inkorporacije distri-
tribuirani, ukoliko su mnogobrojni te re- bucija teskih repova

lativno nezavisni Zahtjeva procjenu volatilnosti faktora ri-

zika te koreliranosti njihovih povrata

Tablica 2.1: Prednosti i nedostaci parametarske metode

2.12 Usporedba rezultata i metoda

U ovom smo poglavlju obradili tri metode za izraun VaR-a: povijesnu metodu, parame-
tarsku metodu te Monte Carlo metodu.

Svaki od pristupa koje smo promatrali ima odredene prednosti i ogranicenja, pos-
ljedi¢no niti jedna pojedina tehnika nije savrSena, i niti jedna tehnika ne bi trebala biti
videna kao dominantna nad ostalima. Iz tog razloga vazno je da svi analitiari koji se os-
lanjaju na VaR kako bi mjerili rizik ili stekli uvid u rizike koje institucija preuzima budu
upoznati s osnovnim principima izracuna VaR-a.

U tablicama 2.1, 2.2 te 2.3 moZemo vidjeti sustavno saZimanje prednosti i nedostataka
pojedinog pristupa. Uz informacije sadrZzane u ovoj cjelini, mogu se koristiti kako bi se
postavila pitanja o tome kako je odredeni VaR broj izracunat.

Konacno, rezultate naSih primjera ve¢ smo kratko komentirali, no donesimo zakljucke
te objasnimo potencijalne razloge. Prilikom racunanja VaR-a potrebno je najprije odabrati
odgovarajuée povijesno razdoblje. Upravo iz tog razdoblja ili direktno racunamo VaR
ako koristimo povijesnu metodu, ili u slu¢aju parametarskih metoda raCunamo potrebne
parametre. Dakle, ako pogledamo ocekivanje i standardnu devijaciju koje smo koristili
u parametarskim metodama moZemo zakljuciti kako su njihove vrijednosti jednake u obje
metode. To naravno proizlazi iz razloga §to smo ih raunali na istom povijesnom razdoblju.

Iz rezultata mogucde je brzopleto zakljuciti kako su ocito parametarske metode tocnije,
jer su ipak njihove vrijednosti VaR-a tako blizu u usporedbi s vrijednosti povijesnog VaR-
a. No sada, na kraju diskusije o VaR-u, jasno je kako niti jedna metoda nije loSija od
drugih, a da su rezultati iz parametarske te Monte Carlo metode sli¢ni upravo zbog istih
parametara. Imajuéi na umu raspravu o distribucijama teskih repova, takoder je moguce
da naSe parametarske metode podcjenjuju VaR - sjetimo se, u povijesnom VaR-u vec su
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Prednosti

Nedostaci

Nema potrebe za pretpostavkama o distri-
buciji faktora rizika

Bez procjena volatilnosti 1 korelacija -
implicitno su sadrZani u dnevnim realiza-
cijama faktora rizika

Veliki gubici (iz repa distribucije)
uraCunati su ukoliko se odabere odgova-
rajuce povijesno razdoblje

U potpunosti ovisi o odabranom po-
vijesnom skupu podataka pa ekstremni
dogadaji ili su izostavljeni ili u velikoj
mjeri utjeCu na rezultate

Za Sto precizniji VaR postoji potreba za
velikim skupom podataka

Ukoliko portfelj sadrzi kompleksne ins-
trumente (razli¢ite kombinacije dionica te
opcija) nije racunalno najefikasnija me-
toda

Tablica 2.2: Prednosti i nedostaci povijesne metode

Prednosti

Nedostaci

Lako se prilagodi bilo kojoj distribuciji
faktora rizika

Ne ovisi o kompleksnosti portfelja

Pronalazak velikog broja razliCitih scena-
rija

Ne uzima u obzir odstupanja (eng. outli-
ers)

Racunalno vrlo intenzivna metoda

Tablica 2.3: Prednosti i nedostaci Monte Carlo metode

odrazeni svi ekstremni dogadaji iz povijesnog razdoblja.

2.13 Zakljucak o VaR-u

Prije svega, kada koristimo VaR kao indikator moramo zapamtiti da on nije “Carobna teh-
nika” za mjerenje i upravljanje rizikom. U pravim rukama, tehnike VaR-a pomazu nam da
dobijemo racionalan i usporediv prikaz rizika odredene pozicije ili portfelja. Ali njihova
pouzdanost kao alat za donoSenje odluka ovisi o vjestini i iskustvu analitiara, prirodi pro-
blema koji se istrazuje, i sposobnosti donositelja odluka da postavljaju inteligentna pitanja
o znacenju i podrijetlu rezultata.
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S obzirom na razli¢ite metodologije koje se mogu primijeniti za izratun VaR-a i mnoge
razli¢ite nacine na koje rezultati mogu biti upotrijebljeni, postavlja se pitanje kako se VaR
koristi u praksi od strane financijskih institucija te pojedinaénih investitora? Sto se meto-
dologije tice, u praksi banke koriste sva tri pristupa. Medutim, pristup povijesne simulacije
je daleko najpopularniji. Na Citatelju je pak odluka o odabiru metode, imajuéi na umu
navedene prednosti i nedostatke svake metode.



Poglavlje 3

Portfelj minimalne varijance i
upravljanje rizikom - primjer

3.1 Uvod

U prvoj smo se cjelini ovoga rada bavili problemom odabira optimalnog portfelja. Kon-
kretno, za optimalne portfelje smatrali smo one koji su prema Markowitzevoj definiciji
efikasni. Specijalan slucaj efikasnog portfelja jest portfelj minimalne varijance. Intuitivno,
portfelj minimalne varijance jest takoder efikasan portfelj. Naime, buduéi da je prema de-
finiciji portfelj minimalne varijance portfelj koji je najmanje rizi€an (u usporedbi sa svim
ostalim portfeljima koji se sastoje od istih imovina) slijedi da ne moZemo pronaci drugi
portfelj koji uz isti prinos ima manju varijancu/rizi¢nost.

U drugoj smo cjelini pak uveli pojam mjere rizika (VaR) te smo pokazali kako koristeci
VaR analiti¢ari mogu pratiti kako se krece rizi¢nost njihova portfelja u vremenu.

Brojne strategije investiranja baziraju se na pronalasku portfelja minimalne varijance
unutar odredenih uvjeta (kao Sto je na primjer odabir dostupnih dionica). U ovoj cjelini
baviti ¢emo se upravo problemom pronalaska portfelja minimalne varijance te pronalaska
vrijednosti VaR-a za isti portfelj. Za razliku od prethodnih cjelina, ovdje ¢e naglasak biti
na stvarnoj primjeni optimiziranja portfelja te raCunanju VaR-a. Kao $to ¢emo i vidjeti u
nastavku, proces pronalaska portfelja minimalne varijance mnogo je jednostavniji koristeci
moderne alate kao Sto su R ili Excel, a isto vrijedi i za raCunanje rizi¢ne vrijednosti.

3.2 Primjer - portfelj minimalne varijance

Nas portfelj sastojat ¢e se od tri dionice pa je u skladu s time, prvi korak odabir tri kompa-
nije u ¢ije dionice Zelimo uloZiti. Odabrati ¢emo dionice Amazona (AMZN), Tesle (TSLA)

43
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1 firme Alphabet (GOOG). Odabir ovih dionica je naravno proizvoljan te na analogan nacin
moZemo pronaéi portfelj minimalne varijance za proizvoljno mnogo razlicitih imovina.

Pronadimo najprije portfelj minimalne varijance koriste¢i alat Excel. Prisjetimo se
kako smo u prvoj cjelini slovom w; oznacavali udjele odnosno tezZine imovine /; u ukupnoyj
investiciji, odnosno cijelom portfelju, /. Istih ¢emo se oznaka pridrZavati i dalje, pa Ce tako
w1, wy 1 w3 biti udjeli investicija u dionice Amazona, Tesle 1 Alphabeta (Google), respek-
tivno. Nadalje, prisjetimo se kako su osnovni parametri potrebni za pronalazak optimalnog
portfelja ocekivani povrat te volatilnost, odnosno kovarijacija izmedu razli¢itih imovina. U
tu svrhu sa

M= M2,
3

oznacavamo vektor ocekivanih povrata, dok matricu kovarijacije oznacavamo sa

2
0oy O1n2 013
C= 021 0'% 023

2
031 03 03

gdje je o; = Cov(R;, R;) kovarijacija izmedu povrata dvije dionice gdje je i # jte o
standardna devijacija prinosa R za j = 1,2, 3.

Zanimati ¢e nas ocekivani povrat naseg portfelja. U skladu s definicijom iz prve cjeline,
oCekivani povrat portfelja I koji se sastoji od dionica /; s udjelima w; za j = 1,2,3 moze
se pronaci kao

w1 3
p=pws= [,Ul M2 ﬂ3] wrl= ) Wil;.
w3 J=1

Prisjetimo se i1 kako smo varijancu portfelja definirali kao

2
0] 012 013]|W
V:W'CWZ[wl ) w3] ou o3 oxnllwl.
2
031 O3 O3 [|W3

Uvjet koji portfelj minimalne varijance mora zadovoljavati jest da su za odabrane di-
onice udjeli w+ = (w},w},w]) takvi da je ukupna varijanca portfelja V minimalna. To
moZemo traziti kao

minV = (0") Cw",
pritom podrazumijevamo da za svaki j = 1,2,3 vrijedi 0 < w; < 1 te w} + w; + w; = 1.

Prvi korak je odabrati povijesno razdoblje iz kojeg ¢emo racunati sve potrebne parame-

tre za pronalazak portfelja minimalne varijance. Ponovo, odabir povijesnog razdoblja jest
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proizvoljan, a mi ¢emo za odabrano razdoblje uzeti cijelu 2023. godinu. Sljedeci je korak
koristeci javno dostupne informacije, kao §to je na primjer servis Yahoo Finance, dohvatiti
podatke o finalnim cijenama odabranih dionica na svaki radni dan iz povijesnog razdoblja.
Napomenimo kako smo izabrali gledati cijene na svaki radni dan pa ¢e zato ocekivani po-
vrati zapravo biti o¢ekivani dnevni povrati, dok ¢e volatilnost biti izraZena kao standardna
devijacija na dnevnoj razini.

Prikaz podataka moZe se vidjeti na Slici 3.1 ispod. MoZemo uociti kako su sve odabrane
kompanije vrlo dobro poslovale u promatranom razdoblju pa je za oCekivati relativno veliki
ocekivani dnevni povrat.

03.01.2023 25,82 108,10 89,70
04.01.2023 85,14 113,64 28,71
05.01.2023 23,12 110,34 86,77
27.12.2023 153,34 261,44 141,44
28.12.2023 153,38 233,18 141,28
29.12.2023 151,94 248,48 140,93

Slika 3.1: Dnevna kretanja cijena dionica

Najprije, pronadimo ocekivane povrate i varijance za zasebne imovine. Primjenjujuci
funkcije AVERAGE te STDEV.P na povrate u Excelu moZemo jednostavno dobiti kako su
ocekivani povrati te standardne devijance sljedeci:

Ocekivani povrat 0,25% 0,39% 0,20%
Standardna devijacija 2,08% 3,31% 1,92%,

Slika 3.2: Povrati i standardne devijacije

Sljede¢i korak je pronalazak matrice kovarijacije C. Ona se moZe izraCunati na ne-
koliko nacina, na primjer koriste¢i funkciju COVARIANCE, medutim vjerojatno najjed-
nostavniji nacin jest upotrijebiti "Data Analysis” alat u Excelu. Zatim koriste¢i opciju
”Covariance” te odabirom tablice podataka odmah dobivamo da je matrica kovarijacije

0.000431104 0.000256334 0.000244584
C =10.000256334 0.00109554 0.000216629].
0.000244584 0.000216629 0.000370351
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Sljedeci je korak minimiziranje varijance, odnosno traZimo minimum izraza

0.000431104 0.000256334 0.000244584 [}
V=lw; o) w]]0.000256334 0.00109554 0.000216629 | |w;
0.000244584 0.000216629 0.000370351 | |w;

Konkretno, Zelimo pronaci vrijednosti w’ za koje je vrijednost gornjeg izraza najmanja.
Kako bismo to izracunali ponovno ¢emo se posluziti jednim Exceleovim alatom - ”Solver”.
Najprije postavimo zadana ograniCenja. Prisjetimo se kako smo definirali 0 < w; < 1 te
w] + w; + wj = 1. Dakle, udjeli u kompanijama mogu biti izmedu 0% te 100%. Koriste¢i
alat Solver, minimiziramo polje koje oznacava varijancu portfelja, a koje je dobiveno iz
gornje formule, a Solver nam zatim izbacuje sljedece udjele:

0.092

w)

w;| =

w; 0.554

MozZemo zakljuciti kako portfelj minimalne varijance sadrzi udio od 35.4% dionica Ama-
zona, 9.2% dionica Tesle te 55.4% dionica Alphabeta. Nadalje, iz prethodne formule za

varijancu sada supstitucijom pronadenih vrijednosti moZemo dobiti i vrijednost varijance
portfelja minimalne varijance:

0.354]

v,,,m:[o.354 0.092 0.554]

0.000431104 0.000256334 0.000244584(10.354
0.000256334  0.00109554 0.000216629(]0.092| ~ 0.000312
0.000244584 0.000216629 0.000370351]0.554

Dakle, moZemo zakljuciti kako je varijanca naSeg portfelja priblizno jednaka 0.0312%,
odnosno standardna devijacija jest & = VV ~ 1.765%. Lako dobivamo i o&ekivani povrat
za portfelj pomocu teZina te individualnih o¢ekivanih povrata kao

3
H= Z Wi
j=1

=0.354-0.25% + 0.092 - 0.39% + 0.554 - 0.2%
~ 0.24%.

U usporedbi s oCekivanim dnevnim povratima na same dionice moZemo uociti kako
portfelj minimalne varijance ima veci ocekivani dnevni povrat jedino od dionice GOOG,
dok je dionica AMZN malo iznad, a dionica TSLA ima nezanemarivo veci ocekivani po-
vrat. Medutim, sama rizi¢nost naSeg portfelja ipak je najmanja buduéi da je standardna
devijacija jednaka 1.765%.
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MoZemo zakljuciti kako smo kombiniranjem razli¢itih dionica dobili portfelj koji ima
najmanju rizi¢nost u odnosu na rizi¢nost dionica zasebno dok je oc¢ekivani dnevni povrat u
rangu drugog najveceg povrata. Time smo zaista pokazali Markowitzevu tezu diverzifika-
cije na nasem primjeru.

Pretpostavimo sada da imamo na raspolaganju milijun dolara, buduci da je vrijednost
dionica izrazena u dolarima. Nadalje, pretpostavimo kako je cijena po kojoj kupujemo
upravo zadnja dostupna cijena iz promatranog povijesnog razdoblja, odnosno AMZN =
151.94, TSLA = 248.48 te GOOG = 140.93. 1z dobivenih teZina slijedi kako je iznos
dostupan za investiranje u AMZN jednak $354000, u 7S LA $92000 te u GOOG $554000.
Buduci da Zelimo maksimizirati naSe ulaganje, Zelimo kupiti najve¢i moguci broj dionica
svake kompanije unutar naSeg budZeta. Dijeljenjem s cijenama dionica dobivamo kako
¢emo kupiti 2329 dionica Amazona, 370 dionica Tesle te 3931 dionicu Alphabeta. To¢ni
iznosi uloZeni u pojedinacne kompanije tada su jednaki $353868.26 za Amazon, $91937.60
za Teslu te $553995.83 za Alphabet.

Cijena dionice  § 151,94 5 24348 5 140,93
Raspolofiviiznos $ 354.000,00 5 92.000,00 S 554.000,00

Kupljena kolicina 2.329 370 3.931
Iskoristeniiznos $ 353.868,26 S 91.937,60 $ 553.995,83
Portfel $ 999.801,69

Slika 3.3: Portfelj minimalne varijance

3.3 Primjer - racunanje VaR-a

Jednom kada smo pronasli portfelj minimalne varijance sljede¢i razumni korak jest izraCunati
njegovu rizi¢nost u apsolutnim vrijednostima. Do sada smo zakljucili kako je portfelj mi-
nimalne varijance, kao §to mu i naziv nalaZe, najmanje rizican portfelj te smo izracunali
njegovu varijancu, odnosno standardnu devijaciju. Izracunajmo sada VaR kako bismo do-
bili nominalni prikaz dnevnih oscilacija naSeg portfelja.

Racunati ¢emo jednodnevni VaR na razini pouzdanosti od 99%. Kao povijesno razdob-
lja moZemo odabrati cijelu 2023. godinu buduéi da za to razdoblje ve¢ imamo informacije
o kretanju cijena naSih dionica. Za metodu izracuna VaR-a Kkoristit ¢emo povijesnu metodu
bududi da se ona najcesce koristi u praksi te zbog relativno jednostavnog portfelja.
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Prvi je korak izraCunati dnevne povrate za svaku dionicu. Prema definiciji, povrat na
Jj-ti dan rac¢unamo kao

Rj = —Pj _ Pj_l .
P,
Datum AMIN TSLA GO0G

04.01.2023 -0,0079236 0,05124885 -0,0110363
05.01.2023 -0,0237256 -0,02903%1 -0,021863
06.01.2023 0,0356112 00246511 0,01601944

27.12.2023 -0,0004563 0,0188224 -0,0096625
28.12.2023 0,0002609 -0,0315943 -0,0011312
29.12.2023 -0,0093885 -0,0185639 -0,0024774

Slika 3.4: Povrati za portfelj minimalne varijance

Kada smo izracunali povrate, potrebno je izraCunati i scenarije - jedan scenarij pred-
stavlja promjenu u vrijednosti investicije tijekom jednog dana. Zato mnozimo inicijalni
iznos uloZen u svaku dionicu s izraCunatim povratima za svaki dan. U zadnjem stupcu
zbrojimo scenarije za svaku dionicu kako bismo dobili scenarij za cijeli portfelj. Tako na
primjer, povrat portfelja s 03.01.2023 na 04.01.2023. iznosi $ — 4206.53.

Date: AMZN TSLA ‘GOOG Portie
04.01.2023 | -2 803,90 471170 —5.114,32_ -4.206,53
05.01.2023 -8.395,73 -2.663,78 -12.115,35 | = 23.180,87
06.01.2023 12.601,66 2.206,36 887470 23,742,772
27.12.2023 | -161,49 1.730,49 —5.353,131_ -3.784,01
28.12.2023 92,33 -2.904,70 -525,?{}. -3.439,08
29.12.2023 -3.322,28 -1.706,72 -1.37247 -6.401,46

Slika 3.5: Generirani scenariji

Konac¢no, kako bismo izracunali VaR potrebno je sortirati scenarije za cijeli portfelj uz-
lazno. Time dobivamo niz povrata, od najmanjeg (odnosno najveceg gubitka) do najvecéeg.
Sada jednostavno, na primjer pomocu funkcije gunatile u R-u dobivamo kako je 0.01-
kvantil $ — 46272.91, odnosno iznos VaR-a je $46272.91.
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Na samom uvodu u optimizaciju portfelja spomenuli smo kako su investitori prije Mar-
kowitzeve moderne teorije portfelja Zeljeli maksimizirati prinose obrac¢ajuc¢i malo paZnje
na upravljanje rizicima. Kako bismo lakSe prepoznali utjecaj Markowitzeve teorije diver-
zifikacije pretpostavimo sada da smo umjesto portfelja minimalne varijance Zeljeli jed-
nostavno maksimizirati povrat na investiciju. U tu svrhu pogledajmo Sliku 3.2 na kojoj
mozemo vidjeti kako je dionica Tesle imala daleko najvece ocekivane dnevne povrate.
Dakle, Zelimo li maksimizirati oekivane povrate, mozemo probati strategiju ulaganja ci-
jelog dostupnog iznosa od milijun dolara u dionice Tesle. Pojednostavimo situaciju pa
pretpostavimo kako je moguce kupiti i samo dio dionice, na taj nac¢in smo osigurali kako
je ukupni uloZeni iznos jednak upravo milijun dolara.

Na istim podacima kao 1 za portfelj minimalne varijance, pogledajmo sada kako bi
izgledao VaR za portfelj koji se sastoji iskljucivo od dionica Tesle. Dakle, potrebno je jed-
nostavno ve¢ izracunate povrate na dionicu Tesle sortirati uzlazno te na isti nacin pronaci
0.01-kvantil koji iznosi $ — 93003.10. Dakle, iznos VaR-a je $93003.10 pa iako su nam
ocekivani povrati veci nego povrati na portfelj minimalne varijance, rizicnost je viSestruko
povecana. Naravno, to ne znaci da je portfelj minimalne varijance “’bolji” od ovoga ili pak
nekog drugog proizvoljnog portfelja. Odabir portfelja ovisi o ambicijama investitora te vo-
1ji za prihvacanje rizika, no potrebno je imati na umu kako veéi prinosi naj¢e$ée impliciraju
i veéu volatilnost.
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Sazetak

Cilj ovog rada bio je predstaviti te pojasniti dvije bitne strane investiranja - najprije odabir
portfelja te zatim kontrolu rizika povezanih s investiranjem. U svrhu optimizacije portfelja
predstavili smo optimizaciju portfelja kako ju je zamislio Markowitz u svojoj modernoj te-
oriji portfelja, raspravljali smo o svrsi diverzifikacije te smo uveli pojam efikasne granice te
s njom povezanih efikasnih portfelja. Radi jasnijeg razumijevanja mjere rizika, tzv. rizi€ne
vrijednosti (eng. Value-at-Risk), pokazali smo nekoliko nacina za njen izracun (povijesna
metoda, parametarska metoda te metoda Monte Carlo simulacija) te komentirali prednosti
1 nedostatke svakog nacina. Na kraju, kako bi se odmaknuli od teorijskog pogleda, prika-
zali smo primjerom kako se moZe izraCunati portfelj minimalne varijance te smo na njemu
izraCunali VaR koristeéi povijesnu metodu.



Summary

The aim of this paper was to present and clarify two important aspects of investing - firstly,
the concept of portfolio selection, and then the control of investment-related risks. For
the purpose of portfolio optimization, we introduced portfolio optimization as envisioned
by Markowitz in his Modern Portfolio Theory, furthermore, we discussed the purpose of
diversification and introduced the concept of the efficient frontier and with it related effici-
ent portfolios. In order to better understand the risk measure Value-at-Risk, we presented
several methods for its calculation (historical method, parametric method and Monte Carlo
simulation method) and commented on the advantages and disadvantages of each method.
Finally, to step away from the theoretical view, we constructed an example of the process
to calculate the minimum-variance portfolio and calculated the Value-at-Risk metric on it
by implementing the historical method.



Zivotopis

Roden sam 8. kolovoza 1998. godine u Varazdinu. Osnovnoskolsko obrazovanje zavrSavam
u Drugoj osnovnoj $koli u Varazdinu te potom upisujem op¢i gimnazijski smjer na Prvoj
gimnaziji Varazdin. Nakon mature upisao sam nastavnicki smjer matematike na Mate-
matickom odsjeku Prirodoslovno-matemati¢kog fakulteta u Zagrebu da bih nakon uspjesno
zavrSenog preddiplomskog studija odlucio nastaviti Skolovanje na istrazivatkom smjeru fi-
nancijske i poslovne matematike PMF-a. Tijekom studija zapoSljavam se u sektoru uprav-
ljanja rizicima, najprije u Privrednoj banci Zagreb u trZiSnim i financijskim rizicima, a
kasnije u Raiffeisen banci u odjelu validacije modela.
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