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Uvod

Mnogo rezultata u matematici koje bismo htjeli primijeniti u stvarnom svijetu ovise o uvje-
tima koji nisu realni. Primjerice, ako udarimo Stapi¢em u okrugli bubanj, vibracije koje
nastaju bi mogli opisati valnom jednadZbom na krugu i pokusati zakljuciti koje frekvencije
zvuka ¢emo dobiti, ali ako je taj bubanj oStecen ili na neki nacin nepravilan 1 Zelimo jako
precizno odrediti frekvencije, korisno je imati alate koji ¢e bolje opisati Sto se dogada. S
druge strane, mozemo li odrediti oblik membrane bubnja ako znamo sve frekvencije koje
¢e nastati nakon jednog udarca Stapi¢a? Ovo je problem kojeg je Mark Kac popularizirao
u Clanku ”Can One Hear the Shape of a Drum?” 1966. godine. Ispada da je odgovor po-
zitivan ako pretpostavimo da je rub bubnja dovoljno "lijep”, no za op¢i oblik je odgovor
negativan te je konstruiran primjer dva skupa koja mogu proizvesti isti zvuk. Ipak, ako
ovaj problem promatramo u jednoj dimenziji za fraktalne strune, moguce je zakljuciti neke
geometrijske Cinjenice koje inace ne bismo mogli. Dokaz te tvrdnje je jedan od ciljeva
ovog rada.

Prvo poglavlje ovog rada analizira obi¢nu fraktalnu strunu koja je ogranien otvoren
podskup realnih brojeva. Njoj pridruzujemo dimenziju Minkowskog koju usporedujemo s
box dimenzijom i Hausdorffovom dimenzijom skupa. Bitan rezultat jest da je dimenzija
Minkowskog fraktalne strune, barem kako je tu definirana, jednaka gornjoj box dimenziji
svog ruba. Zatim uvodimo pojam geometrijske zeta funkcije fraktalne strune te dokazu-
jemo da se njena abscisa konvergencije podudara s dimenzijom Minkowskog strune. Na-
kon toga definiramo zastor i prozor fraktalne strune te njene kompleksne dimenzije kao
polove meromorfnog proSirenja geometrijske zeta funkcije. Navodimo i konstrukciju frak-
talne strune s unaprijed zadanom dimenzijom Minkowskog.

U drugom poglavlju bavimo se sebi-slicnim fraktalnim strunama te ih povezujemo sa
sebi-slicnim skupovima. Kako se radi o posebnom sluc¢aju fraktalnih struna, nije neocekivano
da moZemo bolje opisati njihovu strukturu te dobiti eksplicitnu formulu za geometrij-
sku zeta funkciju. Zatim promatramo dva disjunktna slucaja, reSetkasti i nereSetkasti, te
zavrSavamo poglavlje navode¢i strukturne teoreme za sebi-sli¢ne fraktalne strune.

U treCem poglavlju promatramo valnu jednadzbu te definiramo svojstvene vrijednosti
za tri specificna rubna uvjeta. Dokazujemo da su one pozitivne u slucaju Dirichletovog
rubnog uvjeta i da u tom slucaju njihova asimptotika daje informaciju o volumenu domene



SADRZAJ 2

na kojoj ih promatramo za jednostavne domene. Zatim motiviramo proucavanje frekven-
cija fraktalne strune, uvodimo spektralnu zeta funkciju fraktalne strune koju povezujemo
s Riemannovom zeta funkcijom te dokazujemo Weylov asimptotski zakon za fraktalne
strune. Na kraju dokazujemo da Riemannova zeta funkcija ima meromorfno prosirenje na
C s jedinim polom u s = 1 koji je reda 1.
Volio bih se zahvaliti najprije svojim roditeljima koji su me oduvijek bezuvjetno podrzavali

u svemu $to sam radio, pa tako 1 u matematici. Zatim svim profesoricama i mentorima koji
su mi pomogli da dodem gdje sam sada, kao i prijateljima koji su vjerovali u mene. Po-
sebno se zahvaljujem mentoru, izv. prof. dr. sc. Goranu Radunovicu, na ulozenom trudu,
brzim potpunim odgovorima na sva moja pitanja te referenciranju ¢lanaka koje sam ne bih
pronasao.



Poglavlje 1

Obicna fraktalna struna

Konvencije i oznake

N={1,2,3,...}.

No=NuU{0} =1{0,1,2,...}.

lx] =max{yeZ:y<x}, VxeR.

{x} = x—|x], VxeR.

d(x,y) = |lx —yll, Yx,y € R, gdje je ||x|| Euklidska norma u R".

d(x,A) = inf{d(x,y) : y € A}, Vx e R", A C R".

diam(A) = sup{d(x,y) : x,y € A}.

vol, je n-dimenzionalna Lebesgueova mjera na R”.

Domena je neprazan povezan otvoren skup u topoloSkom prostoru, Sto ¢e nama biti ili R”
s euklidskom topologijom ili C sa standardnom topologijom.

Okolina tocke p € C je svaki skup V C C za koji postoji otvoren skup U C V koji sadrzi p.
Okolina skupa W C C je svaki skup V C C za koji postoji otvoren skup U C V koji je
nadskup od W.

Kontura je po dijelovima gladak zatvoren put koji sam sebe ne presijeca.

Sli¢nost Euklidskog prostora R” je bijekcija f : R” — R” za koju postoji ¢ € R tako da je
d(f(x), f(7) = c-d(x,y), Vx,y € R".

Za neprazne otvorene skupove U C V C C 1 analiticku funkciju f : U — C kazemo
da je funkcija F : V — C analiti¢ko proSirenje od f ako vrijedi da je F analiticka i
f(@=F(), Vze U.

Za neprazane otvorene skupove U € V C C i meromorfnu funkciju f : U — C kaZemo
da je funkcija F : V — C meromorfno prosirenje od f ako vrijedi da je F' meromorfna i
f(@=F(), Vze U.

Za funkcije f,g : R — R takve da je g(x) > 0, Vx € R, piSemo f(x) = O(g(x)) kako
x — oo ako postoje konstante M > 01 x( € R tako da za sve x > xj vrijedi | f(x)| < Mg(x).
Zabroj a € Rifunkcije f,g : R — R takve da je g(x) > 0, Yx € R, piSemo f(x) = O(g(x))



POGLAVLIJE 1. OBICNA FRAKTALNA STRUNA 4

kako x — a ako postoje konstante M > 016 > O tako da za sve x € R koji zadovoljavaju
|x —a| < ¢ vrijedi | f(x)| < Mg(x).

1.1 Geometrija fraktalne strune

U ovom odjeljku definiramo obi¢nu fraktalnu strunu i bavimo se njenim svojstvima.

Definicija 1.1.1. (Standardna ili obicna) fraktalna struna C je otvoreni ograniceni pod-
skup skupa R. Takav podskup se sastoji od najvise prebrojivo mnogo disjunktnih otvorenih
intervala s duljinama L = (I j);il' Niz L takoder zovemo fraktalnom strunom.

Napomena 1.1.2. Q se ne moZe sastojati od neprebrojivo mnogo disjuntnih otvorenih in-
tervala jer svaki otvoreni interval sadrZi racionalan broj, a njih ima prebrojivo mnogo.

Napomena 1.1.3. Primijetimo da je ukupna duljina fraktalne strune Y, l; konacna i jed-
naka Lebseguevoj mjeri od Q. U nastavku rada bez smanjenja opcenitosti pretpostavljamo
da vrijedi

ll>122...>0,

gdje svaku duljinu brojimo onoliko puta kolika je njena kratnost. Dozvoljavamo slucaj u
kojem je Q konacna unija otvorenih intervala i tada je niz duljina konacan.

Napomena 1.1.4. Mnogo svojstava fraktalnih struna koja Zelimo proucavati neovisna su o
izboru skupa Q, vec ovise samo o duljinama L, pa je u iskazu raznih tvrdnji dovoljno zadati
samo L. Tvrdnje koje ovise samo o duljinama L su takoder neovisne o poloZaju duljina u
Q, sto omogucéava njihovo promatranje u silaznom poretku bez smanjenja opcenitosti.

Definicija 1.1.5. Funkcija prebrojavanja reciprocnih duljina ili geometrijska funkcija pre-
brojavanja od L je funkcija Ny : {0, +c0) — Ny dana s

= > L

- 7-1
].l_/. <x

NL(x):‘{jeN:le}
lj

PonaSanje ove funkcije je blisko povezano sa samim duljinama strune, $to mozZemo
vidjeti u sljedecoj propoziciji.

Propozicija 1.1.6. Neka je L obicna fraktalna struna s nizom duljina Iy, 1, 15, . . . . Tada je

N;(x) = O(xP), kako x — oo ako i samo ako l; = O(j_l/D), kako j — oo.
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Dokaz. Pretpostavimo najprije da postoje C;, M > 0 takvi da je

Np(x)<Ci-xP, Vx=M
i neka je C; = max {Nﬁ(x) x € 0, M)} (maksimum se postiZe za neki x = % takav da je
l_,- < M). Sada za C = max{C;, C,} imamo

Ny(x) < C-x, Vx>0,
pazax=1[;"slijedi j<C-I;° = [;=0("").

S druge strane, ako postoje Cy, M > 0 takvi da je

[, <Cy-j VP, Vji>M,

tada definiramo C, = max{ 5 j<M } te C = max{C,, C,} iz Cega slijedi
I, <C-j"P, VjeN.

Sada za svaki x > 01 j € N za koje vrijedi j > (Cx)” imamo x < lj‘.l, paje N (x) < (Cx)P.

O

VaZna geometrijska informacija o struni £ sadrZana je u njenoj dimenziji Minkowskog
D = D/ iu njenom sadrZaju Minkowskog M = M(D; L) koje sljedece Zelimo definirati.
U tu svrhu oznac¢imo s V(&) volumen unutarnje tubularne okoline od 02 s radijusom &:

V(e) = voli{x € Q : d(x,0Q) < &}. (1.1)

Primijetimo da V(&) zapravo ne ovisi o realizaciji fraktalne strune, pri ¢emu pod realizaci-
jom fraktalne strune mislimo na skup Q C R ¢ije duljine tvore £ (dakle poloZaj i poredak
duljina intervala), ve¢ samo o njenim duljinama L.

Definicija 1.1.7. Dimenziju (Minkowskog) fraktalne strune L definiramo kao unutarnju
dimenziju Minkowskog od 0Q,

D=D;=infla>0: V()= 0", kako e — 0'. (1.2)
Za fraktalnu strunu L kaZemo da je Minkowski izmjerljiva, sa sadrZajem Minkowskog
Vv
M= MD; L) = lim ](‘2 : (1.3)

ako taj limes postoji u {0, co). Gornji i donji sadrzZaji Minkowskog su redom definirani s

M = M*(D; £) = limsup Vl( 3, (1.4a)
-0t
M, =M.(D; L) = hm 1nf @ (1.4b)

Dakle 0 < M, < M* < 00 i L je Minkowski izmjerljiva ako i samo ako je M* = M. = M
pozitivan realan broj.
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Napomena 1.1.8. U literaturi je vrijednost M poznata kao gornja (unutarnja) dimenzija
Minkowskog. Naime, postoji i donja dimenzija Minkowskog koja moZe biti razlicita od M,
ali u ovom radu se ne bavimo donjom dimenzijom Minkowskog.

Napomena 1.1.9. Definicija dimenzije Minkowskog i sadriaja Minkowskog prirodno se
profiruju na slucaj vise dimenzija u kojem je Q ograniceni otvoreni podskup od RY, d > 1,
na nacin da zamijenimo eksponent 1 —a sd —a u (1.2), eksponent 1 — D sd—- D u(1.3)i
(1.4) te da u (1.1) umjesto vol; koristimo voly, d-dimenzionalnu Lebesgueovu mjeru.

Propozicija 1.1.10. Dimenzija D fraktalne strune L zadovoljava

D=1-lim inf(lnlv(g)).

e—0* ne

Dokaz. Neka je @ > 0. Imamo sljedeéi niz ekvivalencija:

V(e) = O(e'™), kako & — 07
= V(e) < Che'™, zaneke r € (0,1),C, > 0O1svaki ¢ € {0, r)
— InV(iE)<C,+(1-a)lne, zaneke r € (0,1),C, € Risvaki e €{0,r)
InV C, ) .
- (8)2—+1—a, zaneke r € (0,1),C, € Risvaki e € {(0,r)
Ine Ine
C, InV ) .
—  ax S MV neke r €0, 1),Cy € R svaki & € (0, )
Ine Ine
InV
= a/zlimsup(l— 1 (8)).
e—0* Ine
Dakle | |
Vv Vv
D= limsup(l _ 2 (8)) = 1 - liminf V&)
£s0* ne e—-0* Ing
O
Za fraktalnu strunu £ uvodimo i oznaku w; za kratnost njenih duljina:
wlz‘{jeN:lj:l}l. (1.5)

Jasno je da slijedi

Ng(x) = Z wy.

Il<x
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Primjer: Cantorova struna

Promotrimo obi¢nu fraktalnu strunu Q = CS koja je komplement standardnog Cantorovog
skupa. Dakle

CS—12U12U78U 1 2 U 7 8 U1920U2526U
\373/7\9’9/ \9’ 9/ "\27°27) “\27°27) “\27°27) "\27°27] "7
1 njene duljine su /; = % L =105L = %, L =1ls =1l = 1; = % odnosno radi se o
brojevima oblika 377! s kratno§c¢u 2" zan = 0, 1,2,.... Po konstrukciji je rub Cantorove
strune upravo Cantorov skup.

Primijetimo da je opCenito volumen tubularne okoline dan s
1
V(e) = 2e + li=2&-Npe|—|+ l; 1.6
(8) j:lZ>2£ ° jZlZ<28 ! ° L(ZS) j:l-z<2£ ! ( )

jer za svaku duZinu duljine / imamo da su g-okoline njenih krajnjih to¢aka disjunktne (prva
suma) ili se sijeku (druga suma). Sada vidimo dajeza 0 < & < 1,

Ves(e) =26 (2" = 1)+ Y 253751 =262+ (5) 2,
k=n

gdje je n takav da je 3™ > 2 > 377!, odnosno n = |—log;(2¢)]. Nadalje za bilo koji
b > 0 imamo

bt = bl_—log3(25)J — b—10g3(25)—i—10g3(2£)} — (28)—10g3 bb—{—10g3(28)}

1z Cega slijedi

1 {_10g3(28)} 3 {—10g3(2£)}
Ves(e) = 2g)!71om2 ((5) + (5) ] - 2e.

Primijetimo da je izraz unutar zagrada ogranicen, konstantan i multiplikativno periodican,
odnosno njegova vrijednost za € > 0 je jednaka njegovoj vrijednosti za £/3 te da nema
limes kako € — 0. Slijedi da Cantorova struna ima dimenziju D = log;2 te da nije
Minkowski izmjerljiva.

1.2 Alternativne dimenzije

U ovom odjeljku opisujemo druge nacine na koje bismo mogli definirati dimenziju ogranicenog
podskupa od R”, kao i njihove prednosti, mane te povezanost s definicijom (1.1.7).
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Box dimenzija

Definicija 1.2.1. Neka je F C R", 6 > 0 te {U;};2,| konacna ili prebrojiva familija podsku-
pova od R" takva da je diam U; < 6 za svaki i € N. Ako je F C U2, U; kaZemo da je
Sfamilija {U;} 6-pokrivac skupa F.

Definicija 1.2.2. Neka je F neprazan ogranicen podskup od R" i neka je za0 < 6 < 1 izraz
Ns(F) najmanji broj skupova koji tvore 6-pokrivac od F. Tada definiramo gornju i donju
box dimenziju od F redom s

In Ns(F
dim, F = liminf 0o
-0  —Ino
—— . In Ns(F)
dimg F = hI(Isl_)S(}lp —1?16 .

Naravno, vrijedi dim, F' < dimg F i ako vrijedi jednakost kaZemo da je ta vrijednost box
dimenzija od F, u oznaci

In Ny(F
dimy F = lim -ne ).
-0 —1no

Primijetimo da je medu 6-pokriva¢ima skupa F dovoljno promatrati kolekcije zatvore-
nih skupova jer je dijametar skupa jednak dijametru njegovog zatvaraca. Sljedece navo-
dimo karakterizaciju box dimenzije koja ¢e dati smisao tom nazivu.

Definicija 1.2.3. Neka je 6 > 0. Familiju kocaka u R" koje su oblika
[m6, (my + 1)d] X ... X[m0, (m, + 1)d]

gdje su my,...,m, cijeli brojevi nazivamo 6-mreZa u R". Elemente te familije zovemo -
mreZastim kockama.

Propozicija 1.2.4. Donja i gornja box dimenzija skupa F C R" dane su formulama

: .. InNy(F)
dim, F' = liminf
- -0 —Iné
T F = 1 In Ny(F)

img F = 11351_)sglp s

a box dimenzija formulom
. . InN}(F)
dimg F = lim
6~0 —1Inod

(ako taj limes postoji), gdje je Ni(F) broj 6-mreZastih kocaka koje sijeku F'.
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Dokaz. Ako je dana kolekcija svih 0-mreZastih kocaka koje sijeku F, jasno je da se radi o
pokrivacu od F. Budu¢i da §-mreZasta kocka u R” ima dijametar & v/n, slijedi

Ny i(F) < Ny(F).

S druge strane, svaki skup dijametra najvisSe ¢ je sadrzan u 3" §-mreZastih kocaka. To je
zato Sto u danom skupu mozemo odabrati proizvoljnu toc¢ku, zatim za svaku od n dimenzija
naci u kojem segmentu oblika [mo, (m + 1)d] (m € Z) se ona nalazi te na kraju u toj
dimenziji odabrati taj segment i dva susjedna, Sto ¢e rezultirati s 3" §-mreZastih kocaka
nakon kartezijevog produkta po svim dimenzijama. Dakle

NJ(F) < 3"Ns(F).

Slijedi
Ns i (F) - In Ny(F) - In3" + In Ns(F)
—In(6yn)+Inn  —Iné —Iné ’
pa nakon uzimanja lim inf kako 6 — 0, dobivamo
| F In NJ(F 1 F
timinf TN i g D g INCE)
-0  —In -0  —In -0 —Ino

iz Cega zakljuCujemo da je definicija donje box dimenzije ista ako zamijenimo Ns s N;.
Analogan zaklju€ak dobivamo za gornju box dimenziju uzimanjem lim sup umjesto lim inf.
]

Napomena 1.2.5. Ista tvrdnja vrijedi za sljedece (razlicite) definicije broja Ni(F) koje nam
nisu korisne u ovom radu, ali ih navodimo radi kompletnosti:

(i) najmanji broj zatvorenih kugli radijusa 6 koje pokrivaju F,
(ii) najmanji broj n-dimenzionalnih kocaka duljine brida 6 koje pokrivaju F,
(iii) najveci broj disjunktnih kugli radijusa 6 sa centrima u F.

Posljedica ekvivalencije definicije box dimenzije preko proizvoljnih skupova i defini-
cije preko ¢6-mrezastih kocaka je ta da je o-mrezasta formulacija neovisna o ishodistu i
orijentaciji 6-mreze.

Teorem 1.2.6. Ako je F podskup od R", tada vrijedi

. . In vol,(Fj5)
dimy, £ = n = lim sup — ===
In vol,,(F’s)

dimg F = n — liminf i
50 Inéd

gdjeje Fs = {x e R" : d(x,y) < § za neki y € F} = |J,.r K(x, 8) 6-okolina od F.
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Dokaz. Neka je 6 > 0. Za svaki x € F' moZemo naci u kojoj 6-mreZastoj kocki je sadrzan.
Neka je ta kocka [m;6, (m; + 1)6] X ... X [m,0, (m, + 1)6]. Tada unija od _3” o-mrezastih
kocaka [(m; — 1)0, (m; + 2)0] X ... X [(m, — 1)6, (m,, + 2)d] sigurno sadrzi K(x, ¢). Dakle

vol,(Fs) < Ns(F)(39)",

iz ¢ega primjenom prirodnog logaritma, dijeljenjem s —In¢ i uzimanjem lim inf;s_,, dobi-

vamo 1 L (F
timinf YD) L im F
6—0 —Ino -

sa slicnom nejednakosti za lim sup,_,,. S druge strane, za svaku 6-mreZastu kocku B koja
sijeCe F postoji x € F N B. Tocka x se nalazi u nekoj r;fm—mreiastoj kocki B” unutar B za

koju vrijedi B’ C Fj jer je diam B’ < . Dakle

Ns(F) (i) < vol,(Fy),
[n]

iz ¢ega primjenom prirodnog logaritma, dijeljenjem s —In¢ i uzimanjem lim inf;_,, dobi-
vamo

| 1,(F
—n +dim, F < liminf M
—B 550 —Iné

b

sa slicnom nejednakosti za lim sup;_,,. O

Korolar 1.2.7. Neka je Q) C R obicna fraktalna struna s nizom duljina L. Tada vrijedi
DL = EB 6!2

Dokaz. Neka je F = 0Q i zadrzimo oznaku F, = |, K(x, €) iz iskaza proslog teorema.
Neka je € > 0. Bududi da je Lebesgueova mjera skupa dF. jednaka nuli (jer se sastoji
od najviSe prebrojivo mnogo to¢aka koje su rubovi intervala), teorem 2 ¢lanka [6] (Sto je
netrivijalan rezultat) implicira
voly(F,) = V(e).
ZakljuCujemo
V(e) =vol(F,), VYe>0
InV(e) Invol(Fy)

. Vee(0 1)
Ine Ine
1 Invol,(F
— timinf ™V®) _ i ing PYOhFe)
e—0* ln & e—0* ln E

pa teorem (1.2.6) i propozicija (1.1.10) daju traZenu tvrdnju. O
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Primijetimo da su gornja i donja box dimenzija montone, odnosno ako su E C F sku-
povi, tada je L L
dim, £ <dimy F i dimg E < dimg F

jer za svaki ¢ > 0 vrijedi Ns(E) < Ns(F).
Propozicija 1.2.8. Box dimenzija otvorenog skupa U C R" jednaka je n.

Dokaz. Dovoljno je tvrdnju dokazati za proizvoljnu kuglu u R” jer svaki otvoreni skup
sadrzi kuglu, a box dimenzija je monotona. Primijetimo da je volumen ¢-okoline kugle
zapravo samo volumen malo veée kugle, odnosno za neki k, > 0 vrijedi

vol,(Fs) = k,(r + 6)",

gdje je r radijus kugle. Slijedi
. Invol,(F5)
lim ——— =
6~0  Iné
pa tvrdnja slijedi iz teorema (1.2.6). O

0,

Propozicija 1.2.9. Neka je F neprazan ograni¢en podskup od R" te F njegov zatvarac.
Tada je

di_mBF:di_mBF
di_mBI?:di_mBF.

Dokaz. Neka je (F;)*_, kona¢na kolekcija zatvorenih skupova dijametra 6. Zatvoreni skup

Uff: , F'i je nadskup od F ako i samo ako je nadskup od F. Dakle najmanji broj zatvorenih
skupova potreban da se pokrije F je jednak najmanjem broju zatvorenih skupova da se
pokrije F, iz Cega slijedi tvrdnja. O

Korolar 1.2.10. Ako je F gust podskup otvorenog skupa U C R", tada je dimy F' =
EB F=n.

Hausdorffova dimenzija

Da bi definirali Hausdorffovu dimenziju skupa, potrebno je prvo definirati Hausdorffovu
vanjsku mjeru.

Definicija 1.2.11. Neka je F C R" i s > 0. Za svaki 6 > 0 definiramo

H;(F) = inf {Z(diam Uy’ {U;} 2, je 6-pokrivac od F} .

i=1
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KaZemo da je

H(F) = }Sin(l) H;(F)
s-dimenzionalna Hausdorffova vanjska mjera od F.

Napomena 1.2.12. Primijetimo da je za F' C R" funkcija 6 — H;(F) padajuca i nenega-
tivna, $to osigurava da postoji limes lims_, H;(F) te je H*(F) dobro definirano.

Napomena 1.2.13. Hausdorffova vanjska mjera H* je uistinu vanjska mjera, odnosno
mjera na izmjerivom prostoru (R", B(R")). Dokaz ove tvrdnje je dan u [2] (Theorem 3.7).

Napomena 1.2.14. U [2] (Proposition 3.10) je dokazano da je H" = c,-vol, naR" ¥n € N,
gdje su c, > 0 konstante.

Zan € Nix € R" oznacimo s ||x]| Euklidsku normu u R”.

Propozicija 1.2.15. Neka je F C R" i f : F — R™ preslikavanje koje zadovoljava

1/ () = fFDIl < cllx =yl Vx,y € F,

za neke konstante a, ¢ > 0 (dakle Holderovo preslikavanje s eksponentom «). Tada za svaki
s > 0 vrijedi
HI(f(F)) < c"H(F). (1.7)

Posebno, ako je f Lipschitzovo preslikavanje (a = 1), tada vrijedi
H(f(F)) < H(F). (1.8)

Dokaz. Ako je {U;}?° 6-pokrivac od F, tada iz nejednakosti diam(f(F) N U;) < ¢-diam(F N
U)® < c-diam(U;)?, za svaki i € N, slijedi da je { f(FNU;)}*, c6”-pokrivaC za f(F). Dakle

D diam(f(F 0 Uy < ¢/ )" diam(U)', Vs >0,
i=1 i=1
iz Cega slijedi
Hp (f(F) < H(F),  ¥s 2 0.

co®

Uzimanjem limesa kako 6 — 0 dobivamo (1.7), Sto za posljedicu ima (1.8). O

Korolar 1.2.16. Neka je f : R" — R”" slicnost sa skalirajuc¢im faktorom A1 > 0. Ako je
F c R", tada vrijedi
H(f(F)) = P’H(F), VYs=0.

Posebno, ako je f izometrija, vrijedi

H(f(F)) =H(F), Vs=0.
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Dokaz. Kako je f sli¢nost, vrijedi
If) = fOll =Alx=yll i If'@-fOll=2"Ix=yll, VxyeF.
Sada propozicija (1.2.15) implicira
H(f(F) < PH(F) i H(f'(FF) < AH(f(F), V¥s=0,

odnosno
H(f(F)) = P’H(F), VYs=0.
O
Neka je 6 € (0,1) 1 F c R". Ako je {U;}2, 6-pokrivac¢ od F i ako je t > s > 0, tada
vrijedi
D diam(Uy)' <6 )" diam(U))"
i=1 i=1
Uzimajuéi infimum po svim ¢-pokriva¢ima dobivamo

HLUF) < 8 H(F).
Pustajuéi 6 — 0 vidimo da ako je H*(F) < oo, tada je i H'(F) = 0 za t > 5. Dakle postoji

X399

vrijednost s u kojoj H*(F) ”sko€i” iz co u 0, ¢ime je dana motivacija sljedece definicije.
Definicija 1.2.17. Neka je F C R". Hausdorffova dimenzija skupa F je
dimy F = inf{s > 0 : H°(F) = 0} = sup{s = 0 : H*(F) = oo},
gdje je sup 0 = O, tako da je
WO

Osnovna svojstva Hausdorffove dimenzije slijede iz svojstava Hausdorffovih mjera:

1. Monotonost. Ako je E C F c R”, tada je H*(E) < H*(F) za sve s > 0, $to implicira

2. Raspon vrijednosti. Ako je F' ¢ R", tada je 0 < dimy F' < n. Da bi ovo dokazali
dovoljno je dokazati da je H*(R") = 0, ¥s > n, §to Ce slijediti iz o-aditivnosti mjere
H* ako dokazemo da je H*([0, 1]") = 0, Vs > n. Ta tvrdnja pak slijedi iz subdivizije

jedini¢ne kocke na k" kocaka (Q j)]]‘.ll Ciji je dijametar /n/k te rauna

le
([0, 11" < Z diam(Q;)' = n**k"* - 0, kako k — co.

J=1

H e
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3. Ako je F C R" otvoren, tada je dimy F' = n. To slijedi iz Cinjenice da F sadrzi otvo-
renu kuglu K i napomene (1.2.14) koja garantira dimy K > n. Kako je Hausdorffova
dimenzija monotona i odozgo ogranicena s n na R”, slijedi dimy F = n.

Propozicija 1.2.18. Neka je F Cc R".
(a) Neka je f : F — R" funkcija koja zadovoljava Holderov uvjet
I/ () = fWIl < cllx =yl VYx,y € F,
za neki a > 0. Tada je dimy f(F) < (1/a)dimy F.
(b) Ako je f : F — R™ bi-Lipschitzovo preslikavanje, odnosno
cillx =yl < lf ) — fll < cllx=yll, VYx,yeF,
gdje su 0 < ¢y < ¢ < oo konstante, tada je dimy f(F) = dimy F.
Dokaz. Nekaje F C R".

(a) Akoje s > dimy F, tada propozicija (1.2.15) implicira H*/*(f(F)) < ¢*/*H*(F) = 0,
iz Cega slijedi dimy f(F) < s/a, Vs > dimy F. Uzimanjem lim,_, 4im, r)» dobivamo
traZenu tvrdnju.

(b) Slijedi iz primjene (a) dijela na funkcijama fi f'uza =1.
O
Veza izmedu Hausdorffove dimenzije i box dimenzije dana je sljedeCom propozicijom.
Propozicija 1.2.19. Neka je F neprazan ogranicen podskup od R". Tada vrijedi
dimy F < dim, F < dimg F.

Dokaz. Neka je s > 0 takav da je 1 < H*(F) = lims_,o H;(F). Primijetimo da ako takav s
ne postoji, definicija (1.2.17) garantira dimy F' = 0, pa tvrdnja propozicije vrijedi. Jasno je
da postoji dp > 0 takav da za svaki ¢ < ¢y vrijedi

1 < H(F) < Ns(F)o*,

gdje je Ns(F) definiran u (1.2.2). Primjenom logaritma dobivamo
0<InNs(F)+ slné,

iz Cega slijedi
s < liminf In No(F)

50 —1In¢ ’
stoga uzimanjem supremuma po svim takvim s dobivamo traZzenu tvrdnju.
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1.3 Geometrijska Zeta funkcija fraktalne strune

[ee)

j=1

Lol =) 1
=1

Imamo da je (1) = vol;(£) < oo. Nekaje A={jeN:[;>1}iB={jeN:[;<l}te
primijetimo da je skup A konacan. Sada je za s € (1, co):

L) = ) B+ Y B B+ >l

JjeA jeB JjeA jeB

Neka je £ fraktalna struna s nizom duljina {/;}
Dirichletov red:

Promotrimo sljedeci (generalizirani)

Prva suma je konacna jer se radi o zbroju konaéno mnogo elemenata, a druga je konacna
jer je ogranicena sa {,(1). Dakle {,(s) < oo za sve s > 1. Nadalje primijetimo daza s € C
takav da je Re(s) > 1 vrijedi || = l?e(s), pa iz Weierstrassovog M-testa slijedi da red

20
j=1

konvergira uniformno za sve Re(s) > 1. Znamo da niz holomorfnih funkcija koji uni-
formno konvergira na otvorenom skupu mora konvergirati holomorfnoj funkeciji, pa je £,
holomorfna funkcija na Re(s) > 1. Pokazat éemo da taj red konvergira za sve s € C za
koje je Re(s) > D gdje je D dimenzija Minkowskog od L te da divergira za s = D, Sto ée
opravdati sljedecu definiciju.

Definicija 1.3.1. Neka je L fraktalna struna. Geometrijska zeta funkcija od L dana je sa

éﬁhfﬁ=2mﬁ
j=1 ]

za Re(s) > Dy.
Napomena 1.3.2. Dosad smo pokazali da je {;(s) dobro definirana samo za Re(s) > 1.
Definicija 1.3.3. Abscisa konvergencije reda 3.7, L je
O':inf{aeR:Zl‘j<oo}.
=1

Dakle {s € C : Re(s) > o} je najveca otvorena poluravnina na kojoj promatrani red
konvergira.
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Napomena 1.3.4. Na isti nacin kako smo dokazali da je {(s) holomorfna za Re(s) > 1
moZemo dokazati da je { ;(s) holomorfna za Re(s) > o.

Napomena 1.3.5. Napomena (1.3.2) implicira o < 1. Ukoliko L ima beskonacno mnogo
duljina, tada je 352, l? = oo, odnosno o > 0.

Teorem 1.3.6. Neka je L fraktalna struna s beskonacno mnogo duljina. Tada se absica
konvergencije geometrijske zeta funkcije od L podudara s D, dimenzijom Minkowskog od

L

Dokaz. Sa o ¢emo oznaCavati absicu konvergencije od {,. Nekajed > D = Dy. Iz
definicije dimenzije Minkowskog slijedi da postoje C; > 0,m > 0 tako da je V(e) <
Cie'™, Ve < m. Neka je ny € N najmanji prirodan broj takav da je [,,/2 < m. Sada za
neN, n>ngie=1[,/21imamo

1
nl, =2¢- Ny (2—8) <VI1,/2) <Cy -1,/ (1.9)
== l;i < Czl’l_s/d, Vs > O,

zaneki C, > 01sve n > ny. Dakle {(s) konvergira za sve s > d, pa kako je d > D bio

proizvoljan zakljuCujemo o < D. Ako je o = 1 tada propozicija (1.1.10) implicira D = o.
Pretpostavimo u nastavku da je o < 1. Tada postoji s € (o, 1). Prema definiciji abscise

konvergencije red {(s) konvergira. Budu¢i da je niz duljina od £ padajuéi, dobivamo

nly < Y1 <i(s), VneN
j=1

Lr(s)

n

1/s
= lns( ) , VneN. (1.10)
Neka je € > 01 neka je k najveci prirodan broj takav da je [, > 2. Tada iz (1.6) slijedi da
za svaki n > k vrijedi

V(e)=2ke+ » L+ > L;<2%ke+2n-Ke+ ) I,

Jj=k+1 j=n+1 j=n+1

gdje u zadnjoj sumi moZemo primijeniti ogradu (1.10) i nejednakost 3772, | jts< fn “ xWsdx
da dobijemo

BT
xl—l/.s

V(e) < 2ne + gf_(s)”s1 17

=2ne + Csn' V5, Vn >k, (1.11)

X=n
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gdje je C3 = £4(s)"*s/(1 — s) > 0. Promotrimo sada ny = | £(5)(26)™*] + 1. Vrijedi

1.10
o > (o()26)° == I, <26 = no > k,

Sto znaci da ny zadovoljava nejednakost (1.11). Ako je € < 1/2, vrijedi (2)™° > 1, odnosno
ny < (2+ £,(s))(2e)~*. KoriStenjem te nejednakosti u (1.11) dobivamo

V(e) < 2+ £(5))(28)' " + C3 (2 + £e()26)™) ™* = Cy(20)',

za C4 > 0. Iz definicije dimenzije Minkowskog od L slijedi D < s, a kako je s € (o, D)
bio proizvoljan, zaklju¢ujemo D < o, Sto dokaz privodi kraju. O

Korolar 1.3.7. Dimenzija obicne fraktalne strune L zadovoljava nejednakost

0<D,<1.

Zastor i prozor

Funkcija £, opéenito ne mora imati analitiCko proSirenje na cijeli C, stoga uvodimo sljedece
pojmove kako bismo bolje opisali strukturu kompleksnih dimenzija od £:

Definicija 1.3.8. Zastor fraktalne strune L je svaki skup
S={S&+ir:teR}
gdje je S (t) neprekidna funkcija § : R — [—oo, D /].
Definicija 1.3.9. Za obicnu fraktalnu strunu L i zastor S definiramo prozor kao skup
W ={s € C: Re(s) = S {Um(s))}

gdje je funkcija S iz definicije zastora S odabrana tako da {; ima meromorfno prosirenje
na nekoj okolini od W te da {y nema polova na zastoru S.

Definicija 1.3.10. (i) Skup vidljivih kompleksnih dimenzija fraktalne strune L defini-
ramo kao
Dp=D,(W)={w e W :,ima pol u w}.

(ii) Ako je W = C, odnosno ako {y ima meromorfno prosirenje na cijelu kompleksnu
ravninu, kaZemo da je

Dy =Ds(C)={w e C: ;s ima pol u w}

skup kompleksnih (fraktalnih) dimenzija od L.
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Napomena 1.3.11. Prema teoremu (1.3.6) imamo da je {;(s) holomorfna na poluravnini
Re(s) > Dy, pa je
Dy =Dp(W)cC{seW:Re(s)<D,}.

Nadalje, kako se radi o skupu polova meromorfne funkcije, D (W) je diskretni podskup
od C te je njegov presjek s bilo kojim kompaktnim podskupom od C konacan. Kada se L
sastoji od konacno mnogo duljina, imamo D, = 0 jer je {, cijela funkcija.

Napomena 1.3.12. Opcenito se za obicnu fraktalnu strunu L moZe dokazati da ne postoji
okolina tocke D, na kojoj je {; holomorfna. Tocka s = D, nije nuZno uvijek niti pol od
Lr, kao Sto cemo vidjeti u primjeru (1.3.15). Ako je D = Dy poli Dy € W, tada je

D, = max {Re(w) fWE DL},

jer je {y holomorfna za Re(s) > D.

Napomena 1.3.13. Ako pretpostavimo da je prozor W simetrican s obzirom na realnu os,
zbog L p(s) = L () slijedi da nerealne kompleksne dimenzije obicne fraktalne strune dolaze
u kompleksno konjugiranim parovima w, w.

Sljedeci teorem pokazuje da kompleksne dimenzije opisuju oscilacije u geometriji 1
spektru fraktalne strune.

Teorem 1.3.14. Neka je L obicna fraktalna struna s dimnezijom D te pretpostavimo da s
ima meromorfno proSirenje na nekoj okolini od D. Ako je

Ny(x) = O(xP), kako x — oo,
ili ako volumen tubularne okoline zadovoljava

V(e)=0('™"),  kakoe — 0*,
tada {; ima pol reda 1 u D.

Dokaz. 1z pretpostavke o meromorfnom proSirenju na nekoj okolini od D slijedi da je D
izolirani singularitet.
Pretpostavimo najprije da je Ny(x) < C - x? i Ny(x) = 0za x < xy. Tadaza s > D

vrijedi
:SE f x_s_lll[,__lw(x)dx
7! - 0 J
J j=1

= x! Z ]1[1;1’00>(x)dx = Sfo Np(x)x™ " tdx
=1

(o8]

=Y E=s)
=1

J=1

CS D—s

S —

xD—s—ldx —

IA
5

s 8
9!
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gdje zamjenu sume 1 integrala u prijelazu izmedu prvog i drugog reda moZemo oprav-
dati Lebesgueovim teoremom o monotonoj konvergenciji za redove nenegativnih funkcija.
Dakle

lim(s — D)*{,(s) = 0

pa je singularitet u D pol reda 1.
Drugi dio teorema sada lagano slijedi iz prvog jer jednakost (1.6) i dani uvjet implici-
raju

1 _
2eNg (g) + j;g l;=0('"), kakoe— 07

1 1
EEN 28N£(2—) —0("P),  kakoe— 0
E

1

— N, (—) = 0((2e)™), kako & — 0"
2e

— Ng(x) = 0(xP), kako x — oo,

gdje implikacija (1) vrijedi jer susuma 3} ;,; », [; iizraz 2eN ((1/(2¢)) nenegativne veliCine,
pa ako za neki & > 0 vrijedi da je njihov zbroj odozgo ogranic¢en sa Ce'~?, za neki C > 0,
tada su i suma i spomenuti izraz ograni¢eni odozgo sa Ce'~P. O

Sljedeci primjer pokazuje da uvjet o meromorfnom prosirenju geometrijske zeta funk-
cije fraktalne strune na nekoj okolini od D nije nuZno zadovoljen te da funkcija (s—D){ z(s)
moZe imati konacan pozitivan limes kako s — D™, &ak i ako N (x) nije reda x” kako
x — oo i V(&) nije reda &'~ kako £ — 0*.

Primjer 1.3.15. NekajeO <D < 11

(o0

Lols) = )| e Je .

J=1

Dakle promatramo fraktalnu strunu £ s duljinama ¢/ i kratnostima duljina |_ jeDJZJ. Pri-
mijetimo da je ukupna duljina od £ konacna jer

D] -2 (D-1)*
je e < je < < 00,
; Z Zl+(1_D)]+(1D)]

pri ¢emu smo koristili nejednakost e* > 1 + x + x?/2 za x > 0, pa zaista postoji ogranien
otvoreni podskup od R sa spomenutim duljinama te je {,(s) dobro definirana za Re(s) > D.
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PokaZimo da je D dimenzija Minkowskog od £. Nekaje 0 < & < e”! te nekajen € N
takav da je e ™D’ < £ < ¢, odnosno n = |_V— In 8J. Sada formula (1.6) implicira

n 00 : Dj?
V(e/2)=e ) [je"" |+ ) UZ—;J
j=1 Jj=n+1

Najprije dokazujemo da je prvi ¢lan reda veli¢ine O(s'™” _ﬁ), za svaki p > 0, zatim da

isto vrijedi i za drugi ¢lan te na kraju da ne postoji p > 0 takav da je V(g/2) reda veliCine
O(&'~P*P), iz ega Ce slijediti da je dimenzija Minkowskog od .£ upravo D.
Primijetimo da za dovoljno veliki k; € N vrijedi e?®*D > 2, Vj > ki, §to daje

I-D('+1)2 I D(j+1) . D(j+1)? :
B U <z

Takoder, za svaki p > 0 imamo In(¢™!) = pIn(e~/?) < pe~!?, pa zakljucujemo

szn:[jeDsz = 8[C + zn:[jeD’QJ] < O(e) + 28[neD"2J <0(g) +2eV-Ing-&”

=1 =

1-D-L +
=0(e »), kakoe— 0", Vp>0.
Nadalje, za dovoljno veliki k, € N vrijedi e!™?@/*D > 4, Vj > k,, no taj k, ne ovisi o &,
pa za dovoljno mali £ imamo n > k,, Sto daje
j+1 < Jj 2
cU-D)j+1? = L(1-D)f?  (-D)2j+1)

J
e(1-D)j2’

1
Sz' Vj>n.

Slijedi

Jj=n+1

e en+1)? T e(I=D)n+1)? T ,(1-D)(V=Tng)?

= O(EI_D_%P), kako € — 0%, Vp > 0.

Pretpostavimo sada da postoji p > 0 takav da je V(g/2) = O(g!"*7). To bi znacilo da
postoje C > 0, m > 0 tako da za sve & € (0, m) vrijedi

s[neD”ZJ < V(g/2) < Ce'=PrP,
medutim za niz (& )ren gdje je & = ¢~ imamo n = n, = [\/— In skJ =kteje

1-D
8k b

| =

1
V(er/2) 2 8k[nkeD"§J > g - 5keDk2 >
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pa bi vrijedilo Ce; > 1/2, za sve dovoljno velike k, $to je kontradikcija i time smo pokazali
daje D= Dy,.
PokaZimo sada S$to smo najavili. Primijetimodajezax > 0in = [ Vin xJ,

Ny(x) = Z jeDj2 > neP”.

J=1

Sada za x = " vrijedi N,(x) > x” VIn x, pa N,(x) nije reda O(x?), kako x — oo.
S druge strane, pokazimo da (s — D){z(s) ima limes 1/2 kako s — D*. Za ¢t > 0 imamo

(D +1) = ti[jeDsze_jZD_jzt _ ije_jzt _ i {jeDjz}e_sz_jzt ,
=1 =

J=1

gdje je {x} = x—[x]. Razdvajanje gornje sume na dva pribrojnika je opravdano zahvaljujuci
sljedecem racunu koji takoder pokazuje da drugu sumu moZemo ignorirati u kontekstu

limesa ¢t — 0*:
[ee)
t
D] —]D 2t —Jj(D+1) _
tz Je <ZZ ePr—1°
j=1

j=1

Slijedi lim,_+ t2(D + 1) = lim, g+ t £ je /" te uz f(x) = xe™ imamo

hm t{r(D+1) = hm Z(]/t)e—u/t) = hm Zf(]/t) = hmng(t)
m=0
gdje je
(m+Dl)-1
gnl)=~ > fGl. V>0,

J=ml1]

Buduci da je g,,(#) nenegativna funkcija za svaki m € Noi 3, g(f) = % 20 S < oo,
Lebesgueov teorem o monotonoj konvergenciji implicira

lim »° g(t) = ), lim g,,(0),
m=0 m=0

a kako je g,,(¢) Riemannova suma za funkciju f(x) na segmentu [m, m + 1], slijedi

(o)

s m+1 o
. _2
m§:0 lim g,,(1) = m§=0 ; F(x)dx = fo xe *dx.
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Dakle

lim 12 (D + 1) foo ) y:xz, 1f°° g 1
im = xe “dx = == eVdy = —.
-0+ o F 0 dy =2xdx| 2 Jo Y 2

Dakle (s — D){¢(s) ima konacan pozitivan limes kako s — D*.
Za kraj pokazimo da {(s) nema meromorfno proSirenje oko D, odnosno da {,(s) di-
vergira na svakoj tocki pravca Re(s) = D. Uvedimo oznaku za parcijalne sume:

n

S, = Z'_jeDjZJe_fQS.

J=1

Pretpostavimo da postoji x € R takav da {p(D + xi) konvergira. Tada bi moralo vrijediti
lim, e 1S, — S ,-1] = 0, no imamo

Dn? _
1 n*D

2 _ 2 2 _
IS, =S, = “neD” Je D gmnix 'zn—e ,

201 _2
:'[neDnJenD >

enz D

pa uzimanjem lim,,_,,, dobivamo trazenu kontradikciju.

Napomena 1.3.16. Ako dozvolimo da kratnost duljina fraktalne strune bude pozitivan re-
alan umjesto prirodan broj, za sto postoji teorija u literaturi, tada smo mogli uzeti i frak-
talnu strunu Cija je geometrijska zeta funkcija

Le(s)= ) jePle ™,

=1
sto bi malo pojednostavilo neke od gornjih racuna.

Napomena 1.3.17. Primijetimo da smo u ovom primjeru dali jedan nacin kako konstruirati
fraktalnu strunu, odnosno niz duljina, tako da njena dimenzija bude jednaka zadanom
broju0 < D < 1.

Navedimo sada kratak rezultat koji ¢e nam pomo¢i prepoznati meromorfne funkcije,
odnosno izbjeci argumentiranje da odredene funkcije nemaju bitnih singulariteta.

Propozicija 1.3.18. Neka je f : C — C cijela funkcija koja nije identicki jednaka nuli.
Tada je 1/f : {z € C: f(z) # 0} = C meromorfna funkcija.

Dokaz. Ako f nema nultoCaka, tada je ocito 1/f cijela funkcija. U suprotnom, neka je
7o € Cnultocka od f. Zelimo dokazati da je zy pol od 1/f. Kako je f analiticka, Laurentov
razvoj oko z, daje

[ee)

flz) = Z a,(z-1z0)", VzeC.

n=1
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Kako f nije identicki jednaka nuli, postoji k € N takav da je a; # 01 k je najmanji takav.
Slijedi

lim /@ = qay
=2 (7 — 70)F
— )k 1
— im Lo,
=20 f(z) (273
Sto je upravo karakterizacija pola funkcije.
O
Cantorova struna (nastavak)
Geometrijska zeta funkcija Cantorove strune je
Les(s) = i gr.gms o 37
R 1-2-3

Ona ima meromorfno proSirenje na W = C te su njene kompleksne dimenzije rjeSenja
jednadzbe 1 —2-37“ =0, w € C. Dakle

Z)CS:{D+inp:n€Z},

gdje je D = log, 2 dimenzija od CS i p = 2n/In3. Vrijednost p zovemo oscilacijskim
periodom.



Poglavlje 2

Sebi-slicne fraktalne strune

2.1 Konstrukcija

Neka je I C R segment duljine L te neka su @, ®,,...,®y (N > 2) kontrakcijeiz I u [ s
Lipschitzovim faktorima ry, r, ..., ry. Pretpostavimo da su ti skalirajuci faktori poredani
silazno:

I>r=2rn>...2ry>0. (2.1)

Pretpostavimo jos da je
N

Dori<l, (2.2)
=1
te da su slike ®;(/), za j = 1,2,..., N, medusobno disjunktni skupovi osim mozda u
rubovima (ovo zovemo uvjet otvorenog skupa).
Ovime smo kao u konstrukciji Cantorove strune podijelili segment / na podsegmente

®;(I) te na intervale (praznine) izmedu s duljinama [, = gL, za k = 1,2,...,K, gdje
skaliraju¢i faktori praznina gy, ..., gx zadovoljavaju
I1>g1>2g>...28¢>0 (2.3)
;
N K
DYty a=1. (2.4)
=1 =1
Ovaj postupak podjele mozemo rekurzivno ponoviti na preostalim segmentima ®;(/), za
j=1,2,...,N, pritom zadrzavajudi iste faktore kontrakcija te skaliraju¢e faktore praznina.

Preciznije, oznaCimo s I; skup kojeg dobijemo nakon j faza podjela:

N
=1, L= Jou), vYje(0,1,2,..).

J=1

24
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Primijetimo da je I; C I;_; za sve j € N. Za rezultirajucu fraktalnu strunu koja je sastav-
ljena od svih praznina dobivenih ovim postupkom kazemo da je sebi-slicna:

L =Tnt(/)\ lim I; = Int(]) \ ﬂ 1.
J— j=1

Njene duljine /4, [, ... su upravo duljine praznina u gornjoj konstrukciji, odnosno brojevi
oblika
Ty, - Ty, 8L, (2.5)

zake€{l,2,...,K}tebilokojiizborg € Nivy,vy,...,v, €{1,2,...,N}. Drugim rijeCima,
sve duljine su oblika

e e

2 EN
riry ..ry gL, e, e, ...e, € Ny.

Opcenito, broj nacina da zapisemo r{'r3’ . .. ry) kao produkt Lipschitzovih faktorar,, 1y, ... 7,

(gdje je g = e; + ... + ey) dan je multinomijalnim koeficijentom

- s
€1,€62,...,€EN 81!...61\7!

pa je ukupna kratnost duljine / suma svih multinomijalnih koeficijenata za svaki izbor k €

{1,...,K} te ey, ..., ey koji zadovoljavaju jednadzbu r{' ... 7\’ gL = I. Drugim rije¢ima,
S N
. 1@
wp = ( Z]_] j )’
k=1 (e1,....en)€E) €l1,...,€6N

gdje je Ex = {(eyr,...,en) 11 ...ry gl = 1.
Napomena 2.1.1. Opcenito je K < N + 1 s time da moZe biti i strogo manji.

Napomena 2.1.2. Kroz ostatak rada uvijek ¢emo pretpostavljati da su sebi-slicne fraktalne
strune netrivijalne, odnosno iskljucujemo slucaj kada se L sastoji od samo jednog inter-
vala. Ovo ¢e nam omoguciti da zaobidemo ovu ocitu iznimku nekih od sljedecih teorema.

Veza sa sebi-slicnim skupovima

Definicija 2.1.3. Neprazan kompaktan skup F C R? je sebi-slican ako postoji N > 2
slicnosti ®; (j =1,2,...,N) uR? sa skalirajuéim faktorima r; € {0, 1) tako da je

N
F=| o).
j=1
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Definicija 2.1.4. Neka je N > 2 prirodan broj i neka su ®y,...,®, : [0,1] — [0,1]
slicnosti s faktorima skaliranja 0 <r; <1, Vj € {l,..., N}, odnosno

|D;(x) — O, =rilx—y, VYx,yel0,1].

KaZemo da familija {®; : j = 1,...,N} zadovoljava uvjet otvorenog skupa ako postoji
neprazan otvoren podskup U od [0, 1] takav da je

O,U)NDOU)=0, Vj#k, jke{l,2,...,N}
ivrijedi ®;(U) C U zasve je{l,...,N}

KaZemo da sebi-sli¢an skup zadovoljava uvjet otvorenog skupa ako sli¢nosti iz defini-
cije sebi-slicnog skupa (2.1.3) zadovoljavaju uvjet otvorenog skupa.

Propozicija 2.1.5. Neka je F C [0, 1] sebi-slican skup s pripadnim slicnostima {® j}]f: | koje
zadovoljavaju uvjet otvorenog skupa. Tada je F jedinstveni neprazan kompaktan podskup
od [0, 1] koji zadovoljava relaciju

N
F = U @, (F)
j=1

te za taj F vrijedi

n=0 JeJ,
gdje za svaki n € Ny definiramo
Jn=1{1,...,N}"
i
®J Jn -.0 ®]1 ’

gdje je po konvenciji @y identiteta i J, = {0}.

Dokaz. Postojanje i jedinstvenost takvog skupa F slijedi iz Banachovog teorema o fiks-
noj tocki primijenjenog na potpun metric¢ki prostor nepraznih kompaktnih podskupova od
[0, 1] opremljenog s Hausdorffovom metrikom (dokaz potpunosti i osnovna svojstva Ha-
usdorffove metrike mogu se naci u [1]). Poznato je da se ta fiksna tocka moze dobiti kao
limes ponavljajucih primjena preslikavanja @, iz ega slijedi druga tvrdnja. O

Propozicija 2.1.6. Rub 0€) sebi-slicne strune je sebi-slican skup u R. S druge strane, sva-
kom sebi-slicnom skupu F u R koji zadovoljava uvjet otvorenog skupa mozZemo na prirodan

nacin pridruZiti sebi-slicnu strunu ciji je rub F.
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Dokaz. Neka je F C [0, 1] sebi-sli¢an skup s pripadnim slicnostima {® J}jzl koje zado-

voljavaju uvjet otvorenog skupa i skalirajuéim faktorima ry, ..., ry. 1z propozicije (2.1.5)
slijedi
F=(J o010 (2.6)
n=0 JeJ,
Oznacimo s G, (k = 1,..., K) povezane komponente skupa

N
0, D\ |Jo,0,11),
j=1

gdje iskljucujemo slucajeve K = 0 ili N = 1 da izbjegnemo trivijalnu situaciju kada je F
interval. Imamo

N K
0,11 ={_J@;q0,1yu| G
j=1 k=1
Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo minF = 0 i minF = 1 te da se segmenti

®;([0, 1]) medusobno ne sijeku, osim moZda u rubovima, ¢ime je zadovoljen uvjet otvo-
renog skupa za U = (0,1). Uvedimo oznaku g; = vol,(Gy), Yk € {1,...,K} za du-
ljine praznina. Iz dosadaSnjih oznaka je jasno da intervali ®;([0, 1]) imaju duljinu r; za
Jj € {1,...,N} te je identitet (2.4) zadovoljen. Uvedimo oznaku za op¢i interval dobiven
nakon n > 0 iteracija (ne nuzno uvijek iste) sli¢nosti @;:

Gk = ©;(Gp),

gdje zadrzavamo oznaku @, iz iskaza propozicije (2.1.5). Za J = (ji,..., j.) € {1,...,N}"
ike{l,..., K} definiramo

n

Lix = voli(Gyx) = gk 1_[ rj,.

=1

Sada definiramo sebi-slicnu strunu £ kao niz {/;};x (poredan uzlazno) ¢ija je realizacija
Q = [0,1] \ F. Struna £ je uistinu sebi-sli¢na zbog formule (2.6) i vidimo da su njeni
skaliraju¢i faktori ry, ..., ry, a praznine gi, ..., gg te ju zovemo sebi-slicnom strunom pri-
druZenoj sebi-slicnom skupu F.

PokaZzimo F = 0Q. Zapravo trebamo pokazati da za svaku tocku x € F moZemo naci
niz todaka iz zatvarata Q koje konvergiraju u x. Nije teko vidjeti da niz y, = sup{z < x :
z € Q}, Yn € N, konvergira prema x te vrijedi y, € Q (zapravo vrijedi i y, € 0Q jer je Q
otvoren) jer dijametar skupa

T, = <sup{z<x:zeQ},inf{z>x:zeQ}>
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ide u 0 kako n — 0. Dakle F = 0Q.

Obratno, jasno je iz dosadasnjeg zakljucCivanja da svaka sebi-sli¢na struna € duljine 1
odreduje sebi-slican skup F' C [0, 1] koji zadovoljava uvjet otvorenog skupa za U = (0, 1)
i vrijedi F = 0Q. O

2.2 Geometrijska zeta funkcija sebi-sli¢cnih struna

U proSlom odjeljku smo objasnili konstrukciju sebi-sli¢ne strune sa skaliraju¢im fakto-
rima ry, ..., ry 1 prazninama skaliranih za gy, ..., gk, koji zadovoljavaju uvjete (2.1)-(2.4)
1 te oznake zadrzavamo u ostatku ovog poglavlja. Brojeve g, ..., g ¢emo takoder zvati
prazninama sebi-sli¢ne fraktalne strune L.

Propozicija 2.2.1. Neka je N > 2 prirodan broj i neka su ry,...,ry > 0 takvi da je
Zyzl rj < 1. Tada postoji jedinstveni x € R takav da je

n

erzl.

=1
Taj x zadovoljava 0 < x < 1.

Dokaz. Definirajmo f : R — R formulom

N

f(x):l—zrj, xeR.

=

Ocito je f neprekidna i strogo rastuca te vrijedi f(0) = 1 = N < 0 < f(1), pa postoji
jedinstveni D € R koji zadovoljava f(D) = 0teje 0 < D < 1, Sto smo i htjeli. O

Teorem 2.2.2. Neka je L sebi-slicna fraktalna struna. Tada geometrijska zeta funkcija od
L ima (jedinstveno) meromorfno prosirenje na cijeloj kompleksnoj ravnini dano s

L Zf:l g,ﬁ
-3k

gdje je L = { (1) ukupna duljina od L, sto je takoder duljina pocetnog intervala I iz kojeg
je struna L konstruirana.

za s € C,

{r(s) =

Dokaz. Primijetimo da vrijedi

N N N N N q
Z...Z(rvl...ryq)s:Z...erl...rjq=(Zr§) .

vi=1 vg=1 vi=1 vg=1 j=1
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Sada je {,(s) suma s-tih potencija svih brojeva oblika (2.5) s gore izraCunatom kratnoScu,
odnosno

Lr(s) = ii[z Z(rvl. rvgkm]

k=1 q=0 \v Va1
kL)si[Z r;) .
q=0 \j=1

Propozicija (2.2.1) kaze da postoji Jedlnstveno realno rjeSenje D jednadzbe 3V =11 =1

Dakle za Re(s) > D imamo | 37 =1 ] < j:l |r;| < 1, pa gornja suma konvergira i D je
upravo dimenzija Minkowskog od L. Sh]edi

Mw

k=1

“'Z,’flg}i

Ovaj racun je toCan za Re(s) > D, ali desna strana formule koju smo upravo dobili je
meromorfna funkcija po s na C prema propoziciji (1.3.18). Dakle desnu stranu izraza (2.7)
moZemo uzeti kao definiciju meromorfnog prosirenja funkcije {,(s) na ostatku kompleksne
ravnine, a teorem (3.5.1) garantira jedinstvenost takvog proSirenja. O

{r(s) = (2.7)

Kroz ostatak ovog poglavlja, prozor W fraktalne strune £ (definicija 1.3.9) kojeg ¢emo
promatrati ¢e biti cijela kompleksna ravnina, odnosno W = C i D, = D,(C) moZemo
bez dvojbe zvati kompleksnim dimenzijama od £. Primijetimo da ako su sve praznine jed-
nake, brojnik formule (2.7) nikada nije nula, pa nijedna nultocka nazivnika nije pokracena,
odnosno sve su one polovi od {(s), Sto je tvrdnja sljedeceg korolara.

Korolar 2.2.3. Neka je L sebi-slicna fraktalna struna takva da je g, = ... = gx. Tada je
skup kompleksnih dimenzija D, od L skup rjeSenja jednadzbe
N
r‘jf’ =1, weC, (2.8)

s istom kratnoséu.

Opcenito, kada nisu sve praznine iste velicine, D, je sadrian u skupu rjesenja jed-
nadzbe (2.8) i svaka kompleksna dimenzija ima kratnost koja je najvise jednaka kratnosti
pripadajuceg rjesenja.

Napomena 2.2.4. Duljinu L pocetnog intervala I sebi-slicne strune moZemo normalizirati
tako da prva duljina niza L bude jednaka 1 na nacin da izaberemo

L=g'



POGLAVLIJE 2. SEBI-SLICNE FRAKTALNE STRUNE 30

gdje je g1 najveca praznina. Ovo osigurava da limes po realnim brojevima
2.7) X
lim £,(s) E lim g* > g
S§—+00 s§——+00 =

bude jednak kratnosti prve duljine, sto je takoder kratnost najvece praznine. Ova normali-
zacija ne utjece na kompleksne dimenzije strune.

Napomena 2.2.5. Iz identifikacije sebi-slicne strune i sebi-slicnog skupa koji je rub te
strune slijedi da je ukupna duljina sebi-slicne strune Q jednaka je duljini L pocCetnog in-
tervala iz njene konstrukcije. Moguce je dokazati da se Hausdorffova dimenzija ruba 0<)
podudara s dimenzijom Minkowskog (vidi [4], odjeljak 5.3).

Napomena 2.2.6. Primijetimo da nultocke geometrijske zeta funkcije {(s) odgovaraju
rjesenjima Dirichletove polinomijalne jednadZbe

Zg;i:O, s € C.

K
k=1

Sebi-sli¢ne strune s jednom prazninom

Kada je K = 1, odnosno postoji samo jedna praznina, imamo jednostavniju situaciju opi-
sanu sljede¢im teoremom koji slijedi iz korolara (2.2.3).

Teorem 2.2.7. Neka je L sebi-slicna struna konstruirana skalirajucim faktorimary,...,ry
i jednom prazninom g,. Tada geometrijska zeta funkcije od L ima meromorfno prosirenje
na cijeloj kompleksnoj ravnini dano s

(g:1L)°
1=

Tu je L ukupna duljina od L, sto je takoder duljina pocetnog intervala I. Prva duljina
ly = gL od L ima kratnost 1.

, zaseC.

{r(s) =

Primijetimo da ako je £ normalizirana kao u napomeni (2.2.4), tada je njena prva du-
ljina jednaka 1 i vrijedi

1
{e(s) = ———, zaseC.

Napomena 2.2.8. Za strune sa samo jednom prazninom izraz (g,L)* nikada nije nula, pa
brojnik formule za {(s) nema nultocaka koje bi mogle pokratiti nultocke nazivnika, sto se
u slucaju K > 2 moZe dogoditi i to dovodi do potencijalnih uklonjivih singulariteta.
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2.3 Primjeri kompleksnih dimenzija sebi-slicnih struna

U svakom od sljedecih primjera, dana sebi-sli¢na struna ima jednu prazninu kao u proSlom
odjeljku i normalizirana je kao u napomeni (2.2.4).

Cantorova struna

Neka je CS sebi-sli¢na fraktalna struna duljine L = 3 sa skaliraju¢im faktorima r; = r, =
1/3 i jednom prazninom g; = 1/3. Tu fraktalnu strunu nazivamo Cantorova struna' Ona
se sastoji od duljina 37" kratnosti 2" za n > 0 i njena geometrijska zeta funkcija je

Les(s) = (2.9)

1-2-37

Njene kompleksne dimenzije nalazimo rjeSavajuci jednadZbu
2:37%=1, weC.

Dobivamo
Dcs :{D+inp:n€Z},

gdje je D =log; 21 p = 2x/1In3. Svi polovi sureda 1 te je reziduum u svakom polu jednak
1/1In3.

Fibonaccijeva struna

Sljedece promatramo sebi-slicnu strunu ¢ije se kompleksne dimenzije nalaze na dva pravca.
Fibonaccijeva struna je struna Fib ukupne duljine 4 sa skalirajuéim faktorimar; = 1/2, r, =
1/4 1 prazninom g; = 1/4. Njene duljine su

1

11
L=, ==, ...
’ 5498’ ’271’ s

0| =

s redom kratnostima
1,1,2,3,...,Fp 1y,

Sto su Fibonaccijevi brojevi koji zadovoljavaju Fo =0, F; =1, F,,; = F,, + F,_;. Teorem
(2.2.7) kaze da je geometrijska zeta funkcija Fibonaccijeve strune dana s

1
Grin(8) = T

Ona se razlikuje od Cantorove strune iz prvog poglavlja samo u normalizaciji prve duljine /; = 1.
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Kompleksne dimenzije nalazimo rjeSavajuci kvadratnu jednadZbu
Q2“?+2%=1, weC.

Dobivamo
Dpip ={D+inp:neZ}U{-D+i(n+1/2)p :n e},

gdiejed = (1 + V5)/2, D = log,¢1p = 2n/In2. Ponovno su svi polovi reda 1 te je
za svaki n € Z reziduum u polovima D + inp jednak £, a u polovima —D + i(n + 1/2)p

3-
jednak 3 "’2

Volumen Vg, () tubularne okoline Fibonaccijeve strune moZemo izracunati direktno
kao $to smo to napravili za Cantorovu strunu. Naime, poznata formula za Fibonaccijeve

brojeve koju dobijemo rjeSavanjem linearne rekurzije je

¢"—(1-¢)

51n2’

F, = (2.10)
V5
pa formula (1.6) kaZe da za & < 1 vrijedi
Vrin(e) = 2& Z Fp + Z Fpa2™.
27">2¢ 27"<2¢
Formula (2.10) implicira da su obje sume geometrijske. Uvedimo oznaku x = —log,(2¢),

tako da se x poveca za 1 kada se & duplo smanji. Za € < 1, koriste¢i opu formulu za
Fibonaccijeve brojeve, moze se dobiti da vrijedi

Viin(e) = 28)' P fi(x) — 28 + 26)*P fo(),

gdje su f 1 f, funkcije definirane formulama

1
ﬁuyzvﬂfwm+&wﬂﬁﬂ,

(- 1)LxJ
V5
Funkcije f; 1 f> su periodi¢ne i neprekidne.

Racunanjem Fourierove transformacije funkcija f; 1 f>, moguce je naci sljedecu ekspli-
citnu formulu:

fx) = (670" g7 2p)").

¢ s (28)1—D—ikp
\/_ln 2 &~ (D +ikp)(1 - D - ikp)

VEip(x) = - 2¢

(28)]+D—ip/2—ikp/2

\/_an Z (=D +ip/2 + ikp)(1 + D — ip/2 — ikp)’
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zac<1,gdjejekaoiprije D =log,¢1ip=2n/In2.

Ovaj primjer demonstrira da i ostale kompleksne dimenzije (osim D = Dg,) imaju
geometrijski znacaj. Naime, vodeéi ¢lan od V(g) je reda &'~ kako je i za oCekivati, ali
idu¢i asimptotski ¢lan je reda ' -, Dakle kompleksne dimenzije s realnim dijelom —D
takoder igraju ulogu u opisu g-okoline.

Modificirana Cantorova i Fibonaccijeva struna

Sebi-sli¢na struna L s pet skalirajucih faktora ry = r, = r; = 1/9, ry, = rs = 1/27 1 Cetiri
praznine g; = 1/3, g2 = g3 = 1/9, g4 = 1/27 u intervalu duljine 3 ima geometrijsku zeta
funkciju

375 42. 3—2s + 3—3s

1-3-32-2.33s

Nazivnik moZemo faktorizirati kao 1—3x?—2x> = (1-2x)(1+x)?, uz x = 37%, a brojnik kao
x(1 + x). Stoga se £,(s) pojednostavljuje na geometrijsku zeta funkciju (2.9) Cantorove
strune, s dva skalirajuca faktora r; = r, = 1/3 i1 jednom prazninom g; = 1/3 u intervalu
duljine 3. Prema tome, nizovi duljina tih dviju sebi-sli¢nih fraktalnih struna se podudaraju.

Le(s) =3"

Napomena 2.3.1. Skalirajuci faktoriry, ..., ryipraznine g,. .., gk nisu jedinstveno odredeni

Sfunkcijom {r, odnosno za svaku sebi-slicnu strunu L postoji beskonacno mnogo odabira
tih parametara koji generiraju razlicitu strunu L' Cija je geometrijska zeta funkcija {
jednaka {p. To moZemo vidjeti iz identiteta

Lykg  L(e)(1+2)in)

1- 27:1 rj 1= (ZN rs)z

=17

jer je brojnik ponovno oblika L* Z,’lel g, a nazivnik oblika 1 — Z?ﬁl r;.s. Provjerimo da je
zbroj brojeva g, i r} jos uvijek 1. Imamo



POGLAVLIJE 2. SEBI-SLICNE FRAKTALNE STRUNE 34

Sljedeci primjer daje alternativni izbor skalirajucih faktora i praznina za Fibonaccijevu
strunu. Neka jer; = r, = g1 = 1/4, r; = g = 1/8 uz interval duljine 4. Ovime je odredena
sebi-sli¢na struna L s geometrijskom zeta funkcijom

2—2s + 2—35' B 1
1-2.22—273s ] —275 272"

Le(s) =27

Dakle niz duljina ove strune se podudara s nizom duljina Fibonaccijeve strune iz (2.3).

Struna s polovima reda veceg od 1

Neka je L sebi-sli¢na struna sa skalirajuéim faktorima ry = r, = r3 = 1/9,ry = rs = 1/27
1 jednom prazninom g; = 16/27 te ukupnom duljinom L = g—g. Tada je njena geometrijska

zeta funkcija
1

) = T3 Tn o
Kompleksne dimenzije nalazimo rjeSavajuci kubnu jednadzbu

22 +37%2=1, z=3"% zweC,

koja se faktorizira kao (2z — 1)(z + 1)* = 0, $to zna&i da postoji jedan niz polova reda 1 koji
pripada rjeSenju z = 1/2
w,=D+inp, nez,

svaki s reziduumom ﬁ, te drugi niz polova reda 2 koji pripada rjeSenju z = —1

1

w, = Eip+inp, nez,

svaki gdje je D = log; 21 p = 2/ In 3. Laurentov red u polovima reda 2 je

! L ) _2+ > L ) _1+O(1)
33 \\ 2P TPl T\t .

kako s — 1ip + inp.

2.4 ReSetkasti i nereSetkasti slucaj

Sebi-sli¢ne fraktalne strune mozemo podijeliti u dvije klase koje ¢e imati bitno razlicitu
strukturu pripadnih kompleksnih dimenzija. Ovisno o tome u kojoj klasi se odredena struna
nalazi, govorit ¢emo o reSetkastom i nereSetkastom slucaju, a da bi ih opisali bit ¢e nam
potreban kratak podsjetnik.
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Naime, aditivna podgrupa realnih brojeva je ili gusta u R ili diskretna (svaki element je
izoliran, odnosno ima okolinu bez drugih elemenata skupa). U drugom slucaju, ako pod-
grupa nije trivijalna, ona sadrzi aditivni generator, odnosno broj w > 0 takav da je cijela
podgrupa jednaka wZ.

Primijenimo li to na aditivnoj grupi

N
A=) (inr)z,
=1

J

generiranoj logaritmima skaliraju¢ih faktora r; (j = 1,...,N), zakljucit ¢emo da je ona
ili gusta ili disrektna u (R, +). [zomorfizam x +— e* izmedu aditivne grupe (R, +) 1 mul-
tiplikativne grupe (R7, -) nam omogucava da sli¢nu tvrdnju zaklju¢imo o multiplikativnoj
podgrupi

N
G = n r (2.11)
j=1
pozitivnih realnih brojeva R7.
Definicija 2.4.1. Neka je L sebi-slicna fraktalna struna sa skalirajucim faktorimar, . .., ry.

Ako je grupa G iz (2.11) gusta u R, tada kaZemo da je L nereSetkasta struna i opcenito
govorimo o nereSetkastom slucaju.

Ako G nije gusta (Sto znaci da je diskretna) u R, kaZemo da je L resetkasta struna
i oplenito govorimo o reSetkastom slucaju. U ovom slucaju postoji jedinstveni realan
broj 0 < r < 1 zvan multiplikativni generator strune i prirodni brojevi ki, ..., ky bez
zajednickog faktora takvidaje 1 <k; <...<kyi

rp=r",

za j=1,...,N. Pozitivan broj
2
In(1/r)

zove se oscilacijski period resetkaste strune L.

p:

Napomena 2.4.2. NereSetkasti slucaj je opceniti slucaj u smislu da ako odaberemo N > 2
brojeva ry,...,ry € (0, 1) na uniforman nacin, tada c¢e oni s vjerojatnoséu 1 generirati
nereSetkastu strunu.

NereSetkasti primjer: 2 — 3 struna

Dosadasnji primjeri sebi-sli¢nih struna su svi bili reSetkasti i za njih je bilo lako naci kom-
pleksne dimenzije. S druge strane, u nereSetkastom slucaju vrlo je teSko dobiti potpunu
informaciju o kompleksnim dimenzijama.
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Slijedi prvi primjer nereSetkaste strune koju mozemo zvati 2 -3 struna. Neka je L sebi-
sli¢na struna sa skaliraju¢im faktorima r; = 1/2, r, = 1/3, jednom prazninom g, = 1/6 te
ukupnom duljinom 6. Jasno je da se tu radi o nereSetkastom slucaju jer kada bi postojali
reR, m,n € Ztakvida je

:rl:r}n,

= r2 = rn,

W= =

tada bi % bio racionalan broj jednak “'. L se sastoji od duljina oblika 27"3™" s kratnoS¢u

In

(’”*") zam,n € Ny. Geometrijska zeta funkcija od £ je

m

1
(L(S) - 1 _ 2—3‘ _ 3—.&"

a njene kompleksne dimenzije trazimo rjeSavanjem transcendentalne jednadzbe
27%+3%=1, weC.

Tu jednadZbu ne moZemo rijesiti egzaktno, pa ¢ak ni u realnim brojevima, $to znaci da ne
mozemo naci tocnu vrijednost dimenzije D ove strune, ali ju moZzemo numericki aproksi-
mirati i dobiti D ~ 0.78788.. ..

NereSetkasti primjer: zlatna struna

Sljedece promatramo nereSetkastu strunu GS s jednom prazninom i skaliraju¢im faktorima
rn=2"ir, =27 gdieje ¢ = (1 + V5)/2 zlatni rez. Tu strunu zovemo zlatnom strunom.
Kao i dosad normaliziramo njenu ukupnu duljinu tako da njena prva duljina bude jednaka

1:
1

L=— .
-2 1-2

Njena geometrijska zeta funkcija je

1
Sos(8) = T 55 o

a njene kompleksne dimenzije su rjeSenja transcendentalne jednadzbe

279 +27" =1, weC.
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2.5 Struktura kompleksnih dimenzija

Sljededih nekoliko teorema opisuju strukturu sebi-sli¢nih fraktalnih struna. Neke od njiho-
vih tvrdnji su ve¢ dokazane, a one koje nisu se mogu naci u [5] (Theorem 2.16).

Teorem 2.5.1 (Opcenita struktura). Neka je L sebi-slicna struna dimenzije D sa skali-
rajucim faktorima ry,...,ry i prazninama g, ..., gk. lada sve kompleksne dimenzije od
L leZe lijevo od ili se nalaze na pravcu Re(s) = D:

D =D, (C)C{seC:Re(s)<D}.

Vrijednost s = D je jedini realni pol od { te je jednaka dimenziji Minkowskog ruba strune.
Skup kompleksnih dimenzija od L je simetrican s obzirom na realnu os i sadrZan je skupu
{s € C: D; < Re(s) < D}, za neki realan broj D,. Kompleksnih dimenzija ima beskonacno
mnogo te za njihovu gustocu vrijedi

YN v 0(1), kako T — oo, 2.12)
T

'1),; Nfw e C: lImw) < T}' <

gdje elemente skupa D, brojimo onoliko puta kolika je njihova kratnost u smislu pola
funkcije {,. Dimenzija strune D nikada nije pokracena. Ako ne postoje druga kracenja
(primjerice ako su sve praznine jednake duljine), tada je gustoca dana tocno desnom stra-
nom (2.12).

Teorem 2.5.2 (Resetkasti slucaj). Uz pretpostavke teorema (2.5.1), u resetkastom slucaju
kompleksne dimenzije w su rjesenja polinomijalne jednadZbe

N
ZZ"" =1, wuzr’=z¢

J=1

te polovi funkcije {, leZe periodicno na konacno mnogo vertikalnih pravaca u C i na sva-
kom pravcu su udaljeni za oscilacijski period p = 2n/(—Inr) strune (vidi (2.4.1)). Drugim
rije¢ima, postoji konacno mnogo polova wi(= D), w,,...,w, (uz Re(w,) < ... < Re(w,) <
D) tako da je

Dy={w,+inp:nezZ, ucil,..., q}}

Kratnost kompleksnih dimenzija koje pripadaju jednoj vrijednosti z = r* jednaka je krat-
nosti od z. Posebno, polovi s realnim dijelom jednakim D su svi reda 1 te reSetkasta struna
nije Minkowski izmjerljiva.

Ako su praznine g;L cjelobrojne potencije multiplikativnog generatora r od L, odnosno

giL=¢% gdiesuk,eZ Vjell,...,K}, (2.13)
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tada je {p(s) racionalna funkcija po r’ te je periodicna funkcija po s perioda ip. Nadalje,
reziduum od {;(s) u polu s = D + inp je neovisan o n € Z i iznosi

K KD
2j I

—Inr 3, k;rkiP

res({z(s); D + inp) =

Takoder, zau € {1, ..., q}, regularni dio Laurentovog reda za {;(s) u s = w, + inp ne ovisi
o n € Z. Opcenito, kada ne vrijedi nuzno (2.13), imamo
Zfﬂ(gjl‘)D

res s); D) =
(cls3:D) —lnr XN kjkiP

i Stovise, ukoliko je w, za nekiu € {1,...,q} pol reda 1, vrijedi

25'(:1 (g Ly

N — Yn € Z.

res({p(s); wy, + inp) =

Teorem 2.5.3 (NereSetkasti slucaj). Uz pretpostavke teorema (2.5.1), u neresetkastom slucaju,
D je pol reda 1 te je jedinstveni pol od {(s) na pravcu Re(s) = D i vrijedi

Zf:](gjL)D
:D) = .
A D) = S

Stovise, postoji beskonacan niz kompleksnih dimenzija od L reda 1 (u smislu pola funk-
cije {r) koji dolazi proizvoljno blizu pravcu Re(s) = D. Te kompleksne dimenzije nisu
pokracene nultockama brojnika (.

Teorem 2.5.4. Uz pretpostavke teorema (2.5.1), kompleksne dimenzije od L se mogu
aproksimirati kompleksnim dimenzijama niza mreZastih struna sa sve veéim oscilacijskim
periodom.



Poglavlje 3

Svojstvene vrijednosti Laplaceovog
operatora 1 frekvencije

Valna jednadzba opisuje gibanje putujucih i stacionarnih valova, kao Sto su mehanicki
valovi ili elektromagnetski valovi te se pojavljuje u raznim granama fizike. Primjerice,
u jednoj dimenziji valna jednadZba moze opisivati titranje napete zZice, u dvije dimenzije
moze opisivati vertikalni otklon napete elasti¢ne membrane.

Cilj ovog poglavlja je pokazati da svojstvene vrijednosti operatora —A daju informaciju
o domeni na kojoj promatramo homogenu valnu jednadzbu. Ovo je tzv. “inverse spectral
problem” koji ima rjeSenje za dovoljno "lijepe” domene na kojima promatramo valnu jed-
nadzbu, Sto daje motivaciju proucavanju domena s fraktalnim rubom ili domena koje su
same fraktalne. PoCinjemo analizirajuci svojstvene vrijednosti za tri klasicna rubna uvjeta,
a zatim se okre¢emo njihovoj asimptotici za Dirichletov rubni uvjet.

3.1 Valna jednadZzba u n dimenzija

Neka je n € N'i A Laplaceov operator na ograni¢enoj domeni Q ¢ R”, odnosno

Af = Z il Vf e CXQ).

2 2
= Ox;
Promotrimo homogenu valnu jednadZbu na € s Dirichletovim rubnim uvjetom:

Uy = AAu, na D

u(x, 1 =0, zasvex € 0Q,t >0
u(x,0) = ¢(x), zasvexeQ
u(x,0) = ¥(x), zasvexeQ

(3.1)

39
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gdje su konstanta A € R i funkcije ¢, € C'(Q) dane, a traZeno rjeSenje u : Q X Ry —» R
je klase C2.

Separirano rjesenje valne jednadzbe (3.1) je ono za koje postoje funkcije X € C*(Q) i
T € C*(Ry) tako da je

u(x,t) = X(x)T(t), VxeQ,teRy.

Ako takvu funkciju u uvrstimo u (3.1) dobit ¢emo

T AX

X-T" = AAX)T -2
AT = =77 X

Sto motivira sljedecu definiciju.

Definicija 3.1.1. Za ogranicenu domenu Q C R" kaZemo da je broj A € C Dirichletova
svojstvena vrijednost ako postoji nenul funkcija u : QxRso — C klase C?* koja zadovoljava

(3.2)

Au+Adu=0, naf,
ulso = 0.

Svaku takvu funkciju u nazivamo svojstvena funkcija pridruzZena svojstvenoj vrijednosti A.
Opcenitije, ukoliko rubni uvjet nije Dirichletov govorit cemo o svojstvenim vrijednostima i
pridruZenim svojstvenim funkcijama.

Navedimo rubne uvjete koje ¢emo promatrati:

1. Dirichletov rubni uvjet:

u(x,t) =0, VYxedQ,teRy,
2. Neumannov rubni uvjet:

0

P x,t)=0, VxedQ e Ry,

on

gdje je n vanjska normala u R”,

3. Robinov rubni uvjet:

P
a—::(x, D+ apu(x,t) = 0, VxedQ1e Ry,

gdje je ap € C dana konstanta i n jedini¢na vanjska normala na rub 0Q.
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Dirichletov rubni uvjet dolazi od analize fizikalnih pojava unutar zatvorenog sustava,
kao $to je titranje Zice dok drZimo njene krajeve. Neumannov rubni uvjet je koristan
kada Zelimo modelirati sustav koji dozvoljava difuziju na rubu, bilo da se radilo o toplini,
magnetskom polju ili neCemu drugom. Robinov rubni uvjet je koristan kod rjeSavanja
konvektivno-difuzivnih problema.

Korisnost svojstvenih vrijednosti i pripadnih svojstvenih funkcija je ta da ortogonalnost
svojstvenih funkcija za razliCite svojstvene vrijednosti (propozicija 3.1.2) omogucuje zapis
proizvoljnog rjeSenja valne jednadZbe sa simetricnim rubnim uvjetom (definiranim formu-
lom 3.6) u obliku Fourierovog reda te posljedi¢no vodi k rjeSenju. Vise o tome se moze
naéiu [7].

U nastavku stavljamo poseban naglasak na dimenzije n = 1, 2, 3 jer za njih imamo jasnu
fizi¢ku motivaciju. Promotrimo sludaj n = 3 (Q C R?) (sli¢ne dokaze bi mogli provesti i
za ostale n) i pokaZimo ortogonalnost svojstvenih funkcija koje pripadaju razli¢itim svoj-
stvenim vrijednostima za neki od gore nabrojenih rubnih uvjeta. Najprije za f, g € C*(Q)
definiramo skalarni produkt

(r.0) = [[[ roosteiax.  ediejeax = dxay dz. (3.3)
Q
Nije tesko vidjeti da za u,v € C*(Q) (trenutno nam je bitna samo prostorna komponenta,
pa zanemarujemo vremensku) vrijedi identitet
w(Av) = (Au)y = div(u(Vv) - (Vu)v) (3.4)

jer desnu stranu moZemo raspisati na sljedeci nacin:

3 3
B O(u(Vv) = (Vuy) ou oVv  0Vu ov
RHS = Z 6)(1- = Z 8—XIVV + l/ta—)cl - a—XiV - a—XZVM

i=1
3

:(Z

=1

>

u

o5

]Vv + u(divVy) — (divVu)y — (Z ﬂ) Vu
=1

3 3 a 3 3 a (9\1

Z > a e, +u(Av) — (Auy -y Y o, o5 %) = LHS:

i=1 ]:] i=1 j:

X;
! i

Integriranjem (3.4) po € 1 primjenom teorema o divergenciji dobivamo Greenov drugi

identitet:
fff u(Av) — (Au)v dx = ff(ua—l: - @v)dS 3.5)

gdje je du/on = (n, Vu).
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Primijetimo da desna strana (3.5) iS¢ezava za svaki od tri navedena rubna uvjeta. To je
o€ito za Dirichletov rubni uvjet, a kako je Robinov generalizacija Neumannovog, dovoljno
je provjeriti Robinov rubni uvjet. Dakle, ako u i v zadovoljavaju Robinov rubni uvjet uz
istu konstantu a, slijedi

v Ou
M(')_n - (')_nv = —aguv — (—aguv) = 0.
Zakljuujemo da vrijedi
(u, Avy = (Au,v), (3.6)

za sve funkcije u, v koje zadovoljavaju bilo koji od navedenih rubnih uvjeta. Takav rubni
uvjet zovemo simetricnim rubnim uvjetom. Iz dosadasnje diskusije slijedi sljedeca propo-
zicija.

Propozicija 3.1.2. Neka funkcije u,v € C*(Q) zadovoljavaju simetrican rubni uvjet i neka
su one realne svojstvene funkcije pridruZene razlicitim svojstvenim vrijednostima Ay # Ay:
—Au = Liu, —Av=2Av, nalQl

Tada su u i v ortogonalne u smislu skalarnog produkta (3.3).

Dokaz. Budu¢i da u i v zadovoljavaju simetri¢an rubni uvjet, vrijedi formula (3.6). Dakle

(u, Avy = (Au,v) = (u,—Av) ={(-Au,v) = (A1 — LXu,v)=0 = {(u,v) =0.

U nastavku ¢e biti potreban i Greenov prvi identitet.

Propozicija 3.1.3. Neka je Q C R" i neka su u,v € C*(Q) funkcije. Tada vrijedi

0
f v 2as = f V) (Vu)dx + f vAudsx.
s On Q Q

Dokaz. Zasvakii € {1,...,n} vrijedi
Vi), = Vil + Viys
stoga sumiranjem po i dobivamo
div(vVu) = (V)" (Vu) + vAu.
Integriranjem po € i primjenom teorema o divergenciji na lijevoj strani zaklju¢ujemo

v@ds = f (VW (Vu)dx + f vAudx.
Q Q

80 on
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Teorem 3.1.4. Neka je A svojstvena vrijednost Ciji je pripadni rubni uvjet simetrican. Tada
je A € R i postoji realna svojstvena funkcija pridruZena A.

Dokaz. Neka je A € C svojstvena vrijednost i X : Q — C neka njena svojstvena funkcija.
Tada vrijedi jednadZba —AX = AX koju moZemo kompleksno konjugirati i dobiti —AX =
AX. Dakle A je takoder svojstvena vrijednost te je X njena svojstvena funkcija. Simetriénost
rubnog uvijeta i Greenov identitet (3.5) primijenjen na funkcijama X i X impliciraju

f f f (X(AX) - (AX)X)dx = 0
— f f f (-1XX - (-AXX))dx = 0
= (A—Z)f!fxidx:o.

Kako X mora biti nenul funkcija i vrijedi XX = |X|?, slijedi 1 = A, ¢ime smo pokazali
AeR.

Pretpostavimo sada da je svojstvena funkcija X kompleksna. Zapisimo ju kao X(x) =
Y(x) + iZ(x), gdje su Y, Z realne funkcije. 1z jednadzbe —AX = AX slijedi

—-AY = 1Y,
-AZ = AZ,
uz isti rubni uvjet kao i na X. Dakle A ima realnu svojstvenu funkciju Y (i Z). O

Teorem 3.1.5. Ukoliko je svojstvena vrijednost A pridruZena Dirichletovom rubnom uvjetu,
tada je A > 0. Ukoliko je A pridruzena Neumannovom ili Robinovom rubnom uvjetu g—ﬁ +
aou =0uzag >0, tada je A > 0.

Dokaz. Greenov prvi identitet primijenjen na funkcije u = v daje

f f (—Av)vdx = f f [Vv[2dx — f f v@ds.
on
Q Q oQ

Ukoliko je A pridruZena Dirichletovom rubnom uvjetu sa svojstvenom funkcijom v, imamo

LHS = A f f v[2dx = f f IVy[2dx > 0,
Q Q
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gdje zadnji integral nije nula jer bi inace bilo Vv = 0, odnosno v(x) = C i C = 0 zbog
rubnog uvjeta, Sto je kontradikcija s time da svojstvena funkcija v mora biti nenul funkcija.
To takoder znaci da integral uz A nije nula, pa vrijedi 4 > 0.

Ukoliko je A pridruzena Robinovom rubnom uvjetu s realnom svojstvenom funkcijom
viay > 0, imamo

0
LHS = 1 f f [v[>dx = f f [Vv[2dx — f f va—:ldS = f f IVvdx + a f f v[*dS >0,
Q Q a0 Q oQ

gdje sada ne moZemo zakljuciti da Vv ne moZe identicki biti jednaka konstanti jer imamo
drugaciji rubni uvjet. Ono §to je sigurno jest da integral uz A opet nije nula, pa vrijedi
A > 0. Tvrdnja za Neumannov rubni uvjet slijedi iz tvrdnje za Robinov rubni uvjet. O

3.2 Asimptotika svojstvenih vrijednosti

U ovom odjeljku promatramo zadacéu svojstvenih vrijednosti s Dirichletovim rubnim uvje-
tom na domeni Q C R¢ s po dijelovima glatkim rubom:

—Au=Au naQ, u=0 naodQ.

Znamo da su svojstvene vrijednosti za Dirichletov rubni uvjet pozitivne, pa ¢emo ih oznaciti
u uzlaznom poretku:
O<4Z <. .24, 5.,

gdje se svaka svojstvena vrijednost A pojavljuje onoliko puta kolika je njena kratnost, gdje
kratnost definiramo kao dimenziju vektorskog prostora svojstvenih funkcija koje pripadaju
A. Postojanje minimalne svojstvene vrijednosti slijedit ¢e iz teorema (3.2.3). Cesto éemo
pripadne realne svojstvene funkcije oznacavati s v;.

Kao i inace, skalarni produkt i normu neprekidnih funkcija na Q c R? definiramo kao

1/2
(frg) = f £, ||f||2=<f,f>”2:( f If(x)lde) |
Q Q

Definicija 3.2.1. Neka je Q C RY domena s po dijelovima glatkim rubom. Funkciju w :
Q — R klase C? tako da je w % 0 zovemo probnom funkcijom za Neumannov rubni uvjet
ili slobodnom probnom funkcijom. Ako dodatno vrijedi w(x) = 0, Yx € 0Q), kazemo da je
w probna funkcija za Dirichletov rubni uvjet ili samo probna funkcija.

Sljedeéa dva teorema promatramo na domeni Q C R? s po dijelovima glatkim rubom.

Napomena 3.2.2. Minimum Rayleigh kvocijenta u sljedeca dva teorema ne mora postojati
ako Q nije dovoljno "lijep” skup. Komentar o tome se moZe naci u [7] (poglavlje 11.1).
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Teorem 3.2.3 (Princip minimuma za prvu svojstvenu vrijednost). Pretpostavimo da postoji
probna funkcija u(x) na Q takva da za sve probne funkcije w na Q vrijedi
2 2
_ Ivall” _IVwll

B 71 S (7

Tada je prva svojstvena vrijednost jednaka m te je u(X) njena svojstvena funkcija, odnosno

\v/ 2
Ay =m= min{% : w je probna funkcija na Q} i —Au=Aiu naQ.
w

Izraz
o I
[lwl|?

zove se Rayleigh kvocijent.

Dokaz. Neka je m minimalna vrijednost medu svim Rayleigh kvocijentima probnih funk-
cija i neka je u funkcija iz iskaza. Uvjet kazZe

_ JoIVulax 3 I, IVwiPdx
" T ax T [ wkdx

medu svim probnim funkcijama w(x). Neka je v proizvoljna probna funkcija na Q te
w(X) = u(x) + ev(x) gdje je € € R proizvoljna konstanta. Budu¢i da # minimizira Rayleigh
kvocijent, imamo da funkcija

_ fQ IV(u + ev)]?dx _Ae)
B fQ lu+evfdx  B(e)

f(e)
ima lokalni minimum u € = 0. Vrijedi
A(0) = f |Vul* dx, B(0) = f u? dx,
Q Q
A'(0)=2 f (V) (Vu) dx, B(0)=2 f uv dx,
Q Q
paje
(2 [, (9T (Vu) ax) ([, u? dx) = ( [, IVul? dx) (2 [, uv dx)
2
( fg u? dx)
Vuld
f(Vv)T(Vu) dx = M f uvdx =m f uv dx.
Q Q

|, lulPdx a

0=r0) =

Dakle
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Iz Dirichletovog rubnog uvjeta 1 Greenovog prvog identiteta slijedi

f(Au + mu)v dx = 0.
Q

Kako je v bila proizvoljna probna funkcija, zaklju€ujemo Au(x) +mu(x) = 0, Vx € Q, ¢ime
je pokazano da je m Dirichletova svojstvena vrijednost i u(x) njena svojstvena funkcija.

Sljedece pokazujemo da je m minimalna svojstvena vrijednost od —A. Neka je —Av =
A;v, gdje je A; proizvoljna svojstvena vrijednost. Greenov prvi identitet daje

o JoVPdx [ (A0 dx [ dx
o[ vrax |, v? ax |, v? ax

Dakle m je minimalna svojstvena vrijednost. O

Teorem 3.2.4 (Princip minimuma za n-tu svojstvenu vrijednost). Neka su svojstvene vri-
jednosti Ay, ...,A,_1 poznate i oznacimo pripadne svojstvene funkcije vi(X),...,V,_1(X).
Tada vrijedi

V 2
A, = min{% : w je probna funkcija na Q, {(w,v;) =0, Vje{l,...,n— 1}},
w

pretpostavljajuci da taj minimum postoji. Nadalje, funkcija w za koju se postie A, je
svojstvena funkcija od A,.

Dokaz. Neka je u(x) funkcija za koju se minimum iz iskaza postiZze (ona postoji prema
pretpostavci). Neka je m* vrijednost Rayleigh kvocijenta za u(x). Kao i u dokazu teorema
(3.2.3) promatramo w = u + &v, gdje v zadovoljava iste uvjete kao 1 u. Na isti nacin
dobivamo

f(Au +mu)yy dx =0, (3.7)
Q
za sve probne funkcije v okomite na v; za j < n — 1. Nadalje, Greenov drugi identitet (3.5)
implicira da za svaki j € {1,...,n — 1} vrijedi
f(Au +mu)y; dx = fu(Avj +m'v;)dx = (m" = A;)u,v;) =0, (3.8)
Q Q

gdje zadnja jednakost slijedi iz ortogonalnosti u 1 v;.
Neka je sada h(x) proizvoljna probna funkcija na Q i neka je

o (v

:h —
V0 =00 =D 7

vi(X),



POGLAVLIJE 3. SVOJSTVENE VRIJEDNOSTI LAPLACEOVOG OPERATORA 1
FREKVENCIJE 47

odnosno v(x) je projekcija od h(x) na prostor probnih funkcija koje su okomite na v; za
svaki j < n — 1. Dakle jednakost (3.7) vrijedi za v, stoga linearna kombinacija (3.7) i (3.8)
daje

(h, vi)

<vk’ Vk>

Vi(X)

n—1
h(x) = W(X) + Z
k=1

n—1
h,
— f (Au+ m*u)h dx = f (Au + m*u)v dx + § B vi) f (Au + m*u)vy dx = 0.
Q Q =l Vi Vi) Jo

Kako je h bila proizvoljna probna funkcija, slijedi —Au = m*u, odnosno m* je svojstvena
vrijednost.

Promotrimo sada proizvoljnu svojstvenu vrijednost A na € s pripadnom svojstvenom
funkcijom v. Ako je 4 > A4;, Vj € {lI,...,n — 1}, tada je prema propoziciji (3.1.2) v

ortogonalna na vy, ..., v,_1, pa kao u dokazu prethodnog teorema zakljucujemo m* < A.
Dakle m* je minimalna svojstvena vrijednost medu svojstvenim vrijednostima koje nisu
A1y, Ao, O

Definicija 3.2.5. Neka je Q C RY domena. KaZemo da je funkcija f : Q — R po di-
Jjelovima neprekidna na Q ako se Q moZe particionirati na konacan broj poddomena €);
(i=1,...,k), tako da za svaki i € {1, ..., k} restrikcija flo, ima neprekidno prosirenje na

Teorem 3.2.6 (Max-min princip). Neka jen € N, n > 2, Q C R? domena s po dijelovima
glatkim rubom i fiksirajmo proizvoljne probne funkcije y,, ..., y,—1 na . Neka je

(v o
Ay = min : w je probna funkcijai{w,y;) =0, Vje{l,...,n—1};.

lIwll

Tada je

Ay = max A, (3.9)
gdje maksimum gledamo medu svim po dijelovima neprekidnim funkcijama yy, ..., y,_1.
Dokaz. Fiksirajmo proizvoljan izbor yy,...,y,-1. Neka je w(x) = Z?:l c¢jvj(x) linearna
kombinacija prvih n svojstvenih funkcija koja je ortogonalna na yi,...,y,- tako da su v;
normalizirane da budu jedini¢ne. Dakle konstante ¢4, . .., ¢, zadovoljavaju sustav linearnih
jednadzbi

0= <Z CA,-v.,-,yk> = Z;(vj,yk>cj, Vkel{l,...,n—1}.
]:

J=1
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Kako se radi o sustavu gdje je broj nepoznanica (n) veci od broja jednadzbi (n — 1), postoje
c1,...,C, koji ga zadovoljavaju tako da nisu svi nula. Prvi Greenov teorem (propozicija
3.1.3) implicira da za svaki k, t € {1, ..., n} vrijedi
i <0vk 8v,> i< & >
s | = - s Vil
—\ox;" ox;| 4 ox’

stoga imamo

d n I, n I, n d ovy Oy,
- (IVw][? B Zj:l <Zk:1 Cka_xi., 21 Cta_x;> B 2iks=1 CkCr Zj:l <5_x];, 573>

nx — - =
[Iwll* (2ot €V Zk=1 CkVi) ket €iCiVjs Vi)
2 2
_ ZZ,t:l ckCi{—Avi, Vi) 0) ’]1':1 /ljcj < ?:1 /lncj 3
- - = — n
le?,k=1 CjCk<Vj, Vk> Z;{:I C? Z’}:l C? ’

gdje smo u (1) koristili definiciju svojstvene funkcije, ortogonalnost svojstvenih funk-
cija za razliCite svojstvene vrijednosti i to da su funkcije v; odabrane jedini¢ne. Kako

su yi, ..., y,—1 bile proizvoljne, nejednakost A,. < 4, vrijedi za svaki izbor yy,...,y, 1.
Da bi pokazali da se 4, moze postici, potrebno je naci yy, ..., Yy, tako da je A, = A4,.
Uzmimo y; = v; zasvakii € {1,...,n — 1}. Teorem (3.2.4) sada implicira 4, = 4,. O

Asimptotika na intervalu

Neka je QQ = (0, /) C R otvoreni interval u R. Odredimo Dirichletove svojstvene vrijednosti
na Q. Funkcija u € C*(Q) koja zadovoljava

—u'"(x) = Au(x), YxeQ

mora biti oblika
u(x) = Ae” Vol | Be ﬁx,

zaneke A, B € C. Uvrstavanjem u(0) = 0 dobivamo
u(x) = Csin(VAx), YxeQ
zaneki C € R, a uvrStavanjem u(/) = 0 dobivamo
IV = krm, zanekikeZ,

pa su svojstvene vrijednosti dane s 4, = %, gdje jen € N.
Na sli¢an nacin rjeSavanjem
—u”(x) = Au(x), VYxeQ
W) =u'{l)=0
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. . .. . 2.2
dobivamo da su Neumannove svojstvene vrijednosti za Q dane formulom 4, = “5-, n € N,
Bez obzira koja od ta dva rubna uvjeta promatrali, vrijedi

N
lim =— = =,
l

n—oo 1N

a isto se moze dokazati da vrijedi 1 za Robinove svojstvene vrijednosti rjeSavajuci

—u"(x) = Au(x), YxeQ
' = aou)(0) = (" + apu)(l) = 0,

Sto je ucinjeno u [7] (Chapter 4.3).

Asimptotika na pravokutniku

Neka je Q = (0, a) x (0, b) ¢ R%. Oznacimo (x,y) s x. TraZenje Dirichletovih svojstvenih
vrijednosti A > 0 na Q znadi rjeSavanje

Uer(X) + Uy (X) = Au(x), Yx€Q
u(x) =0, Vx € 0Q.

Bududi da su stranice pravokutnika €2 paralelne s koordinatnim osima, rjeSenja gornje
zada¢e moZemo traZiti separiranjem varijabli x 1 y, Sto dovodi do rjeSenja
, (lﬂ' ) . (mm
u(x,y) =sin| —x s1n(—y) ,
a b
gdje sul,m € Z\ {0} 1 pripadna svojstvena vrijednost je 4 = 11_;;2 + %. Nekaje N : R — Ny
funkcija prebrojavanja svojstvenih vrijednosti dana s

NQ) = '{n eN: A, < /l}'.

Iz gornjeg izraza za A, zakljuCujemo da funkcija N zapravo broji tocke u prvom kvadrantu

sa cjelobrojnim koordinatama koje se nalaze unutar pripadne elipse:
12 m2
; + ﬁ < ;, l,m>0.

Postoji bijekcija izmedu takvih tocaka i jedini¢nih kvadrati¢a u prvom kvadrantu &iji su
bridovi paralelni s koordinatnim osima i vrhovi imaju cjelobrojne koordinate te se potpuno

nalaze unutar elipse, stoga slijedi

N < %. (3.10)
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Za velike A, apsolutna razlika lijeve i desne strane te nejednakosti je reda veli¢ine opsega
elipse, odnosno VA, pa je

Va
Sto skupa s (3.10) 1 N(4,) = n, Vn € N daje

1 (Aab
(41 - N(/l)) - 0(1), kako A — oo,
JT

Za Neumannov uvjet dobivamo iste zakljucke, osim $to je dozvoljeno da / i m budu jednaki
0.

Asimptotika na kvadru

Neka je Q = (0,a) x {0,b) x (0,c) c R? i ozna&imo (x,y,z) s x. TraZenje Dirichletovih
svojstvenih vrijednosti 4 > 0 na Q znaci rjeSavanje

Ur(X) + Uyy(X) + U (X) = Au(x), Yxe€Q
u(x) =0, Vx € 0Q.

Ponovno, kao 1 u slucaju pravokutnika, bridovi od € su paralelni s koordinatnim osima, $to
omogucava separaciju varijabli te dobivamo da su svojstvene vrijednosti oblika

Pr?  mPn?  kKr?
+ +
a? b? c?

Kao i prije, za velike A moZzemo N(A) aproksimirati volumenom dijela elipsoida i dobiti

A= , Lm,keN.

L4 abc?  , ,abc
L 1an _ ppabe
M) 83 = 1 o2

te imamo isti zaklju¢ak za Neumannove svojstvene vrijednosti. Dakle

A% en?
lim = —.
n—e n abc

3.3 Asimptotika svojstvenih vrijednosti na uniji
pravokutnika

Malo generalniju sliku o tome kako se ponaSaju svojstvene vrijednosti za razne skupove (2
daje sljedeci teorem.
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Teorem 3.3.1. Promotrimo zadatak odredivanja svojstvenih vrijednosti —Au = Au na
ogranicenoj domeni C s Dirichletovim rubnim uvjetom.

1. Ako je problem dvodimenzionalan, odnosno Q C R?, tada vrijedi

. A, 4
m — = .
n—o n V012 Q

2. Ako je problem trodimenzionalan, odnosno Q C R?, tada vrijedi

fim 2 _ 67
n—e N vol; Q

Vidjeli smo da teorem (3.3.1) vrijedi za neke vrlo specificne domene u prethodnom
odjeljku te ga u ovom radu dokazujemo samo za konacne unije pravokutnika (ali najprije
trebamo nekoliko rezultata). Opcenitije domene se mogu aproksimirati pravokutnicima, a
viSe detalja se moze naci u [3] (Sekcija VI.4).

Ozna¢imo s A; Neumannove svojstvene vrijednosti.

Teorem 3.3.2. Za svaki j € N vrijedi 1; < A;.

Dokaz. Za j = 1 tvrdnja slijedi iz toga §to se A; i A; mogu zapisati kao minimum Rayleigh
kvocijenta (to smo vidjeli u teoremu 3.2.3 za A;, a za A; vidi [7] (Chapter 11.3)). Kako je
skup funkcija po kojima promatramo minimum Rayleigh kvocijenta za A, sadrzan u onome
Za ;11, Sll_]edl ;11 < /11.
Zapravo ista argumentacija (jedan skup funkcija je podskup drugog zbog dodatnog
uvjeta) vrijedi i za n > 2, Sto daje
Ape < Ay

Uzimajuc¢i minimum obje strane po izborima yy, ..., y,—; 1 koriste¢i max-min princip (vidi
[7] Chapter 11) dobivamo

A, = max A, < max A, = A,.
O

U nastavku ¢emo promatrati viSe razli¢itih domena odjednom, stoga ako je jedna do-
mena sadrZzana u drugoj, s 4, ¢emo oznacavati svojstvene vrijednosti vece domene.

Teorem 3.3.3. Ako je domena Q sadrZana u drugoj domeni ', tada je A, > A,.
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Dokaz. U slucaju Dirichletovog rubnog uvjeta promotrimo max-min izraz (3.9) za Q. Ako
je w proizvoljna probna funkcija na Q, proSirujemo je na Q' na nacin
, w(x), VxeQ
w'(x) =
0, Vx e Q'\ Q.
Tu moramo paziti jer w’ viSe nije nuZzno dovoljno glatka da bude probna funkcija na €',
no to je moguce izgladiti koriste¢i bump funkcije. Dakle svakoj probnoj funkciji na Q je

pridruZena probna funkcija na Q’, pa je skup probnih funkcija promatranih u minimizaciji
Rayleigh kvocijenta veci za ', ZakljuCujemo A/, < A,,. O

Dokaz teorema 3.3.1 za konacne unije pravokutnika. Neka je Q = Q; U Q, U ... U Q,
kona¢na unija pravokutnika u R?. Neka je y; < wo < ... niz svih Dirichletovih svoj-
stvenih vrijednosti koje pripadaju Q; (po svim j) te fi; < fi < ... niz svih Neumannovih
svojstvenih vrijednosti koje pripadaju ; (po svim j). Neka svojstvena vrijednost u, pri-
pada pravokutniku €, . Neka je M (A1) funkcija prebrojavanja svojstvenih vrijednosti za niz
Ui, M2, . . ., 0dnosno

M(/l):l{jeN:,ujS/i}‘.

Sumirajuci broj tocaka sa cjelobrojnim koordinatama u Cetvrtinama elipsa po svim pravo-

kutnicima, dobivamo
t

M) vol,(Q)) _ vol(©)
e B Z A 4x

li
A—00 /1

J=1

Uzimaju¢i reciprocnu vrijednost i koriste¢i M(u,,) = n dobivamo

lim o = 27
n—o n volh(Q)

te na sli¢an nacin dobivamo .
. My ar

im— = .
n—eo 1 voly(Q)
1z nejednakosti
fin < Ay < Ay < ft,

koja slijedi iz kratke diskusije o tome koji skupovi funkcija pri promatranju Rayleigh kvo-
cijenta su veci, odnosno manji (viSe u [7] Chapter 11.6 Theorem 5), slijedi

4 [ A 4
il :lim&slimﬁslimﬁslim&:—ﬂ,
vol,(Q) n-oeo n n—oo 1 n—co 1 n—oo 1 vol,(Q)

¢ime je teorem (3.3.1) dokazan za unije pravokutnika. O
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Teorem (3.3.1) pokazao je da je prvi asimptotski ¢lan funkcije prebrojavanja svojstve-
nih vrijednosti (koju moZemo zvati spektralnom funkcijom prebrojavanja) usko povezan
s geometrijom domene na kojoj prou¢avamo svojstvene vrijednosti operatora —A s Diric-
hletovim rubnim uvjetom. Postavlja se pitanje je li recimo drugi asimptotski ¢lan na neki
nacin povezan s geometrijom domene, Sto je poznato kao Weyl-Berry hipoteza (vidi [5],
odjeljak 12.5.1). Klasican rezultat kaZe da ako je rub od € "lijep”, onda je drugi asimptot-
ski ¢lan spektralne funkcije prebrojavanja proporcionalan povrsini ruba dQ puta 29~! (gdje
je d dimenzija prostora u kojem se €2 nalazi). U slucaju da rub nije lijep” hipoteza je bila
da je drugi asimptotski ¢lan proporcionalan A7, gdje je H Hausdorffova dimenzija ruba
0Q). Pokazalo se da ta hipoteza ne vrijedi, no Lapidus je pokazao da ona vrijedi na R ako
se Hausdorffova dimenzija zamijeni dimenzijom Minkowskog. Kasnije je pokazano da u
viSim dimenzijama ni ta verzija hipoteze ne vrijedi.

3.4 Spektralna zeta funkcija

U ovom poglavlju cilj je dokazati Weylov asimptotski zakon za fraktalne strune koji daje
poopcenje teorema (3.3.1) za “ne tako lijepe” domene te povezati spektralnu zeta funkciju
fraktalne strune s Riemannovom zeta funkcijom.

Definicija 3.4.1. Frekvencije fraktalne strune L su brojevi
f=k-I;', kjeN.
Ukupna kratnost frekvencije f je

W;v) = Z 1= Z wy :Wl/f+W2/f+W3/f+...,
JfLeN If1eN

gdje je kratnost duljine w; dana formulom (1.5).

Definicija 3.4.2. Funkcija prebrojavanja frekvencija ili spektralna funkcija prebrojavanja
fraktalne strune L je N, : (0, 00) — Z dana s

N,(x) = Z w;y).
f<x
Spektralna zeta funkcija od L je
Gs)= Y D k-1 = Y W,
=1 =1 7

koja konvergira kada je Re(s) dovoljno velik.
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Neka je {(s) Riemannova zeta funkcija definirana sa {(s) = .-, n~*, za Re(s) > 1.
Kasnije ¢emo pokazati da ona ima meromorfno proSirenje na cijeloj kompleksnoj ravnini,
s jednim polom reda 1 u s = 1 i reziduumom u 1 u toj tocki. Sljedeci teorem povezuje
spektar obicne fraktalne strune s njenom geometrijom.

Teorem 3.4.3. Spektralna funkcija prebrojavanja fraktalne strune L zadovoljava

N,(x) = N(x) + Ny (g) N, (g) ro
= Yl
=1

dok spektralna zeta funkcija od L zadovoljava

&) = £2(8)4(5),

gdje je {(s) Riemannova zeta funkcija. Dakle {,(s) je holomorfna za Re(s) > 1 te ima pol
us = 1s reziduumom L, ukupnom duljinom od L. Stovise, ima meromorfno prosirenje na
okolini prozora W od L.

Dokaz. 1z definicije spektralne funkcije prebrojavanja imamo da vrijedi

Nv(x):i >oa= |{j:l;1£x/k}|:iN£(;—§).

[e9)
k=1 ikl <x k=1 k=1
J

Primijetimo da je posljednji izraz kona¢na suma jer je No(y) = 0 za y < [;'. Drugu
jednakost dobivamo na sli¢an nacin:

(o)

Ny(x) = i IREDI S

Jj=1 k<ljx j=1

Za spektralnu zeta funkciju, imamo redom

4(s) = i i K8 = i ks i B = L()Lx(9).

k=1 j=1 k=1 j=1

Konacno dolazimo do najavljenog rezultata o asimptotici frekvencija.
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Teorem 3.4.4 (Weylov asimptotski zakon). Neka je L fraktalna struna s dimenzijom D i
ukupnom duljinom

voli(£) = > 1 = {x(D).

J=1

Tada, za svaki 6 > 0,
N,(x) = vol;(L)x + O(xP*),  kako x — co.

Vodeci ¢lan,
We(x) = voli (L)x,

zove se Weylov clan.
Dokaz. Teorem (3.4.3) implicira
Ny = " Lx = > {lx,
=1 =1

Obje sume su konvergentne i prva suma je jednaka W, (x). Nekaje o > 01 j € N. Nejed-
nakost (1.9) kaZe da postoji C > 0 tako da je [; < Cj~ P+ pa slijedi da za j > (Cx)*
imamo /;x < 1, odnosno {/;x} = [;x. Sada moZemo ograditi drugu sumu:

0 [(Cx)P*o |+1 o -
{lx} = {lix} + {I.x} < (Cx)PHF +1+ C i VD+9)

Z J J J J

J=1 J=1 j=[(€x)P+ |+2 J=[(€Cx)P+ |+2

00

D+6
< (C)PY +1+Cx f JHPR G5 = (Cx)PH + 1 + —+(Cx)D+5
(C)C)D“S C + (5 - 1

= O(xP*%), kako x — oo,

Sto smo 1 htjeli. O

Jedan od problema koji nas zanima jest inverzni spektralni problem za fraktalne strune.
Radi se o tome da pokuSavamo dobiti bilo kakvu informaciju o geometriji fraktalne strune
L koriste¢i samo njene frekvencije. Taj problem je proucavan u [5] (poglavlja 91 11) te
se u tu svrhu koriste eksplicitne formule za razne funkcije pridruZene geometriji ili spektru
fraktalne strune, a te formule sadrZavaju sume ¢iji su ¢lanovi oblika ¢ - x* gdje w prolazi
po kompleksnim dimenzijama £. Primjerice, ukoliko je w pol reda 1 u formuli za N, (x),
tada je koeficijent uz ¢lan x* viSekratnik vrijednosti Riemannove zeta funkcije u w.

Dakle, ako bi Riemannova zeta funkcija imala nultocku u nekoj kompleksnoj dimen-
ziji w fraktalne strune, ¢lan x“ ne bi postojao u formuli za N,(x), $to bi za posljedicu
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imalo da dvije fraktalne strune imaju jednake (ili sli¢ne) frekvencije (odnosno zvuk). Dru-
gim rije€ima, poznavanje veze izmedu fraktalne strune i njenih frekvencija omogucuje
donoSenje zakljucaka o Riemannovoj zeta funkciji, pa cak i reformulaciju karakterizacije
Riemannove hipoteze (vidi [5], poglavlje 9).

3.5 Analiticko proSirenje Riemannove zeta funkcije

U ovom odjeljku pokazujemo da Riemannova zeta funkcija ¢ : {s € C : Re(s) > 1} —» C
definirana sa {(s) = 72, j~* ima analiticko proSirenje na C \ {1} te karakteriziramo njen
jedini polu s = 1. U tu svrhu spomenimo bitan teorem o analitickom proSirenju.

Teorem 3.5.1. Neka su U c V C C otvoreni skupovi i neka je V povezan. Pretpostavimo
da su dane funkcije F1,F, : V — Cte f : U — C tako da su F, i F, analiticka proSirenja
od f, odnosno Fi(z) = Fy(z) = f(2), Yz € U i sve tri funkcije su analiticke na svojim
domenama. Tada je F1 = F, na'V.

Izmedu ostalog, taj teorem nam omogucuje da zaklju¢imo da gama funkcija definirana
sT(z) = fooo £~le7'dt, VRe(z) > 0 ima analiticko proSirenje na C\ {—n : n € Ny} ako znamo
da je ve¢ holomorfna na Re(z) > 0. To proSirenje dobivamo primjenjujuci formulu

koja vrijedi za Re(z) > 0 na nacin da ona postaje definicija gama funkcije za {z € C :
Re(z) > -1} \ {0} te dalje nastavljamo induktivno za Re(z) > -2, Re(z) > -3 itd. Gama
funkcija ostaje analiticka u svakom koraku jer je funkcija I'(z + 1)/z analiticka. Na slican
nacin ¢emo naci formulu koju Riemannova zeta funkcija zadovoljava te ¢e nam ona postati
definicija funkcije koja Ce biti analiti¢ko proSirenje Riemannove zeta funkcije, a zatim ¢e
gornji teorem implicirati jedinstvenost tog prosSirenja.

Sljedeca tvrdnja ¢e nam takoder trebati u jednom koraku, no prije nje slijedi kratak
podsjetnik. Schwartzov prostor je definiran kao skup

S={peCo®R) : gllog < 0. Yar.p € Ny,

gdje je llelles = ||x“¢p(ﬂ)||Loo(R). Elemente Schwartzovog prostora zovemo Schwartzovim
funkcijama. Korisnost Schwartzovog prostora je ta da je Fourierova pretvorba neprekidna
bijekcija iz S u S, ¢ime izbjegavamo dodatnu argumentaciju o dobroj definiranosti Fouri-
erove transformacije za Schwartzove funkcije.
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Teorem 3.5.2 (Poissonova sumacijska formula). Neka je f € S Schwartzova funkcija.
Neka je f njena Fourierova transformacija. Tada vrijedi

[e0)

> fo = i f).

n=—oo

Dokaz. Nekaje F : R — R danas

F(x) = Z f(x +n).

n=—oo

Pokazimo najprije da je F(x) dobro definirana, odnosno da gornja suma konvergira (apso-
lutno) za svaki x € R:

N _ f1l2o
ZO [+ = ZZ: Gt )] + ZZ; Gt m) < 2 max 1)+ Zzl )
|x+n|<1 |x+n|>1 |x+n|>1

Primijetimo da je F 1-periodi¢na funkcija. Odredimo njene Fourierove koeficijente:

1 1 oo S 1
» —2nikx @ —2nikx @ —2nikx
Fk) = f F(x)e 7R dy = f f(x+n)e dx = f f(x +n)e dx
: 3 2

n=—00 n=—00
(o9
n

n=—oo

n+1

Flx)e Tkedx = f ) f(x)e > dx = f(k), VkeZ,

gdje jednakost (1) vrijedi zbog definicije funkcije F', a jednakost (2) vrijedi zbog Lebesgu-
eovog teorema o dominiranoj konvergenciji i ¢injenice da je f Schwartzova, Sto omogucuje
dobivanje gornje ograde u uvjetu teorema o dominiranoj konvergenciji. Primijetimo da je
F derivabilna funkcija kao suma reda koji uniformno konvergira (Sto takoder slijedi iz
Cinjenice da je f Schwartzova). Kako Fourierov red derivabilne 1-periodi¢ne funkcije ko-
nvergira po to¢kama prema samoj funkciji, imamo

F = ), floem™,
k=—o0

pa uvrStavanjem x = 0 dobivamo trazenu tvrdnju. O

Propozicija 3.5.3. Neka je s € C takav da je Re(s) > 1. Tada vrijedi

n f (x‘/z-l+x‘<s+1>/2)w(x)dx, (3.11)
1

2

gdjeje w : R —» Rdana s w(x) = ), e™ ™"
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Dokaz. 1z definicije gama funkcije raCunamo:

s * ) a ; 2 ; < 2
F(E) — f Z‘S/Z_le_tdl‘ — f (7U’l2X)b/2_1€_7m xﬂl’lzdx — 71_5/2”‘3 f xs/2—le—7rn xdx
0 0 0

s 00
— ﬂ_—s/ZF(E)n—s — f xs/2—le—nn2xdx
0

—s5/2 S N -5 _ N DO $/2-1 —nnx (l) DO s/2—1 N —n?x
= F(—) n’= fx e dx—f X e dx
1 )
= ﬂ_s/zf(%){(s):f xs/z_lw(x)dx+f P lw(x)dx, VYRe(s)> 1,
0 1

gdje jednakost (1) slijedi iz Fubunijevog teorema. Prvi integral moZemo zapisati na drugi
nacin koriste¢i supstituciju u = 1/x:

! AR AV o 1
fxs/z‘lw(x)dx:f (—) w(—)(——z)du:f x‘s/z‘lw(—)dx.
0 o \U u u 1 X
—nitx

Sljedece Zelimo izraziti w(1/x) preko w(x). Definirajmo f : R — R formulom f(¢) = e ,
gdje je x € R fiksan. Tada je f Schwartzova funkcija, pa Poissonova sumacijska formula
daje

i fo = i f@

[=—00 f=—00
= 2 S 2
— e—nt X _ x—l/Ze—ﬂt /x
= 1+ 2w(x) ! (1+2 (1))
w(X) = —— wl|—
Vx x

= w(l): —l+l\/§+ Vaw(x).
X 2 2

Dakle

© 1
f x_s/z_la)(—)dx
1 X

f°° x5t (—% + % Vx + \/)_ca)(x)) dx
1

1 (o] 1 (o) (o]
——f x‘s/z_ldx+—f x‘s/z_l/zdx+f X721 0(x)dx
2 1 2 1 1

1 1 0
+ f X2 0(x0)dx.
1

s 11—y
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1z svega dobivenog slijedi

n_s/ZF(%){(s) = - + fw (xs/z_l + x‘s/z_l/z)w(x)dx.
1

s(1—1)
O

Da bi dokazali da Riemannova zeta funkcija ima analiticko prosirenje na C \ {1}, do-
voljno je dokazati da je izraz na desnoj strani jednakosti (3.11) analiti¢ka funkcija po s
na C \ {0,1} (i komentirati slu¢aj s = 0), jer e nam tada ta jednakost postati defini-
cija proSirenja Riemannove zeta funkcije na ostatku kompleksne ravnine. Prije nego Sto
pokaZemo da je ona analiticka, trebat cemo sljede¢i tehnicki rezultat:

Teorem 3.5.4. Neka je D C R Lebesgue-izmjerljiv, U C C otvorente f : DX U — C
funkcija sa sljedec¢im svojstvima:

1. f je izmjerljiva na D x U (gdje U promatramo kao podskup od R?),
2. za svaki fiksni x € D, funkcija z — f(x,z) je analiticka na U,

3. postoji izmjerljiva funkcija M : D — R takva da je |f(x,z)| < M(x) za sve x € D,
zeUte fDM(x)dx < 00.

Tada je funkcija F dana s
F(z) = f Sf(x,2)dx
D

analiticka na U i za svaki k > 1 vrijedi
FO() = f FO, dx,
D

gdje je f® k-ta derivacija analiticke funkcije 7 — f(x,z) s obzirom na z.

Dokaz. Fiksirajmo z € U. Odaberimo r > 0 takav da je K(z,r) C U inekaje 0 < 6 < ir.
Pokazat ¢emo da se za w € K(z,0) izraz F'(w) moZe razviti u konvergentan red potencija
oko z, iz Cega Ce slijediti da je F analiticka na K(z, 6), odnosno u z.

Zazp € Cip > 058 y,, : [0,2r] - C oznatimo kruZnicu y,, ,(z) = zo + pe”. Za
w € K(z,0) Cauchyjeva integralna formula daje

F(w) = f FOx, wydx = f i( fx. S)a’s)dx. (3.12)
D D V2,26

27 S—w
Vrijedi
: (W - Z)n,

fles) ), w—z)-l > f9)

— — — _ S+l
S—w  S—2Z s—2 (s -2)
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pa uvrsStavajudi to u (3.12) dobivamo
= L N M A\
F(w) = L(zm fm [; (s — Z)nﬂ(w 2) )ds) dx
& 2mit
= [z 4266
- fz;(f(; (; (26¢27ityn (w—2) ]dtJ dx.

Bududi da za [w — z| < ¢ vrijedi ograda
1 1 o )

fD(fO (Z;‘ )dt)dxsjl;(f(; (;M(xﬁ ]dt)dx

< fDZM(x)dx< 00,

f(x,z+ 20e*™)
(26627Til‘)n

(w—2)

uvjeti Fubinijevog teorema su zadovoljeni te u gornjem izrazu za F(w) smijemo zamijeniti
poredak integrala i sume:

© 2 2mit
ron = S [ H o
_Z(w )" f (Zm sfix )i)nds)dx

Yz26 (
(n)
= Z(W - Z)”f f—()'c, 2 dx
s D n!

Ovime smo pokazali da F(w) ima Taylorov razvoj oko z koji konvergira na K(z, d), pa je
posebno F analiti¢ka u z. Stovise, F®(z) je jednako k! puta koeficijent uz (w —z)¥, odnosno
fD F®(x, z)dx, $to dovriava dokaz. o

Propozicija 3.5.5. Funkcija F : C — C definirana s

F(s) = f ()cs/z_1 + x‘s/z_l/z)w(x)dx
1

Jje analiticka na C.

Dokaz. Dovoljno je dokazati da je funkcija F(s) analiticka na U, := {s € C : [Re(s)| < A}
za svaki A > 0. Za to je dovoljno provjeriti da f(x, s) = (x*/>! +x5/271/2)wy(x) zadovoljava
uvjete teorema 3.5.4:
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1. f(x,s) je izmjerljiva na (1, c0) X U,. Naime, w(x) = X, e je izmjerljiva kao
limes niza neprekidnih (dakle izmjerljivih) funkcija, a x*/>~! + x75/271/2 je neprekidna,
dakle izmjerljiva.

2. s (271 4+ x7/2712)(x) je ocito analiticka na Uy za svaki fiksni x.

3. Za x € (1, c0) najprije imamo

[Se]

05w(x)=z i S Z:;l+7r(n2—1)x Z +n2_1 Do,

=
azatim, za x € (1,00) 1 5 € Uy vrijedi

L2y x—(s+1)/2| < A2y ATD2 o AL

Dakle
If(x, s)| < de ™M = M(x).

(o] 00 A
f M(x0)dx < 4 f e gy < 4r(§) < .
1 0

Dakle svi uvjeti teorema 3.5.4 su zadovoljeni, pa je F(s) = flm f(x, s)dx analiticka na
Uy. O

Nadalje,

Propozicije (3.5.3) 1 (3.5.5) impliciraju da funkcija

£(s) = % + %s(s -1 j: ) (x27" + Y w(x)dx (3.13)

ima analiticko proSirenje na cijeli C, no nas zanima $to moZemo zakljuciti o analitickom
prosirenju Riemannove zeta funkcije kada izrazimo {(s) preko &(s) koristeci (3.5.3). U tu
svrhu sada kratko analiziramo gama funkciju, odnosno njeno analiti¢ko prosirenje.

Spomenuli smo da gama funkcija ima analiticko proSirenje na C \ {—n : n € Ny} dobi-
veno formulom I'(z) := I'(z + 1)/z. Ona omogucava da odredimo reziduume gama funkcije
u nepozitivnim cijelim brojevima:

I'z+1)

res(I', 0) = limzI['(z) = lim z - =1,
z—0 z—0
r 1 -1)"
res(I', —n) = hm (z +n)'(z) = hm etn+l) = D , Vne€Zy.
»-nz(z+1)...(z+n-1) n!
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ZakljuCujemo da su svi polovi gama funkcije reda 1. Sada postaje korisna Eulerova formula
refleksije za gama funkciju

T
Il -z)=———, VzeC\Z
SIN 7wz

1z koje slijedi da ona nema nultocaka za Re(s) > 0 (a onda ni za ostale kompleksne bro-
jeve zbog I'(z) = %F(z + 1))!. Kako su svi polovi reda 1, a nulto¢aka nema, slijedi da je
recipro¢na gama funkcija

[, -z¢N,,
P )
0, inace

analiticka na C. Ovime smo dokazali da je analiti¢ko proSirenje Riemannove zeta funkcije

Em?T(As + 1)

s—1 ’

{(s) = Vs e C\ {0} (3.14)

dobro definirano te da je brojnik analiticka funkcija. Slijedi da {(s) ima polreda lus =1,
no iz formule (3.14) nije jednostavno odrediti res(, 1), pa radi kompletnosti navodimo i
dokaz tvrdnje res({, 1) = 1 koji slijedi iz druge formule za analiticko proSirenje Rieman-
nove zeta funkcije na poluravninu Re(s) > 0. Naravno, teorem (3.5.1) garantira da e se ta
druga formula podudarati s (3.14)

Propozicija 3.5.6. Za svaki s € {z € C : Re(z) > 1} vrijedi formula

1
{(s) = —— + ¢(),
s—1

gdje je ¢ holomorfna funkcija za Re(s) > 0. Dakle {(s) ima analiticko proSirenje na
{z € C:Re(z) > 0} \ {1} s polom reda 1 i reziduumom 1 u s = 1.

Dokaz. Za Re(s) > 1 imamo

00 © a n+1 o n+1
n’— f xYdx = Z n’— E f xYdx = E f (n™* = xdx.
1 n=1 n=1 Y1 n=1 "

Sada definiramo ¢,(s) = fn n+1(n‘s — x~*)dx. Najprije primijetimo da je ¢,(s) holomorfna
na C za svaki n € N. Naime, za s # 1 imamo

[e9)

1
f(S)—S_—l =

n=1

(n+1)~ —n'~

1-s

Gn(s) = n’

Tn) =(n—-1)!zaneN, pa ni tu nema nultocaka

b




POGLAVLIJE 3. SVOJSTVENE VRIJEDNOSTI LAPLACEOVOG OPERATORA 1
FREKVENCIJE 63

Sto je oCito holomorfna funkcijana C \ {1}, aza s = 1 dovoljno je pokazati da je ¢, (s) =

1 . ey . . e X
fn " xdx cijela funkcija, Sto moZemo direktno provjeriti koriste¢i Cauchy-Riemannove
uvjete 1 sljedeci zapis:

n+1 n+1
Yu(a+ bi) = f x “cos(bInx)dx +i f x“sin(—=b1n x)dx .

u(a,b) v(a,b)

Nadalje, za svaki s € Ci x € [n,n + 1] vrijedi

X X
et || ||
f st dt‘ = f t1+Re(s)dt = p1+Re(s)’
n n

|s|

n+1
—S_ =S
Ipu(5)] < f ™ = alds < =2
n

Sto znaci da za Re(s) > 0 imamo

|n—s _ x—sl —

paje

[

Z s
nl+Re(s)

n=1

Sada Weierstrassov M-test kaze dared ) ", ¢,(s) konvergira uniformno prema nekoj funk-
ciji ¢(s), a kako niz holomorfnih funkcija koji uniformno konvergira na otvorenom skupu
mora konvergirati holomorfnoj funkciji, slijedi da je ¢(s) holomorfna za Re(s) > 0. O

3.6 Fraktalni sprejevi

Fraktalni sprejevi su prirodan viSedimenzionalan analog fraktalnim strunama koji sluzi kao
alat za promatranje raznih tvrdnji o spektru (i geometriji) bubnjeva s fraktalnim rubom u
R,

Definicija 3.6.1. Fraktalni sprej QuR¢ (d > 1) je neprazan ogranicen otvoren skup B C R?
(zvan bazni oblik), skaliran fraktalnom strunom L. Drugim rijecima, fraktalni sprej strune
L na B (ili s baznim oblikom B) je svaki ogranicen otvoren skup Q u R¢ koji je disjunktna
unija otvorenih skupova Q;, j = 1,2,..., gdje je Q; sukladan s |;B = {l;x : x € B} za svaki
J-

Napomena 3.6.2. Primijetimo da fraktalnu strunu L = (I;)32, moZemo promatrati kao
fraktalni sprej od L s baznim oblikom B = (0, 1).
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Neka je (Ax(B));2, rastuci niz nenul svojstvenih vrijednosti (brojenih onoliko puta ko-
lika je njihova kratnost) operatora A = — ¥4, 6%/ dx? na B, odnosno

O0<A{(B) < H(B)<...<Ax(B)<...—> 00, kakok — co.
Tada su (normalizirane) frekvencije operatora A na B brojevi f; = fi(B) = n7! VA(B) (za
k=1,2,...)1spektralna zeta funkcija od B je
Z5(s) = D (fulB) " =7 > (W(B)™".

k=1 =1

Ukupna kratnost frekvencije f dana je formulom
W =tk ) f = By 17|
Owsyr +Wamyp+ - -

Moze se dokazati (vidi [S], poglavlje 1.4) da spektralna zeta funkcija ¢, (s) fraktalnog
spreja, koja je dana formulom
Gls)= Y Wi
f

zadovoljava jednadZbu
&(8) = L(5) - £p(s).

Primjerice, ako je B C R d-dimenzionalna kocka (0, 1)¢, kojoj identificiramo nasuprotne
strane promatramo tako da operator A ima periodi¢ne rubne uvjete na B, tada

G)=Lls)= > b +nd)

(1,...,1a)EZ\{0}
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Sazetak

U ovom radu prezentiramo pocetak teorije geometrije obi¢ne fraktalne strune te ju moti-
viramo proucavanjem Dirichletovih svojstvenih vrijednosti. U prvom poglavlju uvodimo
nekoliko nacina pridruzivanja dimenzije fraktalnoj struni i dokazujemo njihova osnovna
svojstva. Zatim analiziramo geometrijsku zeta funkciju i kompleksne dimenzije fraktalne
strune. U drugom poglavlju obradujemo poseban slucaj sebi-sli¢nih fraktalnih struna te ih
povezujemo sa sebi-sliénim skupovima i na kraju navodimo njihove strukturne teoreme. U
treCem poglavlju prouc¢avamo valnu jednadzbu i svojstva Dirichletovih svojstvenih vrijed-
nosti za odredene rubne uvjete te analiziramo njihovu asimptotiku za jednostavne domene,
motivirajuci promatranje domena s fraktalnim rubom. Na kraju poglavlja definiramo spek-
tralnu zeta funkciju strune, povezujemo ju s Riemannovom zeta funkcijom, za koju nala-
zimo meromorfno proSirenje na kompleksnoj ravnini te dokazujemo Weylov asimptotski
zakon za fraktalnu strunu.



Summary

In this thesis, we present the start of the theory of fractal string geometry and motivate it by
studying Dirichlet eigenvalues. In the first chapter, we look at some of the ways to assign
a dimension to a fractal string and prove basic properties of each one. Next, we analyze
geometric zeta function and complex dimensions of a fractal string. In the second chapter,
we study the case of self-similar fractal strings by connecting them with self-similar sets
and then state their structural theorems. In the third chapter we examine the wave equation
and properties of Dirichlet eigenvalues, after which we look at their asymptotic behaviour
for simple domains, motivating the study of domains with fractal boundary. In the end,
spectral zeta function of a fractal string is defined and connected to the Riemann zeta
function, which we find the meromorphic continuation on the complex plane for, and then
prove Weyl’s asymptotic law for fractal strings.
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