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Sazetak

U radu je predstavljen princip rada sr¢anog misSi¢a, pojam elektrokardiograma i
akcijskog potencijala. Matematicki je izveden dvodomenski model te potom i jed-
nodomenski model kao aproksimacija dvodomenskog. Zatim je pokazan algoritam
Strangove podjele kojim se modeli mogu numericki rijeSiti te je izvedena varija-
cijska/slaba formulacija jednadzbi. Prikazani su dobiveni rezultati za pravokutnu
domenu s reparametriziranim FitzHugh-Nagumo modelom, Nobleovim modelom i
Beeler-Reuter modelom. Rezultati modela na domeni presjeka srca usporedeni su
s literaturom. Na jednakoj domeni modelirana je lokalna ishemija srca te su pre-
zentirana rjesenja takvog modela. Usporedena su rjesenja jednodomenskog i dvodo-
menskog modela i pokazano je rjesenje dvodomenskog modela na trodimenzionalnoj
domeni lijeve klijetke.

Kljucne rijeci: srce, dvodomenski model, jednodomenski model, metoda konacnih

elemenata, FEniCSx, dolfinx



Modelling Biophysics of a Cardiac Muscle
Abstract

This thesis presents the physiology of the heart muscle, the concept of the elec-
trocardiogram, and action potential. The bidomain model and subsequently the mo-
nodomain model, as an approximation of the bidomain model, are mathematically
derived. Then, the Strang operator splitting scheme, which is used to solve the mo-
dels numerically, is shown, and the variational/weak form of the equations is derived.
The results obtained for the rectangular domain with the reparameterized FitzHugh-
Nagumo model, the Noble model, and the Beeler-Reuter model are presented. The
results of the model on the heart cross-section domain are compared with the litera-
ture. Local ischemia was added to the same domain, and solutions for such a model
are presented. The solutions of the monodomain and bidomain models are compa-
red, and the solutions of the bidomain model on the three-dimensional domain of
the left ventricle are shown.

Keywords: heart, bidomain model, monodomain model, finite element method, FE-

niCSx, dolfinx
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1 Uvod

Srce i krvne zile ¢ine kardiovaskularni sustav, gdje srce pumpa krv obogacenu kisi-
kom u tijelo i vrac¢a krv s ugljicnim dioksidom u pluca. Srce se sastoji od dvije strane
s pretklijetkama i klijetkama, te ventila koji osiguravaju jednosmjerni tok krvi. Desna
strana srca pumpa krv siromasnu kisikom u pluc¢a, dok lijeva strana pumpa oksigeni-
ranu krv u tijelo. Sistola i dijastola oznacavaju kontrakciju i opustanje klijetki. Srce
se opskrbljuje krvlju preko koronarnih arterija. Starenje utjeCe na srce povecavajuci

njegovu veli¢inu i smanjujudi elasti¢nost, Sto moze dovesti do sr¢anog zatajivanja.

Zbog njegove vaznosti, veliki znanstveni, financijski i medicinski napori ulozeni
su u razumijevanje ovog organa. Prema Svjetskoj zdravstvenoj organizaciji, (ishe-
mijske) bolesti srca vodeéi su uzrok smrti u 2019. godini [3], s doprinosom od 16%
u ukupnom broju smrtnih slu¢ajeva. Stoga, ovaj organ iznimno je vazno temeljito
istraziti i razumjeti. Kako je sr¢ani misi¢ smjesten u prsni kos i zasti¢en prsnom kosti,
pristup ovom organu je otezan i ako se on Zeli fizicki istraziti treba se obaviti dosta
invazivan operativni zahvat. Zbog toga, razvijene su metode koje su neinvazivne, a

daju znacajne uvide u stanje sr¢anog misica.

1.1 Provodni sustav srca

Pumpanje krvi omoguceno je jedinstvenim provodnim sustavom koji provodi sr¢ane
impulse i odvija se u nekoliko faza sr¢anog ciklusa. Signal predvodnik nastaje u
sinoatrijskom ¢voru (SA), dijelu tkiva na spoju gornje Suplje vene i visokog lateral-
nog dijela desnog atrija, koje je prirodni pacemaker srca. Signal se §iri miokardom
kroz specijalizirana provodna vlakna kontrahirajuci pretklijetke. Kada se pretklijetke
kontrahiraju, krv se potiskuje kroz atrioventrikularne zaliske u klijetke. Zatim signal
dolazi do atrioventrikularnog ¢vora (AV) gdje se kratko usporava, a onda se nastav-
lja Siriti Hisovim snopom prema lijevoj i desnoj klijetki konrahirajudi i njih. Kada se
klijetke kontrahiraju, krv se istiskuje kroz aortne i plu¢ne zaliske u aortu i pluénu
arteriju, odakle se distribuira u tijelo ili pluca. Tijekom dijastole, srcane komore se

opustaju, a srce se puni krvlju iz atrija kako bi se ponovno zapoceo sljede¢i ciklus.



Pulmonary arteries

Atrium

SA node

Ventricle

AV node

Purkinje
fibers

Bundle of His

r
bLd 5
Cleveland Right bundle branch
Clinic
©2021

Left bundle branch

Slika 1.1: Provodni sustav srcal.

Elektri¢ni signal koji se Siri miokardom i pokrece kontrakciju sr¢anih stanica na-
ziva se akcijskim potencijalom. Srcane stanice, poznate kao kardiomiociti, imaju je-
dinstveni provodni sustav koji im omogucava depolarizaciju i repolarizaciju, s razli¢itim
frekvencijama impulsa za svaki dio, osiguravajudi efikasnu funkciju srca. U mirova-
nju, kardiomiociti imaju relativno stabilan membranski potencijal. Medutim, pod
utjecajem vanjskih podrazaja, poput impulsa iz SA ¢vora, dolazi do depolarizacije
stanice gdje se otvaraju natrijevi kanali te natrijevi ioni naglo ulaze u unutrasnjost
stanice. Slijedi faza u kojoj se zatvaraju natrijevi kanali i otvaraju se kalijevi kanali te
kalij iz stanice izlazi u medustani¢ni prostor. Usporedno s time, kalcijevi ioni ulaze u
stanicu te se time vrijednost potencijala podize. Kada utok kalcijevih iona prestane,
prevlada izlazak kalija, potencijal pada i stanica se repolarizira. Na Slici 1.2 vidi se
karakteristican oblik akcijskog potencijala kardiomiocita. Potencijal mirovanja iznosi
otprilike —85mV. Ulazak kalcijevih iona u kardiomicite odgovoran je za plato ak-
cijskog potencija, koji ne vidimo u npr. neuronima zato $to kalcijevi ioni ne igraju

dominantnu ulogu u procesu stvaranja akcijskog potencijala.

!Preuzeto iz Heart Conduction System (Cardiac Conduction), Heart Conduction, https://my.
clevelandclinic.org/health/body/21648-heart-conduction-system, 11.2.2024.
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Slika 1.2: Lijevo: eksperimentalno izmjereni akcijski potencijal. Desno: akcijski po-
tencijal dobiven simulacijom?.

Serija ovakvih aktivacija kroz srce rezultira karakteristicnim oblikom elektri¢nog
signala koji se moze ocitati na povrsini koze elektrokardiografijom. Elektrokardi-
ografiju je kao metodu osmislio W. Einthoven 1901. godine i za to je dobio Nobelovu
nagradu. Kod snimanja elektrokardiograma (EKGa) pacijentu se postave Cetiri elek-
trode na ekstremitete i Sest elektroda prekordijalno, na prsni kos. Razlika potencijala

mjeri se u 12 kanala. Primjer 12-kanalnog EKG signala moze se vidjeti na Slici 1.3.

Sirenje sréanih impulsa na elektrokardiogramu o¢ituje se kao niz negativnih i po-
zitivnih otklona. P-val na elektrokardiogramu predstavlja depolarizaciju pretklijetki,
QRS-kompleks depolarizaciju klijetki, a T-val repolarizaciju klijetki. Nakon toga, srce
se repolarizira, a elektri¢na aktivnost se stabilizira te se proces ponavlja Sto se na

EKGu ocituje kroz peridi¢nost signala.

2Preuzeto iz Biasi, N.; Tognetti, A. A computationally efficient dynamic model of human epicardial
tissue. // Plos one. Vol. 16 10 (2021).
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Slika 1.3: Primjer 12-kanalnog elektrokardiograma3.

Velika prednost EKGa njegova je iznimno brza primjenjivost te Cinjenica da ne
zahtjeva posebne pripreme pacijenta za postupak. To je vazno zato sto EKG igra
vaznu ulogu u dijagnosticiranju, na primjer, akutnog koronarnog sindroma koji nas-

taje naglo i moze zivotno ugroziti pacijenta.

Razumijevanje dinamike sr¢anih signala klju¢no je za istrazivanje i razvoj tera-
pija za srcane bolesti [14]. Problem rekonstrukcije elektrokardiograma iz mate-
matickog modela spada u domenu matematicke elektrofiziologije. U takvim mo-
delima cilj je do¢i do rjeSenja kao funkcije koja posjeduje oblik i ponasanje elektro-
kardiograma. Motivirani time, u narednim poglavljima se fokusiramo na uspostav-
ljanje matematickog formalizma koji modelira propagaciju akcijskih potencijala kroz
miokard. Na temelju toga mogu se dalje graditi slozeni modeli koji opisuju elektro-

kardiograme.

1.2 Pregled literature

Prvi znacajni model akcijskog potencijala konstruirali su A. Hodgkin i A. Huxley
1952. godine i za taj model dobili su Nobelovu nagradu. Hodgkin-Huxleyev [4]
model plod je viSegodisnjeg istrazivanja i on opisuje propagaciju akcijskih poten-

cijala kroz akson divovske lignje. Iako je on reprezentacija rada neurona, princip

3Preuzeto iz Gheith, Z.; Alqam, B.; Jagana, R. A Rare Case of Pulmonary Emboli Presenting With
ST Elevation on ECG. // Cureus. Vol. 14, 9 (2022).
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rada je slican i kod sr¢anog tkiva. FiztHugh-Nagumo model [5, 6] pojednostavljenje
je Hodgkin-Huxley modela i Cesto se koristi kod jednostavnijih simulacija rada srca

zbog svoje jednostavnosti.

Na temelju tih jednostavnijih modela izgradeni su slozZeniji modeli kao $to su No-
bleov model [7], Beeler-Reuter model [8], Luo-Rudy model [9] i mnogi drugi. Jed-
nostavniji modeli uzimaju u obzir samo natrijeve i kalijeve ione kao nositelje naboja
dok napredniji modeli uzimaju u obzir i djelovanje kalcijevih i drugih iona. Iscr-
pan pregled ionskih modela sr¢anog tkiva, od jednostavnijih do sloZenijih, moze se

pronacdi u [11].

Nakon Sto se uspostavi model stanice (ionski model), sljedec¢i korak je modeliranje
provodenja signala kroz sr¢ano tkivo. U ovu svrhu najcesce se koristi dvodomenski
model [23], iako se moze modelirati na druge nacine [38]. Dvodomenski model sma-
tra se zlatnim standardom za simulaciju rada srca i moze se koristiti u kombinaciji s
drugim modelima [12,13]. Iako postoje precizniji modeli od ovog [22], on je popula-
ran zbog relativne jednostavnosti i svestranosti [21]. Ipak, presloZen je za analiticko
rjeSavanje pa se rjeSenje ovog sustava gotovo uvijek dobiva numericki. Postoji vise
metoda kojima se ovakve jednadzbe mogu numericki rijesiti i u ovom radu fokus ¢e

biti na metodi konac¢nih elemenata (FEM).

Prvi korak u rjeSavanju sustava je definicija domene na kojoj se jednadzbe rjesavaju.
Kod metode konacnih elemenata, ta domena je mreza (eng. mesh). Stoga, da bi se
dobili realisti¢ni rezultati, potrebno je osigurati kvalitetnu mrezu sr¢anog misica.
Umjesto pukog rjeSavanja dvodomenskih sustava na sintetickim podacima, danas
je cilj napraviti ciljane i individualizirane modele za pojedinog pacijenta. Stoga,
moguce je individualnu mrezu srca dobiti segmentacijom snimki dobivenih pomoc¢u
MRI ili CT [10]. Parametri modela kao Sto su vodljivosti tkiva i kapaciteti takoder
se dobivaju iz elektrofizioloskih podataka o pacijentu. Ovakvi modeli zatim se mogu

koristiti za resinkronizaciju rada srca (CRT) [17] i predvidanje ishemija [18,19].



U ovom radu koristi se dvodomenski model uz nekoliko razli¢itih ionskih mo-
dela. Sustav se rjesava u programskom jeziku Python uz pomoc¢ programskog paketa
dolfinx [24]. Cilj je pronadi numericko rjeSenje dvodomenskog modela i dobiti si-
mulacije propagacije elektri¢nih signala kroz zdravo i bolesno srce. Na temelju toga
model se moze prosiriti tako da se u njega nadoda i ostatak tijela te propagacija sig-
nala kroz njega. Mjerenjem transmembranskog potencijala na povrSini tijela moze se

rekostruirati EKG.



2 Matematicki model

Pri konstrukciji preciznog modela ljudskog srca, potrebno je uzeti u obzir veliki broj
stanica od kojih se ono sastoji. Naime, srce se sastoji od 1 milijarde do 10 milijardi sta-
nica [25]. Stoga, precizan matematicki model trebao bi uzeti u obzir ponasanje svake
od tih stanica i interakcije medu njima. Takav model racunalno je prezahtjevan pa se
umjesto toga koriste razne aproksimacije i usrednjavanja. Iako postoje modeli koji se
baziraju na ponasanjima pojedinih stanica [16] i mehanickih sila medu njima [20], u
ovom radu Kkoristi se dvodomenski model [23], sustav od dvije reakcijsko-difuzijske
parcijalne diferencijalne jednadzbe [37] u kojima se tkivo tretira kao kontinuum. Za
dvodomenski model postoje matematicki izvodi [2,15] u kojima se procesom homo-
genizacije dolazi do dvodomenskih jednadzbi, no ovdje je predstavljen heuristicki

izvod koji prati onaj u [1].

2.1 Dvodomenski model

U ovom izvodu veli¢ine od interesa usrednjuju se na domeni sr¢anog misi¢a. Tu do-
menu oznacavamo s H, a njezin rub s 0H. Usrednjavanje se vrsi tako da se za veli¢inu
f(x,t) u tocki P € H definira njezina srednja vrijednost f(x,t) koja se izra¢una u
okolini tocke P gdje je ta okolina dovoljno mala u usporedbi s cijelom domenom dok
s druge strane sadrzi dovoljno sr¢anih stanica da usrednjavanje ima smisla. U tom
smislu, treba imati na umu da ¢e u izvodu koji slijedi sve veli¢ine koje definiramo na

domeni srca biti one usrednjene.

Postoje modeli koji opisuju srce kao pasivan vodic¢ [1], ali u dvodomenskom mo-
delu uzima se u obzir ¢injenica da se sr¢ane stanice mogu pobuditi i da imaju posebna
vodljiva svojstva. Prvo, kao Sto ime nalaze, definiraju se dvije domene — intracelu-
larna (unutarstani¢na) i ekstracelularna (izvanstani¢na) domena. Prva se odnosi
na prostor unutar sr¢anih stanica, a druga na prostor izvan njih. Kardiomiociti su
medusobno spojeni rascjepnim spojevima (propusnim vezama) koji osiguravaju pro-
tok iona i malih molekula izmedu susjednih stanica. Iako su intracelularni i ekstra-
celularni prostor odijeljeni stanicnom membranom, kako je ovo model kontinuuma,
ovdje se dvije navedene domene tretira kao jedan skup ¢ija unija predstavlja sr¢anu

domenu H.



U izvodu se polazi od op¢e Maxwellove jednadzbe za elektri¢cno i magnetsko polje

_0B(w,t)

V x E(x,t) = By

(2.1)

Ova jednadzba se uz pretpostavku kvazistacionarnosti [26] svodina V x E = 0, pa
se moze definirati elektri¢ni potencijal U(x, t) takav da je E = —VU. Nadalje, ako je
vodljivost sr¢anog tkiva jednaka M (x,t) (M je generalno tenzorska veli¢ina), tada se

gustoca struje J(x,t) moze pisati kao J = M FE odnosno J = —MVU.

Uz navedene pretpostavke moZe se na intracelularnoj i ekstracelularnoj domeni,
odnosno domeni H, definirati intracelularni potencijal U;(x,t) i ekstracelularni po-
tencijal U.(x,t). Tada se glavna veli¢ina od interesa, transmembranski potencijal,
definira kao

Vin(z, t) = U; — Uk.

Iako intracelularne i ekstracelularne potencijale zamisljamo kao odvojene veli¢ine
definirane na domeni srca, oni su povezani ¢injenicom da u stvarnosti izmedu intra-
celularnog i ekstracelularnog prostora, iako postoji nevodljiva membrana, moze teci
struja zbog ionskih kanala koji, ovisno o transmembranskom potencijalu V;,, mogu

propustiti ili blokirati prolaz pojedinih iona.

Uz intracelularnu vodljivost M;(x,t) i ekstracelularnu vodljivost M, (x,t) mogu se

definirati i intracelularna struja J;(x, t) te ekstracelularna struja J,(x,t) kao

Ji = —M;VU;, (2.2)
J. = —-M\VU.. (2.3)

Takoder, uvodi se i pretpostavka da se naboji ne mogu akumulirati u nekoj tocki,
odnosno da u nekoj tocki postoji samo tok naboja izmedu intracelularnog i ekstrace-
lularnog prostora. To implicira ¢injenicu da je zbroj intracelularnog naboja ¢;(x, t) i

ekstracelularnog naboja ¢.(x, t) konstantan u vremenu

0
a(% + Qe> = 0. (2.4)



Uz ovo, takoder za svaku od domena vrijedi jednadzba kontinuiteta

dq; .
V-J;+ ot Xion (2.5)
0qe
% Je + W — X]wnu (26)

u kojoj je uvedena ionska struja I;,,(x, t) koja je odredena ionskim modelom i pokrata
x koja oznacava omjer povrsine i volumena stanice jer se intracelularni i ekstracelu-
larni naboji i struje mjere po jedinici volumena, a ionska struja po jedinici povrSine.
Iz (2.5) i (2.6) vidi se da ionska struja tece izmedu intracelularne i ekstracelularne

domene. Ako se zbroje (2.5) i (2.6) te iskoristi (2.4) dobije se

V- (J;+J.) =0, 2.7)

$to vodi na oc¢uvanje struje. Ako se sada u to uvrste definicije (2.2) i (2.3) dobije se

V- (M;VU; + M,VU,) = 0. (2.8)

Koli¢ina naboja ¢(«, t) koja se moze odvojiti pod utjecajem potencijala V,, jednaka je

gdje je C,, elektri¢ni kapacitet stanicne membrane a ¢ se definira preko intracelular-
nog naboja ¢;(x, t) i ekstracelularnog naboja ¢.(x, t) kao
qi — Qe

g= BT (2.10)

Opet se uvodi omjer povrsine i volumena sr¢ane stanice y jer se C,, mjeri po jedinici
povrsine dok se V,,, i ¢ mjere po jedinici volumena. Ako se uvrsti (2.10) u (2.9) i onda
se to derivira po vremenu, dobije se

ava 1 a(% - QB>

Prethodna jednadzba i (2.4) daju

aql o aQe o aV;n
o = o O (212)




UvrStavanjem prethodne jednadzbe u (2.5) dobije se

-V -J;= XC’maa% + XLion- (2.13)

Sada se u prethodnu jednadzbu moze uvrstiti (2.2) kako bi se dobilo

OV

(MU, = Zm
V- (M;VU;) = xC,, T

+ XIion~ (214)

Za sada sustav koji opisuje dinamiku intracelularnog i ekstracelularnog potencijala

glasi
V- (MlVUZ) - Xcm% + XIiony (215)
V.- (M;VU; + M.VU,) = 0. (2.16)

Iz tih jednadzbi moze se eliminirati U; pomocu definicije transmembranskog poten-

cijala V,,, := U; — U, pa na kraju slijede jednadzbe za V,, i U,

OV
V- (MlV(Vm + Ue)) = Xcmw + XIiona (217)
V - (M;VV,, + (M; + M,)VU,) = 0. (2.18)

I;,, se zasebno modelira i kao $to je u uvodu navedeno, postoji veliki broj modela koji
se mogu koristiti u ovu svrhu. Nakon odabira ionskog modela, jedino Sto preostaje
za potpunu definiciju modela su rubni uvjeti. Da bi se dobili rubni uvjeti, pretpostavi
se da je srce uronjeno u izolirajuc¢i medij te da stoga struja ne moze tedi iz srca prema
van, odnosno da normalna komponenta intracelularne i ekstracelularne struje na

rubu sréane domene OH iS¢ezava

n-J;=0, (2.19)

n-Je=0. (2.20)

Ovdje 7 oznacava jedini¢ni vektor normale na rubu 0H. Ako se u prethodne dvije
jednadzbe uvrste definicije struja (2.2) i (2.3) i iskoristi definicija transmembranskog

potencijala V,,, .= U; — U,, dobiju se rubni uvjeti u kojima je eliminiran U;
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A (MY (V, +U)) =0, (2.21)
A+ (M.VU,) = 0. (2.22)

Iako je u izvodu pretpostavljeno da je oko srca izoliraju¢i medij, umjesto toga unutar
modela se moze ukljuditi i dodatna domena T s rubom 0T koja predstavlja torzo,
odnosno dio tijela oko srca (torzo) koji je vodljiv. Za taj dio domene pretpostavi se
da je pasivni vodiC i na njemu se rjeSava generalizirana Laplaceova jednadzba

—V - (MpVVy) =0, (2.23)

skupa s pripadnim rubnim uvjetom na 0T

o - (MyV Vi) = 0. (2.24)

Y

-

Slika 2.1: Primjer domene srca i torza. Plava boja predstavlja domenu torza T, a
crvena domenu srca H.

Domena torza u ovom je radu zbog svoje racunalne zahtjevnosti zanemarena, no

takav pristup moze se vidjeti u [1,27].
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2.2 Vodljivost

Iako su M; i M, uvedeni kao velicine koje opcenito mogu biti tenzorske, nije eks-
plicitno navedeno kako su modelirane kod sr¢ane domene. Modeliranje tih varija-
bli, kao i izvod, potjece iz [1]. Naime, vodljivost srca je neizotropna jer je srcani
miSi¢ satkan od srcanih vlakana koja su usmjerena pa miokard ima dobru vodljivost
u smjeru njihovog pruzanja dok je vodljivost u smjeru okomitom na njihov smjer
pruZzanja znacajno manja. Dodatno, vlakna su sloZena u snopove tako da postoje 3
karakteristicna smjera u kojima se vodljivost po iznosu razlikuje. Ti smjerovi su lon-
gitudinalni, transverzalni i normalni. Longitudinalni smjer predstavlja smjer vlakana,
transverzalni smjer je onaj okomit na vlakna, ali u ravnini snopa a normalni smjer
je onaj okomit na longitudinalni i transverzalni, odnosno smjer normale na ravninu

snopa. Na Slici 2.2 mogu se vidjeti sr¢ana vlakna i smjer njihova pruzanja.

Slika 2.2: Slika sréanog tkiva pod mikroskopom na kojoj se jasno vide sréana vlakna*.

Vodljivost u longitudinalnom smjeru je najveca, dok je vodljivost u transverzalnom
smjeru manja a ona u normalnom smjeru najmanja. Sada mozemo vodljivosti M; i

M, modelirati prema sljedecoj shemi

l t n
M;; = a;10;,0" + a;10410" + Q; 00" (2.25)

Indeksi 7 i j u prehodnoj jednadzbi oznacavaju komponente tenzora i vektora, a

4Preuzeto iz Cardiac muscle, (19.1.2024.), Wikipedia, https://en.wikipedia.org/wiki/
Cardiac_muscle, 6.2.2024.
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ai(x), at(x) i a,(x) jedini¢na vektorska polja koja predstavljaju longitudinalni, tran-
sverzalni i normalni smjer na snopove, a o', o' i o™ iznosi vodljivosti u danim smjero-

vima. Na kraju, prema opisanoj shemi, slijedi da su intracelularna i ekstracelularna

vodljivost jednake
M=ol -1+ (0l —0l) - a1 @a;+ (0] — 0}) - an @ an, (2.26)
M,=0' 1+ (ol —0c)) - ay®@a;+ (6" —0') an @ ay, (2.27)

gdje indeksi i i e oznacavaju na koju domenu se veli¢ina odnosi (intracelularna ili ek-
stracelularna). Radi potpunosti, na kraju se navodi kompletni skalirani dvodomenski

model skupa s pripadnim rubnim uvjetima.

VMVt U) = 2,

V- (M;VV,, + (M + M*)VU.) =0, Vo eH,

Ve € H,

n-MV(V,+U)=0, Vo € 0H,

n- (M*VU,) =0, Yz edH

U navedenim jednadzbama koriStene su skalirane vrijednosti

za intracelularnu i ekstracelularnu vodljvost te ionsku struju.

2.3 Jednodomenski model

Dvodomenski model u nekim je sitacijama prezahtjevan za rjeSavanje, pa se moze
uvesti dodatna pretpostavka koja reducira sloZzenost sustava. Pretpostavlja se da su
intracelularni i ekstracelularni tenzor vodljivosti proporcionalni, odnosno da vrijedi
M, = AM; gdje je A € R konstanta. Uz tu pretpostavku iz jednadzbi (2.17) i (2.18)

dobije se sljedece
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oV,
ot

V- (M;VV + (14 X)M;VU,) = 0. (2.29)

V- (MY (Vi + U)) = XCoy =2 + X Liom, (2.28)

Uvrstavanjem (2.29) u (2.28) dobiva se standardni oblik jednodomenskog modela

A OVin

H—)\V . (szvm) = Xcmw + X[ion- (230)

Da bi se dobili rubni uvjeti, opet se uvrstava M, = AM; u rubne uvjete dvodomenskog

modela (2.21) i (2.22) pa slijedi
n- (M;V(V,, +U.)) =0, (2.31)
A - (AM;VU,) = 0. (2.32)
Ako se sada uvrsti (2.32) u (2.31) dobije se krajnji oblik rubnog uvjeta jednodomen-
skog modela

7 - (M;VV,,) = 0. (2.33)

Kao i kod dvodomenskog modela, navodimo radi potpunosti cjelokupni skalirani jed-

nodomenski model

V- (M*VV,,) = a% +I.,, Vzel,

A (M*VV,) =0, Ve dH.

Ovdje je

E A M’L * _ ]wn

TG, o
i od sada nadalje sve oznake varijabli odnose se na skalirane veli¢ine i za jednodo-
menski i za dvodomenski sustav jednadzbi. To znaci da se od sada izostavlja oznaka
* koja oznacava da je veli¢ina skalirana znaju¢i da se radi o skaliranim veli¢inama.
Iako je u jednodomenskom modelu eliminirana jedna nepoznanica (U.), on je sve-
jedno, kao i dvodomenski model, prekompleksan za rjeSavanje analitickim putem pa

se pri rjeSavanju obaju modela najcesce pribjegava metodi konacnih elemenata.
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3 Numericki model

3.1 Podjela operatora

Kod rjesavanja kompleksnih sustava diferencijalnih jednadzbi, Cesta je praksa da se
postupak rjesavanja jednadzbi podijeli na vise koraka. Postoje razni nacini na koje
se to moze uciniti, a ovdje se koristi Strangova podjela [28]. Prije toga, vremenski
interval [0, 7] na kojem se jednadZzba rjeSava diskretizira se i time on prelazi u niz
[0, At,2At, ..., T — At, T] za prikladno odabrani At¢. Ovdje ¢emo uvesti oznaku ¢, =
nAt koja oznacava n-ti vremenski trenutak u nizu. Cijeli postupak predstavljen ovdje

prati izlaganje iz [1], a temelji se na tom da se rjesavanje jednadzbe

W G (M V4 02) ~ L, 3.1)
podijeli na rjesavanje jednadzbi
OV,
-m _ T 2
8t 0M ) (3 )
Vin
Vo _ G (MY (Vi + TL)). (3.3)

ot
Pretpostavimo da se rjesenje trazi izmedu dva proizvoljna trenutka ¢,, i t,, .1 == t,+At.

Algoritam jedne iteracije Strangove podjele sastoji se od sljedeca 3 koraka:

1. Pretpostavi se da je V,,(t,) poznato, odnosno dobiveno iz rjeSavanja sustava u
prethodnoj iteraciji. Tada se rijesi sustav

oV,
m _ T
at won»

skupa s ostatkom pripadajucih diferencijalnih jednadzbi koje opisuju dinamiku
ostalih varijabli modela u intervalu ¢ € [t,,t, + %] gdje se kao potetne vrijed-

nosti koriste rjeSenja sustava iz prethodne iteracije.

2. RjeSenje koje se dobije u proslom koraku sada je pocetna vrijednost za jed-

nadzbe

88% =V - (M;V(V,, +U,)),

0=V (MVV,)+ V- ((M+ M)VU,).
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Ove jednadzbe rijeSe se skupa s pripadnim rubnim uvjetima (2.21) i (2.22) u

vremenskom intervalu ¢ € [t,, t,, + At].

3. Opet, rjesenje koje se dobije u prethodnom koraku koristi se kao pocetna vri-
jednost u jednadzbama jednakima kao u prvom koraku

aV,
== _Iion-
ot

Kao i prije, uz ovo je potrebno rijesiti i diferencijalne jednadzbe koje opisuju
dinamiku ostalih varijabli ionskog modela, no sada u intervalu ¢ € [t,, + %, t, +
At]. Za pocetne vrijednosti tih varijabli uzimaju se one dobivene na kraju prvog

koraka.

Ovime je opisan algoritam za rjesavanje dvodomenskog modela izmedu proizvolj-
nih trenutaka ¢, i ¢,.;. Iterativnim ponavljanjem ovog postupka za ¢t od 0 do NAt
aproksimativno se moze rijeSiti kompletan sustav. Dobiveno rjeSenje je aproksima-
tivno, a preciznost ovog algoritma je O(At?). Iako se ovim postupkom sustav pojed-
nostavljuje, svaki od koraka opet nije dovoljno jednostavan za analiticko rjesavanje.

Stoga, vremenska derivacija
OV,

ot '’
u drugom se koraku aproksimira Crank-Nicolsonovom metodom [31], a u prvom i

trecem koraku Runge-Kutta metodama. Nakon Sto se sustav diskretizira u vremenu,

preostaje diskretizacija u prostoru. U tu svrhu koristi se metoda konacnih elemenata.

Postupak za jednodomenski model analogan prethodno predstavljenom moze se

pronadi u [1,29].

3.2 Metoda konac¢nih elemenata

Postoji niz numerickih metoda kojima se mogu rijesiti navedene jednadzbe, no me-
toda konacnih elemenata ovdje je dosta pogodna jer ona dobro radi na domenama
nepravilnog i nestrukturiranog tipa kao Sto je srcani misi¢. Primjer nestrukturirane
mreze srca moZze se vidjeti na Slici 3.1, a viSe o metodi kona¢nih elemenata moze se

pronaci u [30].
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(a)

Slika 3.1: Nestrukturirana mreZa srca®.

Kao sto je receno u proslom poglavlju, da bi se rijesile jednadzbe

Do (Vo4 00), (34
0=V (M;VV,) + V- (M + M)VU,), (3.5)

potrebno ih diskretizirati u viemenu Crank-Nicolson metodom [31]. Nakon diskreti-

zacije sustav glasi

Vn+1 —_Vn Vn+1 + Vn
_m = om _ . Mz _m_ = 0m o , 3.6
st = v (v (B ) (3.6)
Vn+1 Vn
0=V- (MN (’”T”) + V- (M + Me)VUe) . (3.7)

Kako bi sustav bio pogodan za rjeSavanje metodom konac¢nih elemenata potrebno ga
je prevesti u slabi oblik. Svaku od jednadzbi potrebno je pomnoziti testnim funkci-
jama ¢ i v iz prikladno izabranog prostora testnih funkcija V' te integrirati na domeni

H. Nakon tog slijede jednadzbe

Vn+1 — Vn Vn+1 Vn
H H

SPreuzeto iz Zhang, Y.; Chandrajit B. Finite Element Meshing for Cardiac Analysis. // Univ. of
Texas at Austin: ICES Technical Report. Vol. 2004 (2004), str. 4-26.
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n+1 n
0= / v. (Mivw> DAV (M4 M)VU)GAV,  YoeV. (3.9
H

Sada se na ovim jednadzbama moze iskoristiti identitet
V- (VA) =yV-A+(VY)- A,

1 Gaussov teorem

/V-FdV: F-#dS,
H OH

pa slijedi

Vn+1 —Vn Vn+1 vV
/mTtmqde: SMV (mT”+Ue) . hdS
H OH

Vn+1 Vn
— / M;V (mT” + Ue> Vo dV, Vo eV, (3.10)
H

Vn+1 Vn n+1 n
0:/ " (Mivm—+m> .rdeS_/ <Mivu> Vi dV
oM 2 H 2

+ w(Mi+Me)VUe~ﬁdS—/(Mi+Me)VUe~deV, Vi eV, (3.11)
H

oH

Ako se u ove jednadzbe uvrste rubni uvjeti (2.21) i (2.22) lako se vidi da integrali po

rubu iSCezavaju i dobije se krajnji oblik slabe forme dvodomenskog modela

| VAL Vil Vntl Vn
/ m N m¢dV+/MZV ( m 2+ m +Ue> VQSdV:O’ \v/gbe ‘/’ (312)
H H

yrtl yn
M,V B VdV + [ (M;+M,)VU,-VidV =0, Vi € V. (3.13)
H H

U ovim jednadzbama U, se pojavljuje samo u ¢lanovima s derivacijom, a to znaci da
ako je neki U, rjesenje onda je i U, 4+ C rjeSenje jednadzbe za svaki C' € R. Da bi se
fiksirala proizvoljna konstanta C, odabire se uvjet [, U.dV = 0, odnosno zahtjeva se
da srednja vrijednost funkcije U, na domeni H iS¢ezava. Stoga, nakon svakog koraka

u numerickom rjeSavanju rjesenje U, se mora normirati na 0.
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Jednakim postupkom kao za dvodomenski model moze se dobiti i slaba forma drugog
koraka u Strangovoj podjeli jednodomenskog modela. Isto kao i u dvodomenskom

modelu, koristi se Crank-Nicolsonova metoda pa slijedi jednadzba

| A

= 1
At A+1 (3.14)

n+1 n
V.MV (u) |

2

koja se jednakim postupkom kao i u dvodomenskom modelu moze prevesti u slabi

oblik

Vn+1_vn by Vn+1+vn
m Tmgq —C MV (2 ) . VedV =0, . (3.15
/[H A7 ¢V+/[H)\+1 V( 5 )wv 0 Voe V. ( )

Kako je metoda konac¢nih elemenata numericka metoda, prirodno je da se imple-
mentira u nekom programskom jeziku. U tu svrhu u ovom radu koristi se programski
jezik Python i racunalno okruzenje FEniCSx [24] koje se sastoji od viSe programskih
paketa koji su specijalizirani za rjeSavanje parcijalnih diferencijalnih jednadzbi me-

todom konac¢nih elemenata.
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4 Rezultati

Prvi korak u rjeSavanju jednadzbi modela je definicija domene na kojoj se jednadzbe
rjeSavaju. U ovom radu koristit ¢e se mreze na kojima se standardno rjesavaju jed-
nadzbe metodom konac¢nih elemenata. Domena na kojima se testira model je struk-
turirana pravokutna mreza, a domene na kojima se realnije simuliraju modeli su
nestrukturirana trodimenzionalna mreza lijeve klijetke i nestrukturirana dvodimen-
zionalna mreza prereza srca. Obje domene konstruirane su u programu Gmsh [35]
koji sluzi za izradu mreza koje se mogu koristiti kao domene u metodi konacnih ele-
menata. Konstruirane mreZze vidljive su na Slici 4.1. Dvodimenzionalna mreza sastoji
se od 6760 dvodimenzionalnih elemenata (trokuta), a trodimenzionalna mreza od
19781 trodimenzionalnih elementa (tetraedara). Nakon definiranja domene, kons-
truira se racunalni kod koji ucitava mrezu, definira potrebne funkcije, rjesSava pro-
blem i vizualizira razne veli¢ine. Rezultati koji se dobiveni opisani su u nastavku®, a
vrijednosti vodljivosti za model mogu se pronacdi u tablici 4.1. Dodatno, za y je uzeta

vrijednost 2000 cm ™!, kao u [1].

o/mScm™'] | ofmSem™'] [ oimSem™!] [ ofmSem™!] [ of[mScem '] | of[mScm ] |

; 30 | 1.0 [ 031525 | 2.0 | 165 | 13514 |

Tablica 4.1: Vrijednosti za vodljivosti koristene u modelima (preuzeto iz [1]).

A‘,{
SEK]

L5 avy
%)
VA)

4
A
1
%
X
X

L]

¥
d
NS

(a) 2D mreza prereza srca. (b) 3D mreza lijeve klijetke.

Slika 4.1: MreZe koriStene u simulacijama.

SKompletni kodovi, video simulacije i detalji pojedinih rjeSenja mogu se pronaéi u
Modeliranje-biofizike-srcanog-tkiva, (6.2.2024.), GitHub, https://github.com/VinkoGitHub/
Modeliranje-biofizike-srcanog-misica, 12.2.2024.
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(a) Longitudinalni smjer src¢anih vlakana. (b) Pocetna vrijednost za V,.

Slika 4.2: Smjer sréanih vlakana i po¢etni uvjet®.

4.1 Pravokutna domena

Inicijalno, model je testiran na pravokutnoj domeni dimenzija 3cm x lcm. Broj to¢aka
na mrezi je 1250, a vremenska evolucija je od ¢t = Oms do ¢ = 500ms za 3 ionska mo-
dela’. Modeli koji su koristeni u ovom radu su modificirani FitzHugh-Nagumo mo-
del (oznaka MFN), Nobleov model (oznaka N) i Beeler-Reuter model (oznaka BR).
Odabrani smjerovi vlakana i pocetni uvjet vidljivi su na Slici 4.2. Pocetni uvjet je
odabran tako da je za x < 0.2cm transmembranski potencijal jednak —50mV dok
je za x > 0.2cm transmembranski potencijal jednak potencijalu mirovanja, odnosno

Vin = —85mV.

Rjesenje V,,(x, t) za navedene modele moze se vidjeti na Slici 4.2. Razvidno je da
se rjeSenja znacajno razlikuju. Ocito je da rjeSenje dobiveno modificiranim FitzHugh-
Nagumo modelom ima najmanju brzinu propagacije, rjesenje dobiveno Nobleovim
modelom ima vec¢u brzinu propagacije dok ono dobiveno Beeler-Reuter modelom
ima najvecu brzinu propagacije. Takoder, podrucje koje ostaje depolarizirano nakon
prolaska svakog od ovih signala je razli¢ito veli¢inom za svaki od modela. Najvece je
za Beeler-Reuter model, a najmanje za FitzHugh-Nagumo model. Iako sa Slike 4.3
nije vidljivo, sustav opisan Nobleovim modelom nakon nekog vremena depolarizirao
bi ¢itavu domenu zato Sto je taj model autooscilatoran i nije pogodan za opis Sire

klase kardiomiocita, ali moze modelirati, na primjer, stanice sinoatrijskog ¢vora.

7Vise informacija o ionskim modelima moZe se prona¢i u dodatku A.
8Na svim slikama dimenzije udaljenosti su prikazane u cm, potencijali u mV i struje u mA.
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(d) t = 100ms, MFN model.
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(b) ¢t = 50ms, N model.
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(c) t = 50ms, BR model.
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(f) ¢ = 100ms, BR model.

ISO,O
12.5
-25.0

-62.5
1.5 2.2 3.0
-100.

(i) ¢t = 300ms, BR model.

I50.0
12.5
-25.0

-62.5
3.0
-100.

(D) ¢ = 500ms, BR model.

Slika 4.3: Usporedba dinamike sr¢anih impulsa uz tri razli¢ita ionska modela na
pravokutnoj domeni.

Na Slici 4.3 vidimo ocekivani rezultat, signal koji se Siri od podrudja koje je de-
polarizirano prema podrucju koje je u stanju mirovanja. Takoder, brzina Sirenja im-
pulsa veca je u podrucju u kojem su vlakna usmjerena paralelno sa smjerom Sirenja

impulsa, kao Sto je i o¢ekivano.



4.2 Usporedba s literaturom

Nakon Sto je pokazana ispravnost racunalnog koda i smislenost rjesenja na pravokut-
noj domeni, slijedi usporedba s rjeSenjima iz [1]. Na Slici 4.4 moZze se vidjeti smjer
sr¢anih vlakana i mjesta stimulacije strujom /,,, koji su odabrani tako da budu sto
sli¢niji onima iz [1]. Domena koja predstavlja presjek sr¢anog misica konstruirana
je u programu Gmsh kako bi bila sto sli¢nija onoj iz [1] jer domena iz literature nije

javno dostupna.

Iako se ne koriste jednaki ionski modeli (ovdje se koristi Beeler-Reuter model
dok se u literaturi koristi model Winslowa [33]), na Slici 4.5 jasno je vidljivo da
su rjeSenja iz literature dosta sli¢na dobivenim rjeSenjima. Stoga, moZe se potvrditi
podudarnost dobivenog rjesenja s onim iz literature. Iako su rjesenja slicna, ona
nisu identi¢na. Podudarnost nije savrSena iz vise potencijalnih razloga — na primjer
koristenje razli¢itih modela, razli¢ite geometrije, smjera vlakana i pocetnih uvjeta,

broja toc¢aka i razmaka medu njima i tako dalje.

Bez obzira na to $to je domena koju koristimo dvodimenzionalna (realno srce je
trodimenzionalno), svejedno ¢emo se i u nastavku uvelike drzati nje zbog jednostav-
nosti i preglednosti. Naime, rjeSavanje ovakvog sustava na trodimenzionalnoj mrezi
srca racunalno je dosta zahtjevnije zbog viSestruko veceg broja tocaka koji se pojav-

ljuju na takvim domenama.

4.7 ; 4.6 -

2.00
3’1 1 3.0 T I1.50
1.4 14 1.00

-0.2 02 Io.soo
0.00

U542 09 29 50 A8 a2 09 29 5o

(a) Longitudinalni smjer sr¢anih vlakana.  (b) Lokacija i iznos stimulacije strujom I,,,,.

Slika 4.4: Smjer srcanih vlakana te lokacija i iznos stimulacije.
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(a) t = 2bms (b) t = 25ms
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(g) t = 290ms (h) t = 290ms

Slika 4.5: Usporedba dobivenih rezultata s literaturom. Lijevo se nalaze rezultati iz
literature, a desno rjeSenja dobivena metodom opisanom u ovom radu.
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4.3 Ogiljno tkivo

U sljede¢em primjeru uvedeno je oziljno tkivo (kao posljedica ishemije) u odredenom
dijelu sr¢anog miSi¢a. Domena, primijenjena struja i smjer sr¢anih vlakana jednaki
su kao i u prethodnom odjeljku (Slika 4.4). Podrudje oZiljnih promjena pokazano je
na Slici 4.6. Na Slici je takoder prikazana tocka u kojoj se potencijal prati u ovisnosti
o vremenu. Oziljno tkivo je modelirano tako da dio tkiva koji je zahvacen ima bitno
smanjenu vodljivost, pa signal kroz taj dio tkiva prolazi otezano ili, ovisno o koli¢ini
za koju je umanjena vodljivnost, biva ugusen. U ovom primjeru u podrudju oziljka,
vodljivost je smanjena otprilike dva puta. To znaci da bi signal tamo trebao dvaput

teze prolaziti.

1.00

0.875
0.750
0.625

0.500

Slika 4.6: Podrudje ishemije i to¢ka u kojoj se biljezi potencijal V,,,. Bojom je prikazan
faktor za koji je vodljivost umanjena u danoj tocki.

Na Slici 4.7 vidi se rjesenje u trenutku ¢ = 100ms za potpuno zdravo tkivo (primjer
iz odjeljka 4.2) i rjeSenje za tkivo sa ishemijom. MoZe se primjetiti da u podrucju
zahvacenom ishemijom signal sporije prolazi pa se u jednakim trenutcima signal kod

zdravog tkiva propagirao dalje od onog kod oziljnog tkiva.
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-25.0

I-62.5
-100.

(a) t = 100ms, zdravo tkivo. (b) ¢t = 100ms, oziljno tkivo.

Slika 4.7: Usporedba rjeSenja zdravog i bolesnog tkiva u ¢ = 100.

U tocki sa Slike 4.6 prate se signali za rjesenja iz potpoglavlja 4.2 i ovog potpo-
glavlja, odnosno zdravi signal i signal s ishemijom. Dobiveni signali nalaze se na Slici

4.8.
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Slika 4.8: Usporedba signala na zdravom i bolesnom tkivu. Puna crvena linija pred-
stavlja zdravi signal dok iscrtkana plava linija predstavlja signal bolesnog tkiva. Na
x-0si nalazi se vrijeme u ms, a na y-osi transmembranski napon u mV.

Kao Sto je ocekivano, signal kod oziljnog tkiva kasni za signalom kod zdravog
tkiva. Kako je kod ishemije propagacija signala otezana, prirodno je da se dogodi
opisana pojava. Takoder, vazno je primjetiti da iako jedan kasni za drugim, oblici

signala kod primjera sa ishemijom i zdravog primjera ne razlikuju se bitno.
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4.4 Usporedba jednodomenskog i dvodomenskog modela

Kako je jednodomenski model aproksimacija dvodomenskog, prirodno je usporediti
rjeSenja koja dva modela daju. U tu svrhu oba modela rijeSena su na jednakim do-
menama i uz iste pocetne uvjete. Kao i u proslom primjeru, domene i pocetni uvjeti
jednaki su kao i u odjeljku 4.2, a od tamo je preuzeto i zdravo dvodomensko rjesenje

s kojim se usporeduje jednodomensko rjesenje.

Kako jednodomenski model sadrzi parametar ), potrebno je odrediti nacin za
odredivanje iznosa tog parametra. Ovdje Ce se pratiti pristup iz [34] prema kojem se

parametar \ dobije tako da se minimizira izraz

l l

Oc 0,

ol = A|ot (4.1)
n n

Oe 0;

Kao sto je u ¢lanku navedeno, minimalna vrijednost tog izraza dobije se metodom
najmanjih kvadrata i slijedi A = 0.8 pa je ta vrijednost koristena i ovdje. U jednakoj
tocki kao i u odjeljku 4.3 (Slika 4.6) prati se signal u svim vremenskim trenutcima i na
grafu se prikazu rjeSenja za jednodomensko i dvodomensko rjeSenje. Dobiveni signali
prikazani su na Slici 4.9 na kojoj se jasno vidi da se jednodomensko i dvodomensko
rjeSenje uvelike poklapaju te se moze zakljuciti da je jednodomenski model u ovom
slucaju poprilicno dobra aproksimacija dvodomenskog. Nadalje, vrijeme rjeSavanja
sustava modeliranih jednodomenskim modelom je do 10 puta manje od vremena

rjeSavanja sustava modeliranih dvodomenskim modelom uz iste pocetne uvjete.

Stoga, jednodomenski model moze se zbog svoje jednostavnosti i brzine koristiti
kao prakticna zamjena za dvodomenski model u nekim situacijama gdje iznimna
preciznost nije od velike vaznosti i gdje je od interesa kvalitativno, a ne kvantitativno

rjeSenje.
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Slika 4.9: Usporedba jednodomenskog i dvodomenskog rjeSenja. Puna crvena linija
predstavlja dvodomenski signal dok iscrtkana zelena linija predstavlja jednodomen-
ski signal. Na z-osi nalazi se vrijeme u ms, a na y-osi transmembranski napon u mV.

4.5 Rjesenje na 3D mrezi

Trodimenzionalna mreza koja se koristi u radu model je lijeve srcane klijetke i sadrzi
znatno veci broj konac¢nih elemenata od prethodno koriStenog dvodimenzionalnog
modela prereza srca. Posljedi¢no, racunalno je dosta zahtjevnije rjeSavati jednadzbe
na ovoj domeni pa se stoga, zbog jednostavnosti, umjesto Beeler-Reuter modela ko-
risti modificirani FitzZHugh-Nagumo model. Pocetni uvjet postavljen je tako da je
tkivo depolarizirano u vrsku srca (lat. apex) a ostatak klijetke je u stanju mirovanja.
Smjer sr¢anih vlakana skupa sa prikazom transmembranskog potencijala u pocetnom
trenutku moze se vidjeti na Slici 4.10. Normalni smjer na snopove odabran je tako
da pokazuje u z-smjeru i time je okomit na longitudinalno pruzanje srcanih vlakana

koja se nalaze u = — y ravnini.

Na Slici 4.11 vidi se dinamika sr¢anog signala u 4 vremenska trenutka. Signal se
Siri od vrska lijeve klijetke prema lijevoj pretklijetki kao Sto je i ocekivano. Iako izgled
signala i brzina nisu fizikalno ispravni, svejedno se moze re¢i da se dobiju kvalitativno
smislena rjeSenja i za trodimenzionalnu domenu te da se uz jacu racunalnu mo¢
mogu simulirati ishemije i razne druge modifikacije i na realnim trodimenzinalnim

modelima srca.
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(a) Longitudinalni smjer srcanih vlakana. (b) Pocetna vrijednost V.

Slika 4.10: Smjer srcanih vlakana i pocetna vrijednost transmembranskog potenci-
jala.

(¢) t = 1500 ms (d) t = 2000 ms

Slika 4.11: Propagacija signala kroz lijevu klijetku.
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5 Zakljucak

U radu je opisan rad sr¢anog misSi¢a, pojam elektrokardiograma i akcijskih potenci-
jala. Dan je iscrpan pregled literature na tu temu te je izveden matematicki model
opisa srcanog misic¢a. Izvedene su dvodomenske jednadzbe i iz njih jednodomenski
model kao aproksimacija. Opisano je kako se modeliraju vodljivosti srca i njihova
veza sa sr¢anim vlaknima. Pokazan je numericki algoritam kojim se dvodomenski i
jednodomenski sustavi rjesavaju, uklju¢ujuci Strangovu podjelu operatora i Runge-
Kutta metode. Dana je varijacijska ili slaba forma jednadzbi koja se moZze koristiti u

metodi konac¢nih elemenata.

Cijeli sustav rijeSen je za niz primjera. Na pravokutnoj domeni zakljuceno je da
sustav daje smislena rjeSenja te da se moze koristiti na kompleksnijim domenama.
RjeSenje na dvodimenzionalnom presjeku srca usporedeno je s onim iz literature te
je zakljuCeno da se dva rjeSenja podudaraju. Nakon toga, jednadzbe modela rijesene
su na domeni oziljnog tkiva i to rjeSenje usporedeno je sa zdravim rjeSenjem. Za-
kljuCeno je da signal ima manju brzinu propagacije kroz tkivo zahvaceno oziljkom.
Sljedece, usporedeni su jednodomenski i dvodomenski modeli i zaklju¢eno je da je
jednodomenski model poprilicno dobra aproksimacija dvodomenskog i da se moze
koristiti kao jednostavna i brza zamjena dvodomenskog modela u simulacijama. Na
kraju je dvodomenski model rijeSen na trodimenzionalnoj mrezi koja predstavlja li-
jevu klijetku. Za ionski model koriSten je reparametrizirani FitzHugh-Nagumo model
te je zakljuCeno da se dobiveno rjeSenje slaze s ocekivanjem i potvrdeno je da sustavi

daju smislene rezultate i na dvodimenzinalnim i na trodimenzionalnim domenama.

Dobiveni rezultati mogu se poboljsati koriStenjem naprednijih ionskih modela,
realnijih mreza koje predstavljaju sr¢ani misi¢, mreza s boljom prostornom rezo-
lucijom i boljom raspodjelom konac¢nih elemenata, koriStenjem procesora s vecom
racunalnom mod¢i, paralelizacijom racunalnih procesa i tako dalje. Takoder, dvodo-
menski i jednodomenski model mogu se koristiti u kombinaciji s drugim modelima
kako bi se povecala njihova robustnost i kvaliteta rezultata. Tako se dvodomenski
model moze upariti s modernim metodama umjetne inteligencije [36] kako bi se do-

bili bolji rezultati.
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Ovaj rad dobra je polazna osnova za kompleksnije simulacije kao sto su simula-
cija kompletnog sr¢anog misi¢a uz razne modifikacije tkiva ili svojstava miokarda.
Takoder, u model se moze dodati i vezanje sr¢anog miSi¢a s ostatkom tijela te se na
taj nacin mjerenjem potencijala na standardiziranim tockama na povrsini tijela moze

ocitati EKG signal koji se onda moZe usporedivati s realnim EKG signalima.
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Dodaci

Dodatak A Ionski modeli

A.1 Modificirani FitzHugh-Nagumo model

Modificirani FitzHugh-Nagumo model temelji se na originalnom FitzHugh-Nagumo
modelu, uz modifikaciju kao u [32] i skaliranje parametara tako da vrijednosti budu
fizikalne [1]. Model se sastoji od dvije vezane diferencijalne jednadzbe za transmem-

branski potencijal V,,, i pomo¢nu varijablu w

de C1

F - VT(Vm - V;”est)(vm - ‘/th)(v;)eak - Vm)
amp . (A.1)
_—2<Vm - ‘/Test)w + Iappa
amp
dw
E = b(Vm - V;“est - ng), (AZ)

gdje je definirano V.., = Vpeak — Viests t€ Vi, = Viest + aVimp. Da bi rjeSenje Sto
vjernije predstavljalo eksperimentalno mjerene akcijske potencijale, za parametre su

koristene vrijednosti iz [1] koje se mogu vidjeti u Tablici A.1.

L a | b | a | e ] Vi | Ve | Cn |
1013 ]0.013]0.26 |01 [1.0] —85[ 40 | 1.0 |

Tablica A.1: Parametri modificiranog FitzHugh-Nagumo modela (preuzeto iz [1])

Ako se napravi ovakav odabir parametara onda slijedi da je V;;, = —68.75mV, a
rjeSenje za pocetne vrijednosti V? = —85mV, w® = 1 i primjenjenu struju jakosti

Iopp = 10mA u vremenskom rasponu od 50ms do 53ms moze se vidjeti na Slici A.1.

A.2 Nobleov model

1962. godine D. Noble predlozio je model koji opisuje sr¢ane stanice, odnosno sr¢ane

potencijale. Konkretno, Noble je konstruirao model koji opisuje Purkinjeova vlakna,
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Slika A.1: Oblik akcijskog potencijala modificiranog FiztHugh-Nagumo modela. Na
x-osi nalazi se vrijeme u ms, a na y-osi transmembranski napon u mV.

a uzima u obzir dinamiku iona kalija i natrija. Model se sastoji od jednadzbi koje opi-
suju dinamiku transmembranskog potencijala V,, i jednadzbi koje opisuju dinamiku

pomoc¢nih varijabli m, nih

dVi,

—me = gNa(Vm - VNa) + (9K1 + ng)(Vm - VK) - [appa (A.3)
d
d_.g - Ofg(vm)<1 - g) - 6g<vm)g7 g < [mu n, h] (A4)

U prethodnim jednadzbama je

_ Vin +90 Vin +90 _
9K, = 9K2n4, 9K, = 1'2€Xp (_ 50 )+0015 exXp ( 60 ) y  gNa = gNam3h+gi7

dok su parametri dani u Tablici A.2.

Tablica A.2: Parametri Nobleovog modela (preuzeto iz [1])

Na kraju, preostaje definirati joS «, i 5, iz (A.4). Obje varijable su oblika
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_ o _ Crexp(Co(Vin — Vo)) + C3(Vin — Vo)
Oég N Bg - 1 + C4 eXp(C'5(Vm — Vb)) ’ (AS)

gdje se parametri za pojedine «y i 5, mogu prona¢i u Tablici A.3.

o & | & [ ] 6 [ W |

O 0 0 0.1 —1.0 | =1/15 | —48.0
Bm 0 0 —0.12 | —=1.0 0.2 —8.0
ap || 0.17 | =1/20 0 0 0 -90
Bh 1.0 0 0 1.0 —0.1 | —42.0
o, 0 0 0.0001 | =1.0 | —=0.1 | —50.0
B || 0.002 | —1/80 0 0 0 -90

Tablica A.3: Parametri varijabli o, i 5, Nobleovog modela (preuzeto iz [1]).

Za vizualizaciju u ovom slucaju nije potrebno pobudivati sustav primjenjivanjem
struje jer je, kao Sto je ve¢ naglaseno, sustav autooscilatoran. Stoga, odabrane su
samo pocetne vrijednosti V0 = —85mV, m® = 0.0, k% = 0.9, n® = 0.6 i rjeSenje uz

takav odabir moze se vidjeti na Slici A.2.
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Slika A.2: Oblik akcijskog potencijala Nobleovog modela. Na z-osi nalazi se vrijeme
u ms, a na y-osi transmembranski napon u mV.

Sa Slike A.2 ocito je da se akcijski potencijali aktiviraju bez pobude i periodicki.
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A.3 Beeler-Reuter model

Iako Nobleov model dobro opisuje sr¢ani akcijski potencijal, ipak posjeduje niz pro-
blema. Naime, model je autooscilatoran pa ne moZze opisati ve¢inu sr¢anih stanica
koje u principu nisu samopobudljive. Takoder, u njemu nije uzeta u obzir dinamika
iona kalcija. G.W. Beeler and H. Reuter stoga su 1975. godine konstruirali model [8]
koji opisuje ventrikularne stanice koje zapravo sacinjavaju vecinu srca za razliku od
stanica Purkinjeovih vlakana koje modelira Nobleov model. Ovaj model uzima u ob-
zir i dinamiku iona kalcija te nije autooscilatoran tako da je pogodan za opis vecéine
srcanog tkiva. Model sadrzi jednadzbe koje opisuju dinamiku transmembranskog po-
tencijala V;,,, pomo¢nih varijabli m, h, j, d, f i = te dinamiku intracelularne koncen-

tracije kalcija c koja je zbog zgodnijeg zapisa skalirana kao ¢ := 10"[Cal;. Jednadzbe

glase
dV,,
_Omg = INa+IK+]ac+]s _Iappa (A6)

de
— =0.07(1—-¢)—-1 A.
N 0.07(1 —¢) — I, (A.7)

dg .

i ag(Vi)(1 = g) = By(Vim)g, g € [m,h,j,d, f, ] (A.8)

Koeficijenti oy i 3, imaju jednaki oblik kao i u Nobleovom modeu i parametri za njih

mogu se pronaci u Tablici A.4.

L a | 6 [Gfa] & | V|
o 0 0 1 [ —1] —0.1 | —-47.0
Bm || 40 | —0.056| 0 | 0 0 | -720
an || 0126 | =025 | 0 | 0 0 | -770
B, |l 17 0 0| 1 |—-0082|-225
a; | 0055 | =025 | 0 | 1 | —02 | —78.0
B |l 03 0 0 1| —01 |—320
ag || 0.095 | —0.01 | 0 | 1 |—-0072| 5.0
By |l 007 | 0017 0| 1 | 005 |—44.0
ay || 0012 | —0.008 | 0 | 1 | 0.15 | —28.0
Br | 0.0065| —0.02 | 0 | 1 | —02 | —30.0
a, | 0.0005| —0.083 | 0 | 1 | 0.057 | —50.0
B, 11 0.0013| —0.06 | 0 | 1 | —0.04 | —20.0

Tablica A.4: Parametri varijabli o, i 3, Beeler-Reuter modela®.

°Iako su parametri ve¢inom preuzeti iz [1], primje¢eno je je rjeSenje sa svim parametrima iz [1]
nefizikalno pa su neki od njih popravljeni usporedbom s [8].
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Za ovaj model je C,, = 1.0uF/cm?, a ostale veli¢ine koje se nalaze u jednadzbama

definiraju se na sljedeéi na¢in'®

Ing = (4m*hj +0.003)(V;, — 50),

exp(0.04(V,,, +85)) — 1
" exp(0.08(V, + 53)) + exp(0.04(V,,, + 53)
Vi, + 23
1 — exp(—0.04(V,, + 23))’

exp(0.04(V;, +77)) — 1
exp(0.04(V,,, + 35)) '

I, =0.09fd - (V,, —127.698 + 13.0287 In ¢).

]}( =14 —+

0.07 -

I, =0.82

Ako se pocetne vrijednosti odaberu kao V2 = —85mV, ¢ = 1.0 m® = 0.011, h° = 0.99,
7% =097, d® = 0.003, f® = 1.0, 2° = 0.0074 i ako se primjeni struja jakosti I,,, =
10mA u vremenskom rasponu od 50ms do 53ms, dobiveno rjeSenje modela moze se

vidjeti na Slici A.3.
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Slika A.3: Oblik akcijskog potencijala Beeler-Reuter modela. Na z-osi nalazi se vri-
jeme u ms, a na y-osi transmembranski napon u mV.

Usporedbom sa stvarnim akcijskim potencijalom srcanih stanica, vidi se da ovaj
model daje rjeSenje koje je dosta sli¢nije eksperimentalno dobivenim podatcima od

npr. modificiranog FitzHugh-Nagumo modela.

10Neke od ovih veli¢ina nisu jednake kao u [1] jer je primje¢eno da model ne daje fizikalne rezultate
koristenjem tih vrijednosti pa su promijenjene da bi bile kao u originalnom radu [8].
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