Elektron izmedu necistode i vodljive vrpce

Polovié¢, Frana

Master's thesis / Diplomski rad

2024

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Science / SveuciliSte u Zagrebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://um.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:700954

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-05-16

W £,
% £,
S S
é‘? % Repository / Repozitorij:
27% 5—* Repository of the Faculty of Science - University of
2 g Zagreb
9, Nad
% S
O‘Pﬂ/ r‘{\t’*'
0. MaTEMP

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLIL

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:700954
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/pmf:12855
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:12855
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:12855

SVEUCILISTE U ZAGREBU
PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKI FAKULTET
FIZICKI ODSJEK

INTEGRIRANI PREDDIPLOMSKI I DIPLOMSKI SVEUCILISNI STUDIJ
FIZIKA; SMJER: NASTAVNICKI

Frana Polovic¢

Diplomski rad

Elektron izmedu necistoce i vodljive vrpce

Voditelj diplomskog rada: prof. dr. sc. Denis Sunko

Ocjena diplomskog rada:

Povjerenstvo: 1.

2.

Datum polaganja:

Zagreb, 2024.



Zahvaljujem se prof. dr. sc. Denisu Sunku na mentorstvu tijekom pisanja diplomskog rada
bez ¢ije pomoc¢i 1 motivacije ne bih uspjela. Posebno sam zahvalna na njegovom
raspolaganju za pitanja te vjeri u uspjeh u trenucima kad sam bila spremna odustati. Pristup
i nacin rada prof. dr. sc. Sunka trudit ¢u se primijeniti u svojem budu¢em radu kao nastavnica

fizike.

Takoder, zahvaljujem se i kolegama s istrazivatkog smjera, Sari Zeko i Lovri Saravanji, koji
su mi pomogli svladati razliku izmedu nastavni¢kog i istraZivackog smjera koja je bila

potrebna za pisanje ovog rada.

Rad posvecujem obitelji 1 bliskim prijateljima koji su bili uz mene tijekom cijelog

Skolovanja.



Sazetak

Diplomski rad opisuje pristup problemu lokaliziranih stanja iona u poluvodicu koji je prvi
put predlozen u ¢lanku K. A. Kikoin, V. N. Flerov: ,,Struktura elektrona i funkcija
distribucije lokaliziranih stanja u Andersonovom modelu. Dielektri¢na faza (1979.)“. Zbog
nekonzistentnosti u dotadasnjim pristupima koje su u ¢lanku objasnjene, predlaze se taj
pristup koji ravnopravno tretira elektrone na necisto¢i i one u vrpci. Kanonskom
transformacijom dobije se efektivni hamiltonijan koji je za poluvodi¢ku fazu moguée
tretirati aproksimativno bez nekonzistentnosti karakteristi¢nih za pristup molekularnog

polja.

Kljuéne rijeci: poluvodicka faza, kanonska transformacija



Electron between an impuritiy and conduction

band

Abstract

Diploma thesis describes an approach to a problem of localized states of ions in
semiconductors that was first proposed in the article K. A. Kikoin, V. N. Flerov: ,,Electron
structure and distribution function of localized states in the Anderson model. The dielectric
phase (1979.)“. Because of inconsistencies in previous approaches, that are explained in
the article, this approach suggests treating electrons on impurity and those in a band
equally. Using canonical transformation effective Hamiltonian is obtained that can, for
semiconducting phase, be treated approximately without inconsistencies characteristic for

molecular field approach.

Keywords: semiconductor phase, canonical transformation
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1. Uvod

Svrha ovog diplomskog rada je predstaviti pristup rjeSavanju problema lokaliziranih
stanja iona tranzicijskih d (ili f) metala (necistoce) s jakom interakcijom unutar atoma u
poluvodicu koji su 1979. godine predlozili K. A. Kikoin i V. N. Flerov. [4] Primijetili su da
do tad koriStene metode nisu bile uspjesne jer nisu uzimale u obzir superpoziciju stanja koja
postuju razlicite distribucijske funkcije. To¢nije, u ovom slucaju, trebalo je uzeti u obzir
hibridizaciju Fermijevih elektrona iz vrpce (koji imaju Fermijevu distribuciju) i jako
koreliranih atomskih stanja (koja imaju Gibbsovu distribuciju). Nakon §to su pokazali zaSto
dotadasnji pristupi nisu konzistentni, predlozili su novi pristup bez tih nekonzistentnosti. Do
tad se koristio Andersonov model koji se koristi i ovdje, ali sada se problem nece rijesiti
aproksimacijom molekularnog polja. Uvodenje molekularnog polja u Andersonov

hamiltonijan nije davalo dobre rezultate iz vise razloga:

1) Ako se za interakciju koristi Hartree-Fock aproksimacija, zanemaruje se navedeni
problem mijeSanja stanja (superpozicije), odnosno i vrpca i atomska stanja smatraju se
fermionima s dvostruko popunjenim nivoima §to ide protiv pravila za popunjavanje
lokaliziranih stanja.

2) Alternativno se moze potpuno uzeti u obzir hamiltonijan necistoce, a za hibridizacijski
¢lan koristiti aproksimacija molekularnog polja. Ovdje se (za razliku od prvog pristupa)
uvodi zabrana da se dva elektrona suprotnih spinova nadu u blizini atoma necistoce, ali
se ista zabrana ne uvodi za Blochove elektrone. Glavni problem ovdje je da dobivena
atomska distribucijska funkcija nece u rjeSenju dati cijeli broj elektrona zbog toga Sto se
mijeSaju stanja opisana na razli¢ite nacine (sa i bez uvodenja zabrane). 1z tog razloga ne

moze se znati kada je elektron u necisto¢i, a kada nije.

Novi pristup se sastoji od dva dijela: konstrukcija valne funkcije elektrona necistoée ¢ija su
d stanja pomijesana sa stanjima poluvodica (domacina) u kojem se necistoca nalazi, a nakon
toga se joS uzme u obzir jaka kulonska interakcija izmedu elektrona 1 unutarnjih elektrona d

ljuske.

1.1. Andersonov model necistoée

Eksperimentalno je utvrdeno da se na ionima metala iz skupine Zeljeza otopljenima u

nemagnetskim metalima javljaju lokalizirani magnetski momenti te da je ta pojava vrlo



raSirena. Andersonov model [1] je pojednostavljeni model kvantnog stanja metala u kojima

takvi momenti postoje. Model je najbolje opisati hamiltonijanom:
H = Hpana + Himp + Hcoup

Hypang je energija sustava slobodnih elektrona (vrpce), Himp je energija atoma necistoce i

Hcoup Je Clan preskoka iz vrpee u necistocu i obrnuto.

Hyang = Z ExNke
ko

€y — energija stanja slobodnog elektrona
Ny, — operator broja za moment £ 1 spin o

U notaciji druge kvantizacije Nys = CpsCrs 2dj€ SU Chy 1 € Operatori stvaranja i ponistenja.
Himp = Z Engs + Unging,
o

Prvi ¢lan je energija d stanja atoma necistoce, a drugi ¢lan je odbojni potencijal unutar atoma
necistoce.

— + * .+
Hcoup - z tkcdccko + tkckccdo
ko

Ovdje t; predstavlja vjerojatnost preskoka iz atoma u vrpcu 1 obrnuto.

1.2. Hubbardov hamiltonijan

Hubbardovim hamiltonijanom [5] opisuju se gibanja i interakcije elektrona u ¢vrstim
tijelima na S§to jednostavniji nacin. Zbog jednostavnosti, napravljeno je nekoliko
pretpostavki: poloZaj jezgara smatra se fiksiranim (postoji reSetka atoma na kojoj se krecu
fermioni), u atomu postoji samo jedan energijski nivo i uzima se u obzir samo interakcija
izmedu dva elektrona na istom ¢voru (atomu). Zbog Paulijevog principa, moguce su samo 4
konfiguracije: 1) prazno, 2) jedan fermion sa spinom gore, 3) jedan fermion sa spinom dolje
i 4) dvostruka okupacija spinskim parom. Clan interakcije elektrona bit ¢e nula za

konfiguracije 1), 2) 1 3), a imat ¢e vrijednost U za konfiguraciju 4).

U ¢lanu kineticke energije uniStava se fermion na jednom ¢voru 1 stvori se na susjednom

¢voru, a faktor preskoka ¢ odreden je preklopom valnih funkcija atoma. Zbog toga Sto valne



funkcije eksponencijalno padaju, ima smisla promatrati samo preskoke izmedu najblizih
atoma u resetci (aproksimacija prvih susjeda).

H=-t z (chae + cibeie) + Uz njnyy — ,uZ(an + 1)
(o j Jj

(1)

Prvi ¢lan predstavlja kineticku energiju ((j, 1) naglaSava da se preskok moze dogoditi samo
izmedu dva susjedna ¢vora), drugi ¢lan predstavlja energiju medudjelovanja elektrona (U se
pojavljuje samo ako je ¢vor dvostruko okupiran) i u tre¢em c¢lanu kemijski potencijal
kontrolira popunjavanje ¢vorova. Naj¢eSce se promatraju situacije s polu-popunjenim
¢vorovima (jedan fermion po ¢voru) zbog svojih zanimljivih ponaSanja.

Jedan primjer je periodicki Andersonov model koji opisuje varijantu Hubbard
hamiltonijana. Postoji vodljiva vrpca s ¢;' operatorom stvaranja i lokalizirana vrpca s d;f
operatorom stvaranja u kojoj lokalizirana orbitala s interakcijom nije ista koja €ini vodljivu

vrpcu.
+ + + + 1 1
H=-t (Cjo'CIO' + ClGCjO') +V (Cjo'dIO' + dIO'CjO') +U nd]-T — E ndjl — E
jlo jlo j

- HZ(chT +ngjy + Ny + Ng;j1)
j

)

Drugi ¢lan je hibridizacijski ¢lan. Prelaskom u reciproc¢ni prostor i dijagonalizacijom
hamiltonijana dobije se izraz za strukturu vrpce i gustocu stanja. MoZe se dobiti egzaktno

samo za male reSetke.

Prema Andersonovom modelu Kikoin 1 Flerov [4] piSu hamiltonijan atoma necistoce
s nepopunjenom ljuskom stavljenog u kristalnu reSetku s periodickim potencijalom

H:Hc+Hi+Hci+H,

3)

U tom hamiltonijanu ukljuceni su ¢lan koji opisuje stanja elektrona u kristalnoj reSetki H,

¢lan koji opisuje stanja elektrona necistoce H; 1 hibridizacijski ¢lan H,;.

H, = Z ExoNio
ko

3



N| S

H; = E4 z Nge + 2 NgoNd—o
o g

He = Z JiCisCas + H.C.
K

Potpuno se uzimaju u obzir kulonske interakcije lokaliziranih stanja na necisto¢i pa tako
gledamo interakciju valentnih elektrona jednih s drugima i s elektronima nepopunjene ljuske

necistoce te interakciju unutar atoma. Zbog toga se uvodi hamiltonijan

H=H +E,4 Z Ngs + He + z z (aB|W[ys) Cgolcé—czcﬁcrzcyal

c aBys 0,0,
4)

gdjeje o, B,v,8 = k,d ioperator W = |# — 7|71

Glavna ideja njihove metode je ponistiti hibridizacijski ¢lan kanonskom

transformacijom (kako je napravljeno u Dodatku 1). Transformiraju se stanja bez interakcije

|ko), |do) u hibridizacijska stanja |EG), |dc) te se dobije novi (transformirani) hamiltonijan
~ ﬁ ~ ~ ' ~0 <\ x4+ =+ = ~
H= Z Ei s + Ez flig Nj—g + He + Z (O(BIWIYS) Cao,CBo,C80,Cy0,
[¢) (e}

)

Hamiltonijan (5) daje bolji opis od hamiltonijana (4) u smislu statistike atoma necistoce jer
sadrzi sve interakcije elektrona lokaliziranih na necisto¢i 1 kao rezultat dobije se dobra
distribucijska funkcija. Sada stanja necisto¢e imaju ispravnu atomsku statistiku jer se u njima
uzima u obzir mijeSanje valnih funkcija elektrona iz nepopunjene ljuske s elektronima

reSetke (kontinuuma) . Dobije se distribucijska funkcija
fo(E) = [2 + exp(B(E; — w)]™
(6)

koja daje tocan okupacijski broj. Kada se u obzir uzmu i interakcije izmedu stanja

kontinuuma, sve zajedno daje zavrsni efektivni hamiltonijan.



2. Kanonska transformacija

Kanonskom transformacijom moze se rijesiti problem faznog prijelaza poluvodi¢-metal
s promjenom valencija. Za opis faznih prijelaza s promjenom valencije Cesto se koristi
aproksimacija jednog Cvora (pojednostavljenje kojim se ponasanja kompleksnih sustava
aproksimiraju promatranjem samo jedne jedinice sustava; u Andersonovom modelu
promatra se jedan atom necisto¢e izoliran od ostatka sustava). U ovom slucaju ta
aproksimacija nije pogodna jer ne mozemo izolirati necisto¢u od ostatka sustava, vec je
moramo promatrati u vezi (interakciji) s kristalnom reSetkom (domacdinom). Imamo
periodicku strukturu atoma s nepopunjenim f ljuskama aproksimiranu atomima necistoce
izmedu kojih nema interakcije. Taj sustav opisan je Andersonovim hamiltonijanom, a fazni
prijelaz dolazi iz kulonske interakcije izmedu vodljivih elektrona i f elektrona. Problem se
javlja kada atome (Evorove) unutar aproksimacije jednog ¢vora treba zamijeniti periodickom
reSetkom, a takav opis preko Andersonovog hamiltonijana zahtjeva uvodenje samosuglasnog

polja §to Zelimo izbjeéi zbog ranije spomenutih nedosljednosti.

Moze se istrazivati ponaSanje sustava u slucaju hibridizacije preko dielektricne faze

bez molekularnog polja, ali uz aproksimaciju u efektivnom hamiltonijanu

H= Eiz flge(1 — g o) + (2E; + U)figefig_o + z (ExSir + Wi EioCrer
o kk'c

+ Z(giké(-{cﬁd—oekg + H.c.)
ko

Kk’  ~+ «~ Rk ~+ = ~+ «~
+ZZ(Ui ndcckcfckrcr—]i cdccdofckclckor)
kk! oo’

(7)
gdje su gy, = (dd|W|dk), Ul-kk’ = (dk|wW|dk') i]l-kk’ = (dk|W|k'd), prema teoriji spojeva
mijeSanih valencija zanemare se Cetvrti i Sesti Clan tog hamiltonijana pa se dobije

hamiltonijan

H =B ) figg(1 = figg) + (28 + D)iigglia—s + ) Eyllotuo
o

X0

(8)



Prema teoriji prijelaznih metala, tradicionalno su se za ionsku sredicu uzimala
unutarnja stanja s popunjenim ljuskama, no, za potrebe ovog problema, koristi se drugaciji

koncept. Kao kriterij odredivanja ionske sredice koristi se izraz
Epn —Ep_1p = 1
)

iz kojeg se vidi da se duboki nivoi javljaju u zabranjenoj vrpci poluvodica kada je energija
dodavanja elektrona atomskoj ljusci reda velic¢ine kemijskog potencijala sustava pa za ionsku
sredicu vrijedi da njezina energija vezanja u ljusku mora biti vec¢a od kemijskog potencijala

sustava, a valentni elektroni su zadnji jedan ili dva elektrona u ljusci. [4]

Ukratko, prvo se odvoje valentni elektroni i za njih konstruira dobra valna funkcija
koja ima kristalnu simetriju i hibridizirana je s Blochovim elektronima, a onda se poveze is
elektronima ionske sredice. Prvo promatramo opceniti oblik hamiltonijana atoma necistoce

s nepopunjenom ljuskom

(10)

gdje H, opisuje stanje elektrona u periodickoj kristalnoj resetki, H; opisuje stanje slobodnog
atoma necistoce, H; je hibridizacijski ¢lan i H' sadrzi sve interakcije osim elektrostatskih
interakcija unutar atoma (koje su ve¢ sadrzane u H;). Ovdje su uzete u obzir elektrostatske
interakcije elektrona jednih s drugima 1 s elektronima u nepopunjenoj ljusci te interakcije

unutar atoma Anderson — Hubbard:

H=H; + Z Z <O(B|W|Y8> C(-:(_G1C§02C80'2Cy01

apyd oy0;

Hl =HC+EdanG+HCi

[¢)

(11)

U hamiltonijanu (11) transformiramo stanja ko, do u hibridizirana stanja ko, do.
Kako je pokazano u Dodatku 1, time se dobije transformirani hamiltonijan jednog elektrona
Hy (&)
H;(¢) = Z EiCiCas + Z (ExSpir + Wik )EisCi's
o kk'c
6



gdje su

~ N Ik
Cdo=(1+M) 1/2<Cd0_ZEk—E-CkG>
i

g [1—-(Q@Q+M)/2 Ikr p
Ek _ Ei M’ - Ek, — Ei Crig c

Cko = Cxo + (1 + M")7Y2

Matri¢ni element W,/ se zanemaruje.

Zamjenom Cg,, Cro S Cag» Cro U hamiltonijanu (4) dobije se transformirani hamiltonijan (5).

3. Fazni prijelaz poluvodi¢-metal s promjenom valencije

Metodom kanonske transformacije mogu se rijesiti neki fizikalni problemi bez uvodenja
samosuglasnog molekularnog polja. Jedan takav problem je fazni prijelaz poluvodi¢-metal

s promjenom valencije, ranije opisan u uvodu.

Kikoin i Flerov iskoristili su metodu koju su predlozili Hewson i Riseborough te pomocu
nje, iz hamiltonijana (8), dobili izraz za srednji broj elektrona u lokaliziranom stanju u

ovisnosti o kemijskom potencijaluna T = 0:

N; = [Nt —N juSO(w)doo] / [1 +N fusl(u))doo]
(12)

gdje je S, gustoca stanja slobodnih elektrona kontinuuma, a S; dodatna gustoc¢a stanja koja

se javlja zbog kulonskog rasprSenja. [4]

3.1. Hewson-Riseborough metoda
Hewson 1 Riseborough [3] promatraju jedan jako korelirani lokalizirani nivo 4f

karaktera (npr. Fe) 1 putujuca stanja vrpce d (npr. Ge). Hamiltonijan tog sustava glasi:

fl= 2 E£5E, + Z UpfE,F* g + Z € ,(K)diodio + Z Usaf £, dyor
o o ko kk'oco’

) Via(K) X (£ do + dfofo)
ko

(13)



Urq — odbojna interakcija f elektrona i putujucih elektrona
Via (E) — matri¢ni element hibridizacije (Vrq (E) = 0)

€ d(E) — energijski nivoi neperturbiranih elektrona vrpce

Zanemaruju zadnji ¢lan hamiltonijana (13) 1 spinsku ovisnost te rjeSavaju problem
preko srednjeg polja. Demonstriraju da se za H.; = 0 moze pronaci egzaktno rjeSenje za
valentno ponasanje te iz jednadzbi gibanja dolaze do Greenovih funkcija za putujuce vrpce
elektrona. Greenove funkcije moguce je izvesti iz jednadzbi gibanja zbog toga §to svojstvo
idempotencije broja elektrona zatvara jednadzbe gibanja. Metoda je opisana u Dodatku 2.
Broj 4f elektrona Y..(f5f5) dobije se iz definicije termalnog prosjeka operatora (trag

spektralne funkcije daje gustocu stanja).

Z(f+f ) = ZO'Tr {exp[—B(ﬁ - HN\)]f;—fG}
~ o Tr {exp[—B(ﬁ - ,LlN)]}

Dalje, generaliziraju ovaj model za slu¢aj kada u uzorku ima N, lokaliziranih 4f nivoa
(umjesto samo jednog) pa se sada moze izracunati kemijski potencijal. Za konac¢no male

koncentracije N; /N tih lokaliziranih stanja jednadzba kemijskog potencijala glasi:

Mow =N [ F@po@)0 Y NN 1) = G2 )
x [ 7@ a0 + NN Y G o f )

x [ r@ip @0+ N Y )
(14)

N¢ot — ukupan broj elektrona u uzorku

Ap, (w) — promjena gustoce stanja vrpce (Apg(w) = 0, Apy(w) = 1)

Za lantanoide, itrij 1 skandij (tzv. rijetke zemlje), kulonska interakcija izmedu dva

elektrona u 4f nivou Uy jako je velika Sto smanjuje vjerojatnost da 4f nivo bude dvostruko



okupiran na zanemarivo malu razinu pa se zbog toga moze postaviti {f;' f,ffs) = 01i

jednadzba (14) svede se na izraz

(15)

Jednadzbu (15) rijesili su graficki za T = 0. [3] Vrijednosti Y. ,{f; f) i u (sa SL. 1) izraunaju
se iz tocaka gdje se sijeku dvije krivulje. Postoje tri faze prema kojima (a) presjeca (b):
Ylf fs) = 0, X{fs f,) = 11 neka srednja vrijednost izmedu 0 i 1. Rezim mije$anih
valencija je mali i raste s porastom broja 4f ¢vorova jer se (b) spusta i izravnava. Prijelazi iz
osnovnih stanja u mijeSane valencije (u ovom slucaju je djelomi¢no popunjena d, a
djelomicno f ljuska) su kontinuirani i postoji samo jedan prijelaz u mijeSano stanje kako se

energija necisto¢e mijenja.

FE

Sl. 1. Graficko rjesenje jednadzbe 15.
(a) — lijeva strana jednadzbe, (b) — desna strana jednadzbe.

Kikoin i Flerov preuzimaju njihovu ideju i u nju dodaju hibridizaciju. Na taj nacin dobije se
hamiltonijan (8).

Koristenjem Hewson-Riseborough metode za (8) dobije se izraz (12) za srednji broj
elektrona u lokaliziranom stanju kao funkcija kemijskog potencijala na temperaturi T=0.

Pomocu Greenove funkcije (32) iz Dodatka 2 moZe se odrediti gustoca stanja:

1
p(w) = - ImG,,.(w)



Odnosno, odredi se promjena gustoce stanja Ap(w) te se dobije ukupan broj elektrona u

uzorku N;,; dan izrazom (14).

Primjenom Hewson-Riseborough metode, ali uzimajuci u obzir interakciju izmedu
vrpce 1 necistoce, dobije se izraz za ukupan broj elektrona (12). U Hewson-Riseborough
slucaju izraz (12) dozvoljava samo kontinuirane prijelaze u metalno stanje sto znaci da,
prema tome, f elektroni kontinuirano napustaju necistocu s porastom kemijskog potencijala.

Do sada se prijelaz smatrao diskretnim.

Za razliku od Hewson-Riseborough pristupa, ovdje se ne promatra ¢isti nivo, nego
lokalizirani nivo necisto¢e koji medudjeluje s vrpcom poluvodica te se postepeno prazni.
Odnosno, zbog interakcije vrpce i lokaliziranog nivoa, f elektroni kontinuirano napustaju
necistocu, a elektroni iz poluvodica je istovremeno popunjavaju. Ukupni broj elektrona na
nivou E; mijenja se skokovito iz 1 u 0 (kao §to se dosad 1 smatralo), ali srednji broj f elektrona
pada kontinuirano dok se necisto¢a potpuno ne isprazni. Vazno je, naravno, da energija

necisto¢e E; bude iznad vrpce jer su u suprotnom f elektroni na niZoj energiji te nece

from__

napustati necistocu.

_.-"\
£ £,

SI. 2: Smanjenje koncentracije f elektrona na necisto¢i kako su dobili Kikoin i Flerov

Na SI. 2 (N;) je ukupni broj elektrona na necistoci i prikazan je crtkanom linijom (dolazi do
skokovite promijene iz 1 u 0), a (nf) je broj f elektrona prikazan punom linijom koji se

kontinuirano smanjuje s povecanjem kemijskog potencijala. [4]
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4. Zakljucak

Problemu elektrona izmedu vrpce i1 necistoce pristupalo se najéesce preko aproksimacije
molekularnog polja, $to se na prvu moze ¢initi kao dovoljno dobar pristup, no ako zelimo
detaljan opis problema ta aproksimacija ne daje dobre rezultate. Hibridizacijski Clan
(interakcija izmedu elektrona necistoce i elektrona u vrpci) ne smije se samo tako zanemariti,
ve¢ se mora uzeti u obzir, a najjednostavniji nacin da se to ucini je kanonskom
transformacijom. Transformirani hamiltonijan uzima u obzir sve interakcije izmedu
elektrona necistoce 1 elektrona vrpce te se kao rezultat dobije dobra distribucijska funkcija

¢ime je pokazano da nova predloZena metoda funkcionira.

Kanonska transformacija moze se iskoristiti za rjeSavanje razlic¢itih fizikalnih problema
1 jedan takav problem je fazni prijelaz promjene valencije lokalizirane necisto¢e u metalu.
Pristup problemu faznog prijelaza preko aproksimacije jednog ¢vora nece davati dobre
rezultate jer zahtjeva uvodenje samosuglasnog polja, no kanonskom transformacijom
periodickog sustava (umjesto jednog ¢vora) problem se moze to¢no rijesiti. Kikoin 1 Flerov
napravili su teorijski opis onoga §to je eksperimentalno pokazano — koncentracija f elektrona
na necisto¢i smanjuje se kontinuirano s porastom kemijskog potencijala, a ne diskretno kako
se dobilo u prethodnim rezultatima. Vazno je napraviti razliku izmedu koncentracije samih
f elektrona 1 koncentracije ukupnog broja elektrona na necisto¢i. I dalje vrijedi da se
koncentracija elektrona mijenja skokovito iz 1 u 0, ali to vrijedi za koncentraciju ukupnog
broja elektrona. Uvjet za rjeSavanje ovog problema je da postoji lokalizirani nivo necistoce
u procjepu pa je ovaj opis dobar samo za slu€ajeve necistoce u poluvodicu. Moze se re¢i da
metalna stanja zasjenjuju necistocu dok je god vide, no njen se sastav kontinuirano mijenja
(udio lokaliziranih elektrona (ns) se smanjuje dok je udio elektrona iz vrpce sve veci dok se
necistoca prazni). Cijelo vrijeme je ukupna tezina (N;) lokaliziranih elektrona i elektrona iz
vrpce jednaka jednom cijelom elektronu, dok u nekom kasnijem trenutku s promjenom
kemijskog potencijala naglo ne skoc¢i u nulu kada necistoca postane prazna i elektroni iz

vrpce je vise ne vide.
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Dodaci

A Dodatak 1

Zadani uvjet transformacije je

(16)
gdjeje S = Yo Uk CisCqs — H.c. antihermitski operator. [4]

Jedan nacin da se dobije izraz preko kojeg se moze napraviti transformacija je da se

prvo uvedu operatori mnoZzenja slijeva i zdesna L i D. [2] Zbog jednostavnijeg pisanja i kako

bi izraz bio opéenitiji promatra se operator S koji djeluje na operator A: eSAe~5.
LA = SA
DA = AS

Operatori L i D komutiraju pa vrijedi [L, D] = 0. Doista,
[L,D]A = (LD — DL)A = SAS — SAS = 0
a njihova razlika je upravo komutator sa S:
(L—D)A =SA—-AS =1S,A]
e® se moze preko Taylorovog razvoja zapisati kaoe®* = 1+ S + ---.
eSdeS=(1+S+-)AA—-S+-)=A+L+-)A1—-D+--)A=elePA

Zbog toga Sto L 1 D komutiraju, produkt njihovih eksponenata jednak je eksponentu razlike.
1
ele™PA =el P4 = [1 +(L-D)+ E(L —D)? + ]A
Tako smo dobili izraz za transformaciju u obliku iteriranog komutatora.
1
eSAe™S =1+ [S,A] +§[S, [S, A]] + -+

(17)

Neparni broj komutacija proporcionalan je s jednim operatorom (u naSem slucaju €4,), @

parni broj komutacija s drugim operatorom (Cyg).
Za operatore stvaranja i poniStavanja fermiona vrijede antikomutacijska pravila

laz. ai], = 8z
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_ _ + _+
laz.az], = 0 —'[a§'a§]+
Primijenivsi antikomutacijska pravila za dani slucaj moze se zapisati
cat = (e%Ce™)T = (e5)T(E)T(e™) T =e'Cie™

Zbog svojstva hermiti¢nosti, za slucajeve kada postoji viSe stanja (npr. uz c, postoji

jos neko stanje cg) dobije se
cacp = e’Cy Cge”*

Kako bi se rijeSio problem, zelimo se rijesiti hibridizacijskog c¢lana H;.
Transformaciju radimo preko koeficijenta u; (zbog jednostavnosti se uzme da je realan)
odredenog i§¢ezavajuéim hibridizacijskim ¢lanom iz hamiltonijana H(¢). Zelimo naéi uy

takav da H; bude jednak nuli.
H(¢) = e’He™s
=S —

eSH. e ™ =

Problem s hamiltonijanom rjeSava se tako da se dijagonalizira hibridizacijski ¢lan, a

to se radi kanonskom transformacijom (17). Na taj nacin dobije se novi hamiltonijan.
1
H =eSHe ™ = H + [S, H] +§[5, (S, H]]

(18)
Zelimo dobiti novi H,;.
Prvi ¢lan H znamo, a drugom ¢lanu [S, H] provjeravamo rjeSenje.

S = Yk UkCrsCds — H.c., no kako je S antihermitski operator puni zapis je

_ ~+ Fxt
S= Z UkCroCdo — Uk CoCko
ko

Sada rijeSimo drugi €lan iz jednadzbe (18). Za pocetak, drugi ¢lan zapiSemo kao
Z ukEf{GEdo - u;E:{GEkG ’ EB
ko

te koristimo komutacijsko pravilo
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[AB, C] ABC - CAB
= ABC + ACB — ACB - CAB

= A{B,C}—{A,C}B

Raspis je sljedeci:
[S, 6[3] = z ([uk’é]to"édcf q%] - [uil(”é;o.eko, EB])
ko

= (wtolao Tl = wi[ei E], oo — ki [Eho T + (e B, i)
ko

= Z(_ukEdGGk,B + uyf CkoOpa)
ko

(19)
Moguca su dva slucaja: f = d ili f € k pa promotrimo oba.
1) Za slu¢aj B = d dobije se [S, Cgo] = Xk/o Uy i/
Provjerimo daljnje ¢lanove:
[S, 1S, Casl] = Ziro wir[S, Euro]l = = Lo Uprtielae = — Lrolug 1*Ean
U ¢lanku je napravljena supstitucija y? = Y, uz tako da moZzemo zapisati
1S, 1S, Easl] = =V*Cao

[5,[,15, a1l | = ¥?[S, 4o

[5.[5.[5. 15, cao ]| = (=¥

Iskoristimo uvjet transformacije (16) i dodemo do izraza za transformirani c .

Sz -s _ =z ~ 1~ 2 1 2 ~ 1 4~
€ Cag® = Cqo t [S»Cda] _Ecday +§V [S'Cdcr] +Zy Cag +

1 y2n(_1)n
2n!
n=0

= Cdo

~ N 1 n+1 n 1
+[S, é45] LZ;)WVZ (-1) "

= CqyCOSY + ]—/sin)/[S, Cao)
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~ siny _
Cdo = C4qoCOSY + Ug — Cko
= Y

(20)

2) Za slucaj B € k dobije se [S, Cxs] = —UkCdq

I ovdje iskoristimo uvjet transformacije (17) da dodemo do izraza za transformirani cy,.

1
S -s ~ ~ ~
€°Cko® ° = Cko — UkCdo — Euk[s» Cdol
~ = 1 + 1 + ~
= Cko — UkCdo — Euk Z Uy Cplg — iukz: uk,G[S, Sl +
K’ K’
' 1 1 1
=7 ¢ t & 2% 2 + =~
= Cks — Uk |Cao + Ez UprCy/e — ?Y Cdo — EY 2 UyrCyrg + o0
i — ! e
1 1 1
= Cko — U |Cao (1 — = 2+--~)+Zu+fﬁ (——— 2+--->
ko = Hic| Cdo ( 317 K€\
k' kK'c
5 siny _ cosy — 1 o
=Cko — Ur—Cqo t+ —a Uk Uy r Cy/ 5
Y Y -
K
_ cosy — 1 + o siny _
Cko = Cko T 2 Uk UprCr/e — Uk Cdo
Y - Y
K
21)
Sada je problem $to cqy OVisi 0 Cggs 1 Cig OViSi 0 Cqq pa 1h Zelimo izolirati 1 dovesti do toga
da se pokrate.
cosy — 1 siny
+ _ ~+ + x+ ~+
CroCha = Cho +——5 Uk Z Ui Crry — U —— Cgg | X
14 = 14
. cosy — 1 . siny _
X | o + —=—uk Z Wi yrg — U — Cao
14 = 14

Zbog pojednostavljenja, piSu se samo mjesoviti ¢lanovi oblika cc(i:;) C,E;) te se dobije

—u, siny &F Gy — 1 cosy — 1
g g 2
14 14

siny .
R Che = —Z W61 €qs + Hec. + ostatak
14 =

15




Naravno, vrijedi da je ny, = ¢, iy 1 time je rijeSen €lan iz hamiltonijana (3) H,.

N siny _ siny _
CiocCdo = ¢ dO—COS}/+ uk_C ko | X CdJCOS)/+ uk Cko

siny o
Ngy = TCOSVZ Uy Cpr . Cae + H.c. + ostatak

kl

Ovime je rijeSen €lan iz hamiltonijana (3) H; i jo§ preostaje je rijesiti produkt operatora iz

hibridizacijskog ¢lana kako bi hamiltonijan bio potpun.

cosy — 1 siny
+ — | &+ + ~+
CkoCdo = (Cka + V2 ”"z Up'Cprg — Uk v Cda) X
k’
N siny _
X | CqgcO8Y + Up' — Cy/
k' 4
+ it cosy — 1 o sin“y it
CroCdos = COSYCryCao + —y2 CoSy Uy ) UprCpr Cao — _)/2 Ug ) Up'ChasCily
k' k'
+ H.c.

+ it cosy — 1 o sin“y o
CroCdas = €COSYCrsCag t+ y—zcosy Uy Uy €1 5 Cag — y_zuk Uy €15 Cao
k! Kk’
+ H.c.

Sada pojedini ¢lanovi hamiltonijana (3) izgledaju ovako:

siny _ cosy — 1siny + ot .
H, =-— z Eyour— ” CrsCas — ukEkaT— U,1Cr.Cao + Hec.

ko 14 k!

sin cosy — 1
= Z [—Ekauk y}/ -7 ); sinyuk] ér Cae + Hee.

ko

siny it
= z —Uy, B [Exy + Z(cosy — 1)]¢55€45 + Hoc.
ko
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siny o+ .
—cosy ukrcklacda + H.c.

siny
Z Uy TCOS)/Ede(,ch + H.c.
ko

t ~ cosy — 1 it x
= Z Gk COSY CrgCag + ——5——cosy Z G Uk’ 2 CkoCdo —
)4 =
ko ko
sm y
Z iUy Z CroCao + Hee.

ko

cosy — 1 sin?y iy s
= z gk cosy + u | ——cosy — T|CryCas + Hoc.
o Y Y

KoriStene su supstitucije:

1 1<
T=_zukgk i Z=_22ukEk
Y Y -

k

Zbroje se sva tri ¢lana 1 hamiltonijan (3) nakon transformacije je

a+——5—cosyT —

sin siny(cosy — 1 sinycos cosy — 1 sin?
. zl < ch_ y(osy —1) ,  sinycosy 14 ZYT>
Y Y Y2 Y

+ gkcosyl Cr Cae + Hee.

(22)

Dio unutar uglate zagrade hamiltonijana (22) je koeficijent za cj ¢4 iz hamiltonijana (3),

odnosno, hibridizacijskog ¢lana koji se zeli ponistiti pa se dio iz zagrade izjednaci s nulom.

Ij/—k [—sinyE}, — sinycosyZ + sinyZ + sinycosyE4 + cos?yT — cosyT — sin?yT] + g,cosy
=0

(23)

Sada dobivenu jednadZbu cijelu pomnozimo s uy, i sumiramo po k& pa se dobije:

T (cos?y — sin?y) + sinycosy(E; — Z) + sinyZ — sinyZ — cosyT + cosyT = 0
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Nakon §to se pokrate ¢lanovi koji mogu, ostane samo

T (cos?y — sin?y) + sinycosy(E; — Z) = 0

T(1—tg®y) +tgy(E4 —Z) =0

(24)

U jednadzbu (23), umjesto uglate zagrade, uvrstimo izraz (24)

U
—[T(1 —tg?y) + tgy(Eq — Z)] = —gycosy

Uk

—[T(1 —tg? tgy(Eq —2)] =

COSY[ (1 —tg®y) +tgy(Eq — 2)] = vgx
we T + tgy(Ex — Z)ug = Yk

Na ovaj nacin izrazi se u; preko Z.

" = Y9k
T T +tgy(E, — 2)

(25)
No, to jos$ uvijek nije dovoljno dobro jer je cilj u, izraziti preko energije necistoce (u novom
modelu) E;.
Dalje, moZe se zapisati

2 : 2
n _u2m5+c~ _uZMﬁ
ko — Yk YZ dotdo — Yk YZ do

pa se ¢lan hamiltonijana (3) H, moZe zapisati 1 na sljede¢i nacin

.2
, SNy _ . 5
H, = Epsui _y2 Mg = SIN"YZ Mo
ko o

Veza izmedu ngg i figs je: Ngg = c0s?y g pa ¢lan hamiltonijana (3) H; glasi
Hi = EdCOSZ]/Z ﬁdo
o
I treba joS izraziti 1 ¢lan H,;:

N sinycosy  _
CkoCdo = _—y UrNgo
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sinycosy  _
H; = Z —Yk Tukndo

ko

= —Tsinycosyz Mg + H.C.
o

= —2Tsinycosy Z Ngo
o

Sada cijeli hamiltonijan glasi

Yy = sin’yZ Z flgqe + Egcos’y Z flge — 2Tsinycosyz flgs
(e2 o o

(sin*yZ + Egcos?y — 2Tsinycosy ) z flas
(e2

= cos?y(tg?yZ + E; — 2Ttgy) z flgs
(o)

Dio ispred sume odgovara energiji necisto¢e u novom modelu.

E; = cos?y(tg?yZ + E; — 2Ttgy)

_ tg?yZ — 2Ttgy + E4

E.
‘ 1+ tg%y

(26)

Razlomak se prosiri
_ tg?yZ — tg?YEq + tg’yEq — 2Ttgy + Eq4
- 1+ tg?y

_ tg?y(Z — Eg) — 2Ttgy + Eq(1 + tg’y)
1+ tg%y

E;

Iskoristi se izraz (24) kako bi se razlomak jos vise uljepsao pa se dobije

_ tgy(T(1 —tg?y)) — 2Ttgy g
1+ tg?y d

i

_ Ty —tg’y —2tgy) |
1+tg%y

Eq

tgy + tg’y
= T gy T
+ tg°y
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I na kraju, najjednostavnije zapisano, energija necistoce je
E; = —Ttgy + Eq

(27)

Ponovo se iskoristi izraz (24) kako bi se dobio konacni izraz za u; preko energije necistoce.

T — Ztgy = —tgyE;

w = Y9Ik _ Y9Ik
7T — Ztgy + teyE;  tgy(Ex — Ep)
(28)
U ¢lanku [4] je jos uvedeno M’ = tg?y. To se mozZe jer je zadano
_ dM(E
ME) =) GiE-F) i w=-ME
- dE io
2
M = Ik _
— (B — Ey)
Dobiveni izraz za uy, iz jednadzbe (28) se kvadrira:
2o Y g
“ T tg?y (B — E)?
Iduce, cijeli izraz se sumira po k te se dobije
,2 o y? z g
tg?y - (Ex — Ep?
2 2
Ik Ik
t 2y = Z = = M’
&y - (Ex — Ep? - (E; — Ep)?
U se onda zapiSe ovako:
_arctgM''/? g,
W= Ty B, —
(29)
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B Dodatak 2

Za ovaj dio izvoda koriste se Greenove funkcije pomocu kojih se moze dobiti

spektralna funkcija preko koje se onda moze odrediti gustoca stanja danog sustava. Cilj je

dobiti spektralnu funkciju 1 opisati necistocu preko gustoce stanja.

Definirana je Greenova funkcija

*© o dt
G (@) = f KL dyr(£); dji s (0) > el“’fﬁ

(30)

gdje dj,(0) predstavlja nastajanje Gestice u k-tom stanju d vrpce u trenutku t = 0, a dr,(t)

micanje te Cestice u nekom kasnijem trenutku ¢. [3]

Koriste¢i Zubarevu notaciju [6] moze se zapisati 1 kompaktnije:
G (@) =K dyrgdiiy »

pa napisati jednadzba gibanja

[w— €4(K)]G (@) = ([dyrg, dis]) + K [H, dyr 5] diy >

H se odnosi na hamiltonijan (13), [dy/s, dig] = 8k’» a [H, d),] treba rijesiti.

[H,dyy] = €a(k)dig + Usq (Z f;;fo’> z dy's

k”

= Ed(k)dka' + deNf Z dk”a’
k”

Koristi se supstitucija Nf = )y f;? fo-

Sad se dobije

[0 — €2 (k)]GS () = St + Upa Z & Npdyony: dity >
k”

« IVfd W't dis > je nova funkcija za koju treba odrediti jednadzbu gibanja.
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[w—€eq(k)] « Nfdk”c: djie »>= ([Nfdk”cl dlto]) + (([H, Nfdk”c]: dits))
([Nrdyrrg dits]) = NeSyyerr jer je (Np) = Nf, a [H, Npd,r,] treba rijesiti.
Koristi se komutacijsko pravilo
[A,BC] = ABC — BCA
= {A,B}C — BAC — B{C,A} + BAC

= {4, B}C — B{4, C}

[H, Nfdkuc] = [H,Nf]dkuo + Nf[H, dyrs)

= Ed(k)ﬁfdkc + deﬁf2 Z dk”o‘
K

[H , N}] = 0 zato Sto je Nf operator broja koji komutira s H pa to daje nulu.

Operator Nfz moze se raspisati na sljedeci nacin:

2
=~ =~ =~ 2 =~ =~ =~ =~
N? = (Z ot fc,) = (Np1 + Npu)™ = Ni + 2NNy, + N7,
o

D G fo + f fof Yo o)

Napravi se jo§ jedna supstitucija Dy = f;" f1fi" fi, odnosno 2Dy = Yo (f5t fofsf-s), tako da

se moze zapisati
a2 —~
N¢ = N¢ + 2D
Sad se vratimo na rjeSavanje jednadzbe
[(1) - Ed(k)] K I’V\fdk”G: d]to- >

= Nf8ppr + Ugqg Z(«Nfdk”c: di ) +2 <L 5fdklrcl dis >>)
k”

Za ((ﬁf dys: difs)) takoder treba odrediti jednadzbu gibanja.
[w — €4(k)] ((ﬁfdk”c: dii)) = Dgdyery + <<[H, 5fdk”cr]: diis))
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[H, Efdknc] = [H,ﬁf]dknc + ﬁf [H,dy ]
Ovdje je ponovo, kao i sa Nf, [H, ﬁf] = 0.
[H, ﬁfdk”(r] = Ed(k)ﬁfdkc + deﬁflvf Z dk”o‘
k”
ﬁf : Nf =R (Nﬁ + Nf l), a zbog idempotencije broja elektrona na lokaliziranom

nivou vrijedi da je fi' f5fot fs = fof fs (3to je ujedno i svojstvo koje zatvara jednadzbe

gibanja) pa se moze pisati 5]« . Nf = 25f.

[H, Efdkllc] = Ed(k)ﬁfdkc + 2deﬁf Z dk”o‘
k'

[w—€e4(k)] ((ﬁfdknc: d;c)) = Df8k”k + 2Upq Z ((ﬁfdknc: d,tc))
kll
Sada primijetimo da je ((lA)fdkuG: dis)) jednako korelacijskoj funkciji H,, pa dobivenu

jednadzbu gibanja mozemo okrenuti i zapisati na drugi nacin.

Hyyr = —fskk’ + ZU#Z Hyrryr
w — €q(k) o — €4(k) o

Hor=— 2 g, 2 ZH
k”k’_u)—Ea(k") Kk w—€z(k') et KK

D 20U D 2U
0 fd f fa
H,, 1) + S, + ZH "y
T 0 —eal) " T 0 () Ly |0 =€) T T 0 = eqk 4y ]
2
Dy —_— 2Ura Dy (2Usq)
w—eg(k) T w—€4(k) w—eq(k) —eqk)

X "o
Lot ) — eq(k') Lot 0 = eq(k') Tk

[

IS A TR B S S
w—eg(k)| T w—ey(k) Ta) o —eq(k") k”oo—ed(k”)

2Urq 1

_ N 1
w Ed(k) 1—2dezkllﬁd(k”)
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Definirana je jos i funkcija Fy, .’ koja opisuje korelaciju dviju Cestica.

Fre = ((Nfdkc: d;'(,»

[0 — €40 Frr = ([Npdio dirs]) + ([H, Nedio]: djir o))

= NfSkkr + de Z(Fkuk/ + ZHkllkl)
k”

Dalje rjeSavamo istim pristupom kao 1 za Hy’.

N 6 ! N 6 11,117
P, = fOkk N Z[ZHk’k” n OK'k
kk w—€4k) w—¢€4(k) & w—€yg(k")

NeSor, 101
f k'k .
my: (k")z s oM J

III

NeOp ot N
Fkk’ = S kK + Z ZHkaII + Jd f
w—¢€q(k) o —eq(k) L w—¢eq(k)w—e€4(k")

= ed(k) Z - Ed(k,,) z 2H, 1

III

Ny

+ +
- ed<k> Liw- ed(k") = eq (k")

Uvede se supstitucija Hyr = Y 2Hyrpmr.

kk' —
w—¢€;(k) w—e;(k)w—e,(k' 1
(k) 2(K) w — €4( )1_dezk,,m
U 1
fd 5
H,/
w — €q(k) § 1

= Ura e g,y

Uvede se jos jedna supstitucija

_ Ura
Slw) = Zw—ed(k)

koja se iskoristi 1 za Hy,r 1za Fy,r.

[ —f[S - 2Usq ]
ke ™ w—eg(R) LR T w — e (kD)1 — 25 (w)
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Ne . Una Ny 1 UpaH) 1
w—¢€3k) w—€e;(k)w—€;k"N)1-S(w) w—€4(k)1—S(w)

Frpr = 8ppr

Dalje, izrazi se umnoZak UgyH s koji se onda vrati u izraz za F .

Upg - 2H, = 2deszk’
x

=2U Z O s . 420 Z Or 2Ura !
— o 0~ eq(k) kk! T “7fd 0 —eq(k) © — eq(K) 1-25(w)

w—€s(k") w—e€4(k') 1-25w)

Sada Fy, izgleda ovako:

Ny Ura Ny 1
F, .= Skk’ + !
kk w—€4k) w—¢€4k) w—€4(')1-S(w)
L 2UD 1 1 1 N 1 S(w)
T35 w —€4(k) 1 —S(w) |w —eq(k) " w —e4(k") 1 —2S(w)
Paje
T e- ed(k) w—€(k) 1-S(®)  w—e€(k) 1-S(w)
N 2Dy S(w) S(w)
w—¢€4(k") 1-S(w) 1—25(w)
o ... = _  Nf .~ Df
Uvedu se supstitucije F,r = o gt | Dy = o eali)
Vrijedi —=-——1 i ————=——+—— pa koriste¢i t t d
rijedi — = — I o St pa oriste¢i ta svojstva zajedno sa

supstitucijom dobije se

Z fo = o+ R (1—;%)) + 2Dy (1%9(& + 2Dy (7= §<w>> - 215(0’)

_ Fy 5 25(w)
T1-S K (1-S()(1-25(w))
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Ovdje jos treba urediti zadnji ¢lan.

28 _ . A B
1-51-25) (1—5+1—25)

Da bi ova jednakost vrijedila mora biti zadovoljeno:

A1=-25)+B(1-95)=1

A+B =1
2A+B =0
Prematome A = —1, B = 2 pa vrijedi

28 _25(—1 4 2 )_2< S 4 25)
1-5(1-25 1-S 1-28) 1-S 1-2§

1 1

:_2(m_1)+2(1—25_1)
2 2

“1-25 1-5§

Sada se to iskoristi u izrazu za )} Fy’ 1 kona¢no se dobije

o N —2D; 1 2Dy
Z k! =y = ed(k) 1-5@) | w—e,k) 1=25(w)

Preostaje jo$ vratiti se unatrag kako bi se dobio izraz Greenove funkcije pa ona bude

——— + Uy +
w — €y4(k) w—€zk)w—€e4k"N) 11 -S(w) 1-25w)

G,gkl ((1)) =
(32)

S(w) je ovdje spektralna funkcija necisto¢e prema Hewson-Riseborough. [3]
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