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Uvod

Na financijskim trZiStima osim nerizi¢nom i rizi¢nom imovinom, moguce je trgovati i fi-
nancijskim izvedenicama ili derivatima koje nazivamo opcije. Opcije su s vremenom pos-
tale sve vaZzniji instrument trgovanja na financijskim trziStima, a tome su veliki doprinos
dali Fischer Black 1 Myron Scholes objavom rada ”The Pricing of Options and Corporate
Liabilites” 1973. godine te Robert C. Merton koji je rad kasnije nadopunio. Black i Scho-
les prvi su dali formulu koja opisuje cijenu opcije. UvrStavanjem vrijednosti za parametre
u njihovoj formuli, postalo je mogucée na vrlo brz nacin odrediti cijenu neke financijske
izvedenice. To je omogudilo razvoj trziSta opcija i olakSalo trgovanje istima.

Prvo poglavlje rada fokusirano je na teorijski uvod i predstavljanje kljuénih pojmova i
rezultata koji su osnova za ostatak rada. U drugom poglavlju predstavljamo Black-Scholes-
Mertonov model, njegove pretpostavke i povijesni kontekst, zavrSavajuci s izvodom poz-
nate Black-Scholes-Mertonove formule za cijenu opcije. Nakon toga, u tre¢em poglavlju
predstavljaju se opcije 1 njihova osnovna obiljezja. Poseban fokus stavljamo na sloZeniju
vrstu opcija, egzotiCne opcije. Egzoticne opcije mogu ukljucivati nestandardne temeljne
instrumente, a na njihovu isplatu mogu utjecati razliciti okidaci. Posebno promatramo op-
cije s barijerom, lookback opcije i azijske opcije, komentirajuci njihove karakteristike. Za
opcije s barijerom i lookback opcije predstavljen je izvod formule za cijenu. Cetvrto po-
glavlje se bavi azijskim opcijama te izvodenjem parcijalne diferencijalne jednadzbe koja
opisuje cijenu azijske opcije. U posljednjem poglavlju rada provodi se izraCun cijene azij-
ske opcije u programskom jeziku R pomo¢u Monte Carlo simulacija.






Poglavlje 1

Brownovo gibanje i Itov racun

Ovo poglavlje prezentira vazne pojmove i rezultate potrebne za razumijevanje i pracenje
ostatka rada.

Jedan od najbitnijih pojmova koje navodimo u ovom poglavlju je Brownovo gibanje koje
koristimo za modeliranje cijene dionice. Kako bismo uveli pojam Brownovog gibanja,
prethodno ¢emo se podsjetiti pojmova poput filtracije, martingala i slucajne Setnje.

Kao kratak uvod, zapoc¢injemo s pojmovima iz slucajnih procesa koji predstavljaju osnovu
pomocu koje gradimo ostalu teoriju prezentiranu u kasnijim odjeljcima.

1.1 Slucajni procesi

Definicija 1.1.1. Neka je T = Z, ili T = [0, oo] skup vremena. Neka je (Q,F) izmjeriv
prostor te neka je za svakit € T X, slucajna varijabla na (Q, F). Familija X = (X, :t€ T)
naziva se slucajni proces.

Definicija 1.1.2. Neka je (), F) prostor elementarnih dogadaja.

a) FamilijaF = (¥, : t € T) o-podalgebri od F takvih da je Fs C F,; za svaki s < t zove
se filtracija.

b) Slucajni proces X = (X, : t € T) zove se adaptiran s obzirom na filtraciju F = (¥ :
t € T) ako je za svaki t € T slucajna varijabla X, F,-izmjeriva.

Definicija 1.1.3. Neka je (QQ, F,P) vjerojatnosni prostor i F = (¥, : t € T) filtracija.
Adaptiran slucajni proces X = (X; : t € T) je Markovljev proces ako za sve s, t € T, s < ,

3



4 POGLAVLIJE 1. BROWNOVO GIBANIJE I IT6V RACUN

i za sve Borel-izmjerive funkcije f : R — R postoji Borel-izmjeriva funkcija g : R — R
takva da je
E[f(XDIF] = g(Xy).

Definicija 1.1.4. Neka je (QQ, F, P) vjerojatnosni prostor, E = (¥, : t € T) filtracija,
X = (X, : t € T) slucajni proces. Pretpostavimo da je X adaptiran s obzirom na F te da je
E|X;| < oo za svet € T. X se zove martingal (preciznije, (F,P)-martingal, ako vrijedi

E[X/|F,] = X
za sve s < t.

Sljedeci korak je definiranje pojma skalirane slucajne Setnje, ali pritom ¢emo se prvo
prisjetiti jednostavnijeg pojma simetricne slucajne Setnje.

Definicija 1.1.5. Neka je (Q, 7 ,P) vjerojatnosni prostor i (X, : n € N) niz nezavisnih
Bernoullijevih slucajnih varijabli s parametrom p = % koje poprimaju vrijednosti -1 ili 1.
Simetricna slucajna Setnja je slucajni proces M = (M,, : n € Ny) definiran s My = 0 te za

nenN, )
M, = ZXk'
k=1

Definicija 1.1.6. Skalirana slucajna Setnja za n € N je slucajni proces B = (BE") :12>0)
definiran s BE") = \/iﬁMm zate€T, =t>0:tmeZ}. Zat ¢ T, BE”) linearno interpoliramo
izmedu vrijednosti ns € Z i nu € Z, pri Cemu je s tocka najbliZa tocki t slijeva u T,, a u
tocka najbliza tocki t zdesna u T,.

Teorem 1.1.7. (Centralni granicni teorem za skaliranu slucajnu Setnju) Za t > 0 vrijedi

B™ 2% N0, 1).

Skica dokaza. Navedena je skica dokaza, za viSe detalja Citatelja upucujemo na [21, str.
5]. Zat € Q postoji (n; : k € N) niz prirodnih brojeva takav dany — coit € T,, za sve
k € N. Primjenom centralnog grani¢nog teorema na niz parcijalnih suma (M,,, : k € N)
slijedi da za svaki x € R vrijedi

lim P(B"™ < x) = P(N(0,1) < x). (1.1)
Jos je potrebno pokazati za ¢ € R:

. (1.2)
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Naime, prema Definiciji 1.1.6, a zatim 1 Definiciji 1.1.5 imamo da je:

n 1 1
BE ‘= WM[M] * %(M[m]+1 = M) - (nt = [nt]). (1.3)

Iz toga slijedi:

n n 1
B = By = —=(Muer = Mion) -t = [n1)
nt — [nt] :
= TX[m]H (1 4)

= anX[nt]+1 .

D
Iz zadnje jednakosti moZemo zakljuciti da je dovoljno dokazati da a, X+ @, 0, iz Cega

(D)
¢e slijediti B(") B(Z,)] — 0. X[ug+1 1 X su jednako distribuirane slucajne varijable, odnosno

vrijedi:
(D) lim a, X541 = (D) lim a,X;. (1.5)

Koristenjem [17, Teorem 13.18] pokaze se da vrijedi a,X; @, 0, a iz ¢injenice da su a,X;

. . e e .o 4. (D) (D)
1 a,X[n+1 jednako distribuirane, slijedi da a,X,4+1 — 0, odnosno B(") B([”,)J —> 0. Tada

po [16, Teorem 8.13] zaklju¢ujemo da B — B([",)] o, 0. Kao posljedicu (1.1) dobivamo:

1 1 (D)
Bl = —=M, i = —=Myuy — N(O,0). (1.6)

i
Skalirana slucajna Setnja ima nezavisne priraste, odnosnozam € Ni0 =1 < t; < ...t,,
t; € T, sluCajne varijable
() (n) pn) (1) (1) (1)
B -B,,B,)~-B,",....B,” — B

Im-1

su nezavisne. Uo¢imo da nezavisnost prirasta opéenito ne mora vrijediti za #; ¢ T, ali moZe
se pokazati da vrijedi za opéenita racionalna vremena 0 = ) < #; < ..., za dovoljno veliki
n (vidi [21, str. 4]). Slu&ajna varijabla B") po distribuciji konvergira prema standardnoj

[nt]
normalnoj slu¢ajnoj varijabli, a slucajna varljabla B;") ([;’,)] po vjerojatnosti konvergira

prema 0. Po Slutskyjevom teoremu (vidi [20, str. 174]), nezavisnosti prirasta i relaciji (1.2)
zakljucujemo da vrijedi:

[n1]
n

B” +B" - B<"> — N(0,1),

1z Cega slijedi tvrdnja teorema. m|
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Napomena. Alternativno, teorem smo mogli dokazati i pozivajuci se na jednakost
funkcije izvodnice momenata standardne normalne slu€ajne varijable i funkcije izvodnice
momenata skalirane slucajne Setnje. (dokaz na [18, str. 89]).

1.2 Brownovo gibanje

Pocetkom 19.stoljeca, Skotski botanic¢ar Robert Brown promatrao je Cestice peludi mikro-
skopom. Gotovo citavo stoljeCe nakon, kretanje koje je Brown pritom uocio posluzilo
je Louisu Bachelieru pri modeliranju fluktuacija na trziStu dionica koje danas nazivamo
Brownovim gibanjem.

Iako je nazvano prema Robertu Brownu, Brownovo gibanje prvi je matematicki konstru-
irao americki matematicar Norbert Wiener te se njemu u Cast ponekad naziva i Wienerov
proces (vidi [12]).

Prethodno smo definirali pojam skalirane slucajne Setnje i dokazali da konvergira prema
standardnoj normalnoj slu¢ajnoj varijabli.

Brownovo gibanje dobivamo kao limes skaliranih slu¢ajnih Setnji kada n — oo.

Teorem 1.2.1. [2], Teorem 1.5] (Donskerov teorem) Za niz skaliranih slucajnih Setnji
(B™ : n € N) i Brownovo gibanje B vrijedi

D
B™ QB, n— oo,

Definicija 1.2.2. Neka je (Q, F,P) vjerojatnosni prostor. Slucajni proces B = (B, : t > 0)
Jje Brownovo gibanje ako vrijedi:

(i) Putovit — B,(w) su neprekidne funkcije sa R, u R;
(ii) By =0;
(iii) Zasvem e NiQ =1ty <t <---<t, suprirasti
B, =8B,-B,B,-B,,---.B,, — B, ,

nezavisni,

(iv) Za sve 0 < s < t je prirast B, — B, normalno distribuiran s ocekivanjem nula i
varijancom t — s.
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Promatrajuéi proces Brownovog gibanja B, bit ¢e nam od koristi znati koje su informa-
cije dostupne do trenutka 7. Iz tog razloga uvodimo pojam Brownovske filtracije.

Definicija 1.2.3. Neka je (Q, F,P) vjerojatnosni prostor i B = (B, : t > 0) Brownovo
gibanje na tom prostoru. Filtracija za Brownovo gibanje je familija ¥ = (F; : t > 0)
o-algebri koja zadovoljava

(i) Zasve 0 < s <t Fy,CFy;
(ii) Za svakit > 0, B, je F;-izmjeriva slucajna varijabla;
(iii) Za sve 0 < s < t, prirast B, — B, nezavisan je od F.

Potrebno je navesti i karakterizaciju jos jednog slucajnog procesa kojeg ¢emo nazivati
eksponencijalni martingal 1 bit ¢e nam vazan za dokazivanje rezultata u daljnjim poglav-
ljima.

Teorem 1.2.4. [2], Teorem 1.26] (Eksponencijalni martingal) Neka je B = (B, : t > 0)

Brownovo gibanje s filtracijom F = (¥, : t > 0) te neka je o > 0. Sluc¢ajni proces definiran

kao:
7 = ea’B,—%O'zt
=

Jje martingal.

Definicija 1.2.5. Za Brownovo gibanje B = (B, : t > 0) definiramo proces maksimuma
Brownovog gibanja kao

M, =maxB,, t>0.
s€[0,1]

Definicija 1.2.6. Neka je B = (B, : t > 0) Brownovo gibanje na (Q,7,P), T > 0i
u € R\{0}. Brownovo gibanje s driftom B* definiramo kao
B :=B;+ut, t>0. (1.7)

Definicija 1.2.7. Neka je B = (B, : t > 0) Brownovo gibanje na (Q,¥,P), T > 0 i
u € R\{0} i B* Brownovo gibanje s driftom definirano kao (1.7). Maksimum Brownovog
gibanja s driftom je slucajni proces:

M; =maxB;, t>0.
sef0.1]

Pomocu Brownovog gibanja (posebno, geometrijskog Brownovog gibanja) modelirat
¢emo cijene opcije u Black-Scholes-Mertonovom modelu, Sto ¢e bit fokus narednih po-
glavlja.

Sljedece promatramo zajedni¢ku gusto¢u dvodimenzionalnog slu¢ajnog vektora (M;, By).
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Definicija 1.2.8. Slucajna varijabla v : Q — {0,1,...,T} zove se vrijeme zaustavljanja
ako za svakit € {0, 1,...,T} vrijedi

{r<tleF.

Neka je > 01 x > 0 fiksiran. Definiramo 7, kao prvo vrijeme kada Brownovo gibanje
prijede razinu x, odnosno:
7, :=inf{s >0 : B; > x}. (1.8)

Zelimo prebrojati puteve Brownovog gibanja za koje vrijedi da je vrijeme zaustavljanja
7, < t, odnosno putove Brownovog gibanja koji dosegnu razinu x prije ili u trenutku 7.

Jedni od takvih puteva mogu biti oni koji dosegnu razinu x prije trenutka ¢, ali u trenutku ¢
nalaze se ispod razine x, primjerice u b < x. Takve puteve mozemo reflektirati s obzirom
na pravac koji je paralelan s x-osi 1 prolazi tockom (0, x), tako da se ti reflektirani putevi u
trenutku 7 nalaze na razini 2x — b. Navedeno je i graficki prikazano na slici nize, pomocu
programskog jezika R.

Naposljetku dolazimo do vaznog principa refleksije kojeg mozZemo izreci na sljedeéi naCin:
P(r,<t,B,<b)=P(B,>22x—-b), b<x, x>0. (1.9)

Neka je 1, fiksno vrijeme. Definiramo sluc¢ajan proces W = (W, : t > 0) kao:

B, 1<t
W= 0 (1.10)
ZBI() - Bta t> t()

Pokazati ¢emo tvrdnju da je W Brownovo gibanje. Tvrdnju ¢emo dokazati koriStenjem
Definicije 1.2.2. Za t < t, proces W jednak je Brownovom gibanju B pa neprekidnost
trajektorija od W slijedi iz neprekidnosti trajektorija Brownovog gibanja B. Za t > t; je
preslikavanje x — 2B, (w) — x neprekidno za svaki w € Q. Takoder je Wy = By = 0. Za
t <tyje W, ~ N(O,1), Sto slijedi iz B, ~ N(O,1)1 W, = B,. Zat >ty je W, = 2B,, — B, te
vrijedi:
E[W,] = 2E[B,,] - E[B;] = 0, (1.11)
Var[W,] = Var[2B,, — B,] =

= Var[B,, — B, + B,,]

= Var[B,, — B,] + Var[B,] (1.12)

=r—1l)+ 1

=1.
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— Standardno Brownaovo gibanje
— — Reflektirano Brownovo gibanje
— X

- = taux

.,me.Ml
m‘rlwwm’

Slika 1.1: Standardno Brownovo gibanje i reflektirano Brownovo gibanje obzirom na pra-
vacy = x zan = 1000

Buduc¢i da je W, linearna kombinacija nezavisnih normalnih slu¢ajnih varijabli, slijedi da je
1 sam normalna slucajna varijabla te iz (1.11) 1 (1.12) zaklju¢ujemo da je W; ~ N(O, 7). JoS
je ostalo za provjeriti nezavisnost prirasta za svakim € Ni#y <t <...<t,. Nekaje s € N
ity < ty. Tada nezavisnost prirasta procesa W slijedi iz nezavisnosti prirasta Brownovog
gibanja B. Jos je ostala mogucénost da je 7, > fy. Pretpostavimo da je u € N takav da je
t, <tylty >ty.Zai< uje

Wfi - WZH = Bfi - Bti—l'

Zau+1<i<mje:
Wt,‘ - Wt,',l = 2Bto - Bt,' - (2Bt0 - Bti,l) = _(Bt,' - Bl‘,'f])'
Posljednje je ostalo provjeriti zai = u + 1, odnosno i — 1 = u:

Wt,- - Wz,-,l = 2Bt0 - Bz,— - Bt,-,l = _(Bt,- - Bt()) + (Bzo - Bl,;])-
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Zbog nezavisnosti prirasta od B, slijedi nezavisnost prirasta od W. Time su dokazana sva
svojstva iz Defincije 1.2.2 i zaklju¢ujemo da je slucajni proces W Brownovo gibanje.

Napomena. U (1.10) definirano je reflektirano Brownovo gibanje u fiksnom vremenu
to > 0, ali analogni rezultat vrijedi 1 za proces reflektiran u proizvoljnom slu¢ajnom vre-
menu zaustavljanja za Brownovo gibanje B.

Relacija (1.9) govori nam da Brownovo gibanje B dosegne razinu x prije trenutka ¢ i u
trenutku 7 je manje ili jednako b s jednakom vjerojatnos¢u kao Sto (reflektirano) Brownovo
gibanje dosegne ili prijede razinu 2x — b u trenutku 7.

Teorem 1.2.9. [18, Teorem 3.7.3] Zat > 0, zajednicka gustoéa dvodimenzionalnog slucajnog
vektora (M,, B,) je

22m —=b) _cn?
— ¢ 2t
t V2t

Swm,,(m, b) = , b<m, m>0.

Dokaz. Funkcija gustoée normalne slucajne varijable X ~ N(0, r) u tocki x glasi:

1 2
fx(x) = e (1.13)
* V2t
Po Definiciji 1.2.2 vrijedi B, — By ~ N(0,1), a buduci je By = 0, zakljuCujemo da je
B, ~ N(0,1). 1z (1.13) dobivamo sljedece jednakosti:

00 b
P(M, > m. B, < b} = f f Fuus(x,y) dydo, (1.14)
P(B, > 2m — b} = — f T Ea (1.15)
>2m— = e dz. .
' V27Tl 2m—b

Primjenjujuci princip refleksije, izjednacujemo (1.14) i (1.15) te derivirajuéi po m 1 b re-
dom, slijedi:

0o b 00
1
Iu,(x,y) dydx = e dz (1.16)
L Ioo MeB \V2rt Jom-b
b 2 N
- f fup(m,y)dy = ——=—=e" 5 (1.17)
o V2t

22m —Db) -cn-n?
—Ce

—fM,,B,(m, b)=-
tV2nt

(1.18)

Iz posljednje jednakosti slijedi tvrdnja teorema. m|



1.2. BROWNOVO GIBANJE 11

Dalje ¢emo prouciti kvadratnu varijaciju te njena svojstva. Posebice nam je od vaznosti
kvadratna varijacija Brownovog gibanja jer je ona izvor volatilnosti cijene financijske imo-
vine koja je modelirana Brownovim gibanjem.

Nekajetr > 0ill ={0 =1 <t < ... <t, =t} particija intervala [0, ¢]. Najvecu
velic¢inu koraka:

,,,,,,

[ITT]| := j:or?axn—1(tj“ — 1)
nazivamo dijametar particije.

Definicija 1.2.10. Neka je f : [0,T] — R funkcija. Definiramo kvadratnu varijaciju od f
na intervalu [0,T] kao

n—1
f, fI(T) := lim Z'f(tjﬂ)_f(tj)lz- (1.19)
J=0

[T —0

Slucajni proces X = (X, : t > 0) je konacne kvadratne varijacije ako postoji slucajan
proces (X) = (X); : t > 0) takav da je:

(I —

n—1
(X), = (P) limOZO 1X,,., — X, (1.20)
J=

Proces (X) nazivamo proces kvadratne varijacije od X.

Teorem 1.2.11. /2], Teorem 1.14] Neka je B Brownovo gibanje. Tada je (B);r = T za sve
T > 0 gotovo sigurno.

Prije nego $to krenemo na dokaz, uvodimo pojmove mjere, izmjerive funkcije 1 konver-
gencije po mjeri.

Definicija 1.2.12. Izmjeriv prostor je uredeni par (X, F), pri Cemu je F o-algebra na X.
Mjera na izmjerivom prostoru (X, F) je funkcija u : ¥ — [0, +o0] takva da je

(i) u@) =0,

(ii) u je o-aditivna, odnosno ako je (A, : n € N) niz u parovima disjunktnih skupova iz

F, tada je
n (U An] = ) H(A).
n=1 n=1

Uredenu trojku (X, F , 1) nazivamo prostorom mjere.
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Definicija 1.2.13. Neka su (X, F) i (Y, G) izmjerivi prostori. Za funkciju f : X — Y reci
éemo da je (F, G)-izmjeriva ako je f~'(B) € ¥ za sve B € G.

Definicija 1.2.14. Za (f,),en niz izmjerivih funkcija X — R kaZemo da konvergira po mjeri
prema izmjerivoj funkciji f : X — R ako za svaki € > 0 vrijedi

Iim p(fx € X 2 [£,(x) = f(0 > €}) = 0. (1.21)

U tom slucaju pisemo f, 4 f.
Bez dokaza navodimo i propoziciju pomocu koje se dokaze Teorem 1.2.11.
Propozicija 1.2.15. [11, Propozicija 8.6] Neka je p € [1,+0], a (fy)uenw C LY i f C L?
P
takvi da je f, > f. Tadaje i f, > f.

Dokaz Teorema 1.2.11. Navodimo glavnu ideju dokaza, za puni dokaz Citatelja upuéujemo
na [21, str. 13]. Za Il = {#y, 11, ..., t,} particiju intervala [0, T] ozna¢imo

n—1

%Bw
=0

~.

Dokaz se provodi tako da se dokaze da vrijedi

1 -T
Jim E[(Qn-T7|=0
Drugim rije¢ima, dokaZe se da niz Qp konvergira prema T u L*(Q, ¥, P). Tada primjenom
Propozicije 1.2.15 slijedi da konvergencija u L? povlaci konvergenciju po mjeri P, odnosno
da je:

_mmzmr”, (1.22)

apo (1.20) je desna strana jednakosti u (1.22) jednaka je upravo (X),, iz ¢ega slijedi tvrdnja.
O

Prethodni rezultat govori nam da Brownovo gibanje ima ne-nul kvadratnu varijaciju,
Sto ukazuje na to da njegovi putevi nisu diferencijabilne funkcije (za dokaz vidi [12, Te-
orem 1.30]). Upravo taj zakljuCak dovest ¢e nas do uvodenja stohastickog diferencijalnog
racuna i [tdvog integrala.

Valja napomenuti da u obi¢nom diferencijalnom racunu opéenito neCemo promatrati
kvadratnu varijaciju. Razlog tomu je taj Sto vecina funkcija ima neprekidne derivacije,
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stoga je njihova kvadratna varijacija nula.

Sljedece ¢emo definirati geometrijsko Brownovo gibanje 1 prouciti parametar volatil-
nosti.

Definicija 1.2.16. Neka su « € R i o > 0 konstante. Geometrijsko Brownovo gibanje je
slucajni proces S = (S, : t > 0) definiran s

2
0'B,+(oz—%)~l

S =Soe (1.23)

Parametar « koriSten u gornjem izrazu nazivamo premija rizika, a parametar o~ volatil-
nost. Volatilnost je mjera fluktuacije cijene imovine i zahtjevno ju je procijeniti, buduci da
u praksi nije konstanta i neprestano se mijenja. Kada promatramo geometrijsko Brownovo

vremenskim intervalima, veéi utjecaj na imovinu ima volatilnost (za viSe o volatilnosti,
vidi [24, str.65]).

Promotrit ¢emo kako iz geometrijskog Brownovog gibanja S, moZemo aproksimirati
parametar o. Neka je [T, T,] vremenski interval takav da je T, < T, i odaberemo particiju
tog intervalatakodaje Ty =ty <t < t, < ... < t, = T,. Nadalje promatramo log-povrate
te sumu kvadrata log-povrata koju nazivamo realizirana volatilnost:

m—1 2 m—1 2 m—1
S, 1
(lOg S—Jl) = 0'2 . E (B,;/.Jrl - Btj)z + (a - 50'2) E (tj+1 - tj)2+
7=0 1 7=0 7=0

m—1

1
20 (a - Egz) D By, =B )t — ). (1.24)

J=0

Napomena. Za kvadratnu varijaciju Brownovog gibanja B, po Teoremu 1.2.11 znamo da
je ona jednaka 7" na intervalu [0, 7']. Nadalje, prema [18, Napomena 3.4.5] slijedi da je
kvadratna kovarijacija izmedu Brownovog gibanja B, i funkcije f(¢) = t:

n—1
Hlljllg();wt,ﬂ — B,)(tj1 — 1)) = 0. (1.25)

Prema istoj napomeni moZemo izracunati i kvadratnu varijaciju od f(¢) = ¢:

n—1
. . . 2 —
”11[1”{10;(1‘#1 1) = 0. (1.26)
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Vratimo se sada na (1.24). Kada je veli¢ina koraka ||II|| mala, prema Teoremu 1.2.11 prvi
izraz u (1.24) je pribliZno:

m—1
o?- Y (B, — B, ~ o (T, = T)
=0

Prema prethodnoj napomeni zaklju€ujemo da je drugi izraz u (1.24) jednak O:

1 2 m-1 1
(CY—EO'Q) Z(tj+1—lj)2%(a—§0'2)'0
=0

Jednako zakljuCujemo i za treci izraz u (1.24):

1 m—1 1
20 (a/ - 50'2) Z(Bljﬂ = B )(tj —t)) = 20 (a - 50'2) 0

J=0

Iz svega navedenog dobivamo sljedece:

odnosno,

Iz posljednje relacije dobili smo nacin procjenjivanja parametra volatilnosti kod geome-
trijskog Brownovog gibanja. U teoriji moZemo proizvoljno smanjiti veli¢inu koraka da bi
dobili Sto bolju procjenu o, ali u praksi to nije moguce buduci da znamo Sto se dogada
s cijenom samo u trenutku transakcije, a izmedu dvije transakcije nemamo informacija o
cijeni.

1.3 Itov racun
Kao $to u obi¢nom diferencijalnom racunu postoje pravila poput lan¢anog pravila za deri-

viranje funkcija viSe varijabli ili parcijalne integracije, u ovom potpoglavlju uvodimo alat
pomocu kojeg moZemo raCunati sa stohasti¢kim diferencijalnim jednadZbama.

Cilj ovog potpoglavlja je definirati Itov integral i razviti teoriju stohasti¢kog racuna.
Razvoj Itovog integrala potreban nam je za daljnja poglavlja gdje ¢emo provesti izvod
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Black-Scholes-Mertonove formule za cijenu opcije. Pomocu tog alata objasnjavamo kako
derivirati funkcije Brownovog gibanja f(B,), pri ¢emu pretpostavljamo da je funkcija f €
C*(Q, F,P).

Nakon uvodenja Itovog integrala, iskazat cemo jedan od najbitnijih rezultata, [tovu
lemu, koja e biti od velike vaznosti pri odredivanju cijene opcija.

Pretpostavimo da je B, standardno Brownovo gibanje s filtracijom ¥ = (%, : t > 0)
definirano kao u Definiciji 1.2.2.

Definicija 1.3.1. Adaptiran slucajni proces H = (H, : t € [0,T]) zove se jednostavan
proces ako je

n—1
Hi = Z Pil[141®
=0

za neku particiju Il = {0 =ty < t; < ... < t, = T} intervala [0,T] i omedene slucajne
varijable ¢, j =0, 1,...,n— 1 takve da je ¢; F, -izmjeriva.

Definicija 1.3.2. Za adaptirani jednostavni slucajni proces H = (H, : t € [0, T]) definiran
kao u Definiciji 1.3.1 definiramo sluc¢ajan proces [ = (I, : t € [0,T]) s

n—1
It = Z ¢j (Btj+1At - Blj/\t) . (1-27)
Jj=0

Proces I zovemo Itov integral jednostavnog procesa H u odnosu na Brownovo gibanje B i
oznacavamo ga s

t
I, = f H;dB; = (H - B),. (1.28)
0

Sljedeci teorem navodimo bez dokaza, za dokaz vidi [21, str. 23].

Teorem 1.3.3. [21, Teorem 2.5] (Itova izometrija) Itov integral definiran s (1.27) zadovo-
ljava

E[I7] = ]E[ f H? du] (1.29)
0

Nakon uvodenja jednostavnih slucajnih procesa, okreCemo se proSirivanju Itévog in-
tegrala na prostor opéih integranada. S £2, oznatavamo familiju F-adaptiranih slucajnih
procesa H = (H, : t € [0, T]) za koje vrijedi:

T
Ef thdt<oo.
0
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Napomena. Prostor Lfl , J€ vektorski prostor te uo¢avamo da je familija adaptiranih jed-
nostavnih slu¢ajnih procesa iz Definicije 1.3.1 potprostor prostora L2 .

Sljedeci rezultat daje nam uvid u nacin na koji ¢emo prosiriti Itév integral na opce
integrande. Neka je IT" = {0 = I < /" < ... < £V = 1) particija intervala [0,7] i za

£, " ] za j=0,1,...,n— 1 neka je H" jednostavan proces takav da je H" = Hw.
J

”6[1 1

Lema 1.3.4. [21, Lema 2.9] Za sluc¢ajan proces H € L2, i niz (H™ : n € N) adaptiranih
Jednostavnih slucajnih procesa vrijedi:

T
lim ||H™ — H||2£2d = lim E f \H"™ — H|*dt =0,
n—oo a n—oo 0

de
odnosno H® — H, n — oo,

Itov integral procesa H € L2, u odnosu na Brownovo gibanje B definira se kao

! !
f H,dB,=(I*)1lim | H™dB,. (1.30)
0 0

n—oo

Sljede¢im raspisom opravdavamo postojanje limesa u (1.30). Za n,m € N prema Lemi
1.3.4 vrijedi:

lim |H™ - H™|, = lim |H" - H+H—-H™|,
—00 ad m,n— o0

mmn ad

<2 lim (IH" = HIZ, +H" - HI, )

sz( lim [|H" - HI%, + lim |H" - HIE, )
m,n—sco wd  Mn—00 ad

=0

Tada zakljuCujemo da je niz (H™ : n € N) Cauchyjev niz u prostoru £2,. Primjenjujemo
Teorem 1.3.3 na Itov integral ((H™ — H™) - B). Najprije zbog linearnosti dobivamo:

((H(n) _ H(m)) . B) — H(ﬂ) .B-— H(m) .B = I(n) _ I(M)_
Nadalje imamo:
t
E[(I" - I"Y] =E [ f \H" — H™? dt] : (1.31)
0
stoga iz Leme 1.3.4 slijedi:

lim E[(J™ - 1" =0, 0<t<T. (1.32)

m,n— oo
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Tada iz (1.32) slijedi da je (It(”) : n € N) u trenutku ¢ Cauchyjev niz u L*(Q, ¥, P). Prostor
L? je potpun prostor, iz ¢ega zakljuujemo da niz (I,(") : n € N) konvergira u L? i njegov
limes ozna¢avamo kao:

! !
I = f H,dB, = (L*) lim | H™dB,. (1.33)
0 0

n—oo
Navodimo bez dokaza teorem koji nam daje bitna svojstva Itovog integrala.

Teorem 1.3.5. [21, Teorem 2.11] Neka je T > O te neka je H = (H, : t € [0,T]) € Lid.
Slucajan proces I = (I : t € [0, T)) definiran formulom (1.30) ima sljedeca svojstva:

(i) Funkcijat — I, je neprekidna na [0,T] g.s.;
(ii) Za H,K € L2,ia,b € Rvrijedi

((aH + bK) - B), = a(H - B), + b(K - B);;

(iii) E[I?] = E [ H2 du;
(iv) Proces I je martingal obzirom na filtraciju F.

Definicija 1.3.6. Neka je (Q,F ,P) vjerojatnosni prostor i B = (B, : t > 0) Brownovo
gibanje s pridruZenom filtracijom F = (, : t > 0). Slucajni proces (X, : t > 0) naziva se
Itov proces ako se moZe zapisati na sljedeci nacin:

! f
Xt:X0+f Vsds+stst,
0 0

pri cemu moraju biti zadovoljene pretpostavke:
e XpeR
o (V,:t>0)i(H,:t>0)suF;-adaptirani procesi
° fOT |Vilds < oo P-g.s.
e He £§ ”

Definicija 1.3.7. Neka je X = (X, : t > 0) Itdv proces dan formulom

t !
XI:X0+stds+stst
0 0
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te neka je K = (K, : t > 0) adaptirani slucajni proces koji zadovoljava sljedece uvjete:

t
Ef K?H; ds < o
0

!
f |K,Vi|ds < oo
0

za sve t > 0. Stohasticki integral od K s obzirom na Itov proces X definiran je formulom:

! 3 !
f K,dX, = f K.H,dB, + f KV, ds.
0 0 0

Lema 1.3.8. [9, Teorem 3.4.10] (Itbva lema) Neka je (X, : t > 0) ItOv proces

t t
X,:X0+stds+fHSst
0 0

i f € CHQ,F,P) funkcija. Tada je:

r, 1 .,
FX) = f(Xo) + fo F X)X, + 5 fo /(X)) d(X. X),
pri Cemu je
(X, X), = f H?ds
0
te A ! A
f F (X)) dX, = f F (XK, ds + f F (X,)H, dB,
0 0 0

Ako je dodatno f(t, x) funkcija koja ovisi i o vremenskoj komponenti t, te su derivacije
fi(t, x), fi(t, x), frx(t, x) neprekidne, tada je Itova formula dana s:

f@, X)) = f(0,Xo) + fotfs(s, X)ds + fot fi(s, Xs) dX, + %fot fuex(s, X)) d(X, X).
Napomena. [tdva formula iz prethodnog teorema u diferencijalnom obliku glasi:
df(t,X,) = f(t, X))dt + f,(t, X,))dX, + %fxx(t, X)dX, - dX,, (1.34)
pritom je u (1.34) oznaka dX; - dX, ekvivalentna oznaci d(X, X),.

Za kraj navodimo i teorem koji nam tvrdi da je svaki martingal u odnosu na filtraciju
generiranu Brownovim gibanjem Itov integral obzirom na to Brownovo gibanje.
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vjerojatnosnom prostoru (Q, F,P), i neka je F = (¥, : 0 <t < T) filtracija generirana tim
Brownovim gibanjem. Pretpostavimo da je M = (M, : 0 < t < T) martingal s obzirom na
filtraciju F i vjerojatnost P. Tada postoji adaptirani slucajni procesT = (I, : 0 <t < T)
takav da je

Teorem 1.3.9. [21, Teorem 4.5] Neka je B = (B, : 0 < t < T) Brownovo gibanje na

!
M,:M0+frsst, 0<t<T.
0

1.4 Ekvivalentna martingalna mjera i Girsanovljev
teorem

Za odredivanje cijene opcije u Black-Scholes-Mertonovom modelu koristit ¢emo ekviva-
lentnu martingalnu mjeru. Najvazniji rezultat ovog potpoglavlja je Girsanovljev teorem,
pomocu kojeg ¢emo odredivati ekvivalentnu martingalnu mjeru u BSM modelu.

Neka je (Q, F, P) vjerojatnosni prostor i Z nenegativna slu¢ajna varijabla za koju vrijedi
EZ = 1. Definiramo vjerojatnosnu mjeru P* formulom:

P*(A) = fAZ(w) dP(w) (1.35)
zaAeF.
Za mjere P 1 P* vrijedi sljedeca relacija:
E*[X] = E[XZ].

Definicija 1.4.1. Za realnu mjeru v reci cemo da je apsolutno neprekidna s obzirom na
nenegativau mjeru p ako je v(N) = 0 za svaki N € F za koji je u(N) = 0.

Uocavamo da ako je P(A) = 0, tada je i P*(A) = 0 za A € . Po Definiciji 1.4.1 P* je
apsolutno neprekidna u odnosu na P i piSemo P* <« P. Vrijedi i obrat, ako je P(Z > 0) = 1
1 P*(A) = 0, slijedi da je i P(A) = 0 zbog Z > 0. Tada je P <« P* i kazemo da su mjere P i
P* ekvivalentne. Pod pretpostavkom da je P(Z > 0) = 1, vrijedi jednakost:

E[X] = E’ [)Z—(] . (1.36)

Definicija 1.4.2. KaZemo da je Z Radon-Nykodimova derivacija od P* s obzirom na P i
pisemo

_dap”

=

Z
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Proces Radon-Nykodimove derivacije (Z, : t € [0, T)) definira se kao
Z, = E[Z|F1].

Lema 1.4.3. [I8, Lema 5.2.1] Neka su dani sittakvidajeO < s <t <TiY F,-izmjeriva
slucajna varijabla. Tada vrijedi:

1
E[Y[F] = ZE[YZIITS]- (1.37)
Teorem 1.4.4. [21, Teorem 4.4] (Girsanovljev teorem) Neka je B = (B, : 0 <t < T)
Brownovo gibanje na vjerojatnosnom prostoru (Q,F ,P) te neka je F = (¥, : 0 <t <T)
filtracija za to Brownovo gibanje. Za adaptiran slucajan proces ©® = (0, : 0 <t < T) takav

da je
T
E[ f ®%ds| < oo
0
definiramo
z=cbomifom 7oz,
!
B = B,+f O, du.
0
Ako vrijedi

< 00

T
EU 0272 du
0

tada je slucajni proces B* = (B; : 0 < t < T) Brownovo gibanje obzirom na vjerojatnost
P* definiranu kao (1.35).

Teorem navodimo bez dokaza, za dokaz Citatelja upuujemo na [18, str. 212].

Navest ¢emo teorem koji nam daje zajedni¢ku gustocu dvodimenzionalnog slucajnog
vektora (M}, By), pri ¢emu je By Brownovo gibanje s driftom, a M; proces maksimuma
Brownovog gibanja s driftom. Dobiveni rezultat uvelike ¢e nam pomoci kod promatranja
opcija s barijerom i lookback opcija u kasnijim poglavljima.

Teorem 1.4.5. [18, Teorem 7.2.1] Zajednicka gustoca dvodimenzionalnog slucajnog vek-
tora (M}, By) je:

2(2m - b) s 1a?T- L 2m-b) ’

T N2nT

fur 5 (m, b) = b<m, m>0.
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Dokaz. Neka je B = at + B, Brownovo gibanje s driftom u odnosu na vjerojatnost P.
Definiramo eksponencijalni martingal Z; kao u (1.2.4). Tada je:

1.2 v, 1.2
* —aB;—5a°t —-aBj+5a°t
ZF = ¢ B = greBise’,

Prema Girsanovljevom teoremu, vrijedi da je B; Brownovo gibanje s obzirom na vjerojat-
nost P* definiranu u (1.35).

Po Teoremu 1.2.9 vrijedi da je
22m —b) _anv?
S p:(m, b) = 2C8m —b) ) 5 b<m, m>0.

T N2rnT

Da bi dobili zajednicku gustocu tog vektora s obzirom na vjerojatnost P, koristeci jednakost
(1.36) racunamo:

P(M,, B,) = E [1s,<m,5,<}]
1
=E" [ZI{M,Sm,B,Sb}:|

T aB aT
=E [ "~ 1Mt§m,Bt§b}:|

b
= f f edy_%aszMt*,B;‘ (x, y) dXdy

1z toga slijedi da je funkcija gustoCe sluajnog vektora (M;, B;) obzirom na P* jednaka

Fir 5 (mb) = 73T - fiyn g (m, b)
— pW-30T 22m-b) =3T3 Qm-b)?
T N2=2T
2(2”” b) o033 @m-b)?
TN2n

O

Mjere P* 1 P iz Girsanovljevog teorema su ekvivalentne. Mjeru P* nazivamo mjera ne-
utralna na rizik ili ekivalentna martingalna mjera.

U radu ¢emo promatrati oblik financijskog trziSta na kojem se trguje s dvije vrste finan-
cijske imovine, nerizi¢na (novac) koja se ukamacuje po kamatnoj stopi r = (r, : t € [0, T])
koju modeliramo kao F-adaptirani slucajni proces i rizi€na (dionica) ¢ija je vrijednost F-
adaptirani slucajni proces S = (S, : t € [0, T]).

Definiramo proces diskontiranja D, := e~ b te diskontiranu vrijednost dionice S :=
Dl‘S l’.
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Definicija 1.4.6. Vjerojatnosna mjera P* na (Q, ¥r) je ekvivalentna martingalna mjera za
P ako su P* i P, ekvivalentne mjere i § = (S, : t € [0, T]) je P*-martingal.



Poglavlje 2

Black-Scholes-Mertonov model

2.1 Razvoj i pretpostavke modela

U ovom poglavlju predstavljamo Black-Scholes-Mertonov model, jedan od najpoznatijih
modela za izracun cijene opcije, uveden u radu [1]. Izratun formule za cijenu bit ¢e pred-
stavljen na primjeru call opcije, koja daje vlasniku opcije pravo da kupi imovinu do ili u
trenutku dospijeca po odredenoj cijeni. Call opcija jedna je od jednostavnijih oblika opcija,
a o ostalim vrstama opcija detaljnije e biti rije¢ u iduéem poglavlju.

Godine 1973. Fischer Black i Myron Scholes objavljuju rad s naslovom “The Pricing
of Options and Corporate Liabilites” u kojem iznose formulu za odredivanje cijene europ-
ske call opcije. Rad je kasnije upotpunio americ¢ki ekonomist Robert C. Merton, a za svoj
su doprinos Scholes 1 Merton nagradeni Nobelovom nagradom za ekonomiju 1997. godine.

Prije nego je objavljen cijenjeni rad, cijene opcija odredivale su se pomocu tada pozna-
tijih modela. Neke od njih navodimo u ovom potpoglavlju, a za detalje upuujemo na [5].

Bachelierov model predstavljen je 1900. godine. Proucavajuci kretanje pariske burze,

Louis Bachelier osmislio je model koji se zasniva na pretpostavci da cijena financijske
imovine ima normalnu distribuciju, odnosno da vrijedi

dS,; = odB,,
pri ¢emu je S, cijena financijske imovine u trenutku ¢, a B, Brownovo gibanje u trenutku

t. Bachelier je medu prvima analizirao matematicka svojstva Brownovog gibanja kako bi
modelirao stohasticke promjene u cijenama dionica.

23
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Prema ovom modelu cijena call opcije dana je sljedecim izrazom (vidi [5, (1.26)]):

c=(S - K)N(d,) + o NTn(d,), 2.1)

pri ¢emu je d; = i;\/’;
Uz spomenutu oznaku S za cijenu dionice, s K je oznacena izvrSna cijena, T je oznaka
za vrijeme do dospijeca (u godinama), a o je parametar volatilnosti. N(d) je oznaka za
funkciju distribucije standardne normalne slucajne varijable u tocki d,, a n(d,) je oznaka
za pripadnu funkciju gustoce:
1 by
Nd)=—= | e 7dy, (2.2)
V27T —00

1 a
d) = 7, 2.3
n(d,) @e (2.3)

Navedene funkcije koriste se i1 pri izracunu veli¢ina koje se u literaturi nazivaju ”Grei”
(eng. ”Greeks”) pomocu kojih se mjeri osjetljivost cijene u odnosu na promjenu nekog od
parametara funkcije. Za viSe informacija o "Greima”, vidi [7] ili [18].

Bachelier u svom modelu pretpostavlja da cijena imovine s pozitivnhom vjerojatnoséu po-
prima negativne vrijednosti. Pojava da je cijena imovine negativna sugerira da je vlasnik
imovine zapravo duznik. Situacije poput tih nisu poZeljne na financijskim trzistima, stoga
u praksi danas prevladava pretpostavka da je cijena imovine gotovo sigurno veca ili jed-
naka nuli.

Sprenkleov model pretpostavlja da cijena dionice ima log-normalnu distribuciju.

Definicija 2.1.1. Za sluc¢ajnu varijablu S > 0 kaZemo da ima log-normalnu distribuciju
ako slucajna varijabla Y =log S ima normalnu distribuciju.

Pretpostavka da cijena dionice ima log-normalnu distribuciju povezana je s tvrdnjom
da je modelirana geometrijskim Brownovim gibanjem zadanim kao u Definiciji 1.2.16.
Logaritmirajuci (1.23) slijedi:

2
log$, = log So + (a - %) t+ 0B, (2.4)

Suma s desne strane jednakosti sastoji se od konstante log S, deterministickog izraza
2 . . . . o

(a - %)t i Brownovog gibanja B, pomnoZenog s konstantom o. Po Definiciji 1.2.2,

Brownovo gibanje ima normalnu distribuciju, stoga i cijela desna strana jednakosti ima
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normalnu distribuciju. Iz toga mozZemo zakljuciti da je log S, normalno distribuirana, a po
Definiciji 2.1.1 slijedi da je cijena dionice S, u trenutku 7 log-normalno distribuirana.

Slucajna varijabla koja je log-normalno distribuirana poprima samo pozitivhe vrijednosti
pa je time iskljuena moguénost da cijena imovine poprimi negativnu vrijednost, Sto je bila

jedna od pretpostavki u Bachelierovom modelu.

Prema [5, (1.30)], cijena call opcije u ovom modelu dana je kao:

c=SeTN(d,) - (1 —k)KN(d») (2.5)
I3+ (p + (’TZ))T

= N 2.6

| VT (2.6)

dz = dl - 0'\/7, (27)

pri emu je p prosjecna stopa rasta cijene imovine, a k je oznaka za stupanj trziSne nesklo-
nosti riziku.

U Samuelsonovu modelu pretpostavlja se da je cijena dionica modelirana kao Brownovo
gibanje s driftom p kao u Definiciji 1.2.6. Prema ovom modelu cijena call opcije racuna se
po sljedecoj formuli (vidi [5, (1.32)]:

c=Se" PN — Ke " N(dy), (2.8)
IS +(+ 2T
d = —X w5 , (2.9
o\NT
d»=d, - o VT. (2.10)

Samuelson promatra i Sto se dogada kada je povrat na opciju « veci od povrata na imo-
vinu, odnosno drifta p. Jedna od situacija kada se to moZe dogoditi je ako trziSte opciju
poima riskantnijom od imovine pa investitori zahtijevaju da je k > p. Medutim, u tak-
voj situaciji Samuelson tvrdi da se s pozitivnom vjerojatnoS¢u moze dogoditi da investitor
odluci iskoristiti opciju prije dospije¢a. Merton u radu “Theory of Rational Option Pricing”
to opovrgava, tvrde¢i da za jednostavnu opciju na dionicu koja ne isplacuje dividendu ni-
kad nece biti povoljno iskoristiti opciju prije dospijea, vidi [19, str. 19-20].

Formula koju su u radu prezentirali Black i Scholes bila je pogodna za dionice koje nisu
ispladivale dividendu. Merton prilagodava Black-Scholes formulu na nacin da je omogucio
primjenu formule na dionice koje imaju unaprijed poznat prinos od dividendi.
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Tako prilagodeni Black-Scholes-Mertonov model zasniva se na sljedecim pretpostavkama
(vidi [2, str. 34]):

e Volatilnost imovine o je konstantna kroz vrijeme.

e S imovinom se moZe trgovati neprekidno te njena cijena, u oznaci S, ima log-
normalnu distribuciju.

e U svakom trenutku je moguca kratka prodaja temeljne imovine.
e Ne postoje transakcijski troSkovi.
e Moguce je kupiti imovinu u bilo kojem udjelu.

e Novac se uvijek moZe posuditi po bezrizi€noj kamatnoj stopi, u oznaci r, koja je
konstantna.

e Dionica isplacuje konstantan prinos od dividendi.
Napomena.

(1) Dividenda je dio dobiti koje dioni¢ko druStvo isplacuje dionicarima ukoliko ostvari
profit. Dividenda se moZe, ali i ne mora isplacivati, ovisno o poslovanju drustva.

(i1) U prethodnim tockama spominje se pojam kratke prodaje. Investitori koji trguju
imovinom u kratkoj poziciji oCekuju ostvariti profit od pada vrijednosti imovine u
vremenu do dospije¢a. Nasuprot tome, investitori koji zauzimaju dugu poziciju u
imovini o¢ekuju profit od rasta vrijednosti imovine do dospijeca.

2.2 Black-Scholes-Mertonova funkcija

Neka je T > 01 (Q, ¥, P) vjerojatnosni prostor s filtracijom F = (7, : ¢t € [0,T]). Pro-
matramo neprekidni model financijskog trziSta na kojem postoje dvije vrste financijskih
imovina, rizi¢na i nerizi¢na. Za razliku od diskretnih modela, kod neprekidnih modela fi-
nancijskih trziSta vrijednosti mogu poprimiti bilo koji udio nekog realnog broja, stoga su

Nerizicnom imovinom smatramo financijsku imovinu u koju je sigurno ulagati, odnosno
imovinu koja donosi siguran povrat. Nerizicnu imovinu najjednostavnije je poistovjetiti s
novcem. Pretpostavljamo da se novac ukamacuje po kamatnoj stopi r = (r; : t € [0,T])
koja je modelirana kao F-adaptirani proces. Medutim, sudionici na financijskom trZiStu
Zele pomocu svojih ulaganja ostvariti Sto veéi povrat. 1z tog razloga ulazu u rizicnu imo-
vinu, od koje oCekuju veci povrat nego ulaganjem u nerizi¢nu imovinu, unato¢ tome Sto
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takva ulaganja dolaze uz odredeni rizik od gubitka. Kao rizicnu imovinu promatrat ¢emo
dionice. Cijena dionice varira kroz vrijeme, stoga investitor kod ulaganja u dionice pri-
hvaca rizik koji nosi fluktuacija cijene. Cijena dionice modelirana je kao F-adaptirani
slucajni proces S = (S, : t € [0,T]). Pretpostavljamo da je cijena dionice modelirana
kao geometrijsko Brownovo gibanje definirano u Definiciji 1.2.16, Sto je ujedno 1 rjeSenje
stohastic¢ke diferencijalne jednadzbe:

dS;=aS.dt+ oS,dB;, (2.11)
pri ¢emu s @ oznaCavamo srednju stopu povrata, a sa o volatilnost.
Jedan od osnovnih pojmova na financijskom trZistu je pojam portfelja.

Definicija 2.2.1. Portfelj je F-adaptirani slucajni proces ¢ = ((¢°,¢!) : t € [0, T)), gdje je
¢? koli¢ina novca u trenutku t, a ¢, koli¢ina dionica u trenutku t.

Pri izvodu Black-Scholes-Mertonove formule posluzit ¢e nam diferencijalni oblik Itove
formule (1.34). Pretpostavimo da investitor drzi portfelj ¢ ¢ija je vrijednost X; u trenutku ¢
te da drzi ¢! = A, dionica, pri éemu je A, slu¢ajna varijabla adaptirana obzirom na filtraciju
[F za Brownovo gibanje B. Vrijednost koju drZi u dionicama je onda A,S ;. Slijedi da je iznos
koji investitor ima u novcu jednak ostatku vrijednosti portfelja diskontiranoj s kamatnom
stopom r, odnosno r(X; — A,S,). Racunamo diferencijal vrijednosti portfelja X, pomocu
(2.11):

dX, = AdS; + r(X; — AS )dt
= Af(aSdt + oS, dB)) + r(X, — AS)dt
= AaS dt + A0S dB; + rX,dt — rAS dt
= A(a—-r)Sdt +rXdt + AoS dB,.

(2.12)

Cijenu dionice diskontiramo s diskontnim faktorom e~ pa je diskontirana cijena dionice

¢S, te je analogno diskontirana vrijednost portfelja e"X,. Cesto ¢e nam od koristi biti
promatrati diskontiranu cijenu dionice i diskontiranu vrijednost portfelja ¢ije diferencijale
raCcunamo koristeéi Itdvu formulu navedenu u (1.34).

dle™"S)) =df(t,S)

1
= fi(t,S)dt + f(t,5,)dS + Ef“(t, S)dS dS

=—re 'S, dt+e7dS,
=(a-re"S,dt+oe”S,dB,,

(2.13)
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de™"X,) = df(t, X))
1
= ft(t, X,)dt + fx(t, Xt)dXt + Efxx(t, Xt)dXtht

= —re "X, dt + e "dX,

= Ala —-r)e”"'S,dt + Aoe™"S ,dB,

= A [e(aS dt + oS ,dB;) — re”"'S dt]
= A(e7"dS, — re”"'S dt)

= Ad(e™S)).

(2.14)

Pritom Cetvrta jednakost u (2.14) slijedi uvrStavanjem (2.12), a peta jednakost uvrStavanjem
(2.11).

Black-Scholes-Mertonovu funkciju izvodimo na primjeru europske call opcije. Neka je
vrijeme dospijeca T iizvrSna cijena K. Europska call opcija tada po dospijecu ima isplatu
Cr = (St —K),. Neka je takoder c(t, S ;) funkcija koja daje vrijednost call opcije u trenutku
t. Racunajudi diferencijal funkcije c(¢,S,) uz (2.11), slijedi:

1
de(t,S1) = ci(t,S )di + (6, S )dS + 5eult, S )dS S
1
= c(t,§) + eult, S )(@S dt + 7S dB) + 5t S oS dt (2.15)

1
= |cit,S,) + aS,c.(t,S,) + 5azsfc,m(r,st) dt + oS ,c.(t,S,)dB,.
Analogno kao kod cijene dionice S, i vrijednosti portfelja X, odredujemo diferencijal di-
skontirane cijene opcije e "c(t, S ;) sluzeci se s (1.34) i (2.15):
d(e™c(t,S ) = df(t,c(t,S)))
1
= ﬁ(h C(ta St))dt + fx(ta C(t, St))dc(t’ St) + EfXX(t’ C(t, St))dc(t’ St)dc(t9 St)
= —re"c(t,S)dt + e "dc(t,S,)
1
=e " |=re(t,S,) +c(t,S )+ aSc.(t,S,) + 5crzsfcm(z, S| dt+

+e oS ,c(t,S,)dB,.
(2.16)

Investitor ulaze u dionice i novac tako da je vrijednost portfelja X; jednaka cijeni opcije
c(t,S,):
"X, =ec,S,), (2.17)
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a iz toga slijedi 1 jednakost njihovih diskontiranih vrijednosti:
de"X) =d(ec,S))), (2.18)
te dodatno X, = ¢(0,S). Integrirajuci (2.18) na intervalu [0, 7] dobivamo:
e X, — Xo=e"c(t,S,) - °c(0,S0) = e "c(t,S,) — ¢(0,S). (2.19)

Uz pretpostavljeni uvjet da je Xy = ¢(0, S ) slijedi traZena jednakost (2.2). Sljedeée ¢emo
prouciti $Sto nam jednakost daje tako da raspiSemo (2.18) koriste¢i (2.14) 1 (2.16).

1
A(de'S,) = e [—rc(t, S)+ct,S,) +aSct,S,) + 5crzsfcm(t, S| de+

+e"aS ,c.(t,S,)dB,.

Sredujemo prethodni izraz:

1
e(=rA,S dt + AdS,) = e [—rc(t, S)+ct,S,) +aSct,S,) + Eazsfcm(r, S| de+

+e oS ,c(t,S,)dB,.
S obe strane pojavljuje se izraz e koji mozemo skratiti te koristenjem (2.11) slijedi:
- VA,S tdt + AI(Q’S tdt + O-S Z‘dBt) =

1
=|=re,S,) +ci(t,S,) + aS.c.(t,S,) + 5crzsfcm(t, S)ldt+ e oS c(t, S,)dB,. (2.20)
Izjednacimo izraze uz dB; u (2.20) i dobijemo:

Ar=cx(t,S1) (2.21)

zasvet € [0,T].

Napomena. Pravilo koje smo upravo dobili u (2.21) naziva se delta hedging koje investi-
toru daje uputu kako zastititi portfelj od malih promjena vrijednosti dionice. Bududéi da se
vrijednost dionice mijenja kroz vrijeme, investitor mora vrsiti rebalans portfelja kako bi 1

dalje vrijedio delta hedge, za detalje Citatelja upucujemo na [21, str. 52]

Sljedece izjednacimo izraze uz dt u (2.20):

1
Al — 1S, = —rc(t,S,) +c(t,S,) + aS,cit,S,) + 50255%0, S). (2.22)
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Uvrstavanjem (2.21) slijedi:
1
(b, S = 1S, = —rc(t,S) + ci(t,S,) + aSc.(t, S ;) + Eazsfcm(z, S0 (2.23)
Kratimo izraz S ,c.(2, S ;) koji se pojavljuje na obe strane:
1
—rSc.(t,8,) = —rc(t,S,) + (1, S,) + 5azsfcm(t,st). (2.24)

Dosli smo do Black-Scholes-Mertonove parcijalne diferencijalne jednadzbe te nam je cilj
pronaci neprekidnu funkciju c(#, x) koja Ce biti rjeSenje jednadzZbe:

1
c,(t, x) + rxc,(t, x) + Eo'zxzcxx(t, x) = re(t, x). (2.25)

Dodatno, rjeSenje parcijalne diferencijalne jednadzbe (2.25) mora zadovoljavati terminalni
uvjet:
c(T,x)=(x—-K),. (2.26)

Ukoliko portfelj u trenutku ¢ = 0 ima vrijednost Xy = ¢(0, S ) te investitor koristi delta hed-
ging pravilo iskazano u (2.21), tada je zadovoljena (2.20), iz koje moZemo dobiti (2.18) za
sve t € [0,T]. Pustajuci t — T, slijedi da je X7 = ¢(T,S7) = (St — K),. Dobivena
jednakost govori nam da bez obzira kojim putem ide cijena dionice, po dospijecu opcije
vrijednost portfelja uskladena je s isplatom opcije.

Osim terminalnog uvjeta, (2.25) je parcijalna diferencijalna jednadzba za koju moramo
odrediti i grani¢ne uvjete za x = 0 1 x = oo kako bi ona imala rjeSenje. Kada u (2.25)
uvrstimo x = 0, dobijemo:

c(t,0) = re(t, 0),
iz Cega rjeSavanjem diferencijalne jednadZbe i koriStenjem Cinjenice dajezat =T
c(T,0) = (0 - K), =0, slijedi:

c(1,0) = €"¢(0,0)=0, t€][0,T].

Kada x — oo, cijena opcije raste neograniceno. Jedan nacin za definiranje grani¢nog uvjeta
zZax = o je:

lim[c(t, x) = (x — e ""K)] = 0.

X—00

Uz tako odredene grani¢ne uvjete, rjeSenje Black-Scholes-Mertonove jednadzbe (2.25) na-
zivamo Black-Scholes-Mertonova funkcija i ona je jednaka:

BSM(1: x; K; 71 0) = xN(d.(7, ) = Ke™"N(d_(t, x). (2:27)
Pri tome je
1 X o
(T, X) = log = + —\|7]. 2.2
d. (T, x) O_\/?[ogK+(r+ 2)7’] (2.28)
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2.3 Alternativni izvod Black-Scholes-Mertonove funkcije

Uz prethodno navedenu, postoji joS tehnika za izvod Black-Scholes-Mertonove funkcije
(2.27). U ovom potpoglavlju predstavljamo jedan od njih (vidi [7, str. 329-331]). Jedno od
svojstava Black-Scholes-Mertonove funkcije je to da ne ukljucuje varijable na koje utjecu
investitorova sklonost riziku. Buduci da su sve varijable Black-Scholes-Mertonove funk-
cije neutralne na rizik, moZemo zakljuciti da tada sklonost riziku ne moze ni utjecati na
rjeSenje. Pretpostavka neutralnosti na rizik je alat kojim dolazimo do trazene formule, ali
rjesenje koje dobijemo vrijedi neovisno o neutralnosti na rizik investitora.

Neka je V slucajna varijabla koja ima log-normalnu distribuciju te neka je standardna
devijacija od log V jednaka w. Pokazat ¢emo da vrijedi sljedeci rezultat:

E[max(V — K, 0)] = E[VIN(d,) - KN(d,), (2.29)
pri Cemu je
log EVI 4 v
L o 230
w
log [EL4] - w?
dy = % 2.31)

Definiramo s f(V) funkciju gustoce slucajne varijable V. Tada vrijedi:
E[max(V - K,0)] = f (V-=K)f(vV)dV. (2.32)
K

Neka je m ocekivanje sluCajne varijable log V. Funkcija izvodnica momenata normalne
slu¢ajne varijable s o¢ekivanjem m i varijancom w? jednaka je:

)
My(t) = "2, (2.33)

pri cemu je Y = logV. Deriviranjem (2.33) te uzimanjem njezine vrijednosti u tocki
t = 0 dobivamo ocekivanje sluCajne varijable log V (za dokaz vidi [13, str. 369]). Zaista,
koristeci (2.33) slijedi:

My(0) = m = E[log V],

pri ¢emu je m:
2

m = log[E[V]] - W? (2.34)
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Naime, jer je V log-normalno distribuirana slucajna varijabla, iz o¢ekivanja slucajne vari-

jable V izrazavamo m:

W2
E[V] =™ T,

2
logB[V] = m + W?

W2

=logE[V] - —.
m = log EB[V] - =

log V—-m

Definiramo varijablu Z =
Oznacimo s gz(z) funkciju gustoce varijable Z,

1
8z(z) =
Varn
Koristeci definiciju slucajne varijable Z i (2.32) slijedi:

E[max(V - K,0)] = f (€ = K)gz(2) dz

= f Mg ()dz — K f gz(2) dz.

Izraz pod prvim integralom raspiSemo:

1 (—zz +2zw+2m)
2

eZW-H’I’l e

8z(z) =

*(wa)z +2mtw?
2

Q

B~

=
o5

m+

X

—(Z—w)2
= e 2

2

%

Py

ﬁ

[N

gz(z—w),

Sto uvrStavajuéi nazad u (2.35) daje:

00

W2 0
Elmax(v - K01 =" [ gG-wdi-k [ edz

Prvi integral u (2.36) moZemo zapisati na drugi nacin kao:

0 log K —
[ st w1 n (2=
log K—m w

—logK
:N(—Og +m+w),
w

w

. Tada varijabla Z ima standardnu normalnu distribuciju.

(2.35)

(2.36)

(2.37)
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pri ¢emu je s N oznaCena funkcija distribucije standardne normalne razdiobe, definirane
kao u (2.2). Supstituirajuéi m s (2.34), dobijemo:

—logK +m 10g@+%2
N|———+w|=N|——+w|=N(,), (2.38)
w w

gdje posljednja jednakost slijedi iz (2.30). Analognim ra¢unom dobije se da je

ﬁ 82 dz = N(dy).

w

Uvrstavanjem u (2.36) dobijemo:

E[max(V - K,0)] = e"”%N(dl) - KN(d,), (2.39)

1z kojeg supstituirajuci m s (2.34), dobijemo upravo izraz (2.29) koji smo trebali pokazati.

Prethodno pokazani rezultat bit ¢e nam od pomo¢i pri daljnjem izvodu. Nadalje, pro-
matramo call opciju na dionicu s viemenom dospijeca T, izvrSnom cijenom K, volatilnosti
o te poCetnom cijenom dionice S. Cijena opcije tada je:

¢ =e¢TE [max(St — K, 0)], (2.40)

pri ¢emu oc¢ekivanje promatramo obzirom na vjerojatnost neutralnu na rizik P* (za vise o
mjeri neutralnoj na rizik vidi Poglavlje 1.4). Pretpostavljamo ponovno da cijena dionice
S ima log-normalnu distribuciju. U trenutku ¢ = T cijena dionice log S 7 ima normalnu
distribuciju s ocekivanjem log S, + (y - %) T i varijancom oT. Takoder vrijedi da je
E*[S7] = Soe’”. Prema (2.34) i (2.39) tada je cijena opcije iz (2.40) jednaka:
c=e""[Soe”" N(di) — KN(d>)]
= SoN(d)) — Ke'"N(dy),

a prema (2.30) 1 (2.31) veli¢ine d; i1 d, jednake:

(2.41)

log[#RA ]+
1= 0‘\/7
Clog| |+ o+ DT
- — :
o[-
o NT
Clog| |+ =T

o NT

(2.42)

(2.43)
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UvrStavanjem (2.42) i (2.43) u (2.41) dobijemo Black-Scholes-Mertonovu funkciju kao u
(2.27).



Poglavlje 3

Opcije s barijerom i lookback opcije

3.1 Opcenito o opcijama

Kao i u prethodnom poglavlju, promatramo financijsko trziSte na kojem postoje nerizi¢na
1 rizicna imovina, odnosno novac i dionice. Vremenom su se na trzZiStu poceli pojavljivati
sloZeniji ugovori danas poznatiji kao financijske izvedenice ili financijski derivati kKoji su-
dionicima pruZaju vec¢u moguénost prilagodbe poslova svojim investicijskim potrebama.
Prema [23], naziv izvedenica dolazi od Cinjenice $to se njihova vrijednost (cijena) izvodi
iz vrijednosnog papira na koji su napisani.

Opcija je vrsta financijske izvedenice koja vlasniku opcije daje pravo, ali ne i obvezu
kupiti ili prodati financijsku imovinu do ili u trenutku dospijeéa po unaprijed utvrdenoj
cijeni. Call opciju prethodno smo spominjali u potpoglavlju 2.1. Put opcija je vrsta opcija
koja kupcu daje pravo, ali ne 1 obvezu da proda imovinu na koju je opcija napisana po
unaprijed utvrdenoj cijeni. Prije 1973., opcijama se trgovalo samo na “over-the-counter”
trziStu uz posredovanje brokera pri transakciji izmedu prodavatelja i kupca. Danas se opci-
jama trguje na gotovo svim burzama diljem svijeta. TrZiSta financijskih izvedenica privlace
raznolike sudionike i jako su likvidna. Drugim rijeCima, na trzZiStima financijskih izvede-
nica vrlo je lako kupiti ili prodati imovinu. ViSe nisu ograni¢ene samo na dionicke opcije,
vec postoje 1 opcije napisane na obveznice, valute, kamatne stope 1 ostalo.

Pri sklapanju opcije sudjeluju dvije strane: kupac opcije, koji ima pravo, ali ne 1 obvezu
iskoristiti opciju po dospijecu i pisac opcije, koji mora isporuciti ili kupiti imovinu na
koju je opcija napisana, ukoliko je potrebno. Opcije se koriste najvise iz dva razloga:
Spekuliranje 1 zaStita od rizika (eng. hedging). Kako bi uspjeSno zastitio svoj portfelj,
pisac opcije mora naéi nacin za investiranje profita od prodaje opcije tako da zavrSna vri-
jednost portfelja bude takva da investitor moZe podmiriti sve svoje obveze. Takav hedge
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je samofinancirajuci. Drugim rije¢ima, svaka je prilagodba portfelja financirana samo iz
profita ostvarenog od prodaje (vidi [4, str. 1112]).

Prema tome kada moZemo iskoristiti opciju, razlikujemo dvije vrste. Americke opcije
su opcije koje mogu biti iskoriStene u bilo kojem trenutku do dospijea. Europske opcije
su opcije koje mogu biti iskoriStene samo po dospijecu.

Osim kategorizacije po vremenu kada moZemo iskoristiti opciju, opcije razlikujemo i
po ovisnosti isplate o cijeni imovine na koju je opcija napisana. Pojam egzoticne opcije
ili opcije ovisne o putu oznaCava opcije ¢ija vrijednost ne ovisi samo o cijeni imovine po
dospijecu, ve€ ovisi 1 o cijeni imovine u vremenima do dospijeca. Opcije koje nisu ovisne
o putu imati e istu isplatu bez obzira na to kako se cijena imovine mijenjala do dospijeca.
Stvaranje nekog instrumenta kao Sto je opcija ovisna o putu bilo je privla¢no sudionicima
na finacijskim trzistima iz viSe razloga. One daju mogucnost ostvarivanja profita uslijed
promjene cijene imovine te u odredenim situacijama dopusStaju investitorima koji imaju
informacije o rasponu cijene da iskoriste svoje znanje u svrhu ostvarivanja profita (vidi [4,
str. 1111]). U sljede¢im potpoglavljima predstavljamo dvije vrste egzoti¢nih opcija, opcije
s barijerom 1 lookback opcije.

3.2 Opcije s barijerom

Opcije s barijerom su opcije koje se aktiviraju ili prestanu vrijediti ako cijena dionice
prijede neki unaprijed zadani prag ili barijeru (prema [23, Primjer 3.4.6]). U praksi ih
sudionici na financijskim trziStima preferiraju, najvise iz razloga Sto su nerijetko povolj-
nije od obi¢nih opcija. Postoje Cetiri vrste opcija s barijerom: down-and-out, down-and-in,
up-and-out 1 up-and-in. Down-and-out je vrsta opcije koja prestane vrijediti ako vrijednost
imovine padne ispod barijere u vremenu do dospijeca, dok je up-and-in vrsta opcije koja
se aktivira ako vrijednost imovine dosegne barijeru u vremenu do dospije¢a. Analogno se
definiraju i ostale dvije vrste opcija s barijerom.

Haug u [5] navodi i postojanje posebne vrste, a to su opcije s dvostrukom barijerom.
Takve opcije imaju donju i gornju barijeru te se mogu aktivirati ili prestati vrijediti ukoliko
cijena imovine dosegne donju ili gornju barijeru u vremenu do dospijeca. Za vise o takvim
opcijama, vidi [3].

Opcije s barijerom su u odredenom smislu nalik europskim i americkim opcijama.
Sli¢ne su ameri¢kim opcijama u tome $to njihova vrijednost ovisi o kretanju cijene imovine
u povijesti do dospije¢a. Unatoc tome, lakSe su za procijeniti od americkih opcija, buduéi
da je kriti¢na vrijednost opcije unaprijed odredena s barijerom. Kod americkih opcija,
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kriticna vrijednost nije unaprijed odredena, ve¢ ona varira ovisno o vrijednosti imovine
u odredenom trenutku. Zato za razliku od americkih opcija, za cijenu opcije s barijerom
postoji eksplicitni izraz za cijenu opcije. Za viSe detalja, Citatelja upucujemo na [15].

U sljede¢em odjeljku promatramo up-and-out call opciju s barijerom, koja prestaje
vrijediti ako vrijednost imovine dosegne barijeru. IzraCun se analogno provodi i za ostale
vrste opcija s barijerom.

Izracun cijene up-and-out call opcije

Pretpostavimo da je financijska imovina modelirana geometrijskim Brownovim gibanjem
kao u (2.11) uz mjeru neutralnu na rizik P* (vidi Poglavlje 1.4). Oznalimo s K cijenu
izvrSenja, s H barijeru i s T vrijeme dospijea. Neka je K < H. RjeSenje stohasticke
diferencijalne jednadzbe (2.11) je:

St — SOeO'B,+(r—%O'2)I (31)
Zamjena vjerojatnosti P s vjerojatnosti neutralnom na rizik P* mijenja srednju stopu po-

vrata na nacin da P* vecu teZinu stavlja na putove Brownovog gibanja s niZim povratima.
Stoga se srednja stopa povrata smanjuje s @ na r (vidi [21, str. 65]). Uvodimo supstitucije:

1 1
0=— (r - —0'2), (3.2)
o 2
B =6t + B,. (3.3)
Iz (3.2) i (3.3) slijedi:
S, =80’ (3.4)

Neka je M* proces maksimuma Brownovog gibanja B* definiran kao u (1.2.5). Tada je:

max S, = Sge”™ . (3.5)
t€[0,T]
Opcija prestaje vrijediti ako je maxeor;S,; > H. U protivnom je isplata jednaka S — K
ako je S > K, ainace 0. Matematicki to moZemo napisati na sljedeci nacin:

CT = (ST - K) 1{ST>K, max S7<H}
= (S OeUB*T - K) 1 o B oM

{Spe" "T>K, Sge” "T<H}"

(3.6)
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Radimo sljedecu supstituciju:

1 K
k= —log —, (3.7)

ag S()

1 H
x=—log —. (3.8)

(o So

Iz toga slijedi da je isplata u trenutku 7 jednaka:

Cr=(S1 = K) lip ok mp<n)- (3.9)

Cijena up-and-out call opcije s barijerom zadovoljava Black-Scholes-Mertonovu jednadzbu
(2.25) koju je potrebno doraditi na na¢in da se uzme u obzir i barijera, odnosno uvjet da
cijena imovine u vremenu do dospijeca ne dosegne barijeru. Iskazat ¢emo teorem koji nam
to potvrduje, a za dokaz upucujemo na [18].

Teorem 3.2.1. [18, Teorem 7.3.1] Neka je c(t, x) cijena up-and-out call opcije s barijerom
koja u trenutku t nije dosegnula barijeru H i u trenutku t je cijena S(t) = x. Tada c(t, x)
zadovoljava Black-Scholes-Mertonovu jednadZbu

1
ci(t, x) + rxc,(t, x) + Ecrzxzcxx(t, x) = re(t, x) (3.10)

zajedno s granicnim uvjetima

c(t,00=0, 0<t<T, (3.11)
ct,H)=0, 0<t<T, (3.12)
coT,x)=(x-K);, 0<x<b. (3.13)

Napomena. Buducdi da pretpostavljamo da barijera H nije dosegnuta u trenutku #, up-
and-out call opcija s barijerom iz iskaza Teorema 3.2.1 zapravo nije prestala vrijediti te se
ponasa kao obi¢na europska call opcija.

Cijena neutralna na rizik up-and-out call opcije s isplatom Cr kao u (3.9) u trenutku z = 0
dana je s:

Co=E'[e""Cr], (3.14)

a pritom za izraCun cijene koristimo Teorem 1.4.5. Pretpostavimo da su k i x definirano
redom kao u (3.7) 1 (3.8) te daje Sy < H, azatoi x > 0. Integriranjem na podrucju
{(m,b) : k <b < x,b, <m < x}obuhvacen jeislu¢ajk > 01k < 0 (vidi [18, str. 304]).
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Slijedi da je cijena Cy jednaka sljedecem:

CO :f f e—rT (Soecrb _ K)f;/[* B*(m,b)dmdb
k b+ t>=t

f f Soe K) 2@m b ™ 2T @m=b) i

T N2nT

1 5 S|
== Soe ob _ K)—¢° b_*fl T—f(Zm b)
fk K

2142
S0€ )e—rT+a'b 2(1 T—57b db —

\/7

\/27r
=SS0l — KL, — Sol5 + Kl,.

Pri tome definiramo 1, >, I5 1 I, kao:

1 2 132
Il — (Tb rT+ab—5a"T—55:b db,
V2rT
1 1.2 12
12 — e—rT+(tb—§a T—57b db,
V2rT
1 * 1.2 1 2
13 — eo’b—rT+ab—§a T—57(2x=b) db,
V2rT f
1 x 1.2 1 2
14 — e—rT+ab—§a T—55(2x=b) db.
V2T
Pogledajmo integral I;.
I] — ea’b—rTﬂyh—%azT—ﬁhz db

1
V2rnT

Pl rb—(r+ 1a®)T- b2 ’

- V2rT

te uz supstitucije y := o + @ i := (—r — 1T slijedi:

1 ¥ L
" P db
V2rnT f/;
1

o~ O=YTP+3Y’ T+ g

11:

- V2rT

So e ) e—rT+¢rb—%a2T—ﬁ(2x—b)2 db
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(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)
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Supstitucijom y = }%, odnosno b — yT =y VT dobijemo:

x—yT

I = LT f T e ay
Van o

_ brres [N(x :/;T) —N(k _V;T)] (3.20)

o))

Uocimo da je onda %sz + B = 0. Neka je ¢ funkcija definirana kao:

1 1
(1,9 =——|1 + -0’ |7|. 21
0.(7, 8) O_\E(ogs+(r+20')r) (3.21)
Koristeci (3.7), (3.8) 1 (3.21) integral I, postaje:
S S
n=nN(s.(1.22))- v (6. (1. 52)): (3.22)

Sliénim izratunom dolazimo i do izraza za integrale I, I3, 1 Iy, gdje kod definiranja
integrala I, koristimo funkciju iz (2.28).

e ol (32l ()
S o R
L=e¢'T (%)_‘z£+1 [N (5_ (T, Ki;o)) - N((S_ (T, Ki&)))] ) (3.25)

UvrsStavanjem (3.22), (3.23), (3.24) 1 (3.25) u (3.15) dobivamo eksplicitni izraz za cijenu
up-and-out call opcije s barijerom:

139l S el 29l 2
8 o 22 )
+Ke T (%)1 [N (5_ (T, Kiszo)) - N(a_ (T, KiSO))] . (3.26)
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Pod uvjetom da opcija nije prestala vrijediti prije trenutka #, prema Teoremu 3.2.1 dobi-
vamo da se cijena up-and-out call opcije s barijerom u trenutku ¢ moZe zapisati pomocu
funkcije c(¢, x) koja zadovoljava grani¢ne uvjete (3.11), (3.12) i (3.13), a dobiva se tako da
u (3.26) uvrstimo S = x te supstitucijom vremena dospijeCa T st =T — ¢:

oo B e 2l )
o (Z) T 8o () - o )
+Ke ™ (%)_j£+1 [N (5_ (T, g—i)) - N((s_ (T, Kix))] . 327

—+

3.3 Lookback opcije

Lookback opcije su financijske izvedenice Cija isplata ovisi o ekstremu kojeg cijena imo-
vine postigne u vremenu do dospijeca. Kako je i navedeno u [25, Poglavlje 15], lookback
opcije daju mogucnost investitoru da kupi imovinu po niskoj cijeni te ju zatim proda po
visokoj cijeni i time ostvari profit.

Neka je K cijena izvrSenja (eng. strike) lookback opcije. Cijenu izvrSenja moZemo unapri-
jed odrediti 1 fiksirati za Citavo vrijeme do dospijeca. Takve opcije nazivaju se fixed-strike
opcije. Ukoliko cijenu izvrSenja ne odredimo unaprijed, ve¢ dopustimo da se ona odredi
u buducénosti i ovisi 0 promjenama na trziStu, tada imamo floating-strike opcije. Ovisno o
tome imamo li fiksiranu cijenu izvrSenja ili ne, razlikujemo Cetiri vrste lookback opcija.

Fixed-strike lookback call opcija ima po dospijecu isplatu koja je jednaka razlici maksi-
muma koji cijena imovine poprimi do dospijeca, S, 1 cijene izvrSenja K. Slicno, fixed-
strike lookback put opcija po dospijeCu ima isplatu koja je jednaka razlici cijene izvrSenja K
1 minimuma koji cijena imovine poprimi do dospijeca, u oznaci S ,,;,- Nadalje promatramo
floating-strike lookback opcije, a za viSe o fixed-strike lookback opcijama, upuéujemo na

[S].

Floating-strike lookback call opcija daje pravo vlasniku opcije da kupi imovinu pokri-
venu opcijom po najnizZoj cijeni imovine u vremenu do dospijeéa. Floating-strike lookback
put opcija daje pravo vlasniku da proda imovinu po najvisoj cijeni imovine u vremenu do
dospijeca. Prema [5], cijene floating-strike lookback call i put opcija mozemo izraziti na
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sljede¢i nacin:
C(S T Smin,T) = maX(S T — Smin’ 0)9 (328)
p(ST’ Smax’ T) = maX(Smax - ST’ O) (329)

Ponovno pretpostavljamo da je cijena imovine modelirana geometrijskim Brownovim gi-
banjem (vidi Definicija 1.2.16), u oznaci S, a pritom proces maksimuma cijene S na inter-
valu [0, T] oznatavamo s M5 . Za 0 < t < T vrijedi:

2 2
0'B,+(r—%)t o'MF+(r—’T7)t

M’ = max S, = max Sge =Sye , (3.30)

0<t<T 0<t<T
pri Cemu je M® proces maksimuma za Brownovo gibanje B (vidi Definicija 1.2.5). Ana-
logno kao i za opcije s barijerom, navodimo teorem koji nam govori da cijena lookback
opcije zadovoljava Black-Scholes-Mertonovu jednadzbu te grani¢ne uvjete.

Teorem 3.3.1. [18, Teorem 7.4.1] Neka je v(t, x,y) cijena floating strike lookback opcije u
trenutku t. Neka je S, = xi M> = y. Tada v(t, x, y) zadovoljava Black-Scholes-Mertonovu
Jednadzbu:

1
Vit X,3) + 10t X,9) + S0Vl %, 5) = (8, X, ) (3.31)
na podrucju {(t,x,y) : 0 <t < T, 0 < x <y} i zadovoljava granicne uvjete:
v(t,0,y) =", 0<1<T, y20, (3.32)
wty,y)=0, 0<t>T, y>0, (3.33)
v(T,x,y)=y—x, 0<x<y. (3.34)

Dokaz. Ratunamo diferencijal izraza e™"'v(t, S ,, M> ) koriste¢i (1.30) i dobijemo:
d(e‘”v (r,St,Mf)) — [_,,v (t,Sn Mf) dt + v, (t,St, M,S) dr + v, (t,St, Mf) ds .+
+%Vxx (t’ St Mf) ds,ds + Vy (l’ St M;g) de}
= [—rv(t,S;,M,S) +vt(t’St’M;g) + rSfVX(t’S”MfS)+
N T
+e My, (t, S, Mf) dm;

dt+e""oS v, (1.5, M) dB,+

(3.35)

Da bi (3.35) bio martingal, potrebno je da je izraz uz dt jednak 0. Dodatan uvjet koji mora
vrijediti je sljedeci:

ey (1.8 M) dM} = 0. (3.36)
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Naime, izraz uz dM; ne moZe se ponistiti izrazima uz dt i dB,. Proces M; ima kvadratnu
varijaciju jednaku nuli pa nije Brownovo gibanje (vidi Definicija 1.2.11 1 [18, str. 309]).
Takoder, ne mozemo pronaci slu¢ajni proces @ = (0, : 0 < ¢ < T) takav da je dM?> = ©, dt.
Drugim rije¢ima, M ne moZemo zapisati na sljede¢i nacin:

!
Mf:Mg+f®udu.
0

ZakljuCujemo da je dM? razli¢ito i od dt i od dB;, stoga izraz uz dM? mora biti jednak 0
da bi (3.35) bio martingal.

Dakle, kada je S, < M?, tada je dM> = 0 budud¢i da maksimum M’ ostaje nepromije-
njen. Ako je S, = M?, tada je dM? pozitivan pa izraz e v, (t, S, M} ) mora biti jednak 0,
odnosno vy (t, S, M> ) = (0. To nam upravo daje drugi grani¢ni uvjet (3.33). U tom slucaju
je (3.35) jednak:

d(e™v (.S M})) = e oS v, (1,S,. M) dB,, (3.37)

Sto je Itov integral, a iz Teorema 1.3.5 slijedi da je onda i martingal. Ukoliko je izraz uz dt
jednak 0, to nam daje:

—rv (.8 M) +v, (6,5 M) +1S v, (1.5 1 MY) dS,+%0'2St2vxx (.S, M) dt =0, (3.38)

a preslagivanjem tog izraza dobijemo jednadzbu iz iskaza Teorema 3.3.1. Terminalni uvjet
(3.34) iz iskaza teorema je upravo isplata opcije, razlika izmedu maksimuma cijene i cijene
u trenutku 7. Ukoliko za bilo koji 7 € [0, T] vrijedi S, = 0, tadajeiS7 = 0. Tadaje M? =y
1 ta vrijednost ostaje konstanta za svaki ¢ € [0, T']. Iz toga slijedi da cijenu opcije dobijemo
diskontiranjem M? od dospijeca T unazad do ¢, $to nam daje (3.32). O

Izracun cijene lookback opcije

Prelazimo na izracun formule za cijenu lookback opcije v(t, x,y)zat € [0,T]iza0 < x < y.
Iz (3.30) slijedi da je:

MS = §yoMF or(2-h)

3.39
= M;ge‘T(Mg_MtB)_ ( )
Uo&imo da ako je max,<,<r B, > M5, tada je

M7 — MP = max B, — M?.

t<u<T
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Ukoliko je ipak max,<,<r B, < M5, tada je
M3 - MP =0.

Koriste¢i prethodne zakljuCke, eksponent u izrazu (3.39) moZemo zapisati na sljedeci
nacin:

B B\ _ [ _ AMB
o(Mf-MP)=c | max B, - M; L
] B
=0 tréluzg o(B,—B) —o (Mt - Bt)L (3.40)

ME
=0 |max o(B, — B;) —log—| ,
S +

t<u<T ¢

pri ¢emu zadnja jednakost slijedi iz (3.30) i svojstva logaritamske funkcije. Prema [18],
cijena lookback opcije u trenutku ¢ dana je izrazom:

Vp = B [e—““) (M5 - 57) ‘9‘7] . (3.41)

Iduée navodimo bez dokaza lemu koju koristimo pri izvodu formule za cijenu lookback
opcije.

Lema 3.3.2. [I8, Lema 2.3.4] Neka je (Q,F ,P) vjerojatnosni prostor i G o-podalgebra
od F. Neka su X,,...,X, G-izmjerive slucajne varijable i Y\,...,Y; slucajne varijable
nezavisne od G. Neka je f(xi,..., X, V1, .., Y1) funkcija i definiramo

g(xl,...,xk):E[f(xl,...,xk,Yl,...,Yl)].

Tada je:
E[f(Xl,...,Xk,Yl,...,Yl) | Q] = g(Xl,...,Xk).

Koriste¢i (3.39) 1 (3.40), za 7 = T — t isplata opcije u trenutku ¢ definirana kao u (3.41)
jednaka je:

V,=¢"E [(M§ - S7)

7

- e_r(T_t) E* [Mfe[o—(Mg_M?):L

%] _ T [ST ‘7_7]
(3.42)

= e [l OL 7| - o )

S
[max,sug(Bu—B,)—log Ttr]
N

=e¢"E" [Mts ¢

7:’] _E [e—rTST ‘ﬁ]
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Isplatu u (3.42) raCunamo u odnosu na mjeru neutralnu na rizik P*. Prema Definiciji 1.4.6,
diskontirana cijena dionice ¢™"'S , u trenutku ¢ je martingal obzirom na vjerojatnosnu mjeru
P*. Tadaza 0 <t < T vrijedi:

ert E* [e—rTS T

T,] =e"e™S, =S, (3.43)

Da bi pokazali kako moZzemo pojednostaviti izraz u (3.42), posluzit ¢emo se sljedecim
rezultatom:

Propozicija 3.3.3. [22, Propozicija 1.22] Neka je X : Q — R integrabilna sluc¢ajna vari-
jabla te neka je G o-podalgebra od F. Ako je Y omedena G-izmjeriva slucajna varijabla,
tada je:

E[YX|G]=YE[X|G] g.s. (3.44)

Koristeéi Propoziciju 3.3.3, prvi izraz u (3.42) moZemo zapisati kao:

MS
o|max<u<r (By—B)—log -
.

M
e o|max;<u<r (B,—B;)-log *’} _ . [
e"E [Mfe [ i ﬁ}:e”MEE [e

+

T,] . (3.45)

Sluzeci se Lemom 3.3.2, moZemo definirati uvjetno ocekivanje u (3.45) pomocu funkcije
g (S » M ) koju ¢emo definirati kao:

g(x,y) = B" [enlmasserBebotoz L | (3.46)
iz Cega slijedi da je (3.42) uz (3.45) 1 (3.46):
Vi=e "M g(S. M) =S, (3.47)
ili ekvivalentno
v(t,x,y) = e "Tyg(x,y) — x. (3.48)

Postojanje funkcije v(¢, x, y) koja je jednaka V, opravdavamo time $to su slucajni procesi
S, 1 Mf Markovljevi procesi (vidi [21, Definicija 1.20] i [18, str. 334]). Sljedeci korak u
izraCunu cijene je odredivanje izraza za funkciju g(x,y). Budué¢idajeuzr =T —r:

E* =E*

max(B, — B,)

t<u<T

max (B, — By)

O<u<r ] ’ (349)

funkciju g(x,y) moZemo zapisati na sljedeci nacin:
g(x y) - E* [ea'[max,gug(BM—B,)—log %L]

_ B [ o7 [ maxozus<(Bu—Bo)-log %L] (3.50)
- B [e[chf—log%L]
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Razdvojit emo izraz u (3.50) u dva slucaja, kada je M2 < }r log 2 i M8 > % log <:

1 y\ «x B
_ T* B | JoM; i
g(x,y) =P (M, < —log }) + ;E |7 1 gz 1100 1] - 3.51)
Drugi izraz u (3.51) dolazi od toga da je:

e(TMf—log 2

— ea'Mf . e—]og% — Eeo—Mf.

(3.52)
y
Korolar 3.3.4. [18, Korolar 7.2.2] Vrijedi sljedeci rezultat:

—aT —m—aT
P*(M?Sm):N(m\/g )—eZ“"’N(&), m>0,
T

(3.53)
VT
uz funkciju gustoce sluc¢ajne varijable M® obzirom na mjeru neutralnu na rizik P*:
2 | 2 -m—aT
frp(m) = e artm=al)” _ 2a/e2‘“"N(—), m >0, (3.54)
My V2T \NT

te je jednaka 0 zam < 0.

Prvi izraz u (3.51) mozZe se zapisati na sljedeci nacin koriste¢i Korolar 3.3.4, supstitu-
ciju (3.2) te definicije funkcija (3.21):

(3.55)
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Drugi izraz u (3.51) moZemo pojednostaviti koristeéi izraz za funkciju gustoe M? obzirom
na mjeru neutralnu na rizik P* definiranu kao u (1.35):

(o]

X B X

;E [e(TM’l{MEZ$log£}] - ;I e fys(m) dm
log 2 T

o x

X foo 2 O'm—zi(m—m‘)2 d (3 56)
= - —€ d m— .
Y Jlig! V2rt

X f T el am N(—m_-M) im.
y %log% \/;

Integrale u (3.56) redom ¢emo srediti. Sredujemo eksponent u prvom integralu:

1 1 1
om— —(m—at)* = om— —(m—at)’ +rt—rt+ —0’t — —0’1
27 2t

2 2

1 1
=rt+om—-—(m-art) -car - -0’1 (3.57)
2T 2
1
=rt——(m-ar - 0'7)2,
2T

pri ¢emu druga jednakost slijedi koristeci supstituciju (3.2). Radimo sljede€u zamjenu
varijabli:
+ j—
€= w, (3.58)

\/?

iz ¢ega dobivamo da je prvi izraz u (3.56) jednak:

00 04 T,%:
)_C 2 erT—%(m—aT—U'T)Z dm = 2xe'” f ( ’ ) e—%fz de
Y Jlig? V2rt yV2r J-

(3.59)
2 rt
=5 )
y y
Sli¢nim postupkom sreduje se i drugi izraz u (3.56):
2 f ) 2ae PN (—m—\/—fn') dm =
1log 2
Yyt ‘ (3.60)

aox . x ao (y\=! y
=0 (s )+ 2 ) (o (52)
ry y ro\x X

a za detaljan racun, Citatelja upucujemo na [18, str. 317]. Sada imamo sve potrebno za
odredivanje funkcije v(z, x, y) definirane kao u (3.48). UvrStavanjem (3.55), (3.59) i (3.60)



48 POGLAVLIJE 3. OPCIJE S BARIJEROM I LOOKBACK OPCIJE

u (3.48) te daljnjim pojednostavljivanjem izraza slijedi:

2
v(t, x,y) = (1 + O-—) xN (6+ (T, f)) +e""yN (—6_ (T, f)) —
2r y y

(3.61)
2 2
- U—e‘” (X)(T2 xN (—(5_ (T, X)) -x, 0<t<T,0<x<y.
2r X X
Napomena. Cijena lookback opcije v(t, x, y) zadovoljava sljedece svojstvo:
v(t, px, py) = pv(t, x,y), > 0. (3.62)

Iz toga slijedi da funkciju v(z, x,y) moZemo zapisati i kao funkciju dvije varijable na
sljede¢i nacin:

v(t, x,y) :yu(t,;c,l) :yu(t, g), 0<t<T,0<x<y,y>0. (3.63)

Primjenom navedenog svojstva na formulu (3.61), slijedi:

)= (TP e ()

(3.64)

Za vise detalja, vidi [18, str. 312].



Poglavlje 4

Azijske opcije

4.1 Uvod

U ovom poglavlju rijec je o posebnoj vrsti egzotic¢nih opcija, azijskim opcijama, ¢ijaizvrSna
cijena ne ovisi o jednoj promatranoj vrijednosti cijene temeljne imovine, ve¢ ovisi o pro-
sjeku promatranih vrijednosti u vremenu do dospijeca.

Azijska opcija je vrsta financijske izvedenice Cija se isplata po dospijecu T temelji na
prosjecnoj cijeni imovine § = (S, : t > 0). Buduci da isplata ovisi o prosjeku cijena
temeljne imovine do vremena dospijeca, smanjuju se nesigurnosti koje postoje vezane za
fluktuacije cijene imovine. Isto tako, atraktivan su proizvod na financijskom trziStu sudi-
onicima koji kupuju imovinu u to¢no odredenom trenutku, a prodaju je tijekom odredenog
buduéeg perioda. Jedan od primjera je trgovina na deviznom trZiStu gdje se neprekidno
trguje u jednoj valuti, a u tocno odredenom trenutku kupuje se u nekoj drugoj valuti. U
tom slucaju temeljna imovina je tecaj.

Vremenski intervali u kojima ¢e se biljeZziti cijene imovine pomocu kojih ¢e se po dos-
pijecu racunati prosjek mogu se proizvoljno odabrati. Najcesce se gledaju cijene na razini
tjedna, mjeseca, kvartala ili godine. Opcije s unaprijed odredenim trenutcima promatranja
cijene imovine u literaturi se nazivaju “asian out” opcije (vidi [2, str. 43]). Medutim,
ponekad se ne promatraju cijene u Citavom periodu od stvaranja opcije do dospijeca, veé
samo u kratkom periodu do dospijeca, primjerice u zadnjoj godini. Takve opcije nazivaju
se “asian in” i nose veci rizik, buduci da promatrane kasnije cijene imaju veéi utjecaj na
vrijednost opcije od ostalih cijena.

Za prosjek cijena imovine uzima se aritmeticka ili geometrijska sredina. Kod azijskih
opcija gdje se prosjek raCuna kao geometrijska sredina promatranih cijena imovine postoji

49
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eksplicitni izraz za cijenu azijske opcije, Sto nije slucaj kod aritmetickih azijskih opcija.
Detaljnije ¢e o tome biti rije¢ kasnije u poglavlju. Takoder, uzimanje uzoraka cijene imo-
vine pomocu kojih se raCuna prosjecna cijena imovine moZze biti neprekidno ili diskretno.
Ukoliko nije naglaseno drugacije, u narednim potpoglavljima racunamo koristeci nepre-
kidno uzorkovanje cijene imovine.

4.2 Fixed-strike i floating-strike azijske opcije

Sli¢no kao 1 kod lookback opcija, mozemo razlikovati i floating-strike 1 fixed-strike azijske
opcije. Problem izracCuna cijene floating-strike azijske opcije vrlo je kompleksan te se no-
vija istraZivanja uglavnom fokusiraju na cijene fixed-strike azijskih opcija. UnatoC tome,
izvedene su odredene relacije koje nam govore o jednakosti floating-strike i fixed-strike
azijskih opcija.

Neka je (Q, ¥, P) vjerojatnosni prostor i P* vjerojatnost neutralna na rizik. Neka je 7 > 0
vrijeme dospijeca opcije 1 A aritmeticka sredina cijena imovine u vremenu do dospijeca.
Aritmetic¢ku sredinu cijena imovine zapisujemo na sljedec¢i nacin:

1 T
A:—f S du. (4.1)
T Jo

Neka je K cijena izvrSenja. Tada je isplata fixed-strike azijske call opcije po dospijecu:

Vr =(A-K),, (4.2)
a isplata floating-strike azijske call opcije moZe se izraziti kao:

V=71 -4 (4.3)

Dakle, prema izrazu za cijenu opcije kao u (3.14), cijenu fixed-strike azijske call opcije
mozemo izraziti kao:

cx(K,So,1,0,0,T) = E'[e”(A - K),]. (4.4)

Napomena. Funkcija c, koja oznacava cijenu azijske opcije s fiksnom cijenom izvrSenja
ovisi o viSe parametara. Parametri koji su prethodno spomenuti u tekstu su: cijena izvrSenja
K, pocetna cijena imovine S, bezrizicna kamatna stopa r, volatilnost o te vrijeme dos-
pije¢a T. Parametar koji se do sad nije spominjao je b = 0 kojeg nazivamo cost of carry.
To je troSak drZanja imovine tijekom vremena, a ukljucuje izmedu ostalog osiguranje i ka-
matne stope na imovinu. Za vise detalja o ovom parametru, upuujemo na [7].
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Analogno definiramo i cijenu opcije za floating-strike azijsku call opciju:
c(1,80,1,0,0,T) =E'[e”"" (S — A),]. (4.5)

Napomena. Bududi da cijena izvrSenja nije fiksirana, umjesto parametra K u izrazu za
funkciju cijene floating-strike azijske opcije pojavljuje se parametar A = 1. Parametar A je
multiplikativni faktor kojim se mnoZzi prosjek cijene A. MnoZenje A s A daje nam cijenu
izvrSenja koju mozemo prilagoditi uvjetima na trzisStu.

Sli¢no se definiraju i fixed-strike i floating-strike azijske put opcije:

Px(K,S0,1,0,0,T) = E'[e""(K — A),], (4.6)
pf(I’SOa r,o, 05 T) = E*[e—VT(A _ST)+]' (47)

Pokaze se da vrijede sljedece relacije simetrije izmedu fixed-strike 1 floating-strike azijskih
opcija:

Cf(l’SO’ rao-,o’ T) :px(SOaSO’ rao-,o’ T)’ (4'8)
K

c(K,S0,1,0,0,T) = py (So, S—,r, o, 0, T). 4.9)
0

Tvrdnju navodimo bez dokaza, za dokaz Citatelja upucujemo na [6].

4.3 Geometrijska azijska opcija

Kao $to je prethodno spomenuto, prosjecna cijena imovine moze se raCunati pomocu ge-
ometrijske i aritmetiCke sredine. U ovom potpoglavlju ukratko ¢emo prezentirati geome-
trijske azijske opcije i dati formule za izracun cijene, ali u ostatku poglavlja dati ¢emo
prioritet aritmetickim azijskim opcijama. Kod geometrijskih azijskih opcija, postoji eks-
plicitna formulu za cijenu azijske opcije. Formulu za cijenu geometrijske azijske opcije
moguce je izvesti jer geometrijska sredina nezavisnih slucajnih varijabli koje imaju log-
normalnu distribuciju takoder slijedi log-normalnu distribuciju (za dokaz ove tvrdnje vidi
[8, str. 127-128]).

Neka je S = (S, : t > 0) cijena imovine koja ima log-normalnu distribuciju (vidi Defi-
nicija 2.1.1). Ukoliko imamo neprekidno uzorkovanje cijene imovine, tada je geometrijska
sredina cijene imovine jednaka:

G, = et b loesed, (4.10)
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a ukoliko imamo diskretno uzorkovanje geometrijska sredina jednaka je:
1

T T
G, = (]_[ S,) . (4.11)

t=0

Prvo ¢emo iskazati formulu za cijenu geometrijske azijske call opcije za diskretni, a zatim
1 za neprekidni slucaj. Neka je T vrijeme dospijeCaopcijete 0 =7 <t; < ... <t, =T
vremena u kojima uzimamo uzorak cijene imovine takva da vrijedi t;,; — t; = % zai =
0,1,....,.n—11in€eN.

Napomena. U [10, Teorem 4] navodi se formula za cijenu diskretne azijske power call
opcije. Za potrebe teksta, u navedenoj formuli uzimamo da je parametar « kojim se po-
tencira cijena imovine jednak 1 kako bi dobili cijenu obi¢ne diskretne geometrijske azijske
call opcije. Dokaz formule za azijsku power call opciju moze se pronaéi u [10].

Teorem 4.3.1. Cijena diskretne geometrijske azijske call opcije dana je izrazom:

_1

rrzT n+1
Cr =80 T2 (-%5) Nd)) - Ke ™" N(dy), (4.12)

pri Cemu je

o logRVBUFD) (r-%) V6 + DT L N T

, 4.13
N ESVY 202+ D) NICESY, (+.13)
V2n+ 1)T
d, =d; — w (4.14)
V6(n + 1)
Sli¢an rezultat navodi se u [8] za cijenu neprekidne geometrijske azijske opcije:
l(r—é)T 1
VT:€2 6 SQN(d3)—KN d3—0' §T , (415)
gdje je
log3e + 1(r+ Z\T
dy= —= (%) (4.16)

oy/%T

4.4 Aritmeticka azijska opcija

Neka je S = (S, : t > 0) cijena financijske imovine modelirana geometrijskim Brownovim
gibanjem kao u (3.1), odnosno pretpostavimo da vrijedi sljedeca stohasticka diferencijalna
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jednadzba:
dS,=rS,dt+oS,dB,, “4.17)

pri ¢emu je B Brownovo gibanje obzirom na mjeru neutralnu na rizik P*. Koristeci (4.2),
cijenu fixed-strike azijske call opcije u trenutku ¢ obzirom na mjeru P* moZemo zapisati
izrazom:

C,=E[e’""Cr|F], 0<t<T, (4.18)

a preslagivanjem izraza dobijemo:
e"'C,=E'le""Cr|F], 0<t<T. (4.19)
Uvedimo proces Y = (Y; : 0 < ¢t < T) definiran na sljede¢i nacin:

!
Yt:fSL,du. (4.20)
0

Iz (4.20) slijedi da je isplata definirana kao u (4.2) po dospijecu jednaka:

1
CT = (?YT - K) . (421)

+

Uvrstimo prethodno dobivenu jednakost u (4.18) te dobijemo:

1
C,=F [e—’”—’) (—YT - K)
T +

7“7], 0<t<T. (4.22)

Prosjecna cijena imovine, o kojoj ovisi isplata azijske opcije, ne mora se kontinuirano
pratiti od pocetka do dospijeca opcije, ve€ se moze poceti pratiti u bilo kojem trenutku
nakon stvaranja opcije. Neka je sada ¢ konstanta takva da je 0 < ¢ < t. Pretpostavimo da
prosjecnu cijenu imovine raunamo pomocu vrijednosti u vremenskom periodu [T — ¢, T'].
U tom slucaju imamo azijsku opciju Cija je isplata jednaka:

1 T
Cr= (—f S, dt - K) . (4.23)
C Jr—c +

Ozna¢imo s y = (y, : 0 < t < T) F-adaptirani slucajni proces koji predstavlja broj dionica,
odnosno rizi¢ne imovine koje investitor drzi. Definiramo proces y kao:

ﬁ(l—e"c), 0<t<T—-c,
Ve = (4.24)
LA -, T-c<t<T.

Neka je takoder X = (X, : 0 < ¢t < T) vrijednost portfelja kojeg investitor drzi. Tada je
1znos koji drzi u nerizi¢noj imovini u trenutku ¢ jednak r (X; — v, S,), a iznos koji drzi u
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rizicnoj imovini u trenutku ¢ jednak je y,S,, pri ¢emu je S, cijena dionice u trenutku 7. Tada
je diferencijal vrijednosti portfelja u trenutku :
dXt = ytdSl + Y‘(X, _’ytS[)dt

(4.25)

Takoder moZemo promatrati i diferencijale vrijednosti portfelja te vrijednosti koju investi-
tor drZi u rizi¢noj imovini, diskontirane od trenutka ¢ do dospijeca:
de" X)) = " dX, - re’'" VX, dt
="y, dS, + r(X, - y,S,) dt] — re" T VX, dt
=T [rX, dt + y,(dS, — rS,dt)] — re'T X, dt
="y, dS, - rS,dp),

(4.26)

d(er(T_I)% Sy=e"" d(y:So) - re""=" Y: S, dt
=" (y,dS,+S,dy,) —re" "y, S, dt (4.27)
=Ty dS, +e TS, dy, —re' Ty, S, dt.

Preslagivanjem posljednje jednakosti dobivamo:

de "y, S) - " dy, = "y, dS, —re’ "y, S, dt

4.28
="y, (dS, - rS, db). (429

Uvrstimo jednakost (4.28) u (4.26):
de""X) =de" "y, S) - TS, dy,. (4.29)

Pretpostavimo da u trenutku # = 0 investitor potrosi na rizi¢nu imovinu ric(l —e) Sy teda
pritom mora posuditi e”’7 K s trziSta. Tada je vrijednost portfelja u trenutku ¢ € [0, T — c]:

1
X,=—(1-e")S§,—eT K. (4.30)
rc

Zate [T —c, T]iz (4.29) slijedi:

er(T—t)Xt — erCXT—C +f
T-c

t !

de" "™y, S,) ~ f TS dy,
T—-c
1
=—e“(1-e")Src—K+eTy,5,
rc
{ L 4.31)
——(1—e") S+ —f S, du
rc c Jr

—C

1 t
:—K+e’(T_’)y,St+—f S.du.
cJr

—C
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1z (4.31) zatim slijedi:
1 t
X, ="K +y,8,+ —e_’(T_’)f S, du
1 ¢ e , (4.32)
=—"TIK+ —(1 - TS, + —e_’(T_t)f S.du,
rc C T—c

pri ¢emu druga jednakost slijedi uvrStavanjem (4.24) za T — ¢ <t < T. Slijedeci dobivenu
jednakost, vrijednost portfelja u trenutku dospijeca je:

1 T
Xr = — f S.du—-K. (4.33)
T

C

—C

Iz prethodnog mozemo zakljuciti da je isplata azijske call opcije iz (4.23) jednaka:
Cr = Xr, = max (X7, 0). (4.34)
Tada je cijena azijske call opcije u trenutku ¢ prije dospijeca jednaka:
C=E e Cr | F| =B |e " Xr, | 2] (4.35)

U svrhu dobivanja izraza za (4.35), izrazit ¢emo vrijednost portfelja u trenutku # pomocu
jedinica rizi¢ne imovine. Definiramo slucajni proces Y, kao:
—rt
"X,
r — .
e—rt S /

(4.36)

Kako bi dobili diferencijal procesa Y;, pogledajmo redom diferencijale izraza e X;ie™"S .
dle™"X,) = —re"X,dt + e dX, = e”""(-rX, dt + dX,). 4.37)
1z jednakosti (4.25) zatim slijedi:
de"X,)=e "y, (dS, - rS,dr). (4.38)
Pomocu pravila produkta i (2.11) dobivamo sljedece:
de™S,)=-r""S,dt+e"dS, = e"cS,dB,. (4.39)

Uvrstimo (4.39) u (4.38):
de""X)=e"0ovS,dB,. (4.40)
Sada koristeci diferencijalni oblik Itove leme iz (1.30) za f(S,) = ¢S, 1 (4.39) slijedi:
d((e"'S )™ = —(e"S )P d(e™'S ) + (¢S ) d(e"'S d(e'S )
=—(e"'S) 2o (e™"S ) dB, + (¢S ) (e7"'S ) ot dt (4.41)
=—o(e"S,) " dB, + ('S ) dt.
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Nakon $to smo dobili (4.40) i (4.41), moZemo izraCunati dY; koristeCi se pravilom pro-
dukta:

Y, = d((e"X)e™"S ™)
=e"Xd((e'S )" + (€S ) d(e™"X,) + d(e " X)d (¢S ) )
= —0Y,dB, + o*Y, dt + oy, dB, — 0'2% dt
=o(y,-Y)(dB,—odt).

(4.42)

Supstitucijom B, = B, — ot moZemo pojednostaviti izraz za dY, tako da je:
dY, = o (y,— Y, dB,. (4.43)
Neka je Z = (Z, : 0 <t < T) proces Radon-Nykodimove derivacije iz Teorema 1.4.4. Tada
jezaf=—-oci1P =P
Zt — efota'dBu—%fOtO'Zdt — eO’Bt—%O'zt. (444)

Definiramo vjerojatnosnu mjeru P na vjerojatnosnom prostoru (Q, 7, P*) kao:
P) = f ZrdP*, A€¥F. (4.45)
A

U klasi¢nom Black-Scholes-Mertonovom modelu vrijedi prepostavka da je volatilnost o
konstantna tijekom Zivota opcije (vidi str. 24). Stoga o trivijalno zadovoljava pretpostavke
Girsanovljevog teorema (Teorem 1.4.4) te moZemo zakljuditi da je B, Brownovo gibanje
obzirom na vjerojatnost P. 1z (4.43) proizlazi da je Y, Itov integral, a zatim da je i martingal
(vidi Teorem 1.3.5).

Izraz (4.43) je stohasticka diferencijalna jednadZzba. Prema [18, Korolar 6.3.2], rjeSenje
takve stohasticke diferencijalne jednadzbe Y, je Markovljev proces (vidi [21, Definicija
1.20]). Tada postoji funkcija g(t, Y;) takva da je:

g6, Y) = E[Yr, |F1]. (4.46)
Pogledajmo sada ponovno isplatu opcije iz (4.35).
Ci=e"E'le X7, | 7]

Sl T e_rTXT
— E* r S
e—rtSI [6 T(e—rTST N

]

Si .
=~ E'(ZYr, | 7] (4.47)
t

= S, E[Yr, 7]

e
- Ig ’St,
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pri ¢emu smo u Cetvrtoj jednakosti koristili rezultat Leme 1.4.3.

Sljedece proucavamo funkciju g(¢, Y;), odnosno diferencijal te funkcije, koristeéi (4.43).
1
dg(t,Y,) = g(t,Y,)dt + gy(f, Y)dy, + Egyy(t, Y)dy.dy,
-1
=g, Y)dt+g,t,Y)o(y,—Y) dB, + Egyy(ta Y) o’ (vi — Yt)2 dt (4.48)

1 -
=& Y) + 50-2 gw(t, Y) (vi — Yt)2 dr + og(t1,Y) (yv: =Y, dB,.

Iz prethodno pokazanog da je proces Y martingal obzirom na vjerojatnosnu mjeru P te
Teorema 1.3.9 zakljuCujemo da na desnoj strani izraza (4.48) izraz uz dt trebao biti jednak
0. Dakle, funkcija g(¢, Y;) zadovoljava sljedecu parcijalnu diferencijalnu jednadzbu:

1
86:Y) + 507 (7 =) ’gu(t,y) =0, 0<1<T,yeR. (4.49)

Dobiveni rezultati dovode nas do najvaznijeg teorema ovog potpoglavlja koji nam daje
parcijalnu diferencijalnu jednadzbu za cijenu neprekidne aritmeticke azijske call opcije.

Teorem 4.4.1. [18, Teorem 7.5.3] Za 0 <t < T, cijena neprekidne aritmeticke azijske call
opcije C; s dospijecem u trenutku T dana je izrazom:

X
Cﬁ:&g&rly (4.50)
S,

pri cemu g(t,y) zadovoljava parcijalnu diferencijalnu jednadZbu (4.49) i X, je dan izra-
zima:
L1 -e")S,—e"TNK, 0<t<T-c
X, = . (4.51)
—e " IDK + i(l —e TS, + %e"(T_’) fT_c Sudu, T—-c<t<T.

Granicni uvjeti za g(t,y) su:

gT,y)=y:+, YER, (4.52)
lim g(,y) =0, 0<t<T, (4.53)
y——00
lim[g(t,y)—y] =0, 0<t<T. (4.54)
y—00

Istim postupkom dobije se i da diskretna aritmeticka azijska opcija zadovoljava analo-
gon Teorem 4.4.1. Neka su dana viemena 0 =ty <t; <...<t, =T zam € N te je isplata
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takve azijske opcije dana izrazom:

1m
Cr=1|— S. — K

Jedine promjene koje radimo su kod definiranja procesa vy, 1 X;. Proces v, koji predstavlja
broj dionica sada je jednak:

+

(4.55)

1 m
i, = — Z eI = 0,1,.. ., m, (4.56)

m <
i=j

a vrijednost portfelja X u trenutku ¢ dana je izrazom:

1 m
X, =y, S, +e T — Z S,—e"TK,  t <t <ty (4.57)
m i=1

Za detaljan izvod, Citatelja upuujemo na [18, str.329].



Poglavlje 5

Izracun cijene opcije u programskom
jeziku R

U prethodnim poglavljima objaSnjeni su pojmovi i rezultati potrebni za razumijevanje op-
cija te izvod formula za cijenu, za one opcije za koje formula postoji. U ovom poglavlju
¢emo na primjeru aritmeticke azijske opcije demonstrirati kako u programskom jeziku R
mozZemo izracunati cijenu jedne aritmeti¢ke azijske opcije, iako ne postoji eksplicitna for-
mula za cijenu. Zbog jednostavnosti, u ostatku teksta promatramo europske opcije (vidi
3.1).

5.1 Standardna Monte Carlo metoda

Cijenu aritmeticke azijske call opcije mozemo zapisati izrazom (vidi (4.18)):
C,=E[e"""Cr|F], 0<t<T, (5.1)

gdje je Cr = (Ar — K),. Ocekivanje s desne strane jednakosti (5.1) procijenit cemo
koriStenjem Monte Carlo simulacija u programskom jeziku R. Ova metoda Cesto se primje-
njuje u praksi za probleme koje nije moguce analiticki rijesiti ili za koje nije jednostavno
naéi direktno rjeSenje. Neka je i : RY — R funkcija, a nepoznata vrijednost koju ratunamo
E[Ah(X)] za d-dimenzionalni sluCajni vektor X, tada moZemo efikasno procijeniti traZzenu
veli¢inu pomocu Monte Carlo procijenitelja:

6 = }1 Zh(xi),

pri ¢emu je Xi, X, . .. niz nezavisnih jednako distribuiranih slu€ajnih varijabli takvih da je

X; jednako distribuiran kao 1 X, odnosno X; 4 X.

59
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Napomena. Procjena E[A#(X)] Monte Carlo procijeniteljem 6 = %Z?:] h(X;) opravdana
je pomocu jakog zakona velikih brojeva (vidi [16, Teorem 8.10.]).

U naSem primjeru za Monte Carlo procijenitelja uzimamo:

n

1
o= Z e T(Ar - K),, (5.2)

i=1

pri cemu s A7 oznacavamo aritmeti¢ku sredinu cijena dionice:

1 n—1
AT = - Z S,’. (53)

Za vrijeme dospijeéa uzimamo 7 = 1 godina. Neka su#;, i = 0,1,...,n — 1 vremenski
trenutci takvidaje O =10 < t; < ... <t =T ity — 1 = %, i=0,1,...,n—-1.
Prilikom provodenja Monte Carlo simulacija pretpostavit ¢emo da je broj koraka n = 1000.

Sljede¢om naredbom u R-u definiramo niz #:
t <— seq(0,T,length=n)

Neka je cijena dionice S = (S, : ¢t € [0, T]) modelirana geometrijskim Brownovim giba-
njem, zadana kao u (3.1). Definiramo slucajni vektor N = (N,, : ; € [0,T], i = 1,2,...,n)
kao:

A\
N, = log —~-. (5.4)
Sfi—l
Iz (1.23) zatim slijedi:
o2 .
S ) Soea'B,+(r—7) t
log = log -
\P Son'B,_1+(r—%)~(t—l)

(5.5)

_ log ea(B,—Bt_l)+(r—%)-<r—<z—1>>

2
= a’AB,+(r— 0—7) At

Slucajna varijabla N, ima normalnu distribuciju s o¢ekivanjem (r— %2 % i varijancom o> %
U R-u zapisujemo ocekivanje i standardnu devijaciju slu¢ajne varijable N, naredbama:
mu <— (r—0.5«sigma”2)=(T/n)

sd _kv <— sigmasxsqrt(T/n)
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Slucajni vektor N u R-u generiramo na nacin da prvo inicijaliziramo vektor te u njega po-

. . .. v . .. v . . 2 . ..
hranimo n— 1 realizacija normalne slucajne varijable s o¢ekivanjem (r—%-)- % 1 varijancom

o L
n

N_t <— numeric(n-1)
N_t <— rnorm(n-—1,mean=mu, sd=sd _kv)

Uoc¢imo da je:

S
N, i
i = . 5.6
=5 (5.6)
Vrijednost cijene imovine u proizvoljnom trenutku ¢#; moZemo dobiti kao:
A\
Stf Sti—l ' E
Dakle, vrijedi sljedece:
S
S[] - St() : S_:),
St Sy Sy
S, =8, - “2_g, .20 2k
PSS, Sy,
St Sl Sl SI
S, =8, —=8, —. 2.2,
PR S, T Sy Sy S,

1z Cega slijedi da vrijednost cijene imovine u svakom trenutku #; do dospijea mozemo
dobiti kao:

n—1
St Sty 2S4) = (S Sipe™, ... S, % M)

n—1
S, S,
SRR PR [ st
S

=1~ -1

= St()’ Sl()'

Transformaciju formule (5.4) u (5.6) u R-u radimo pomocu funkcije exp():
s <— exp(N_t).

Kako bi dobili slucajni vektor koji sadrzi vrijednosti cijene imovine u pojedinom trenutku
potrebno je na pocCetak dodati pocetnu cijenu S te uzeti kumulativni produkt elemenata
dobivenog vektora:

S_t <= cumprod(c(S_0,s)).
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Aritmeti¢ku sredinu cijena imovine dobijemo pomocu funkcije mean():
A_t <— mean(S_t).

Iz toga odmah moZemo i racunati cijenu aritmeticke azijske opcije u trenutku #; € [0, T]
prema formuli (5.1):

C_t <— exp(—r#(T-t[i]))=+pmax(A_t-K,0).
Funkcija pmax u R-u daje nam vrijednost Ay — K ako je ta razlika veca od 0, a inace vraéa

0. Ovaj postupak ponavljamo za M = 10° Monte Carlo simulacija. Vrijednosti cijene
imovine u svakoj simulaciji spremamo u matricu koja ¢e imati M redaka 1 n stupaca:

S_t MC <— matrix(data=NA, nrow=M, ncol=n).

Pocetne vrijednosti definiramo prema [7, Primjer 24.2]. Za vrijeme dospije¢a uzimamo
T =1 godina, za pocetnu cijenu imovine S = 50, za izvrS$nu cijenu K = 50, za bezrizi¢nu
kamatnu stopu » = 10% te parametar volatilnosti oo = 40%. Racunanjem cijene imovine
M puta dobivamo sljedecu matricu:

St Sz Sis ... Siwm] [50 49.69887 49.91850 ... 57.44082
Sy1 Sas Sas ... Som| |50 49.98113 49.42423 ... 85.73517 57
Sui Swmz Swus ... Suml [50 51.03094 51.68688 ... 43.21944].

Svaki redak matrice predstavlja jedno kretanje cijene imovine od trenutka O do dospijeca.
Prosjecnu cijenu imovine za svaku realizaciju dobivamo racunanjem aritmeticke sredine
svakog retka matrice pomocu funkcije mean. Dobivene vrijednosti spremamo u zaseban
vektor:

I < 1 < 1< 1 <
(AI,AZ,A3,...,AM>=(MZSU,Mzsg,i,ﬁzsg,i,...,ﬁzsm
i=1 i=1 i=1 i=1

= (53.91143, 50.85635, 42.23235, ...,46.99297).

Tada imamo sve §to je potrebno za raCunanje cijene aritmeticke azijske opcije prema for-
muli (5.1) za svaku vrijednost vektora iz (5.8). Rezultat je vektor s M = 1000 komponenti:

(Ci, Cy, Cs,...,Cy) =(3.53921, 0.77494, 0, ..., 0), (5.9

(5.8)

a zatim traZzeni Monte Carlo procijenitelj # dobivamo uzimanjem prosjeka komponenti tog
vektora:
6 = 5.90722. (5.10)

Standardnom Monte Carlo metodom dobivamo 95%-tni pouzdani interval za 6:

o o
0 — —24/2, 0+ —=24/2| = (5.88243, 5.93202). 5.11
\/ﬁz /2 \/ﬁz /2 ( ) ( )
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5.2 Metoda kontrolnih varijata

Osim standardnom Monte Carlo metodom, u praksi se koriste i druge metode kojima se
poboljSava procjena izraCuna cijene, primjerice metode smanjenja varijance. Jedna od
najkoriStenijih metoda smanjenja varijance je metoda kontrolnih varijata. Na smanjivanje
varijance procjenitelja moZzemo promatrati kao na nacin koriStenja poznatih informacija
u svrhu postizanja veée preciznosti procjenitelja. TraZeni procjenitelj, 6, prilagodavamo
pomocu kontrolne varijate ¢iju cijenu znamo odrediti. U ovom primjeru za kontrolnu vari-
jatu uzimamo geometrijsku azijsku opciju.

Neka je (Q, ¥, P) vjerojatnosni prostor i 7 : Q — € funkcija. Neka su X i Y slucajne
varijable takve da je Y = h(X). Ako postoji sluajna varijabla Z ¢ije oc¢ekivanje mozemo
odrediti te je korelirana s Y, tada za Monte Carlo procjenitelja uzimamo:

1 n
o=~ ;[Yi +c(Z — B[Z))], (5.12)

pricemusu (Y;, Z;), i = 1,...,nnizovi nezavisnih jednako distribuiranih slucajnih varijabli
koji imaju istu distribuciju kao 1 (¥, Z). Neka je
Ri=Y +c(Z -E[Z]), i=1,...,n (5.13)
Racunajucéi varijancu od R; za proizvoljan i slijedi:
Var(R;) = Var(Y;) + ¢* Var(Z;) + 2¢ Cov(Y;, Z)), (5.14)
a deriviranjem Citavog izraza obzirom na konstantu ¢ dobivamo:
0 = 2c¢Var(Z;) + 2Cov(Y;, Z)). (5.15)

Minimizacijom izraza (5.15) trazimo vrijednost konstante ¢ za koju je vrijednost Var(R;)
najmanja. Dobiveni optimalni ¢, u oznaci ¢, dan je izrazom:
Cov(Y;,Z)
Var(Z;)

*_

(5.16)

Napomena. U primjeru je predstavljena metoda kontrolnih varijata u jednodimenzional-
nom slucaju. Metodu je moguce primijeniti i kada je traZeni procjenitelj viSedimenzionalan,
a za detalje o tome Citatelja upucujemo na [14].

Izraz (5.12) mogule je izraCunati za svaki ¢ € R, ali kako bi imali $to vecu preciz-
nost koristimo optimalnu vrijednost ¢*. Optimalni ¢ raCunamo pomocu pilot uzoraka
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(Y., Z),i = 1,...,m. Nakon S§to izratunamo c¢*, pomocu n simulacija odredujemo vri-
jednosti komponenti slu¢ajnog vektora R = (Ry,...,R,):
R =Y, +c(Z-E[Z]),i=1,...,n. (5.17)

Pomocu funkcije mean () u R-u moZemo vrlo lako dobiti prosjenu vrijednost komponenti
slu¢ajnog vektora R, a dobiveni rezultat je upravo procjenitelj 6 koji traZimo.

Procjenjujemo cijenu aritmeticke azijske opcije s n = 900 simulacija i m = 100 pilot
simulacija. Neka jet = (1, t,...,t,) takavdaje O = < ... < t, =T 1t -t = %
zai=1,...,m. Analognim postupkom kao i u standardnoj Monte Carlo metodi raCuna se

kretanje cijene imovine od trenutka O do dospijeca T te se dobije vektor s m komponenti
(S1,82,...,85m) =(50, 49.98012,...,56.64383). (5.18)
Tada je cijena aritmetiCke azijske opcije u svakom trenutku do dospijeca:
(Cim> Coms C s o oo, C) = (0, 0.44768, 0.64269, .. .,6.64383). (5.19)

Za kontrolnu varijatu uzimamo geometrijsku azijsku opciju, koja ima eksplicitnu formulu
za cijenu. U R-u moZemo napisati funkciju koja ¢e za dane parametre racunati cijenu
geometrijske azijske opcije prema Black-Scholes-Mertonovoj formuli danoj u (2.27):

geometrijska _opcija <— function(SO, K, r, sigma, T,i) {

dl <= (log(SO / K) + (r + 0.5 =% sigma”2) = T) / (sigma = sqrt(T))
d2 <= dlI — sigma % sqrt(T)

C <— exp(—-r = (T-1)) = (SO % exp((r — 0.5 = sigma”2) = T)
% pnorm(dl) — K % pnorm(d2))

return (C)

}

Pomocu funkcije pnorm() u R-u dobivamo vrijednost funkcije distribucije normalne slu¢ajne
varijable u tocki d;, odnosno d, definiranima kao u (2.28). Sada uz cijenu aritmeticke
azijske opcije, raCunamo i cijenu geometrijske azijske opcije za svaku vrijednost ¢, i =
1,....,m:

(Gim> Goms - - Gm) = (1.56962, 7.57727, .. .,8.36573). (5.20)

Formulom (5.16) racunamo optimalnu vrijednost konstante c:

c_opt <= —cov(C.m,G.m)/var(G._m),
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a rezultat koji time dobijemo je ¢* = —1.98661. Postupak ponovimo za n = 900 simulacija
te dobijemo da je cijena aritmeticke azijske opcije:

(Cins Copy Cappy ..., Cyyp) = (470102, 0.21898, 7.65277,...,0), (5.21)

a cijena geometrijske azijske opcije:
(G Gops - -5 Gpy) = (756962, 7.57046, . .., 8.36573). (5.22)
Pomocu (5.17) odredujemo komponente vektora R. Pripadajuci kod kojim ra¢unamo R je:

R <- mean(C_n)+c_opt*(G_n-mean(G_n)).

Uzimanjem prosjeka komponenti sluc¢ajnog vektora R koriste¢i funkciju mean() dobivamo
da je trazeni procjenitel;j:
6 =5.5217. (5.23)

Metodom kontrolnih varijata dobivamo da je 95%-tni pouzdani interval

6- %za,z, 0+ %Zw) = (5.49557, 5.54784). (5.24)
Uo&imo da smo koristenjem standardne Monte Carlo metode dobili 10 simulacija ci-
jene aritmeticke azijske opcije Cy = (Ci p, Coms - - - Cum), €1ja je varijanca jednaka:
Var(Cy,) = 83.48177, (5.25)
a preko metode kontrolnih varijata dobili smo varijancu od C, = (Cy,,, Cop, ..., Cpp):

Var(C,) = 68.85728. (5.26)
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Sazetak

Egzoti¢na opcija vrsta je opcije Cije su karakteristike sloZenije od obi¢nih (vanilla) opcija.
Posebnima ih ¢ini to §to na njihovu isplatu mogu utjecati razli¢iti okidaci, primjerice pro-
sjeéna cijena imovine u vremenu do dospijeca te mogu ukljucivati nestandardne temeljne
imovine. Njihova isplata ne mora ovisiti o cijelom putu cijene temeljne financijske imo-
vine, moZe ovisiti 1 samo o cijeni imovine po dospijecu. Cilj rada je dati kratki pregled
egzoti¢nih opcija, posebice opcija s barijerom, lookback opcija i azijskih opcija. Nagla-
sak je stavljen na izracun cijena tih opcija u okviru Black-Scholes-Mertonovog modela.
Opcija s barijerom vrsta je financijske izvedenice Cija isplata ovisi o tome je li cijena
temeljne financijske imovine premasila ili pala ispod unaprijed odredene barijere. Kod
lookback opcija, isplata se temelji na maksimalnoj vrijednosti cijene temeljne financijske
imovine. Isplata za azijsku opciju ovisi o prosje¢noj cijeni temeljne financijske imovine te
za takve opcije opCenito ne postoji eksplicitna formula za cijenu. Cijenu azijske opcije u
Black-Scholes-Mertonovom modelu odredujemo preko pripadne parcijalne diferencijalne
jednadzbe. Primjer izraCuna cijene azijske opcije prezentiran je pomocu Monte Carlo si-
mulacija u programskom jeziku R.






Summary

Exotic options are options whose characteristics are more complex that those of regular
(vanilla) options. What makes them special is the fact that different triggers may influence
their payoffs, for example the average asset price over the time to expiry. They also may
be based on some non-standard assets. The payoff of an exotic option does not necessarily
depend on the entire path of the asset price, it can depend only on the asset price at expiry.
The purpose of this paper is to provide a brief introduction to exotic options, with a focus
on barrier options, lookback options and Asian options. Our focus is on calculating option
prices in the Black-Scholes-Merton model. A barrier option is a type of financial derivative
whose payoff depends on the asset price crossing over or falling below the pre-determined
barrier. The payoff of a lookback option is based on the maximum value of the asset price.
The payoff of an Asian option depends on the average asset price over the time to expiry
and for such options, in general, there is no explicit formula for the option price. The price
of an Asian option in the Black-Scholes-Merton model is determined through a partial
differential equation. An example of pricing of an Asian option is demonstrated through
Monte Carlo simulations in the R programming language.
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