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Sadržaj iv

Uvod 1
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Uvod

Jedan od ključnih problema financijskih institucija je procjena kreditne sposobnosti klije-

nata. Dobra procjena može dovesti do smanjenja kreditnog rizika, troškova i prekomjernog

zaduživanja što u konačnici doprinosi stabilnijem i održivijem financijskom sustavu. Iz tog

razloga, pravilna klasifikacija klijenata od iznimne je važnosti za financijske institucije.

Cilj ovog rada je procijeniti koji su klijenti kreditno sposobni, a koji nisu na temelju infor-

macija koje su o njima dostupne. Za klasifikaciju klijenata koristit će se model logističke

regresije, što je jedan je od najpoznatijih statističkih modela koji se koristi za probleme

ovog tipa.

U prvom poglavlju definira se pojam logističke regresije i daju se teorijski rezultati

vezani uz model. U drugom poglavlju, primjenom znanja iz prvog poglavlja, odabire se

model koji najbolje predvida kreditnu sposobnost na temelju dostupnih podataka o klijen-

tima. Testira se prilagodba odabranog modela podacima, odnosno kroz razne metrike dana

je procjena o tome koliko je model adekvatan. Za kraj, u trećem poglavlju, poseban fokus

je na rješavanju problema nebalansiranih kategorija koji se javlja u podacima obzirom da

je broj klijenata koji su vratili kredit veći od broja klijenata koji nisu. U tu svrhu analizira

se značajnost modela uz primjenu SMOTE algoritma te se usporeduju rezultati s početnim

modelom kako bi se utvrdilo poboljšava li algoritam točnost predikcija.
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Poglavlje 1

Logistička regresija

1.1 Uvod i osnovni pojmovi

Regresijska analiza je skup metoda kojima se nastoji ispitati i analizirati ovisnost varijabli.

Cilj svake regresijske analize je naći model koji će najbolje opisati i kvantificirati odnos

izmedu zavisnih i nezavisnih varijabli.

Nezavisne varijable su one varijable pomoću kojih se želi opisati ili predvidjeti zavisna

varijabla. Nezavisne varijable još se nazivaju i kovarijatama i označavaju se s x1, x2..., xk,

dok se zavisne varijable još nazivaju varijablama odziva i označavaju se s Y1,Y2...,Yn.

Model može sadržavati proizvoljan broj zavisnih i nezavisnih varijabli, pa se tako mo-

del s jednom nezavisnom varijablom zove univarijabilni model, a multivarijabilni ukoliko

su barem dvije nezavisne varijable u modelu. Dodatno, ako model ima jednu zavisnu va-

rijablu onda se zove univarijantni model, a ako su barem dvije zavisne varijable riječ je o

multivarijatnom modelu.

U ovom radu fokus je isključivo na modelu koji ima samo jednu zavisnu varijablu i više

nezavisnih varijabli koje su zadane i neslučajne.

1.2 Linearna regresija

Jedan od najpoznatijih modela regresijske analize je linearna regresija. U njoj je veza

izmedu nezavisnih i zavisnih varijabli linearna. Ukoliko je broj medusobno nezavisnih

opažanja jednak n i broj nezavisnih varijabli jednak k, model linearne regresije može se

zapisati na sljedeći način:

Yi = ´0 +

k
∑

j=1

´ jxi j + ϵi, (1.1)

2
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pri čemu je xi j, i=1,2,...,n, i-to opažanje j-te nezavisne varijable. Koeficijenti ´ j, j=0,1,...,k,

su nepoznati parametri, a ϵi, i=1,2,...,n su slučajne greške.

Pretpostavka je da su nezavisne varijable zadane, nemaju grešku te da linearno ovise o

zavisnoj varijabli. Osim toga, pretpostavlja se da su slučajne greške normalno distribu-

irane s očekivanjem nula i nekom konstantnom varijancom Ã2.

Prema tome, očekivanje slučajne varijable Y obzirom na i-to opažanje glasi E[Yi] = ´0 +

´1xi1+ . . .+´kxik, uz Var(Yi) = Ã
2, odnosno Yi je normalno distribuirana slučajna varijabla

s očekivanjem E[Yi] = µi i varijancom Ã2, u oznaci Yi ∼ N(µi, Ã
2).

Linearna regresija samo je jedan od modela unutar šire klase modela koja se zove Ge-

neralizirani linearni modeli.

1.3 Generalizirani linearni modeli

Iz prošlog potpoglavlja, uz zapis E[Yi] = µi gdje je µi = ´0 + ´1xi1 + . . . + ´kxik, i=1,2,...,n,

mogu se uočiti tri stvari:

1. Komponente slučajne varijable Y su normalno distribuirane s očekivanjem E[Yi] = µi i

konstantnom varijancom Ã2, pri čemu je vektor očekivanja jednak µ = (µ1, µ2, ..., µn).

2. Postoji neslučajna komponenta ¸ = (¸1, ¸2, ..., ¸n) pri čemu je:

¸i = ´0 +

k
∑

j=1

´ jxi j. (1.2)

3. Veza slučajne i neslučajne komponente je:

µ = ¸. (1.3)

Vrijednost ¸ definirana u (1.2) naziva se linearni prediktor.

Ukoliko se (1.3) napiše u obliku ¸i = g(µi), tada se funkcija g zove funkcija veze ili funk-

cija povezivanja.

Kod linearne regresije, funkcija g je identiteta. Zadaća funkcije povezivanja je uspostaviti

vezu izmedu komponenata linearnog prediktora ¸ i komponenata očekivanja µ.

Generalizirani linearni modeli generaliziraju linearni model na način da komponente slučajne

varijable Y ne moraju biti normalno distribuirane, nego je dovoljno da distribucija dolazi

iz neke eksponencijalne familije te funkcija veze g može biti proizvoljna funkcija koja je

monotona i diferencijabilna.
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Definicija 1.3.1. Model P = { f (· ; ¹) : ¹ ∈ Θ} je k-parametarska eksponencijalna familija

ako se funkcije gustoće mogu prikazati u obliku:

f (x; ¹) = C(¹)h(x)e
∑k

j=1 Q j(¹)t j(x)

pri čemu su t1, . . . , tk nekonstantne, linearno nezavisne funkcije ti : Rn → R te C : Θ →
[0,+∞), h : Rn → [0,+∞), Q j : Θ→ R, j = 1, . . . , k izmjerive funkcije.

U kontekstu linearne regresije zavisna varijabla Y definirana je na način da može postići

bilo koju realnu vrijednost, no cilj ovog rada je proučiti slučaj kada Y postiže samo dvije

vrijednosti, tj. Y ∈ {0, 1}. Obzirom da u tom slučaju nema smisla promatrati linearni model

jer komponente Yi nisu normalno distribuirane i obzirom da očekivanje više nema smisla

promatrati na cijelom skupu R, potrebno je naći prikladniji model u skupu generaliziranih

linearnih modela.

Kako Yi postiže ili vrijednost nula ili vrijednost jedan, za distribuciju od Yi potrebno je uzeti

Bernoullijevu distribuciju s parametrom pi. Tada vrijedi da Yi postiže vrijednost jedan s

vjerojatnošću pi, odnosno nula s vjerojatnošću 1-pi. To se može zapisati na sljedeći način:

P(Yi = x) = px
i · (1 − pi)

1−x, x ∈ {0, 1}. (1.4)

Napomena 1.3.2. Bernoullijeva funkcija gustoće je 1-parametarska eksponencijalna fa-

milija. Za ¹ = pi vrijedi:

f (x; ¹) = ¹x(1 − ¹)1−x
1{0,1} = (1 − ¹)

(

¹

1 − ¹

)x

1{0,1} = (1 − ¹)1{0,1}ex log ¹
1−¹ .

Skup {x} je linearno nezavisan te su t1(x) = x, C(¹) = 1 − ¹, h(x) = 1{0,1}(x), i Q1(¹) =

log ¹
1−¹ izmjerive funkcije.

Osim funkcije distribucije, još je potrebno definirati novu funkciju veze. Funkcija veze g

treba biti definirana tako da preslika interval (0, 1) na skup R. Najpoznatije funkcije veze

koje se koriste u tu svrhu su sljedeće funkcije:

1. logit: g(x) = log
(

x
1−x

)

2. probit: g(x) = Φ−1(x), pri čemu je Φ−1 inverz funkcije distribucije standardne nor-

malne razdiobe

3. komplementarna log-log: g(x) = log(− log(1 − x))

Ukoliko je funkcija veze u modelu logit funkcija, tada se radi o modelu logističke regresije.
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1.4 Model logističke regresije

Logistička regresija je generalizirani linearni model čiji je cilj predvidjeti Yi koji poprima

ili vrijednost 0 ili vrijednost 1 pomoću nezavisnih varijabli x1, x2, ..., xk.

Obzirom da komponente zavisne varijable Y imaju Bernoullijevu distribuciju neka, kao i do

sada, pi označava vjerojatnost da je Yi jednak vrijednosti 1, tj. pi = P(Yi = 1). Očekivanje

Bernoullijeve slučajne varijable Yi jednako je µi = E[Yi] = 0 · (1 − pi) + 1 · pi = pi.

Kao u izrazu (1.2), linearni prediktor ¸ je oblika ¸ =
∑k

j=1 ´ jx j za nepoznate parametre ´ j,

a funkcija povezivanja je logit funkcija, logit : (0, 1)→ R, g(x) = logit(x) = log
(

x
1−x

)

.

Iz toga slijedi da je:

P(Yi = 1|Xi = xi) = pi = E(Yi = 1|Xi = xi) = µi = logit−1(¸i) =
e¸i

1 + e¸i
. (1.5)

Stoga, model logističke regresije je model oblika:

p(x) =
e´0+´1 x1+...+´k xk

1 + e´0+´1 x1+...+´k xk
, (1.6)

ili ekvivalentno:

logit(p(x)) = log

(

p(x)

1 − p(x)

)

= ´0 + ´1x1 + . . . + ´kxk. (1.7)

Iz izraza (1.6) i (1.7) se lako vidi da je logistička funkcija f (x) = ex

1+ex , f : R → (0, 1)

inverzna funkciji logit. Logistička funkcija pretvara logaritme izgleda (eng. log odds) u

vjerojatnosti.

Prijelaz iz izraza (1.6) u (1.7) zove se logit transformacija.

Izgled

Razlog zbog kojega je ponekad korisnije za funkciju veze uzeti logit funkciju umjesto pro-

bit ili komplementarne log-log je zbog pojma izgleda koji se nalazi u logaritmu funkcije

logit.

Definicija 1.4.1. Neka je Y Bernoullijeva slučajna varijabla s parametrom p, Y ∼ B(p).

Izgled ili šansa (eng. odds) definira se na sljedeći način:

odds(Y) =
p

1 − p
=

P(Y = 1)

P(Y = 0)
. (1.8)



POGLAVLJE 1. LOGISTIČKA REGRESIJA 6

Pojam izgleda koristi se u sličnim kontekstima kao i pojam vjerojatnosti. Prednost je što

nije ograničen na interval (0, 1), a lako ga je interpretirati kao omjer vjerojatnosti da se

dogadaj dogodio i vjerojatnosti da se nije dogodio.

Izgled poprima vrijednosti u intervalu [0,+∞), pri čemu se vrijednosti manje od jedan

postižu ukoliko je vjerojatnost p < 1
2
.

Ako se izgled logaritmira, tada za vjerojatnost p < 1
2
, log(odds) poprima vrijednosti manje

od nula, a za p > 1
2
, log(odds) poprima vrijednosti veće od nula. Na taj se način, logit

transformacijom, interval (0, 1) proširuje na cijeli skup R.

Definicija 1.4.2. Neka su Y1,Y2 Bernoullijeve slučajne varijable s parametrom p1 i p2,

Y1 ∼ B(p1), Y2 ∼ B(p2). Omjer izgleda ili omjer šansi (eng. odds ratio) definira se na

sljedeći način:

OR =

p1

1−p1

p2

1−p2

. (1.9)

Na taj se način može izraziti koliko je puta izgled da se dogodio jedan dogadaj veći ili

manji od izgleda da se dogodi neki drugi dogadaj.

Pojam izgleda omogućava interpretaciju parametara ´ j jer p ovisi o linearnom prediktoru

¸ na nelinearan način.

Neka su x1, x2, ..., xk nezavisne varijable. Vrijedi:

odds(Y | X = x) :=
p(x)

1 − p(x)
= e´0+´1 x1+...+´k xk . (1.10)

Neka je x = x j kvantitativna varijabla i neka je x̂ varijabla dobivena na način da se x j uveća

za jedan, pri čemu su ostale nezavisne varijable fiksne. Tada slijedi:

odds(Y | X = x̂)

odds(Y | X = x)
=

p(x̂)

1−p(x̂)

p(x)

1−p(x)

= e´ j . (1.11)

Prema tome, ako se j-ta nezavisna varijabla poveća za jedan, omjer izgleda mijenja se e´ j

puta. Interpretacija je smislena sve dok ne postoji varijabla xi koja je zavisna s x j. Kvan-

titativna varijabla je nerijetko takva da je korisnije promatrati promjenu za neku konstantu

c, umjesto za jedan. Ukoliko se x j uveća za c, analogno kao u (1.11) dobije se da je:

odds(Y | X = x̂)

odds(Y | X = x)
= ec´ j . (1.12)
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1.5 Procjena parametara

Nakon odabira prikladnog modela, potrebno je procijeniti koliko koja nezavisna varijabla

ima utjecaj na zavisnu varijablu, odnosno ukoliko je model oblika (1.6) potrebno je na neki

način dati procjenu za nepoznate parametre ´ j.

Metoda za procjenu parametara u logističkom modelu naziva se metoda maksimalne vje-

rodostojnosti.

1.5.1 Metoda maksimalne vjerodostojnosti

Definicija 1.5.1. Neka je X = (X1, X2, . . . , Xn) slučajni uzorak duljine n s gustoćom f (·|¹),
¹ ∈ Θ ¦ Rm i neka je x = (x1, x2, . . . , xn) realizacija tog uzorka. Vjerodostojnost (eng.

likelihood) je funkcija L : Θ→ R definirana na sljedeći način:

L(¹) ≡ L(¹|x) := fX(x; ¹) =

n
∏

i=1

f (xi; ¹), ¹ ∈ Θ. (1.13)

Definicija 1.5.2. Vrijednost ¹̂ = ¹̂(x1, x2, . . . , xn) ∈ Θ za koju vrijedi

L(¹̂) = max
¹∈Θ

L(¹) (1.14)

zove se procjena metodom maksimalne vjerodostojnosti. Statistika ¹̂(X1, X2, . . . , Xn) je pro-

cjenitelj metodom maksimalne vjerodostojnosti ili kraće MLE(eng. Maximum Likelihood

Estimation).

Dakle, kako bi se mogli procijeniti parametri logističkog modela, potrebno je definirati vje-

rodostojnost za taj model i onda pronaći parametre koji maksimiziraju tu vjerodostojnost.

Neka je (xi, yi) uzorak n nezavisnih opažanja i neka je model logističke regresije defini-

ran kao u (1.6). Obzirom da je zavisna varijabla yi Bernoullijeva slučajna varijabla slijedi

da je vjerodostojnost jednaka:

L(´) =

n
∏

i=1

(

p(xi)
yi · (1 − p(xi))

1−yi

)

. (1.15)

Kako je x 7→ ln(x) strogo rastuća funkcija maksimum se može naći i ukoliko se prvo

vjerodostojnost logaritmira. Takva funkcija vjerodostojnosti naziva se log-vjerodostojnost

i označava se s l(´).

Dakle, potrebno je maksimizirati sljedeću funkciju:

l(´) = log(L(´)) =

n
∑

i=1

(

yi log(p(xi)) + (1 − yi) log(1 − p(xi))
)

. (1.16)
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Točka maksimuma log-vjerodostojnosti je stacionarna točka funkcije l(´), pa je potrebno

izračunati parcijalne derivacije po ´ j, j=0,1,...k i izjednačiti ih s nulom.

Za ´0 vrijedi:

∂ℓ(´)

∂´0

=

n
∑

i=1

(

yi

∂ log(p(xi))

∂p(xi)

∂p(xi)

∂´0

+ (1 − yi)
∂ log(1 − p(xi))

∂p(xi)

∂p(xi)

∂´0

)

=

n
∑

i=1

(

yi

1

p(xi)
p(xi)(1 − p(xi)) −

1 − yi

1 − p(xi)
p(xi)(1 − p(xi)

)

=

n
∑

i=1

(yi(1 − p(xi)) − (1 − yi)p(xi))

=

n
∑

i=1

(yi − p(xi)). (1.17)

Za ´ j, j=1,...k vrijedi:

∂ℓ(´)

∂´ j

=

n
∑

i=1

(

yi

∂ log(p(xi))

∂p(xi)

∂p(xi)

∂´ j

+ (1 − yi)
∂ log(1 − p(xi))

∂p(xi)

∂p(xi)

∂´ j

)

=

n
∑

i=1

(

yi

1

p(xi)
x j p(xi)(1 − p(xi)) −

1 − yi

1 − p(xi)
x j p(xi)(1 − p(xi)

)

=

n
∑

i=1

(yix j(1 − p(xi)) − (1 − yi)x j p(xi))

=

n
∑

i=1

x j(yi − p(xi)). (1.18)

Prema tome, za n opažanja uzorka oblika (xi1, xi2, ..., xik, yi), i=1,...n, optimalni parametri

´ j, j=0,1,...,k dobivaju se rješavanjem k+1 jednadžbe vjerodostojnosti dobivene gore ras-

pisanim računom koje glase:

n
∑

i=1

(yi − p(xi)) = 0

n
∑

i=1

xi j(yi − p(xi)) = 0, j = 1, 2, ..., k.

(1.19)

Parcijalne derivacije drugog reda funkcije log-vjerodostojnosti dane su s:
∂2l(´)

∂´l∂´d
= −

∑n
i=1 xid p(xi)(1 − p(xi))xil, koristeći da je derivacija logističke funkcije p(x) jed-

naka izrazu p(x)(1 − p(x)).
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Matrica čiji su elementi parcijalne derivacije drugog reda, tzv. Hessian, je oblika H =

−XT WX, pri čemu je W ∈ Rn×n definirana kao matrica težinaW = diag{p(xi)(1 − p(xi))}.
Obzirom da p(xi) poprima vrijednosti izmedu nula i jedan, slijedi da je H negativno defi-

nitna matrica pa su stacionarne točke zaista maksimumi.

Kako jednadžbe (1.19) nisu linearne u parametrima ´ j, j=0,1,...,k, ne postoji rješenje u

zatvorenoj formi. Do rješenja se dolazi pomoću iterativnih metoda.

1.5.2 Svojstva procjenitelja maksimalne vjerodostojnosti

Popularnost metode maksimalne vjerodostojnosti proizlazi i iz činjenice da za odredene

uvjete na parametarski model vrijedi da su dobiveni procjenitelji konzistentni i asimptotski

normalni.

U nastavku ovog potpoglavlja, oznaka za procjenitelje metodom maksimalne vjerodostoj-

nosti je ¹̂, dok je oznaka za pravu vrijednost koja se želi procijeniti ¹0. Neka je n kao i

ranije veličina uzorka.

Definicija 1.5.3. Niz procjenitelja ¹̂n za vektor parametara ¹ ∈ Θ je konzistentan ako vri-

jedi: (∀ε > 0) limn→∞ P¹0(|¹̂n − ¹0| g ε) = 0, u oznaci ¹̂n
P¹0−−→ ¹0.

Definicija 1.5.4. Niz procjenitelja ¹̂n je asimptotski normalan ukoliko
√

n(¹̂n − ¹0) konver-

gira po distribuciji prema normalnoj razdiobi(ili multivarijatnoj normalnoj razdiobi uko-

liko je dimenzija od ¹ barem dva) s očekivanjem nula i asimptotskom varijancom procjeni-

telja ¹̂n.

Da bi se moglo doći do zaključka da su procjenitelji konzistentni i asimptotski normalni,

potrebno je definirati regularan statistički model.

Definicija 1.5.5. Statistički model P = { f (·; ¹) : ¹ ∈ Θ} za jednodimenzionalne razdiobe je

regularan ako su zadovoljeni sljedeći uvjeti:

1. Nosač supp f(·; ¹) = {x ∈ R : f (x; ¹) > 0} ne ovisi o ¹;

2. Parametarski prostor Θ je otvoren skup u R;

3. Preslikavanje ¹ 7→ f (x; ¹) je neprekidno diferencijabilno na Θ, za svaki x;

4.
∑

x∈R
(

∂
∂¹

log f (x; ¹)
)2

f (x; ¹) dx ∈ ï0,∞ð za sve ¹ ∈ Θ;

5. ∂
∂¹

∑

x∈R f (x; ¹) =
∑

x∈R
∂
∂¹

f (x; ¹) = 0.

Treći i peti uvjet mogu se dodatno proširiti tako da je preslikavanje ¹ 7→ f (x; ¹) klase C3

na Θ te da je ∂

∂¹k

∑

x∈R f (x; ¹) =
∑

x∈R
∂k

∂¹k
f (x; ¹) = 0 za k ∈ {1, 2}.
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Napomena 1.5.6. Bernoullijev model zadovoljava uvjete regularnosti:

Nosač je skup {0,1} koji ne ovisi o ¹. Parametarski prostor je interval ï0, 1ð što je otvoren

skup u R. Preslikavanje ¹ 7→ f (x; ¹) je neprekidno diferencijabilno jer je f (x; ¹) jednak ¹ za

x = 1, 1−¹ za x = 1 i nula inače. Nadalje, izraz
(

∂
∂¹

log f (x; ¹)
)

je jednak x/¹−(1−x)/(1−¹)2

pa je onda izraz dan u četvrtom uvjetu konačan i veći od nula. Zamjena sume i derivacije

slijedi iz činjenice da je model diskretan.

Neka je X = (X1, X2, ...Xn) slučajni uzorak sa zajedničkom gustoćom fX(x; ¹0), pri čemu su

komponente slučajnog uzorka nezavisne i jednako distribuirane.

Kako bi se pokazalo da je procjenitelj ¹̂ konzistentan, potrebno je pokazati da konver-

gira po vjerojatnosti k ¹0.

Vrijednost ¹̂ je dobivena metodom maksimalne vjerodostojnosti što znači da maksimizira

funkciju 1
n
l(¹) = 1

n

∑n
i=1 log f (xi; ¹), pri čemu faktor 1/n ne utječe na maksimizaciju, a uve-

den je radi jednostavnosti u kasnijem računu.

Vrijednost ¹0 je prava vrijednost koja se želi procijeniti.

Slabi zakon velikih brojeva kaže da za nezavisan jednako distribuiran uzorak X1, X2, ..., Xn

takav da je |EX1| < ∞ vrijedi da X̄n = (X1 + ... + Xn)/n konvergira po vjerojatnosti prema

EX1. [7]

Iz toga slijedi da za svaki ¹ vrijedi:

1

n

n
∑

i=1

log f (Xi; ¹)→ E¹0[log f (X; ¹)]. (1.20)

To implicira da vrijednost koja maksimizira lijevu stranu (1.20), ¹̂, konvergira po vjero-

jatnosti k vrijednosti ¹ koja maksimizira desnu stranu. Tvrdnja je da je vrijednost ¹ koja

maksimizira desnu stranu upravo ¹0.

Zaista, za svaki ¹ vrijedi:

E¹0[log f (X; ¹)] − E¹0[log f (X; ¹0)] = E¹0

[

log f (X; ¹)

f (X; ¹0)

]

f logE¹0

[

f (X; ¹)

f (X; ¹0)

]

= log
∑ f (x; ¹)

f (x; ¹0)
f (x; ¹0) = log

∑

f (x; ¹) = 0.

Nejednakost slijedi iz činjenice da je x 7→ log x konveksna funkcija pa je E[log X] f
logE[X] primjenom Jensenove nejednakosti.

Dakle funkcija ¹ 7→ E¹0[log f (X; ¹)] postiže maksimum za ¹ = ¹0 iz čega slijedi konzis-

tentnost procjenitelja ¹̂.

Za pokazivanje svojstva asimptotske normalnosti potrebno je uvesti nekoliko važnih poj-

mova.
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Definicija 1.5.7. Fisherova funkcija pogotka je funkcija čije su komponente prve parcijalne

derivacije log-vjerodostojnosti:

u(x, ¹) =
∂

∂¹
log f (x; ¹) =

∂l(¹; x)

∂¹
. (1.21)

Definicija 1.5.8. Fisherova informacijska matrica definirana je na sljedeći način:

I(¹) = E¹













(

∂

∂¹
log f (X; ¹)

)2










. (1.22)

Za informacijsku matricu vrijedi sljedeća jednakost: I(¹) = −E¹
[

∂2

∂¹2
log f (X; ¹)

]

jer je

E¹

[

∂2

∂¹2
log f (X; ¹)

]

=
∑

(

∂2

∂¹2
log f (x; ¹)

)

f (x; ¹)

=
∑

















∂2

∂¹2
f (x; ¹)

f (x; ¹)
−















∂
∂¹

f (x; ¹)

f (x; ¹)















2














f (x; ¹) =
∑ ∂2

∂¹2
f (x; ¹) −

∑















∂
∂¹

f (x; ¹)

f (x; ¹)















2

f (x; ¹)

= 0 − E¹












(

∂

∂¹
log f (X; ¹)

)2










= 0 − I(¹) = −I(¹).

Treća jednakost slijedi jer je (log f (x))′′ =
f ′′(x)

f (x)
−

(

f ′(x)

f (x)

)2
, a peta jer je

∑

f (x) = 1 za sve x

pa su prva i druga derivacija tog izraza jednake nuli.

Iz činjenice da ¹̂ maksimizira l(¹) vrijedi da je l′(¹̂) = 0. Uz Taylorov razvoj funkcije l′(¹̂)

oko ¹̂ = ¹0 s dva člana dobije se izraz: 0 ≈ l′(¹0) + (¹̂ − ¹0)l′′(¹0), odnosno:

√
n(¹̂ − ¹0) ≈ −

√
n

l′(¹0)

l′′(¹0)
= −

1√
n
l′(¹0)

1
n
l′′(¹0)

. (1.23)

Za nazivnik razlomka iz (1.23), po slabom zakonu velikih brojeva i zbog I(¹) = −E¹
[

∂2

∂¹2
log f (X; ¹)

]

=

−E¹[u′(X, ¹)] vrijedi:

1

n
l′′(¹0) =

1

n

n
∑

i=1

∂2

∂¹2
[

log f (xi; ¹)
]

¹=¹0
=

1

n

n
∑

i=1

u′(xi, ¹0)→ E¹0[u′(X, ¹0)] = −I(¹0). (1.24)

Za brojnik vrijedi sljedeće:

1
√

n
l′(¹0) =

1
√

n

n
∑

i=1

∂

∂¹

[

log f (xi; ¹)
]

¹=¹0
=

1
√

n

n
∑

i=1

u(xi, ¹0)→ N(0, I(¹0)). (1.25)

Tvrdnja iz (1.25) slijedi zbog centralnog graničnog teorema i jer su očekivanje i varijanca

za u(X, ¹0) jednaki nula i I(¹0).
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Centralni granični teorem kaže da za nezavisne jednako distribuirane X1, ...Xn takve da je

|EX1| < ∞ i Ã2 = Var(X1) < ∞ vrijedi
√

n(X̄n − EX1)
d−→ N(0, Ã2). [7]

Za funkciju pogotka vrijedi da je E¹[u(X, ¹)] = 0,Var¹[u(X, ¹)] = −E[u′(X, ¹)].

Prva tvrdnja može se pokazati na sljedeći način:

u(x, ¹) f (x; ¹) =

(

∂

∂¹
log f (x; ¹)

)

f (x; ¹) =

∂
∂¹

f (x; ¹)

f (x; ¹)
f (x; ¹) =

∂

∂¹
f (x; ¹)

iz čega slijedi:

E¹[u(X, ¹)] =
∑

u(x, ¹) f (x; ¹) =
∑ ∂

∂¹
f (x; ¹) =

∂

∂¹

∑

f (x; ¹) = 0.

Koristeći dobivenu tvrdnju slijedi da je

0 =
∂

∂¹
E¹[u(X, ¹)] =

∂

∂¹

∑

u(x, ¹) f (x; ¹) =
∑

(u′(x, ¹) f (x; ¹) + u(x, ¹)
∂

∂¹
f (x; ¹))

=
∑

(u′(x, ¹) f (x; ¹) + u(x, ¹)2 f (x; ¹)) = E¹[u
′(X, ¹)] + E¹[u(X, ¹)2]

= E¹[u
′(X, ¹)] + Var¹[u(X, ¹)].

Dakle, √
n(¹̂n − ¹0)→∼ N

(

0, I(¹0)−1
)

. (1.26)

Općenito, Fisherova informacijska matrica nije poznata, kao ni procjenitelj za ¹ pa je pro-

cijenjena uvrštavanjem procjenitelja ¹̂ ili za dovoljno velik uzorak, adekvatna procjena je

negativna matrica drugih parcijalnih derivacija log-vjerodostojnosti, odnosno Î = −H.

Procjenitelji dobiveni metodom maksimalne vjerodostojnosti u (1.19) su konzistentni i

asimptotski normalni tako da vrijedi:

ˆ́ ∼ AN(´, (XT WX)−1). (1.27)

Može se pokazati da isti rezultati vrijede i za slučaj kada X1, X2, ..., Xn nemaju istu dis-

tribuciju.
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1.6 Prilagodba modela podacima

Jednom kada su parametri ´ j procijenjeni, sljedeći je korak promotriti koliko je dobro

model prilagoden podacima i treba li smatrati da je taj model prihvatljiv. Smatra se da je

model dobro prilagoden podacima ukoliko je razlika izmedu danih i dobivenih vrijednosti

zavisne varijable što manja. Na temelju koliko se te vrijednosti razlikuju, potrebno je

vidjeti koje nezavisne varijable su značajne i dati neke mjere koje pokazuju koliko je model

dobar.

Postoje mnoge statistike koje opisuju odstupanje od dane vrijednosti zavisne varijable, a

jedna od najvažnijih u logističkoj regresiji je devijanca.

1.6.1 Devijanca

Devijanca (eng. deviance), kao jedna od statistika odstupanja, temelji se na funkciji vje-

rodostojnosti definiranoj kao u (1.16). Vrijednost log-vjerodostojnosti, koja je dobivena

uvrštavanjem procijenjenih parametara ´ j koji ju maksimiziraju, daje uvid u to koliko je

model prilagoden podacima. Obzirom da je ta vrijednost zavisna s brojem opažanja, sama

po sebi nije dobar pokazatelj prilagodbe. Za dobru mjeru odstupanja, potrebno je uspo-

rediti model s alternativnim modelom kojemu se opažene i dane vrijednosti ne razlikuju.

Takav model, koji savršeno opisuje podatke, naziva se saturirani model i sadrži onoliko

parametara koliko je opažanja.

Devijanca, u oznaci D, dana je sljedećim izrazom:

D = −2 log

(

vjerodostojnost promatranog modela

vjerodostojnost saturiranog modela

)

. (1.28)

Devijanca poprima veće vrijednosti ukoliko je brojnik manji u odnosu na nazivnik što uka-

zuje na to da model nije dobro prilagoden podacima. Dakle, manja devijanca znači da je

prilagodba modela bolja, no ne nužno i da je model bolji obzirom da je moguća preko-

mjerna prilagodba podacima.

Obzirom da za saturirani model vrijedi da je p(xi) = yi i da je vjerodostojnost modela

definirana na sljedeći način: L(´) =
∏n

i=1

(

p(xi)
yi · (1 − p(xi))

1−yi

)

slijedi da je vjerodostoj-

nost saturiranog modela jednaka 1 jer je
∏n

i=1 y
yi

i
(1 − yi)

(1−yi) = 1.

Iz toga slijedi da je devijanca za zavisnu slučajnu varijablu koja poprima vrijednosti nula
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ili jedan, tj. devijanca za binarni odziv dana na sljedeći način:

D = −2 log (vjerodostojnost promatranog modela)

= −2

n
∑

i=1

(yi log(p(xi)) + (1 − yi) log(1 − p(xi)). (1.29)

Devijanca je važna u testu omjera vjerodostojnosti o kojem će više riječi biti kasnije.

Ukratko, statistika D koristi se prilikom usporedbe dvaju ugniježdenih modela. Ukoliko

se usporeduju promatrani i saturirani model hipoteze glase:

H0 : Promatrani model je dovoljno dobar

H1 : Promatrani model nije dovoljno dobar,

pri čemu alternativna hipoteza reprezentira saturirani model.

Testna statistika je upravo jednaka devijanci i često se tvrdi da D ima asimptotsku Ç2 distri-

buciju s n − k stupnjeva slobode, iako to nije točno. Kako bi se mogle uvesti pretpostavke

o asimptotskoj Ç2 distribuciji, potrebno je uvesti pojam kovarijantnih razreda.

Kovarijantni razred je grupa podataka čije nezavisne varijable imaju jednake vrijednosti.

Ukoliko model ima dvije nezavisne varijable i svaka može poprimiti dvije vrijednosti, tada

postoje četiri kovarijantna razreda. Ukoliko je barem jedna nezavisna varijabla neprekidna,

tada je broj kovarijantnih razreda jednak broju opažanja.

Neka su dane nezavisne varijable x1, x2, ..., xk i neka je J broj različitih vrijednosti koje se

postižu za iste vrijednosti nezavisnih varijabli. Broj subjekata u svakom razredu označen je

s ni te je s yi označen broj koliko je puta zavisna varijabla jednaka jedan medu ni subjekata,

pri čemu je x = xi, i = 1, .., J.

Zavisna varijabla više nema Bernoullijevu distribuciju nego binomnu distribuciju.

Općenito, slučajna varijabla Y ima binomnu distribuciju s parametrima n i p, Y ∼ B(n, p),

ako je razdioba sljedećeg oblika:

P(Y = y) =

(

n

y

)

py(1 − p)n−y, y ∈ {0, 1, . . . , n}. (1.30)

Napomena 1.6.1. a) Binomni model je 1-parametarska eksponencijalna familija.

b) Logistički model je definiran na način da je logit(pi(xi)) = ´0 + x1´1 + . . . + xk´k, pri

čemu su zavisne varijable Yi ∼ B(ni, pi) medusobno nezavisne slučajne varijable, i =

1, ..., J.

c) Vjerodostojnost je dana sljedećim izrazom: L(´) =
∏J

i=1

(

ni

yi

)

pi(xi)
yi(1 − pi(xi))

ni−yi , od-

nosno log-vjerodostojnost: l(´) =
∑J

i=1

(

log
(

ni

yi

)

+ yi log pi(xi) + (ni − yi) log(1 − pi(xi))
)

=
∑J

i=1

(

log
(

ni

yi

)

+ yi log
(

pi(xi)

1−pi(xi)

)

+ ni log(1 − pi(xi))
)

.
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Za procijenjene vrijednosti ŷi = ni p̂i promatranog modela i yi = ni p̃i saturiranog modela,

zanemarivanjem konstantnog člana funkcije log-vjerodostojnosti i po Napomeni 1.6.1 b)

slijedi da je devijanca modela s binomnim odzivom dana sljedećim izrazom:

D = −2 log (vjerodostojnost promatranog modela) + 2 log (vjerodostojnost saturiranog modela)

= −2

J
∑

i=1

(

yi log p̂i + (ni − yi) log(1 − p̂i)
)

+ 2

J
∑

i=1

(

yi log p̃i + (ni − yi) log(1 − p̃i)
)

= 2

J
∑

i=1

(

yi log
p̃i

p̂i

+ (ni − yi) log
1 − p̃i

1 − p̂i

)

= 2

J
∑

i=1

(

yi log
yi

ŷi

+ (ni − yi) log
ni − yi

ni − ŷi

)

. (1.31)

Da bi devijanca bila asimptotski Ç2 distribuirana s J− (k+1) stupnjeva slobode, pri čemu je

J broj kovarijantnih razreda, a k+1 broj nepoznatih parametara u modelu, trebaju vrijediti

sljedeće pretpostavke:

1. Opažanja iz binomne distribucije trebaju biti nezavisna.

2. Za fiksnu vrijednost opažanja n i proizvoljan broj kovarijantnih razreda J vrijedi da

ni → ∞ i ni pi(1 − pi)→ ∞, za svaki i = 1, . . . , J.

Prva pretpostavka je uvijek zadovoljena jer je to i pretpostavka modela.

Razlog zbog kojega devijanca definirana u (1.29) nije asimptotski Ç2 distribuirana je zbog

druge pretpostavke. Naime, u tom slučaju vrijedi da je broj kovarijantnih razreda jednak n

pa je ni = 1, za svaki i = 1, .., J.

1.6.2 Pearsonova Ç2 i Hosmer-Lemeshowova statistika

Pearsonova Ç2 statistika jedna je od poznatijih alternativa devijanci i definirana je na sljedeći

način:

X2
P =

J
∑

i=1

(yi − ni p̂i)
2

ni p̂i(1 − p̂i)
, (1.32)

pri čemu su yi = ni pi dane vrijednost, a ŷi = ni p̂i procijenjene vrijednosti za i = 1, .., J.

Pod pretpostavkom da je početni model dobar, Pearsonova Ç2 statistika, kao i devijanca,

ima asimptotsku Ç2 distribuciju s J − (k + 1) stupnjeva slobode. Vrijednosti tih statistika

općenito se razlikuju, ali razlika najčešće nije od praktične važnosti. Velika razlika vrijed-

nosti tih statistika ukazuje da aproksimacija Ç2 distribucijom nije točna.

Ukoliko se procjena parametara radi metodom maksimalne vjerodostojnosti, devijanca
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ipak ima prednost ispred Pearsonove Ç2 statistike obzirom da je devijanca s procjeniteljima

koji maksimiziraju log-vjerodostojnost minimizirana. Devijanca ima prednost i prilikom

usporedbe dvaju ugniježdenih modela, pri čemu razlika devijanci ukazuje na značajnost

dodanih varijabli, dok se Pearsonova Ç2 statistika, dodavanjem varijabli, može povećati.

Hosmer-Lemeshowova statistika je, za razliku od devijance i Pearsonove Ç2 statistike,

korištena za modeliranje binarnih odziva ili ukoliko je broj ni, definiran kao broj subje-

kata u kovarijantnom razredu, manji od pet.

U slučaju da zavisna varijabla nije binarna i podijeljena je u kovarijantne razrede, potrebno

je razdvojiti subjekte kako bi broj kovarijantnih razreda J bio jednak broju opažanja n.

Vrijednost statistike dobije se tako da se u prvom koraku poredaju binarna opažanja yi

po vrijednostima procijenjenih vjerojatnosti p(xi). Tako poredane vrijednosti dijele se u

g grupa približno sličnih veličina. Grupe se mogu odabrati korištenjem percentila proci-

jenjenih vjerojatnosti ili unaprijed odredenim intervalima. Sumirane vrijednosti opaženih

uspjeha (yi=1) i procijenjenih uspjeha unutar grupe usporeduju se Ç2 statistikom.

Dakle, za broj opažanja ni, opaženi broj uspjeha oi, procijenjeni očekivani broj uspjeha ei

te prosječnu vjerojatnost uspjeha p̂i u i-toj grupi, pri čemu je p̂i = ei/ni, slijedi da je:

X2
HL =

g
∑

i=1

(oi − ni p̂i)
2

ni p̂i(1 − p̂i)
. (1.33)

Statistika dana s (1.33) zove se Hosmer-Lemeshowova statistika.

Simulacijske studije su pokazale da pod pretpostavkom da je model dobar, statistika X2
HL

ima približno Ç2 distribuciju s (g − 2) stupnjeva slobode, pri čemu je g broj grupa.[4]

Problem statistike X2
HL je u tome što ovisi o broju grupa i o broju opažanja unutar grupe.

U praksi, kako je vrijednost X2
HL previše podložna odabiru grupa, a cilj je predvidjeti za-

visnu varijablu koja je binarna, predloženo je puno alternativnih statistika. Jedna od njih

je Standardizirana Pearsonova Ç2 statistika koja je dana izrazom: X2 =
∑

i
(yi−p̂i)

2

p̂i(1−p̂i)
, pri tome

X2 ima asimptotsku normalnu distribuciju.

Navedene statistike koriste se kako bi se pod pretpostavkom da je nulta hipoteza točna,

tj. da je navedeni model dobar, mogao donijeti zaključak o modelu, najčešće na temelju

p-vrijednosti.

1.6.3 Testiranje hipoteza

Nakon procjene parametara u modelu, potrebno je vidjeti postoje li nezavisne varijable

koje nisu značajne za model. Za ispitivanje značajnosti parametara za pojedine nezavisne

varijable koriste se statistički testovi. Testiranjem značajnosti više parametara može se doći
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do zaključka je li dovoljan promatrani model ili je ipak prikladniji model s više nezavisnih

varijabli.

Kako bi se testiralo je li nezavisna varijabla x j značajna, hipoteze glase:

H0 : ´ j = 0

H1 : ´ j , 0. (1.34)

Za usporedbu dva modela, oni moraju biti ugniježdeni. Ukoliko promatrani, manji model

ima nezavisne varijable x1, x2, ..., xk, to znači da veći model za koji se želi vidjeti je li

prikladniji, uz nezavisne varijable xk+1, ..., xr ima iste varijable x1, x2, ..., xk kao i promatrani

model. Hipoteze u tom slučaju glase:

H0 : manji model je dovoljan : ´k+1, .., ´r = 0

H1 : potreban je veći model. (1.35)

Najpoznatiji takvi testovi, za logističku regresiju su test omjera vjerodostojnosti i Waldov

test.

Test omjera vjerodostojnosti

Test omjera vjerodostojnosti kratko je spomenut prilikom usporedbe promatranog i saturi-

ranog modela, gdje se testiralo je li promatrani model prikladan. Općenito, testom omjera

vjerodostojnosti usporeduju se dva modela, pri čemu oni moraju biti ugniježdeni.

Neka su nezavisne varijable promatranog modela É dane s x1, x2, ..., xk te neka su neza-

visne varijable modela É′, x1, ..xk, xk+1, xr. Cilj je vidjeti je li promatrani model É dovoljan

ili je ipak bolji model É′ koji u sebi sadrži i nezavisne varijable xk+1, ..., xr. Hipoteze su

dane na isti način kao i u (1.35).

Testna statistika, ukoliko je É′ saturirani model, jednaka je iznosu devijance.

Testna statistika prilikom usporedbe proizvoljna dva ugniježdena modela, dana je sljedećim

izrazom:

T := 2
(

l( ˆ́
É′) − l( ˆ́

É)
)

= DÉ − DÉ′ , (1.36)

pri čemu je s l( ˆ́) označena funkcija log-vjerodostojnosti, a D je oznaka za devijancu.

Druga jednakost slijedi iz činjenice da su se log-vjerodostojnosti saturiranog modela po-

kratile.

Ako je nulta hipoteza istinita, za veliki n, statistika T ima asimptotsku Ç2 razdiobu s (r− k)

stupnjeva slobode, neovisno o broju kovarijantnih razreda i broju subjekata unutar kovari-

jantnih razreda.
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Waldov test

Procjenitelj ˆ́, kao što je pokazano u (1.27) ima asimptotsku multivarijatnu normalnu raz-

diobu s očekivanjem koje je jednako stvarnoj vrijednosti ´ i kovarijacijskom matricom

(XT ŴX)−1. Neka je oznaka za kovarijacijsku matricu Σ̂( ˆ́) .

Za testiranje hipoteza danih kao u (1.34) koristi se testna statistika oblika

Z =
´ j

√

(Σ̂( ˆ́)) j j

. (1.37)

Pod pretpostavkom da je H0 istinita, statistika Z ima asimptotsku standardnu normalnu

razdiobu.

Ukoliko hipoteze glase na sljedeći način:

H0 : ´ = ´′

H1 : ´ , ´′, (1.38)

za vektor parametara ´′ = (´′
0
, ´′

1
, .., ´′

k
) tada je testna statistika dana s

W = ( ˆ́ − ´′)T (Σ̂( ˆ́))−1( ˆ́ − ´′) (1.39)

i ako je H0 istinita ima Ç2 distribuciju s (k + 1) stupnjeva slobode.

Statistika W zove se Waldova statistika, a statistika Z iz (1.37) je zapravo korijen Waldove

statistike.

Za usporedbu dva ugniježdena modela, hipoteze su dane kao i u (1.35). Ukoliko je ˜́ oznaka

za vektor parametara (´k+1, .., ´r), testna statistika u tom je slučaju dana s

W = ˜́T (Σ̂( ˜́))−1 ˜́ (1.40)

i ima Ç2 distribuciju s (r − k) stupnjeva slobode, ako je H0 istinita.

Waldov test i test omjera vjerodostojnosti daju slične rezultate ukoliko se testiraju na veli-

kom uzorku. Kod manjih uzoraka nije poznato koji je bolji, iako neke simulacijske studije

pokazuju da je test omjera vjerodostojnosti precizniji.

1.6.4 Pouzdani intervali

Asimptotska normalnost procjenitelja omogućava i konstrukciju pouzdanih intervala para-

metara ´ j, j = 0, 1, ..., k.

Iz činjenice da je ˆ́ ∼ AN(´, (XT WX)−1) slijedi da je

P(−z1−³/2 f
ˆ́

j − ´ j

ŜE( ˆ́
j)
f z1−³/2) ≈ 1 − ³, (1.41)
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pri čemu je ŜE( ˆ́
j) procjena standardne greške koja je jednaka

√

(Σ̂−1( ˆ́)) j j te je z1−³/2

(1 − ³
2
)-kvantil standardne normalne distribucije.

Dakle, za danu razinu značajnosti ³, Waldov (1 − ³) · 100% pouzdani interval je oblika:
(

ˆ́
j − z1−³/2

√

(Σ̂−1( ˆ́)) j j, ˆ́
j + z1−³/2

√

(Σ̂−1( ˆ́)) j j

)

. (1.42)

Ovakva procjena pouzdanih intervala pogodna je za velike uzorke obzirom da se konstru-

iraju na temelju pretpostavke o asimptotskoj distribuciji.

1.6.5 Generalizirani R2

Statistički testovi odgovaraju na pitanje može li model biti bolji dodavanjem odredenih ne-

zavisnih varijabli, ali ne daje nikakvu numeričku vrijednost kojom se može opisati točnost

modela. Takve metrike vrlo su korisne jer daju uvid u to koliko promatrani model dobro

predvida.

R2 je jedna od najpoznatijih statističkih mjera koja predstavlja udio varijabilnosti zavisne

varijable na temelju prilagodenog modela. U slučaju linearne regresije R2 = 1 −
∑

(yi−ŷi)
2

∑

(yi−ȳ)2 ,

pri čemu je yi dana vrijednost, ŷi procijenjena vrijednost, a ȳ prosječna vrijednost zavisne

varijable.Vrijednost R2 poprima vrijednosti izmedu 0 i 1, pri čemu veće vrijednosti ukazuju

da je model dobro prilagoden podacima.

U slučaju binarne zavisne varijable nema smisla koristiti formulu kao i u slučaju linearne

regresije. Obzirom da je R2 vrlo korisna metrika predloženo je nekoliko generalizacija s

tim da nema dogovora oko toga koja je generalizacija najbolja.

Jedna generalizacija, takozvani pseudo R2, dan je sljedećim izrazom:

R2 = 1 − log L( ˆ́)

log L̂0

, (1.43)

pri čemu je log L( ˆ́) vjerodostojnost promatranog modela koja je maksimizirana uz procije-

njene parametre ˆ́, a log L̂0 je vjerodostojnost za model koji ne sadrži niti jednu nezavisnu

varijablu, samo procijenjeni parametar ˆ́
0.

Tako definiran R2 poprima vrijednosti izmedu 0 i 1, pri čemu vrijednost jedan odgovara

savršeno prilagodenom modelu.

Druga generalizacija definira se sljedećim izrazom:

R2 = 1 −
(

L̂0

L( ˆ́)

)2/n

, (1.44)
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pri čemu je n veličina uzorka. Jedan od problema je što je izraz (1.44) uvijek manji od 1,

točnije postiže maksimum za 1 − (L0)2

n
pa se može promatrati dodatna generalizacija:

R2 =
1 −

(

L̂0

L( ˆ́)

)2/n

1 − (L0)2

n

. (1.45)

1.6.6 Reziduali

Ključna stvar kod svakog modela je udaljenost dane i procijenjene vrijednosti zavisne va-

rijable.

U modelu linearne regresije, rezidual se definira kao razlika dane i procijenjene vrijednosti

y − ŷ, pri čemu je ta greška normalno distribuirana. Reziduale za generalizirane linearne

modele potrebno je poopćiti tako da budu primjenjivi i za ostale distribucije.

U nastavku su navedena dva poopćenja reziduala.

Pearsonov rezidual definira se na sljedeći način:

rp =
yi − ŷi√
Var(Yi)

=
yi − ŷi

√

p̂i(1 − p̂i)
, (1.46)

pri čemu je Yi Bernoullijeva slučajna varijabla s parametrom pi.

Kvadrirani i sumirani izraz Pearsonovog reziduala daje upravo vrijednost Pearsonove Ç2

statistike (1.32).

Reziduali devijance dani su izrazom:

rd = sgn(yi − ŷi) ·
(

2

(

yi log
yi

ŷi

+ (1 − yi) log
1 − yi

1 − ŷi

))1/2

. (1.47)

Izraz sgn(yi − ŷi) označava da je predznak reziduala jednak kao i predznak od yi − ŷi.

Takoder, kvadriranjem i sumiranjem danog izraza dobiva se devijanca definirana u (1.31).



Poglavlje 2

Klasifikacija kreditne sposobnosti

2.1 Opis problema

Cilj ovog poglavlja je za zadane podatke o klijentima, naći model koji će klasificirati kli-

jente u dvije klase: oni koji jesu kreditno sposobni i oni koji nisu.

Klasifikacija je proces razvrstavanja podataka u neku od unaprijed definiranih kategorija,

odnosno klasa. Za razliku od regresije gdje su vrijednosti zavisne varijable neprekidne, u

klasifikaciji su vrijednosti zavisne varijable diskretne. Ukoliko je broj klasa jednak dva,

tada je riječ o binarnoj klasifikaciji.

Jedan od najpoznatijih algoritama za binarnu klasifikaciju je logistička regresija. Lo-

gistička regresija sama po sebi nije klasifikator jer procjenjuje vjerojatnost pripadanja

odredenoj klasi. Ipak, koristi se kao klasifikator na način da se uz neki odabrani prag

podaci razvrstaju u klase ovisno je li njihova predvidena vjerojatnost manja ili veća od

praga.

Klasifikacija klijenata izmedu onih koji će uspjeti vratiti kredit i onih koji neće jedan je od

glavnih problema financijskih institucija. Dobra predikcija može dovesti do sprječavanja

velikih gubitaka i do većih prihoda.

Kreditna klasifikacija je metoda procjene kreditne sposobnosti pojedinca ili organizacije na

temelju podataka o tim klijentima i služi kao procjena rizika prilikom davanja kredita, po-

lica osiguranja, kreditnih kartica i sl. Proces kreditne klasifikacije vezanog uz kredit može

se podijeliti u dva tipa. Jedan tip je kreditna klasifikacija prije samog odobrenja kredita,

gdje se procjenjuje sposobnost vraćanja kredita i treba li klijentu kredit biti odobren ili ne.

Drugi tip nastupa nakon što je kredit odobren te služi kao procjena da će klijent u nekom

razdoblju prestati s vraćanjem kredita.

21
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U ovom radu, promatrat će se problem drugog tipa klasifikacije: na temelju podataka o

klijentima kojima je kredit odobren, potrebno je uočiti one za koje se pretpostavlja da će

prestati s vraćanjem kredita i njih klasificirati kao potencijalno loše klijente. Smatra se da

je došlo do neispunjavanja obaveza, tj. do defaulta ako klijent nije podmirio obaveze u

razdoblju od tri mjeseca.

Podaci na kojoj će se provesti analiza kreditne sposobnosti preuzeti su s platforme Kaggle

(http://www.kaggle.com/c/GiveMeSomeCredit).

2.2 Deskriptivna statistika

Preuzeti podaci sadrže informacije o 150 000 klijenata.

Za svakog klijenta dane su sljedeće varijable:

• SeriousDlqin2yrs: Osoba je imala zakašnjenje u plaćanju od 90 dana ili više.

• Unname: Brojevi od 1 do 150 000.

• RevolvingUtilizationOfUnsecuredLines: Ukupan iznos duga na kreditnim karti-

cama i kreditnim linijama (osim nekretnina i bez obročnih dugova) podijeljen sa

zbrojem kreditnih limita.

• age: Dob klijenta u godinama.

• NumberOfTime30-59DaysPastDueNotWorse: Broj puta koliko je klijent kasnio

30-59 dana s vraćanjem kredita, ali ne više, u zadnje 2 godine.

• NumberOfTime60-89DaysPastDueNotWorse: Broj puta koliko je klijent kasnio

60-89 dana s vraćanjem kredita, ali ne više, u zadnje 2 godine.

• NumberOfTimes90DaysLate: Broj puta koliko je klijent kasnio s vraćanjem kre-

dita 90 dana ili više.

• DebtRatio: Omjer mjesečnih troškova (otplata duga, alimentacija, troškovi života) i

mjesečnog bruto prihoda.

• MonthlyIncome: Mjesečni prihod.

• NumberOfOpenCreditLinesAndLoans: Broj dugova (obročnih poput auto kredita

ili hipoteke) i kreditnih linija (npr. kreditne kartice).

• NumberRealEstateLoansOrLines: Broj hipotekarnih i stambenih kredita uključujući

kreditne linije stambenog kapitala.
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• NumberOfDependents: Broj uzdržavanih članova obitelji, ne uključujući samog

klijenta (supružnik, djeca itd.).

Varijabla Unname sadrži samo brojeve, koji služe kao indeks u podacima pa se može izba-

citi jer nije korisna.

Sljedeće slike prikazuju statistički sažetak varijabli gledajući minimum i maksimum svake

varijable, kvartile, srednju vrijednost i standardnu devijaciju:

Slika 2.1: Statistički sažetak prvih šest varijabli.

Slika 2.2: Statistički sažetak preostalih pet varijabli.

Sve dane varijable su kvantitativne, osim varijable SeriousDlqin2yrs koja poprima vrijed-

nosti 0 (u slučaju da klijent vraća kredit) ili 1 (ukoliko je došlo do neispunjavanja obaveza)

te će to biti zavisna varijabla u modelu. Broj klijenata koji su prestali vraćati kredit je

10 026, što je otprilike 6.7% ukupnog broja klijenata iz podataka.

Slika 2.3 za svaku varijablu prikazuje graf u ovisnosti s varijablom SeriousDlqin2yrs, pri

čemu je na y-osi varijabla SeriousDlqin2yrs.
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Slika 2.3: Ovisnost varijabli obzirom na varijablu SeriousDlqin2yrs
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Može se vidjeti da su varijable NumberOfTime30-59DaysPastDueNotWorse, NumberOfTime60-

89DaysPastDueNotWorse, NumberOfTimes90DaysLate u prosjeku ispod jedan i da većina

ljudi nije kasnila s plaćanjem kredita. Medutim, sve tri varijable poprimaju nekoliko ve-

likih vrijednosti, točnije 96 i 98, a kako se promatra samo period unazad dvije godine, te

vrijednosti ne bi trebale biti veće od 24. Iz tog razloga, ti podaci će biti izbačeni.

Za varijablu RevolvingUtilizationOfUnsecuredLines koja označava omjer ukupnog duga

i dopuštenog limita očekuje se da poprima vrijednosti manje ili jednake jedan. Vrijednost

maksimuma te varijable ukazuje na to da postoje ekstremne vrijednosti u podacima. Kako

veći broj klijenata (oko 2%) ipak ima vrijednost te varijable iznad jedan, a manji broj vri-

jednost iznad dva (oko 0.2%), izbačeni su podaci o klijentima čija je vrijednost varijable

RevolvingUtilizationOfUnsecuredLines veća od dva.

Za neke klijente nedostaju podaci o MonthlyIncome i NumberOfDependents. Točnije, za

29 731 klijenata nedostaje podatak o mjesečnom prihodu te za 3924 klijenata nedostaje

podatak o broju uzdržavanih članova obitelji.

Velike vrijednosti varijable DebtRatio odgovaraju upravo klijentima kojima nedostaje po-

datak o mjesečnom prihodu. Obzirom da je takvih klijenata puno, umjesto izbacivanja,

vrijednosti za MonthlyIncome zamijenjene su medijanom. Analogno, tim klijentima, i vri-

jednosti varijable DebtRatio postavljene su na vrijednost medijana.

Klijenti kojima nedostaje podatak o varijabli NumberOfDependents su izbačeni.

Ostale varijable nisu promijenjene.

Sveukupno, preostali podaci sadrže informacije o 145 481 klijenata.

2.3 Odabir modela i prilagodba modela podacima

Sljedeći je korak pronaći varijable koje su značajne za model te vidjeti koliko se dobro

model prilagodio podacima.

Obzirom da varijable, ne uzimajući u obzir SeriousDlqin2yrs, medusobno nemaju veliku

korelaciju, početni model uključivat će sve dane varijable.

Slika 2.4 prikazuje rezultate provedene logističke regresije.
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Slika 2.4: Sažetak rezultata logističkog modela

Značajnost nezavisnih varijabli testira se Waldovim testom, pri čemu testna statistika dana

u 1.37 odgovara stupcu naziva z. Nulta hipoteza Waldovog testa je da parametar ´ j uz va-

rijablu x j iznosi nula.

Kako su sve p-vrijednosti, osim za varijablu DebtRatio, manje od svih standardnih ra-

zina značajnosti nulta hipoteza se može odbaciti. Prema tome, sve varijable su statistički

značajne, osim varijable DebtRatio čija p-vrijednost iznosi 0.273.

Rezultati modela logističke regresije s izbačenom varijablom DebtRatio prikazani su sli-

kom 2.5.



POGLAVLJE 2. KLASIFIKACIJA KREDITNE SPOSOBNOSTI 27

Slika 2.5: Sažetak rezultata logističkog modela

Testom omjera vjerodostojnosti može se testirati treba li uzeti model koji ne uključuje va-

rijablu DebtRatio ili ipak treba ostaviti početni model.

Nulta hipoteza testa omjera vjerodostojnosti kaže da je dovoljan manji model, dok alterna-

tivna kaže da je potreban veći model.

Koristeći dane vrijednosti log-vjerodostojnosti i činjenicu da testna statistika 1.36 ima Ç2

distribuciju s jednim stupnjem slobode, dobije se da je p-vrijednost testa 0.20066. Prema

tome, nulta hipoteza se ne može odbaciti pa je zaključak da je manji model dovoljan.

Model logističke regresije za dani skup podataka je oblika:

p(Y = 1|Xi) =
e´0+´1X1+...+´9X9

1 + e´0+´1X1+...+´9X9
. (2.1)
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X1 je varijabla RevolvingUtilizationOfUnsecuredLines, X2 je varijabla age, X3 je varijabla

NumberOfTime30 59PastDueNotWorse i tako redom kao na slici 2.5 do X9 što je Numbe-

rOfDependents. Vrijednosti procijenjenih parametara ´ j, j = 0, 1, 2, ..., 9 dane su u stupcu

coef na slici 2.5.

Izraz 2.1 može se zapisati i obliku:

log

(

p(Y = 1|Xi)

1 − p(Y = 1|Xi)

)

= ´0 + ´1X1 + . . . + ´9X9 (2.2)

⇐⇒ p(Y = 1|Xi)

1 − p(Y = 1|Xi)
= e´0+´1X1+...+´9X9 , (2.3)

što omogućuje interpretaciju parametara. Lijeva strana izraza 2.3 je pojam izgleda koji je

definiran u prvom poglavlju. Ozbirom da su sve nezavisne varijable u modelu kvantita-

tivne, pomoću izraza 1.11 slijedi da ukoliko se vrijednost j-te nezavisne varijable poveća

za jedan, omjer izgleda mijenja se e´ j puta.

Vrijednosti e´ j , j = 1, 3, 5, 6, 7, 8, 9 su veće od jedan što znači da povećanje vrijednosti vari-

jabli RevolvingUtilizationOfUnsecuredLines, NumberOfTime30-59DaysPastDueNotWorse,

NumberOfOpenCreditLinesAndLoans, NumberOfTimes90DaysLate, NumberRealEstateLo-

ansOrLines, NumberOfTime60-89DaysPastDueNotWorse, NumberOfDependents povećava

izgled da će osoba prestati vraćati kredit.

Na primjer, za varijablu NumberOfTime60-89DaysPastDueNotWorse, parametar ´8 jednak

je 0.5778, odnosno e´8 = 1.782118. Ako su vrijednosti svih ostalih nezavisnih varijabli

ostale iste, a broj puta kada je klijent kasnio s plaćanjem izmedu 60 i 89 dana se poveća za

jedan, izgledi defaulta se povećavaju 78%.

Parametri za nezavisne varijable age i MontlyIncome su negativni, odnosno vrijednosti

e´2 i e´4 su manje od jedan. Iz toga slijedi da smanjenje vrijednosti tih varijabli povećava

izgled da će osoba prestati vraćati kredit.

Na primjer, izgledi defaulta se povećavaju za faktor e´2 = 0.980989 ako se broj godina

poveća za jedan, a sve ostale nezavisne varijable ostanu iste.

Potrebno je još vidjeti koliko se dobro dobiveni model prilagodio podacima što je ključno

za osiguravanje točnosti procijenjenih vjerojatnosti.

Važno je napomenuti kako podaci imaju informacije o 150 000 klijenata, medutim za oda-

bir modela korišteno je njih 100 000 što je dvije trećine podataka. Razlog je taj što metrike

za procjenu greške modela nisu objektivne na istom skupu podataka na kojem se model
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trenira. Postupak razdvajanja podataka na skup za učenje i ispitni skup naziva se unakrsna

validacija.

Dosadašnji model, za svakog klijenta, daje vjerojatnost da će klijent otići u default. Obzi-

rom da je cilj razdvojiti klijente u dvije klase (oni koji neće vratiti kredit i oni koji hoće)

potrebno je postaviti prag izmedu nula i jedan. Svi kojima je vjerojatnost defaulta iznad

praga bit će klasificirani rizičnima i pretpostavljat će se da ti klijenti neće vratiti kredit.

Suprotno vrijedi za klijente čija je vjerojatnost defaulta manja od praga. U ovom primjeru,

prag je postavljen na standardnih 0.5, ali se kasnije može vidjeti kako promjena praga

utječe na vrijednost pojedine metrike.

Prilagodba modela logističke regresije, najčešće se testira pomoću Hosmer-Lemeshow

testa, pri čemu je testna statistika dana s 1.33. Nažalost, test je problematičan za velike

uzroke.

Dobivena p-vrijednost na testu za dane podatke je praktički nula, što znači da bi se trebala

odbaciti nulta hipoteza koja kaže da je model adekvatan. Takav ishod je očekivan jer na

tako velikom skupu podataka procijenjene vjerojatnosti bi trebale biti praktički jednake

stvarnima kako p-vrijednost ne bi bila niska.

Osim Hosmer-Lemeshow testa koriste se razne druge metrike od kojih su neke obradene u

nastavku, a korisno je napraviti i rezidualnu analizu.

Mjere vrednovanja definirane su pomoću elemenata matrice zabune.

Matrica zabune (eng. confusion matrix) je kvadratna matrica oblika:

(

T P FP

FN T N

)

, pri

čemu su elementi definirani na sljedeći način:

• stvarno pozitivni (eng. true positive, TP) - prava vrijednost i predvidena vrijednost

zavisne varijable je 1

• lažno pozitivni (eng. false positive, FP) - prava vrijednost zavisne varijable je 0, a

predvidena vrijednost zavisne varijable je 1

• lažno negativni (eng. false negative, FN) - prava vrijednost zavisne varijable je 1, a

predvidena vrijednost zavisne varijable je 0

• stvarno negativni (eng. true negative, TN) - prava vrijednost i predvidena vrijednost

zavisne varijable je 0.

Poznata mjera vrednovanja modela je točnost (eng. accuracy) koja označava koliko je od

svih podataka njih točno klasificiranih. Takvu mjeru nema smisla promatrati na podacima

čija je jedna klasa puno veća od druge jer je tada trivijalno ostvariti veliku točnost.
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Ostale mjere koje se mogu koristiti za vrednovanje modela su sljedeće:

• preciznost: P = TP
TP+FP

• ispadanje: FPR = FP
FP+TN

• odziv: R = TPR = TP
TP+FN

• specifičnost: S = TN
TN+FP

.

Preciznost je udio zavisnih varijabli koje su točno klasificirane kao 1 u skupu zavisnih va-

rijabli koje su klasificirane kao 1 (i točno i netočno). Odziv je udio zavisnih varijabli koje

su točno klasificirane kao 1 u skupu svih zavisnih varijabli čija je prava vrijednost 1.

Na neki način ove dvije metrike su suprotne, pa se može dodatno promotriti njihova har-

monijska sredina. Ta metrika naziva se F-mjera i definirana je s: F = 2 P·R
P+R

.

Za odabrani model, dobije se da je matrica zabune za podatke iz skupa za učenje jed-

naka

(

1018 700

5357 90397

)

.Matrica zabune za podatke iz ispitnog skupa je

(

504 329

2779 44397

)

.

Ranije definirane metrike na ispitnom skupu su jednake: 0.605042 (preciznost), 0.007356

(ispadanje), 0.153518 (odziv), 0.992644 (specifičnost) i 0.244898 (F-mjera).

Naravno, više je slučaja kada je model krivo klasificirao zavisnu varijablu koja poprima

vrijednost 1, od one koja poprima 0 jer je u podacima puno više ljudi koji jesu vratili kredit

od onih koji nisu.

Jedna od najvažnijih mjera vrednovanja modela klasifikacije je ROC krivulja. Kako re-

zultati logističke regresije ovise o izboru praga, ova metrika je vrlo korisna jer uzima u

obzir varijabilnost praga.

ROC krivulja prikazuje odnos izmedu ispadanja (FPR) i odziva (TPR) pri različitima pra-

govima. Što je prag manji to je FPR veći jer je više zavisnih varijabli koje će krivo poprimiti

vrijednost 1. Isto tako raste i TPR jer će model prepoznati više zavisnih varijabli čija je

vrijednost 1. Poželjno je da je površina ispod ROC krivulje što veća, pa se tako može uvesti

mjera čija je vrijednost jednaka toj površini. Ta mjera naziva se AUC.

Pravac y=x, odnosno AUC koji je jednak 0.5 predstavljaju slučaj ukoliko je klasifikator

nasumičan, što znači da ukoliko ispadne da je AUC jednak 0.5, model radi jednako dobro

kao i nasumičan klasifikator.

Za odabrani model, ROC krivulje za podatke iz skupa za učenje i ispitnog skupa prika-

zane su slikama 2.6 i 2.7.
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Slika 2.6: ROC i AUC na podacima iz skupa za učenje

Slika 2.7: ROC i AUC na podacima iz ispitnog skupa

Za oba skupa podataka, rezultati su isti što znači da model jednako dobro radi na podacima

na kojima je treniran kao i na nevidenim podacima.
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Za provjeru modela, poželjno je napraviti i rezidualnu analizu.

U slučaju logističke regresije, najpoznatije vrste reziduala su Pearsonovi reziduali i rezidu-

ali devijance definirani u prvom poglavlju. Ako u modelu ima velik broj reziduala čija je

vrijednost velika, to bi moglo sugerirati na činjenicu da model radi velike greške. Slike 2.8

i 2.9 prikazuju histograme reziduala.

Slika 2.8: Histogram Pearsonovih reziduala

Slika 2.9: Histogram reziduala devijance

Srednja vrijednost i standardna devijacija Pearsonovih reziduala jednake su -0.019901 i

1.057633, dok su kod reziduala devijance jednake -0.151320 i 0.589733. Histogram je

asimetričan s više vrijednosti ispod nule, što je očekivano obzirom da je velika većina po-

dataka u klasi gdje je zavisna varijabla jednaka 0. Većina reziduala nalazi se u intervalu

(−2, 2) a sve izvan toga su outlieri kojih nema puno.
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Konačno, uz sve dosad prikazane rezultate i metrike može se zaključiti da se model do-

bro prilagodio podacima.

Dodatno, može se još promotriti kako se vrijednosti metrika mijenjaju ovisno o vrijednosti

praga. Dane vrijednosti dane su slikom 2.10 za pragove izmedu 0.1 i 0.9.

Slika 2.10: Mjere vrednovanja za različite pragove

Zadnja četiri stupca prikazuju elemente matrice zabune. Može se uočiti da s povećanjem

praga preciznost i specifičnost rastu, a odziv i ispadanje se smanjuju. Vrijednost F-mjere

je najveća za prag 0.2, no to nužno ne mora biti najbolji odabir.

Prilikom odabira praga, može se uzeti u obzir i omjer broja opažanja izmedu dvije proma-

trane klase. Kako je u ovom primjeru broj klijenata koji su u defaultu samo 6% od ukupnog

broja klijenata, prag bi se mogao postaviti na 0.1. F-mjera ukazuje kako je ipak bolji model

uz prag 0.2, što nije veliko odstupanje.

Treba uzeti u obzir i da financijska institucija ima veći gubitak na odobrenim kreditima koji

nisu vraćeni, nego na neodobrenim kreditima koji bi bili vraćeni. Minimizacija gubitka se

postiže kada je omjer tih gubitaka jednak omjeru lažno negativnih i lažno pozitivnih pro-

cjena.



Poglavlje 3

Algoritam SMOTE

U binarnoj klasifikaciji, može se dogoditi da je broj opažanja jedne klase puno veći nego

broj opažanja druge klase. Takav problem naziva se problem nebalansiranih kategorija.

Podaci iz prošlog poglavlja odgovaraju tom problemu, što je čest slučaj s podacima veza-

nim uz kreditnu sposobnost jer je broj klijenata koji su vratili kredit obično puno veći od

broja klijenata koji nisu vratili kredit.

Nebalansirane kategorije, odnosno klase uzrokuju da algoritmi za klasifikaciju postaju pris-

trani prema klasi s više opažanja. U tu svrhu uvedeni su mnogi algoritmi naduzorkovanja

i poduzorkovanja kojima je cilj smanjiti razliku u broju opažanja medu klasama. Ipak,

algoritmi naduzorkovanja pokazali su se boljima jer se ne gubi originalna informacija o

danim podacima u većoj klasi. Osim toga, postoje i drugi pristupi kao što je penalizirana

logistička regresija koja dodatno rješava problem prekomjerne prilagodenosti.[10]

U ovom radu, za problem nebalansiranih kategorija, koristit će se jedan od poznatijih algo-

ritama naduzorkovanja SMOTE.

SMOTE (Synthetic Minority Oversampling Technique) je algoritam naduzorkovanja koji

generira nova opažanja manjinske klase, tj. klase koja ima manje opažanja.

Glavna ideja SMOTE algoritma je da prilikom naduzorkovanja nova opažanja nisu ista

dostupnima nego su generirana pomoću tih dostupnih opažanja.

Za dani broj opažanja manjinske klase, količinu SMOTE-a N% i broj najbližih susjeda

k, algoritam generira nove podatke na način da za zadano opažanje manjinske klase i,

nasumično odabire jednog od njegovih k najbližih susjeda. Novo opažanje je dobiveno

pomoću ta dva opažanja za način da se razlika vrijednosti njihovih kovarijata (nezavisnih

varijabli) pomnoži nasumičnim brojem izmedu nula i jedan te se doda zadanom opažanju i.

Postupak se ponavlja za sva opažanja iz manjinske klase do željenog broja novih opažanja.

Broj novih opažanja ovisi o količini SMOTE-a N koji predstavlja koliko posto od broja

opažanja manjinske klase je potrebno generirati. Ukoliko se želi broj opažanja manjinske

34
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klase povećati za dva puta, tada je broj N jednak 100%.

Pseudokod za algoritam SMOTE(T, N, k):

Ulaz: T - broj opažanja manjinske klase; N% količina SMOTE-a; k - broj najbližih susjeda

Izlaz: (N/100) ∗ T sintetičkih uzoraka za manjinsku klasu

1. (Ako je N manji od 100%, nasumično odredi opažanja manjinske klase jer je samo N%

njih ulazi u algoritam.)

2. ako N < 100

3. onda nasumično odaberi T opažanja manjinske klase

4. T = (N/100) ∗ T

5. N = 100

6. završetak uvjeta

7. N = (int)(N/100)

8. k = broj najbližih susjeda

9. broj kovarijata = broj kovarijata

10. uzorak[ ][ ]: polje za originalne uzorke manjinske klase

11. novi indeks: predstavlja broj generiranih sintetičkih uzoraka, inicijaliziran na 0

12. sinteticki[ ][ ]: polje za sintetičke uzorke

13. za i od 1 do T

14. izračunaj k najbližih susjeda za opažanje i te spremi njihove indekse u polje najblizih

15. generiranje uzoraka(N, i, polje najblizih)

16. kraj petlje

generiranje uzoraka(N, i, polje najblizih) (Funkcija za generiranje sintetičkih uzoraka.)

17. dok N , 0

18. odaberi nasumičan broj izmedu 1 i k, nazovi ga nn - ovaj korak odabire jednog od

k najbližih susjeda opažanja i

19. za kovarijata od 1 do broj kovarijata

20. izračunaj: razlika= uzorak[polje najblizih[nn]][kovarijata]− uzorak[i][kovarijata]

21. izračunaj: razmak = nasumičan broj izmedu 0 i 1

22. sinteticki[novi indeks][kovarijata] = uzorak[i][kovarijata] + razmak ∗ razlika

23. kraj petlje

24. novi indeks++

25. N = N − 1

26. kraj petlje

27. (kraj funkcije generiranje uzoraka)

Kraj pseudokoda.
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Sljedeće tri slike prikazuju, za umjetno generirane podatke, kako algoritam SMOTE utječe

na opažanja manjinske klase.

Slika 3.1 prikazuje podatke prije naduzorkovanja. Može se vidjeti kako je broj opažanja

klase 1 znatno manji od broja opažanja klase 0. Cilj je primijeniti algoritam SMOTE na

te podatke kako bi se povećao broj opažanja manjinske klase, odnosno kako bi se smanjio

omjer izmedu opažanja tih dviju klasa.

Slika 3.2 prikazuje podatke na kojima je primijenjen algoritam SMOTE, pri čemu je uku-

pan broj opažanja manjinske klase jednak trećini broja opažanja klase 0.

Slično, slika 3.3 prikazuje podatke na kojima je primijenjen algoritam SMOTE, ali tako da

je broj opažanja klase 0 i klase 1 jednak.

Slika 3.1: Podaci bez primjene SMOTE-a
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Slika 3.2: Podaci nakon SMOTE-a u omjeru 1:3

Slika 3.3: Podaci nakon SMOTE-a u omjeru 1:1

Može se vidjeti kako su opažanja manjinske klase koja su generirana SMOTE-om u oko-

lini danih opažanja prije naduzorkovanja, što vizualizira generiranje podataka pomoću k

najbližih susjeda.
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Model iz prošlog poglavlja odabran je i testiran upravo na podacima čije su klase neba-

lansirane. Klijenata koji nisu vratiti kredit ima puno manje od klijenata koji su vratili

kredit, točnije samo je 6% klijenata u defaultu.

Iako je pokazano kako se model dobro prilagodio podacima, poželjno je vidjeti može li se

dodatno poboljšati primjenom algoritma SMOTE.

Slika 3.4 prikazuje mjere vrednovanja modela i elemente matrice zabune za prag 0.5. Prvi

stupac, SMOTE %, označava koliki postotak od veće klase iznosi manjinska klasa. Na pri-

mjer, vrijednost 50% odgovara slučaju kada je broj opažanja, odnosno klijenata koji nisu

vratili kredit duplo manji od broja klijenata koji jesu vratili kredit.

Slika 3.4: Mjere vrednovanja nakon primjene SMOTE-a

Iz priloženog se može zaključiti kako postotak novogeneriranih opažanja može dosta utje-

cati na model. Vrijednosti AUC su se malo smanjile kako se postotak novogeneriranih

opažanja povećavao. F-mjera se takoder mijenja i za razliku od 0.2449 koliko iznosi za

model prije naduzorkovanja, povećava se na vrijednost 0.4025 u slučaju da manjinska klasa

iznosi 30% veće klase. Takoder, u tom se slučaju broj stvarno pozitivnih (TP) povećao s

504 na 1515. To znači da je ovaj model točno prepoznao dodatnih 1011 klijenata koji nisu

vratili kredit. Broj stvarno negativnih se u tom slučaju smanjio, kao i broj lažno negativnih

obzirom da je sada više opažanja u kojima je klijent u defaultu.

Na slici 2.10 može se vidjeti kako se najveća vrijednost F-mjere postiže za prag 0.2. Slična

vrijednost može se postići i za prag 0.5 primjenom SMOTE-a. Dodatno, broj stvarno po-

zitivnih je veći u slučaju SMOTE-a za čak 239 klijenata, dok je broj stvarno negativnih

smanjen za otprilike 2300.

Iako je odabir izmedu ta dva modela temeljen na individualnoj procjeni financijskih ins-

titucija, ukoliko je vrijednost stvarno pozitivnih od posebne važnosti, prikladniji model je

onaj s pragom 0.5 uz algoritam SMOTE.
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[8] S. N. Wood, Generalized Additive Models: An Introduction with R, Chapman

Hall/CRC, 2017.

[9] J. M. Wooldridge, Introductory Econometrics: A Modern Approach, Cengage Lear-

ning, 2019.
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Sažetak

Cilj ovog rada je klasificirati kreditnu sposobnost modelom logističke regresije.

U prvom poglavlju obradeni su najvažniji pojmovi potrebni za razumijevanje logističke

regresije. Prvo je objašnjeno kako se može definirati logistička regresija pomoću generali-

ziranih linearnih modela i koja je uloga funkcije veze logit. Zatim je dano objašnjenje kako

se metodom maksimalne vjerodostojnosti procjenjuju parametri modela. Takoder, dani su

najvažniji rezultati i testovi koji se koriste prilikom prilagodbe modela podacima.

Drugo poglavlje bazirano je na primjeni logističke regresije za klasifikaciju klijenata koji

su kreditno sposobni i onih koji nisu. Nakon analize i čišćenja podataka u deskriptivnoj

statistici, testirana je značajnost nezavisnih varijabli modela. Nakon odabira modela, dane

su metrike kojima se ispitala točnost predikcija modela.

Treće poglavlje uzima u obzir da podaci imaju problem nebalansiranih kategorija. Iz tog

razloga uveden je algoritam SMOTE kao pomoćni alat koji smanjuje razliku izmedu broja

opažanja dviju klasa. Na kraju se usporeduju rezultati sa i bez SMOTE-a.



Summary

The aim of this thesis is credit score classification using a logistic regression model. In the

first chapter, the key concepts necessary for understanding logistic regression are covered.

First, it explains how logistic regression can be defined using generalized linear models

and the role of the logit link function. Then, an explanation is given of how the parame-

ters of the model are estimated using the maximum likelihood method. Additionally, the

most important results and tests used for the goodness of fit of the model to the data are

presented. The second chapter focuses on applying logistic regression for credit score cla-

ssification. After analyzing and cleaning the data in descriptive statistics, the significance

of the independent variables in the model is tested. Following the model selection, metrics

are provided to evaluate the performance of the model’s predictions. The third chapter ad-

dresses the issue of imbalanced data. For this reason, the SMOTE algorithm is introduced

as an auxiliary tool to reduce the difference between the number of observations of the two

classes. Finally, the results with and without the use of SMOTE are compared.



Životopis

Rodena sam 19. rujna 2000. godine u Zagrebu. Nakon završene Osnovne škole Josip

Zorić, 2015. godine upisujem II. gimnaziju u Zagrebu. Obrazovanje nastavljam 2019.

godine upisujući preddiplomski sveučilišni studij Matematika na Matematičkom odsjeku

Prirodoslovno-matematičkog fakulteta Sveučilišta u Zagrebu te stječem akademski naziv

sveučilišne prvostupnice matematike 2022. godine. Nakon toga, na istom odsjeku upisu-

jem diplomski sveučilišni studij Financijske i poslovne matematike.
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