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Uvod

Opcija je Siroko koriStena financijska izvedenica koju investitori koriste kako bi se zastitili
od rizika, Spekulirali ili dodatno diverzificirali svoj portfelj. Uvodenjem Black-Scholes-
Mertonovog modela Fischer Black, Myron Scholes 1 Robert C. Merton postavili su osnovu
za izraCun vrijednosti razliitih vrsta opcija na dionicu. Izvorni Black-Scholes-Mertonov
model pretpostavlja da se na dionicu ne isplacuje dividenda Sto je pojednostavljenje stvar-
nog stanja na trziStu. U praksi, mnoge dionice imaju redovnu isplatu dividendi Sto ima
utjecaj na vrijednost opcije stoga je vazno razviti modele koji ukljucuju isplate dividendi
kako bi se bolje procijenila stvarna vrijednost opcija na financijskom trZistu.

U prvom poglavlju ovog rada dan je ekonomski uvod u opcije te je dan opis trgovanja
opcijama na burzi. U drugom poglavlju uvedeni su osnovni matematic¢ki pojmovi te je opi-
san klasi¢an Black-Scholes-Mertonov model. U tre¢em poglavlju opisan je generaliziran
Black-Scholes-Mertonov model u kojem se pretpostavlja da se na dionicu u fiksnim tre-
nucima isplacuje dividenda. Takoder, dan je algoritam za odredivanje nearbitrazne cijene
americke call opcije u takvom modelu. Na kraju, u cetvrtom poglavlju opisan je Roll-
Geske-Whaley pristup odredivanju nearbitrazne cijene americke call opcije na dionicu na
koju se isplacuje dividenda te dana usporedba ovakve cijene s cijenom dobivenom pomocu
Blackove aproksimacije. Nadalje, pokazana je primjena spomenutih pristupa kroz izratun
nearbitrazne cijene za konkretnu americku call opciju.






Poglavlje 1

Osnove opcija 1 trgovanja opcijama

U prvom poglavlju dan je ekonomski uvod u opcije, ukljucuju¢i osnovne definicije i postu-
pak trgovanja. Objasnjeno je Sto su opcije, koje vrste opcija postoje te kako se 1 gdje njima
trguje. Takoder, objasnjeno je kako promjene vaznih faktora koji odreduju jednu opciju
utjeCu na promjenu njezine vrijednosti.

1.1 Uvod u opcije

Opcija je izvedeni vrijednosni papir kojim se trguje na burzi i OTC-u. Postoje dvije os-
novne vrste opcija: call i put. Call opcija je ugovor koji vlasniku ugovora daje pravo, ali ne
i obavezu kupiti neku imovinu do odredenog datuma ili na odredeni datum kojeg zovemo
datum dospijeca po unaprijed dogovorenoj cijeni koju zovemo cijena izvrSenja. Put opcija
je ugovor koji vlasniku opcije daje pravo, ali ne i obavezu prodati neku imovinu do datuma
dospijeca ili na datum dospijeca po unaprijed dogovorenoj cijeni izvrSenja. U ugovoru su-
djeluju dvije osobe: kupac, odnosno vlasnik opcije te prodavatelj, odnosno pisac opcije.
Osnovno svojstvo je da vlasnik opcije ne mora iskoristiti opciju kako bi kupio ili prodao
imovinu no ukoliko se on na to odluci pisac opcije je duZan to ispoStovati. Za kupca opcije
kaZzemo da ima dugu poziciju, a za pisca opcije da ima kratku poziciju. Takoder, razli-
kujemo ameriCke i europske vrste opcija. Osnovna razlika je Sto kupac ameri¢ku opciju
moze iskoristiti u bilo kojem trenutku do datuma dopijeca, a europsku opciju moZze isko-
ristiti samo na datum dospijea. U praksi, najvise se trguje americkim tipom opcije. Uz
ove dvije vrste opcija postoje 1 druge kompleksnije opcije, npr. azijske opcije, bermudske
opcije itd. 1 njih nazivamo egzoti¢nim opcijama. Financijska imovina za koju su vezane
opcije mozZe biti cijena dionice, dionicki indeks, tecaj, kamatna stopa i mnoge druge. U
ovom radu detaljnije e biti analizirana americka call opcija na dionicu na koju se isplacuje
dividenda. Ovakvim opcijama najvise se trguje na burzi. Najveca burza na svijetu za tr-
govanje opcijama na dionice je Chicago Board Option Exchange (CBOE) u Sjedinjenim

3



4 POGLAVLIJE 1. OSNOVE OPCIJA

Americ¢kim Drzavama i u sljede¢im potpoglavljima je opisana praksa trgovanja ovakvim
opcijama na toj burzi.

1.2 Trgovanje opcijama

Nakon definicije Sto su opcije u ovom potpoglavlju analiziramo kako funkcionira trziSte
opcijama. Kao §to je ve¢ ranije spomenuto sav opis trziSta u nastavku odnosi se na burzu,
a neki postupci su striktno vezani za Chicago Board Option Exchange (CBOE). Op¢enito,
opcije na dionicu na burzi su americki tip ugovora kojim se kupcu daje pravo kupiti ili
prodati 100 dionica. Ovako definiran ugovor je prikladan jer se dionicama opcenito trguje
u lotovima po 100. Na trziStu je uvedena odredena terminologija vezano za opcije. Sve
opcije istog tipa (call ili put) nazivaju se klasom opcija. Serija opcija sastoji se od svih
opcija iste klase s istim datumom dopijeca i istom cijenom izvrSenja. Zapravo, serija op-
cija odnosi se na konkretan ugovor kojim se trguje. Takoder, opcije se nazivaju na sljedeci
nacin: in the money, at the money ili out of money. Call opcija na dionicu je in the money
ako je cijena dionice veca od cijene izvrSenja, at the money ako je cijena dionice jednaka
cijeni izvrSenja, a out of money ako je cijena dionice manja od cijene izvrSenja. Dakle,
racionalan kupac opcije e iskoristiti opciju samo ako je ona in the money u trenutku kad
je iskoriStava. Unutarnja vrijednost opcije u nekom trenutku definira se kao maksimum
izmedu nule i vrijednosti koju bi opcija imala ako bi se iskoristila u tom trenutku. Veéina
burzi koja trguje opcijama koristi tzv. “market makers” kako bi se olakSalo trgovanje i
povecala likvidnost. Market makeri su financijske institucije ili pojedinci koji kotiraju ku-
povne (bid) 1 prodajne (offer) cijene neke opcije. Oni su spremni po kupovnoj cijeni kupiti
odredenu opciju, a po prodajnoj cijeni su je spremni prodati. Postojanje market makera
osigurava da se kupnja ili prodaja opcija moZe izvrSiti u bilo kojem trenutku bez odgadanja
Sto povecava likvidnost trzista. U Sjedinjenim Americkim DrZzavama gdje se najvise tr-
guje americkim opcijama postoji institucija Options Clearing Corporation (OCC) koja ima
funkeciju klirin§ke kuce za opcije. Ova organizacija jamci da ¢e pisac opcije ispuniti svoje
obveze prema uvjetima opcijskih ugovora i vodi evidenciju svih dugih i kratkih pozicija.
OCC ima nekoliko ¢lanova i sve trgovine opcijama koje se obavljaju moraju biti odobrene
od strane nekog Clana.

1.3 Karakteristike ugovora

U ovom potpoglavlju dan je opis kako isplata dividendi utjee na uvjete, odnosno karakte-
ristike opcije. Burze obi¢no ne rade promjene u uvjetima ugovora ako na dionicu postoji
gotovinska isplata dividende. Iznimke se mogu dogoditi u slucaju velikih iznosa isplata
dividendi. Opcije na burzi su prilagodene za podjele dionica. Podjela dionica nastupa
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kad se vec postojeca dionica podijeli na njih viSe. Na primjer, n-za-m podjela dionica
je podjela kad n novih dionica zamjenjuje m prethodnih, postojeéih dionica. To rezul-
tira padom cijene dionica na ‘* vrijednosti prethodne cijene. U ovakvom slucaju se onda
mijenjaju i neke stavke ugovora. Cijena izvrSenja smanji se na “ originalno ugovorene
cijene izvrSenja i broj dionica pokrivene opcijom povecaju se na 2- prethodnog broja. Ako
cijena dionice padne ovako kako je opisano, tj. kako bi se ocekivalo i naprave sve opi-
sane izmjene ugovora, pozicije kupca i pisca opcije ostaju nepromijenjene. Takoder, opcije
na dionice se prilagodavaju dioni¢kim dividendama. Dionic¢ka dividenda podrazumijeva
izdavanje dodatnih dionica ve¢ postoje¢im dioni¢arima. Na primjer, 20% dionicka divi-
denda podrazumijeva da se svakom dionicaru daje jedna nova dionica na ve¢ pet njegovih
postojecih. Zbog dionickih dividendi ocekujemo pad cijene jedne dionice 1 20% dionicku
dividendu moZemo poistovjetiti sa 6-za-5 podjelom dionica. Dakle, kao Sto je vec i opi-
sano, o¢ekujemo pad cijene dionica na % prethodne vrijednosti i ugovor koji predstavlja
opciju mijenja se na ve¢ opisan nacin kod podjele dionica.

1.4 Utjecaj klju¢nih faktora na vrijednost opcije

U ovom potpoglavlju opisano je kako promjena vrijednosti bitnih faktora utjece na vrijed-
nost americke call opcije na dionicu. Klju¢ni faktori koje promatramo su: pocetna cijena
dionice, cijena izvrSenja, vrijeme do dospijeca, volatilnost cijene dionice, bezrizi¢na ka-
matna stopa te o¢ekivane isplate dividendi. Promatramo kako promjena jednog od faktora
utjeCe na vrijednost opcije kad svi ostali faktori ostanu nepromijenjeni.

Americka call opcija ima veéu vrijednost ukoliko je cijena dionice na koju je napi-
sana veca te ukoliko je cijena izvrSenja manja. Takoder, ukoliko se tijekom trajanja opcije
povecava cijena dionice ili smanjuje cijena izvrSenja utoliko se vrijednost opcije povecava.
To proizlazi iz ¢injenice da kupac opcije pri iskoriStavanju opcije zaradi razliku cijene di-
onice i cijene izvrSenja. Nadalje, vrijednost call opcije se povecava, ili barem ostaje ista
ako do dospijeca ima vise vremena. Razlog tome je to da vlasnik opcije s viSe vremena
do dospijeca ima mogucnost iskoristiti opciju u svim trenucima u kojima ima i vlasnik
opcije s manje vremena do dospijeca uz joS nekoliko dodatnih trenutaka. Ipak, ovo ne
mora vrijediti uvijek. Promotrimo dvije americke call opcije na istu dionicu tako da jedna
opcija ima vrijeme dospijeca za jedan mjesec, a druga za dva mjeseca. Pretpostavimo da
za 6 tjedana ocekujemo veliku isplatu dividende. U ovom slucaju bi opcija s viemenom
dospijeca za jedan mjesec mogla vrijediti viSe zbog oCekivane dividende koja uzorkuje pad
cijene dionice, a i sama isplata dividende donosi zaradu. Promotrimo sada kako promjena
volatilnosti utjeCe na vrijednost opcije. Ako je volatilnost cijene dionice velika tada je
vecéa vjerojatnost da ¢e cijena dionice posti¢i puno vece vrijednosti od trenutne, ali i puno
manje vrijednosti od trenutne. Vlasnik call opcije moze puno profitirati ukoliko se cijena
dionice jako poveca, no ne riskira puno ako cijena dionice jako padne jer tada moze samo
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odluciti ne iskoristiti opciju. Stoga, pove¢anjem volatilnosti cijene dionice povecava se
vrijednost opcije. Nadalje, ako se poveca bezrizi€na kamatna stopa na trziStu, ocekivani
povrat na dionicu poraste. Takoder, diskontirane vrijednosti buduc¢ih novc¢anih tokova su
manje. Zajednicki utjecaj opisanog vodi to toga da povecanjem bezrizi¢ne kamatne stope
na trziStu vrijednost americke call opcije raste. Na kraju, promotrimo utjecaj ocekivanih
dividendi. Kao $to je ranije spomenuto, isplata dividendi uzrokuje pad cijene dionice §to je
nepovoljno za kupca call opcije jer tada moZe ostvariti manju dobit preko razlike izmedu
cijene dionice i cijene izvrSenja za koju pretpostavljamo da je ostala ista. Slijedi da vri-
jednost opcije pada ako ocekujemo da ¢e iznos isplate dividendi biti veci jer je pad cijene
dionice proporcionalan iznosu dividende.

Ovime je dan kratak pregled o opcijama. ViSe detalja moZe se pronaci u sljedecoj
literaturi [4].



Poglavlje 2

Primjena Girsanovljevog teorema na
Black-Scholes-Mertonov model

Cilj ovog poglavlja je uvesti osnovne pojmove pomocu kojih moZemo objasniti ekviva-
lentnu martingalnu mjeru i iskazati Girsanovljev teorem te Teorem o reprezentaciji martin-
gala. Nadalje, dan je opis Black-Scholes-Mertonovog modela te je pokazana primjena Gir-
sanovljeg teorema za dobivanje ekvivalentne martingalne mjere u ovom modelu te izraCun
cijene neke financijske izvedenice u ovom modelu.

2.1 Ekvivalentna martingalna mjera

Na pocetku uvodimo nekoliko osnovnih pojmova kako bi mogli objasniti Sto je ekviva-
lentna martingalna mjera i zaSto nam je potrebna. Neka je 7 > 0 fiksno vrijeme te neka
je (Q, 7, F,P) vjerojatnosni prostor s filtracijom F = (F, : ¢ € [0,T]). Promatramo ne-
prekidni model financijskog trziSta koji se sastoji od jedne rizi¢ne financijske imovine i
jedne nerizi¢ne financijske imovine. Nerizi¢nu financijsku imovinu predstavlja novac koji
se ukamacuje po kamatnoj stopi r = (r; : t € [0, T]) koja je F-adaptirani slu€ajni proces.
Rizi¢nu financijsku imovinu predstavlja dionica ¢ija je vrijednost F-adpatirani slucajni pro-
cesS =(S,:1e€][0,T].

Definicija 2.1.1. Portfelj ili startegija je F-adaptirani sluc¢ajni proces ® = ((CD?, (Dtl) 1t e [0, T])
gdje je ®° koliina novca u trenutku t, a ®! koli¢ina dionica u trenutku t.

Oznacimo U, = fot rods iR, = Y. Vrijednost portfelja u trenutku ¢ dana je s
VP =R, +®!S,, t€[0,T].

7



8  POGLAVLIJE 2. PRIMJENA GIRSANOVLJEVOG TEOREMA NA BSM MODEL

Definicija 2.1.2. Portfelj ® = (((D?, (Dtl) 1t e [0, T]) Jje samofinancirajuci ako je

T T )
f |(I)?|dt+f 0! di <o P gus
0 0

! t
V;D:V(‘)D+fd)ngs+f<DidSs P - g.s.
0 0

tezasvet € [0,T]

Financijska izvedenica kao $to je americka call opcija u modelu financijskih trZista pred-
stavlja jedan slu¢ajni zahtjev.

Definicija 2.1.3. Slucajni zahtjev je slucajna varijabla C na vjerojatnosnom prostoru (Q, ¥, F, P)
takvadaje () < C < o P — g.s.

Zelimo da cijena slu¢ajnog zahtjeva bude jedinstvena §to se postize primjenom replici-
rajuceg portfelja. Replicirajuéi portfelj za slucajni zahtjev C je samofinancirajuci portfelj
O takavdaje VP = Ci VP > 0P-g.s. zasvet € [0, T]. Ako takav portfelj postoji kaZemo
da je slucajni zahtjev C dostizan. Pomocu replicirajuceg portfelja moZemo definirati kada
model financijskog trZiSta dopusta arbitrazu.

Definicija 2.1.4. Samofinancirajuci portfelj ® je arbitraZa ako je Vi =0, V? > 0P — g.s.
zasvet€[0,T]iP(VP > 0)>0.

Postojanje arbitraze ukazuje na neefikasnost trziSta 1 u relanom svijetu ovakva pojava je
rijetka pa su zbog toga u ovom radu promatrana trziSta bez arbitraZe. Po definiciji arbitraze
nije jednostavno provjeriti da model trZiSta ne dopusta arbitrazu. Zbog toga uvodimo pojam
ekvivalentne martingalne mjere koja ¢e znatno olaksati provjeru dopusta li model trZiSta
arbitraZzu. Vrlo vaznu ulogu u definiranju ekvivalentne martringalne mjere ima diskontirani
proces vrijednosti dionica S=(,:te[0,T).

Definicija 2.1.5. Vjerojatnosna mjera P* na (Q, F7) je ekvivalentna martingalna mjera za
P ako jeP* ~PiS = (S,:t€[0,T]) je P*-martingal.

Ekvivalentnu martingalnu mjeru jo§ zovemo 1 mjera neutralna na rizik. Sljedeci teorem
nam daje vezu izmedu arbitraZe i ekvivalentne martingalne mjere.

Teorem 2.1.6. (1. fundamentalni teorem odredivanja cijene imovine) Triste ne dopusta
arbitraZu ako i samo ako postoji ekvivalentna martingalna mjera.

Najjednostavniji modeli financijskih trZiSta bez arbitraze su oni u kojima su svi slucajni
zahtjevi dostiZni, odnosno modeli u kojima za svaki slu€ajni zahtjev postoji replicirajuci
portfelj.
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Definicija 2.1.7. Model trista bez arbitraze je potpun ako je svaki slucajni zahtjev dostiZan.

Teorem 2.1.8. (2. fundamentalni teorem odredivanja cijene imovine) Pretpostavimo da
triiste ne dopusta arbitraZu. Tada je triiste potpuno ako i samo ako postoji jednistvena
ekvivalentna martingalna mjera.

Kasnije ¢emo pokazati da je Black-Scholes-Mertonov model potpun uz odredene pretpos-
tavke Sto ¢e nam olakSati izracun cijene neke financijske izvedenice.

2.2 Girsanovljev teorem

Promatramo proceduru zamjene mjere pomocu koje moZemo promijeniti distribuciju slucajne
varijable. Neka je (2, , P) vjerojatnosni prostor te neka je Z nenegativna slucajna varija-
bla za koju vrijedi EZ = 1. Definiramo P* : ¥ — [0, 1] formulom

P*(A) = fZ(w) dP(w), A€ F.
A

Ovako definirana mjera P* je vjerojatnost na (€, ) i ekvivalentna je s vjerojathosnom
mjerom P. Naime, ako je P(A) = 0 tada je prema gornjoj definiciji P*(A) = 01 vrijedi P* <
P. Takoder, po definiciji od P* vrijedi P*(A) = E[14Z]. Pretpostavimo da je P(Z > 0) = 1.
Sada, ako je P*(A) = E[1,Z] = 0 tada zbog Z > 0 P-g.s. slijedi da je P(A) = 0, tj. P < P*.

Teorem 2.2.1. (Girsanovljev teorem) Neka je B = (B, : t € [0, T]) Brownovo gibanje na
vjerojatnosnom prostoru (Q, ¥, P), te neka je F = (F, : t € |0, T)) filtracija za to Brownovo
gibanje. Za adaptiran slucajni proces ® = (®, : t € [0, T]) takav da je

T
EU cpfds]<oo
0
! 1 !
Z, = exp —fcpudBu——chidu , Z="7r
0 2 0

t
B; =B, + f D, du.
0

T
E [ f D2Z2du
0

tada je sluc¢ajni proces B* = (B} : t € [0, T]) Brownovo gibanje obzirom na vjerojatnost P*
definiranu formulom P*(A) = fA Z(w)dP(w), A € F.

definiramo

Ako vrijedi

< 00
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Pomocu Girasnovljevog teorema mozemo u Black-Scholes-Mertonovom modelu dobiti ek-
vivalentnu martingalnu mjeru P*. S obzirom da je ta mjera ekvivalentna objektivnoj vjero-
jatnosti P one Ce se slagati u tome koji su putevi kretanja cijena rizi¢ne imovine, tj. dionica
moguci. Idu¢i teorem ¢e nam omoguditi da u Black-Scholes-Mertonovom modelu ispitamo
potpunost.

Teorem 2.2.2. (Teorem o reprezentaciji martingala) Neka je B = (B, : t € [0, T]) Brownovo
gibanje na vjerojatnosnom prostoru (Q,F,P), te neka je F = (F, : t € [0,T]) filtracija
generirana tim Brownovim gibanjem. Pretpostavimo da je M = (M, : t € [0, T]) martingal
s obzirom na filtraciju F i vjerojatnost P, odnosno Brownovski martingal. Tada postoji
adaptiran slucajni proces I’ = (I'; : t € [0, T)) takav da je

t
Mt:M0+stst,0§t§T.
0

2.3 Black-Scholes-Mertonov model

U ovom potpoglavlju opisan je Black-Scholes-Mertonov model i prikazana primjena Gir-
sanovljevog teorema za dobivanje ekvivalentne martingalne mjere u tom modelu. Takoder,
pokazano je kako ra¢unamo cijenu proizvoljnog slucajnog zahtjeva, odnosno neke finan-
cijske izvedenice u ovom modelu. Neka je B = (B, : t € [0,T]) Brownovo gibanje na
vjerojatnosnom prostoru (2, ,P) te neka je F = (F; : ¢ € [0, T']) filtracija za to Brownovo
gibanje. Neka je T > 0 proizvoljan vremenski trenutak.

U Black-Scholes-Mertonovom modelu trzista pretpostavljamo da imamo dva financij-
ska instrumenta: novac kao nerizi¢nu imovinu i dionicu kao riziénu imovinu. Novac se
ukamacuje po kamatnoj stopi r = (r; : ¢t € [0, T]) koja je nesluCajna funkcija. Cijenu di-
onice modeliramo generaliziranim geometrijskim Brownovim gibanjem i ozna¢avamo sa
S =(S,;:t€[0,T]). Generalizirano geometrijsko Brownovo gibanje zadovoljava sljedecu
stohasti¢ku diferencijalnu jednadZzbu:

dS,=aSdt+0,5,dB;,, 0<t<T

priemusua = (@, : t € [0,T]) 10 = (0, : t € [0,T]) neslucajne funkcije. Proces a
oznacava srednju stopu povrata na dionicu, a proces o volatilnost dionice. Pretpostavljamo
dajeo, >0zasvete[0,T].

Sada kada znamo kako modeliramo cijenu dionice moZemo odrediti stohasticku dife-
rencijalnu jednadzbu koja opisuje kretanje vrijednosti portfelja X = (X, : t € [0,T]) u
ovom modelu. Promatramo promjenu vrijednosti portfelja dX; od trenutka ¢ do trenutka
t + At. Pretpostavimo da u trenutku # imamo A, dionica. Promjena vrijednosti portfelja je
tada

t+At
Xesnr = Xi = A (Siear = S) + (X = AS)) (ef’ rods 1) .



2.3. BLACK-SCHOLES-MERTONOV MODEL 11

Dakle promjena dolazi od promjene vrijednosti dionice i zaradene kamate. PuStanjem
At — 0 dobivamo sljedecu stohasticku diferencijalnu jednadzbu:

dX[ = AtdS[ + I”,(Xt - A[S t)dl
UvrStavajuci izraz za dS; u formulu dobivamo
dXt = F,X,dt + At(a’, - r,)Stdl‘ + AtUtStdBt.

Definicija 2.3.1. Proces diskontiranja je slucajni proces D = (D, : t € [0,T]) oblika
D, =e" lyrsds,

Oznaéimo U, = fot rids i R, = Y. Odavde slijedi da je dU, = r,dt i dU,dU, = 0. Uz
funkciju f(x) = e™* primjenom Itdve formule za Itdv proces dobivamo:

1
dD, = df(U,) = f,(Ut)dUt + Ef”(U,)dU,dU,
= _f(U[)dU[ = —Dﬂ‘,dl‘.

Koristeéi Itdvu formulu za produkt slijedi da za diskontiranu cijenu dionice § = (S, : t €
[0, T']) vrijedi stohasticka diferencijalna jednadzba:

dgt = d(D[S[) = D[(a[S tdt + O-[S [dB[) - S[r[D[dt
= (a[ - l”,)DtS,dl‘ + UtDtS[dBt.

Neka je proces ® = (O, : t € [0,T]) definiran s ©, = "’T_[” Tada za diskontiranu cijenu
dionice vrijedi
dgt = O-tD[S[ [@[dt + dBt] .

Proces ® = (O : r € [0,T]) zovemo trZiSna cijena rizika ili Sharpeov omjer. Neka je
P* vjerojatnost kao u Girsanovljevom teoremu uz proces ®,. Po Girsanovljevom teoremu
imamo By = B, + fot 0O,ds Sto u difrencijalnom obliku mozemo zapisati kao dB; = dB, +
O,dt. UvrStavajuci ovaj diferencijalni oblik u diferencijalnu jednadzbu za diskontiranu
cijenu dionica dobivamo

dsS, = o.D,S,dB;.

Iz prethodne stohasticke diferencijalne jednadzbe vidimo da je S Itév integral obzirom na
P*-Brownovo gibanje B*, a kako je svaki Itov integral martingal onda slijedi da je i S P*-
martingal. Prema definiciji ekvivalentne martingalne mjere slijedi da je P* ekvivalentna
martingalna mjera. Prema prvom fundamentalnom teoremu o odredivanju cijena imovine
slijedi da Black-Scholes-Mertonov model ne dopusta arbitrazu.
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Promotrimo sada diskontiranu vrijednost portfelja X = (DX, : t € [0,T]) s obzirom na
ekvivalentnu martingalnu mjeru P*. Koriste¢i Itovu formulu za produkt dobivamo

d(DtXt) = D,(I’,X,dl‘ + At(at - rt)Stdt + AIO-ZS l‘dBl‘) - r,D,Xtdl‘
= A,(a’, - rt)S tDtdt + AIO-ZS tDtdBt
= Ao,S,D(O,dt + dB,).
UvrStavanjem da je dB; = dB, + ©,dt kao ranije dobivamo sljedecu stohasticku diferenci-

jalnu jednadZbu:
dX, = Ao ,S,D.dB;.

Slijedi da je proces diskontiranih vrijednosti portfelja takoder P*-martingal.
Black-Scholes-Mertonov model opcenito ne mora biti potpun, no bit ¢e potpun ukoliko

za filtraciju IF uzmemo filtraciju generiranu Brownovim gibanjem B, odnosno ako vrijedi

F: = o({By : s €[0,1]}). Prije nego Sto pokazemo ovu tvrdnju navodimo jos jedan teorem.

Teorem 2.3.2. (Karakterizacija dostiznosti) Slucajni zahtjev C € LY(Q, Fr,P*) je dostizan
ako i samo ako je P*-martingal M = (M, : t € [0, T]) definiran s M, = E*[DyC|¥,] oblika
!
M, = My + f 6,dS,, t€[0,T]
0

gdje je 6 = (0, : t € [0, T)) neki adaptiran slucajni proces.

Neka je C proizvoljan slucajni zahtjev u ovom modelu i proces M = (M, : t € [0,T])
definiran s M, = E[DyC|¥,]. Slucajni proces M je je P*-martingal. Prema Teoremu o
reprezentaciji martingala tada postoji slucajni proces I'* = (I} : ¢ € [0, T']) takav da M ima
reprezentaciju

!
M, = M, + f IdB;, te[0,T].
0

S obzirom da smo pretpostavili da je o, > 0, slijedi da je o,D,S; > 0 pa iz stohasticke
diferencijalne jednadzbe za cijenu dionice dobivamo

ds,
dB; =
! O-[D[St

pa slijedi da martingal M ima reprezentaciju

', dS,
M =My+ | T'———, 1€[0,T].
t 0 fo\ s O_SDSS S [ ]
Prema karakterizaciji dostiZnosti slijedi da je C dostizan slu€ajni zahtjev, a kako je C bio
izabran proizvoljno slijedi da je svaki slu€ajni zahtjev dostizan, odnosno Black-Scholes-
Mertonov model uz ovu pretpostavku je potpun.
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Na kraju, promotrimo kako izraCunati cijenu nekog sluc¢ajnog zahtjeva C u potpunom
Black-Scholes-Mertonovom modelu. Ovaj problem rjeSavamo primjenom replicirajuéeg
portfelja za taj slucajni zahtjev. Ako s X = (X, : t € [0, T]) ozna¢imo vrijednost portfelja
koji replicira slucajni zahtjev tada mora vrijediti

Xr=Cg.s.

Nadalje, zbog nepostojanja arbitraze na trzistu cijena sluc¢ajnog zahtjeva, u oznaci I1(C) =
(II(C); : t € [0, T]) u trenutku r mora biti jednaka vrijednosti replicirajueg portfelja za taj
slucajni zahtjev u trenutku 7. Sada, zbog toga Sto je diskontirani proces vrijednosti portfelja
martingal s obzirom na ekvivalentnu martingalnu mjeru P* slijedi:

DJII(C), = D,X, = E'[DrXr|F:] = E'[DrCIF/]
Dakle, cijena sluc¢ajnog zahtjeva u trenutku ¢ jednaka je

H(C), = X, = RE'[DrCIF,].






Poglavlje 3

Americka call opcija u
Black-Scholes-Mertonovom modelu s
dividendama

U ovom poglavlju opisan je Black-Scholes-Mertonov model u kojem se na rizi¢nu imo-
vinu, tj. dionicu isplacuje dividenda. Promatramo situaciju u kojoj se dividenda isplacuje
u nekim fiksnim vremenskim trenutcima. Uz opis modela bit e prikazan algoritam za
odredivanje vrijednosti americke call opcije u ovom modelu.

3.1 Black- Scholes- Mertonov model s dividendama

U prethodnom poglavlju vidjeli smo da su diskontirane cijene dionica martingali obzirom
na ekvivalentnu martingalnu mjeru P* dobivenu pomocu Girsanovljevog teorema. Takoder,
pokazano je da je i diskontirana vrijednost portfelja takoder P*-martingal. Da bi diskonti-
rana vrijednost portfelja koji investira u dionice koje isplac¢uju dividendu bila martingal, di-
skontirana vrijednost dionice s reinvestiranim dividendama mora biti martingal. Medutim,
sama diskontirana vrijednost dionice nije martingal.

Promatramo situaciju u kojoj se dividenda isplacuje na odredene dane. To znali da
postoje viemena 0 < f; <t <--- <1, <T iusvakom trenutku ¢; za j € {1,2,...n} isplati
se dividenda. Pretpostavimo da je za sve j € {1,2,...n} a; ¥;-izmjeriva sluCajna varijabla
koja prima vrijednosti u [0, 1]. Vrijednost a; predstavlja koliki udio cijene dionice iznosi
dividenda. Dakle, u trenutku 7; isplacuje se dividenda iznosa a;S, — pri Cemu je S, cijena
dionice neposredno prije isplate dividende. Cijena dionice nakon isplate dividende jednaka
je cijeni dionice prije isplate dividende umanjena za iznos dividende:

Sy, =S, —a;S,-=(1-a;)8,- 3.1)

15
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Ako je a; = 0 dividenda se ne isplacuje u trenutku ¢;, a ako je a; = 1 isplacuje se cjelokupna
vrijednost dionice nakon ¢ega vrijednost dionice pada na 0.

Oznacimo ) = 01 t,.; = T no kao $to je i gore pretpostavljeno to nisu trenutci u kojima
se isplacuje dividenda. Pretpostavljamo da se izmedu dvije isplate dividendi vrijednost
dionice modelira generaliziranim geometrijskim Brownovim gibanjem, tj:

dS,:CZ,S,dl-FO'tS[dB,, tjst<tj+1,j:(),1,...n. (3.2)

JednadzZbe (3.1) i (3.2) u potpunosti odreduju evoluciju cijene dionice.
Promotrimo vrijednost portfelja X; u ovom modelu za neki vremenski trenutak ¢ €
[0, T] u kojem imamo A, dionica. Stohasticka diferencijalna jednadzba za vrijednost por-
tfelja izmedu dva trenutka u kojima imamo isplatu dividendi jednaka je kao u prosSlom
poglavlju:
dX, = r X, dt + A, — 1r,)S dt + A,o,S ,dB,.

U danima kad nastupa isplata dividendi vrijednost dijela portfelja u dionicama gubi na
vrijednosti zbog pada cijene dionice, no kako se taj dio odmah reinvestira u portfelj, vri-
jednost portfelja se ne mijenja i stohasti¢ka diferencijalna jednadzba za vrijednost portfelja
jednaka je prethodnoj:

dX; = r X, dt + A,o,S (O,dt + dB,)

pri cemu je ®, trZiSna cijena rizika kao u prethodnom poglavlju. Analogno kao u pret-
hodnom poglavlju, pomoc¢u Girsanovljevog teorema definiramo vjerojatnosnu mjeru P*
pomocu slucajnog procesa ®,. Tada je B} = B, + fot ®,ds Brownovo gibanje u odnosu
na mjeru P*. Mjera P* je mjera neutralna na rizik. UvrStavajuéi diferencijalni oblik
dB; = dB, + O,dt u stohasticku diferencijalnu jednadZbu za vrijednost portfelja dobivamo

dX, = rX.dt + A0S dB;.

Koristeci Itovu formulu za produkt dobivamo da za diskontiranu vrijednost portfelja vri-
jedi:
d(D.X;) = NoSD,dB;

pa je diskontirana vrijednost portfelja P*-martingal. Neka je C neki slu¢ajni zahtjev, npr.
americka call opcija. Taj sluCajni zahtjev repliciramo pomocu portfelja ¢ija je vrijednost u
trenutku 7 jednaka X;. Bududi da je diskontirana vrijednost portfelja P*-martingal te da je
vrijednost replicirajuceg portfelja X; u trenutku 7 jednaka cijeni sluCajnog zahtjeva I1(C), u
trenutku 7 slijedi:

DII(C), = DX, = E" [DrXr|#,] =E"[DrCIF,], t€][0,T]

Dobivena je ista formula kao i u slu€aju bez dividendi. Razlika izmedu modela s diveden-
dama 1 bez dividendi je u evoluciji cijene dionica uz mjeru P~.
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Usporedimo evoluciju cijene dionice u Black-Scholes-Mertonovom modelu bez dividendi
1 u istom modelu gdje se na dionicu u fiksnim trenutcima isplacuje dividenda. Pretpostav-
ljamo da su kamatna stopa r, volatilnost o i a; konstantni. U modelu bez dividendi cijena
dionice se kroz cijeli period promatranja modelira geometrijskim Brownovim gibanjem:

ds; =aS.dt+ oS .,dB;.

Uvrstavajuci

dobivamo:

dS,;=aSdt+ oS ,(dB; — 0,dt) = aS,dt + 7S, (dBf 4 rdt)
o
=rS,dt+oS,dB;.

Rjesenje ove stohasticke diferencijalne jednadzbe je:

1
S, =Soexp {aB;‘ + (r — 50'2)1‘}, te[0,T].

Promotrimo sada model u kojem se na dionicu isplacuje dividenda. Tada cijenu dionica
izmedu dva trenutka u kojima se isplacuje dividenda modeliramo kao i u modelu bez divi-
dendi:

dS,=rSdt +o0S,dB;, tj<t<tj,j=0,1,...,n

Koristeci rjeSenje ove stohasticke diferencijalne jednadzbe slijedi:

* * 1 2
Sy-=S,expio (B - B;)+ r= 50 | @ = 1)f

Iz (3.1) 1 prethodne jednakosti slijedi:

St = (1 - aj+1)Stj exp {0’ (B:m - ij) + (r - %0-2) (tjr1 — tj)}.

Odavde slijedi:

Sl/+1 % * 1 2 .
T = -aj1)exp 0'(&_/.+1 —Bz,)"‘ r—ia' (tim—t)e j=0,1,...,n
.

J

Neka je ¢ proizvoljni trenutak u periodu [0, 7T']. Bez smanjenja opCenitosti pretpostavimo da
vrijedi t € [#;, t;+1) odnosno da se vrijeme ¢ nalazi izmedu k-te i (k + 1)-ve isplate dividende
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zaneki k € {1,2,...,n}. Dobivamo sljedece:

S S, exp {0' (B;‘ - Bfk) + (r - %0’2) (t— tk)}

So SO

k-1
[ ] Slj‘*'] * * 1 2

= || S_t] - exp {0' (B, - sz) + (r — 57 )(t - tk)}
= 1 1

=| [(1-aj)-exp {U'B:‘k + (r - 50'2) tk} - exp {0' (Bf - Bfk) + (r - 50'2) (t- tk)}
j=0
= 1

=1 (1 —aj+1)-exp{0'Bf+(r——O'Z)t}.
J=0 2

Dakle, vrijedi:

k=1
S =39 1;1(1 —aj41) - €Xp {O'B,* + (r - %0_2) t}.
Usporedimo li ovu jednakost s jednakosti koju smo dobili za cijenu dionice u Black-
Scholes-Mertonovom modelu bez dividendi uo¢avamo sljedece: cijena dionice koja is-
placuje dividendu u fiksnim trenutcima u trenutku 7 koji se nalazi izmedu k-te i (k + 1)-ve
isplate dividende uz pocetnu vrijednost S jednaka je cijeni dionice u istom trenutku 7 koja
ne isplacuje dividendu uz pocetnu vrijednost S H'j‘-;(l)(l —Qji1).

3.2 Vrijednost americke call opcije

U ovom potpoglavlju promatramo algoritam za odredivanje vrijednosti americke call opcije
u Black-Scholes-Mertonovom modelu s dividendama koji je opisan u prethodnom potpo-
glavlju. U nastavku rada za pojam vrijednosti opcije koriSten je pojam nearbitrazne cijene.
Naime, vrijednost opcije predstavlja teorijsku cijenu koju dobivamo pomoc¢u modela i ona
pomaze trgovcima na financijskom trzistu u procjeni koliko bi opcija trebala vrijediti, ali
treba imati na umu da se stvarna cijena kojom ¢e se na kraju trgovati na trziStu moze raz-
likovati. Neki od razloga razlike stvarne cijene i teorijske cijene mogu biti anomalije na
trziStu, razlika u ponudi i potraznji, razlika u likvidnosti trzista i troSkovi transakcija. U
spomenutom algoritmu ¢emo cijenu americke call opcije usporedivati s cijenom europskih
call opcija. Europska call opcija s dospijeCem 7T 1 cijenom izvrSenja K u Black-Scholes-
Mertonovom modelu je ugovor izmedu kupca 1 prodavatelja opcije pri ¢emu kupac opcije
ima pravo, ali ne i obavezu kupnje dionice u trenutku 7 po cijeni K. Americka call opcija s
dospijeem T i cijenom izvrSenja K je ugovor izmedu kupca i prodavatelja, pri cemu kupac
opcije ima pravo, ali ne 1 obavezu kupnje dionice u proizvoljnom trenutku do trenutka 7
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po cijeni K. Osnovna razlika izmedu ove dvije opcije je Sto kod europske opcije kupac
moze kupiti dionicu, tj. iskoristiti opciju samo u vremenu dospijeca, a kod americke opcije
kupac moze iskorititi opciju u bilo kojem trenutku sve do vremena dospijeca.

Europska call opcija je slucajni zahtjev u Black-Scholes-Mertonovom modelu trzista.

Definicija 3.2.1. Europska call opcija s dospijecem T i cijenom izvrSenja K definirana je s
C=Sr-K".

Promotrimo americku call opciju. U trenutku ¢ € [0, T] unutarnja vrijednost te opcije je
(S;— K)". Stavimo Z, = (S, - K)*, t € [0, T].

Definicija 3.2.2. Americka call opcija je adaptiran niz slucajnih varijabli Z = (Z, : t €
[0, TD.

Prije nego Sto krenemo na analizu cijene americke call opcije u Black-Scholes-Mertonovom
modelu s dividendama promotrimo tvrdnje koje vrijede u opcenitijem slucaju. U tom
opéenitijem slucaju promatarmo proizvoljnu americku financijsku izvedenicu, dakle ne
nuzno call opciju. Takoder, pretpostavljamo da cijenu dionice modeliramo geometrijskim
Brownovim gibanjem:

dS,=rS,+0S,dB;

pri ¢emu su kamatna stopa r i volatilnost o~ konstantni, a B; je Brownovo gibanje obzirom
na mjeru neutralnu na rizik P*. U ovom slucaju se na dionicu ne ispladuje dividenda.

Lema 3.2.3. Neka je h : R, — R, konveksna funkcija za koju vrijedi h(0) = 0. Tada je
diskontirana unutarnja vrijednost e”"h (S,) americke financijske izvedenice koja isplacuje
h (S;) prilikom izvr§enja submartingal.

Dokaz. Kako je h(x) konveksna tada za sve 0 < x; < x, 1sve 0 < A <1 vrijedi
h((1 = D)x; + Ax) < (1 = Dh(x;) + Ah(xs).

UvrStavajuci x; = 01 x, = x u gornju nejednakost 1 koristeci da vrijedi 4(0) = 0 dobivamo
dazasve x >0isve 0 <A< 1 vrijedi

h(Ax) < Ah(x).

Za0 <u <t <Timamodaje 0 < ¢’ < 1. Ako u prethodnoj nejednakosti uzmemo
A=e""" za0 < u <t < T dobivamo da vrijedi:

E* [e—r(t—u)h(S t)

Fu| 2 E* [n(e70s,)

7).
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Koristeci uvjetnu Jensenovu nejednakost (pretpostavili smo da je 4(x) konveksna funkcija)
imamo

= ile s i (e s )
=h (e”‘E* [eS, ﬂ])

Kako je e™S, martingal obzirom na P* slijedi

h (eruE* [e—rtSt

Ful) = h(e™"e™S,) = h(S,).
Sada slijedi, koristeci prethodne nejednakosti 1 jednakosti

E* [e—r(t—u)h(S t)

Fu| 2 h(S.) (3.3)

Sto je ekvivalentno s
E* [e"h(S )

Ful = eh(S,).

Prethodno je svojstvo submartingalnosti za e”"h(S ;) i ovime je tvrdnja pokazana. O

Teorem 3.2.4. Neka je h : R, — R, konveksna funkcija za koju vrijedi h(0) = 0. Tada
Jje cijena americke financijske izvedenice s viemenom dospijeca T i unutranjom vrijednosti
h(S;), t € [0,T] jednaka cijeni Europske financijske izvedenice koja isplacuje h(St) u
vremenu dospijeca T.

Dokaz. Ako zamijenimo ¢ s T u nejednakosti (3.3) dobivamo sljedece:

E* [e—r(T—u)h(S T)

TﬂthQ,OSusf

Lijeva strana gornje nejednakosti je cijena europske izvedenice u trenutku u, dok je desna
strana nejednakosti jednaka unutarnjoj vrijednosti americ¢ke izvedenice u trenutku u. 1z
ovog zaklju€ujemo da nema koristi od iskoriStavanja americke izvedenice prije dospijeca i
slijedi da su cijena amricke i europske financijske izvedenice jednake. O

Korolar 3.2.5. Cijena americke call opcije na imovinu koja ne isplacuje dividendu jednaka
Jje cijeni europske call opcije na istu imovinu s istim datumom dospijeca.

Dokaz. Uzimamo h(x) = (x — K)* u prethodnom teoremu. O

Prema prethodnom korolaru, za kupca koji posjeduje americku call opciju u Black-Scholes-
Mertonovom modelu bez dividendi optimalno je ¢ekati do vremena dospijeca i tada odluditi

Prethodne rezultate ¢emo koristiti u daljnoj analizi gdje promatramo americku call op-
ciju u Black-Scholes-Mertonovom modelu s dividendama. Pretpostavimo da je vrijeme
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dospije¢a ameriCke call opcije T i da je cijena izvrSenja jednaka K. Pretpostavimo da
cijenu dionice izmedu isplate dividendi modeliramo geometrijskim Brownovim gibanjem

dS,=rS,+cS,dB:

pri ¢emu su kamatna stopa r 1 volatilnost o~ konstantni, a B; je Brownovo gibanje obzirom
na mjeru neutralnu na rizik P*. U fiksnim trenutcima 0 < #; < t, < --- < t, < T imamo is-
platu dividende kao u prethodnom potpoglavlju. Prema analizi iz prethodnog potpoglavlja
znamo da za t € [t,1j,] vrijedi:

1
Si=5, -exp{a(Bf —ij)+(r— 50'2)(t—tj)}.

Takoder vrijede i sljedece jednakosti:
* * 1 2
Sijn- =8 -exp 0'(Btj+1 - Btj) 50 (ti1 — 1)) ¢,
* 5 1 2
St = —aj1)S; -exp 0'(Btj+l - B,j) +|r— o (i1 — 1)) ¢,
s % 1 2
Sr=S5, -exp O'(BT—B,H)+ I’—EO' (T-1)y.

Promotrimo sada cijenu americke call opcije u trenucima ¢ € [t,, T]. Nakon isplate divi-
dende u trenutku ¢, u svim daljnim trenucima ¢ € [#,, T'| kretanje cijene dionica modeliramo
geometrijskim Brownovim gibanjem. Pokazano je da je obzirom na Brownovo gibanje B;
proces diskontiranih cijena dionica P*-martingal. Takoder, funkcija 2 : R, — R, defini-
rana sa h(x) = (x — K)* je konveksna i vrijedi 4(0) = O pa je prema Lemi 3.2.3. proces
e"(S;, — K)" zat € [t,, T] submartingal, tj. vrijedi

E e (Sr - K)|F| 2 (S, - K)", telt,.T]. (3.4)

U prethodnom potpoglavlju izveli smo da je cijena slucajnog zahtjeva C u trenutku 7 u
ovom modelu jednaka E* [e"(T‘t)C |7-”t] Kako za europsku call opciju vrijedi C = (S7—K)*
slijedi da je za sve ¢ € [t,, T'] cijena europske call opcije u trenutku t jednaka

en(t,8) =B [ (S 1 - KY| .
Ako nejednakost u (3.4) pomnoZzimo sa e" dobivamo
E' e TSy - K)|F] 2 (S, - K)". t€[t,.T].

Uocavamo da je lijeva strana nejednakosti jednaka cijeni europske call opcije u trenutku
t, a desna strana jednaka unutranjoj vrijednosti americke call opcije u trenutku ¢. Kako je
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cijena europske call opcije uvijek veca ili jednaka od unutarnje vrijednosti americke call
opcije slijedi da kupac ne moze ostvariti vecu korist ukoliko iskoristi opciju prije trenutka
T. Dakle cijena europske call opcije i cijena americke call opcije jednake su za sve trenutke
t € [t,, T]. Odredimo formulu pomocu koje moZemo izracunati tu cijenu. Bududi da je
proces vrijednosti dionice S Markovljev proces, vrijedi

cnt,S) =B |e TS - K)|F| = B [e (S - KIS

UvrStavajuci izraz za S 7 u prethodnu jednakost dobivamo

c, (t,8,) =FE" [e_r(T_’) (S, - exp {0’ (By - B)) + (r - %az) (T - t)} - K)

y

Slijedi da je u trenutku ¢ € [#,, T] uvjetno na S, = x cijena ameriCke call opcije jednaka:

1 +
calt,x) = B [e-’<T-f> (x - exp {0’ (B — B)) + (r — 5az)(T - r)} - K) ] . (3.5)
Nekajetr =T —-t,aY := —B;;ff. Kako je B; P*- Brownovo gibanje slijedi da prirast

B%. — By uz mjeru P* ima normalnu distribuciju s oCekivanjem 0O 1 varijancom T —¢. Iz toga
slijedi da je Y uz mjeru P* standardna normalna slucajna varijabla. UvrStavanjem 71 Y u
formulu (3.5) dobivamo

1 +
c,(t,x) = E [e_” (x exp {—0' VY + (r - 50'2) T} - K) ] .
Koristeci distribuciju od Y dobivamo:

1 0 1 LI
Calt, X) = \/T f e’ (x exp {—O' Vry + (r - 50'2) T} - K) e 7 dy.
T J-

Integrand
e GE L]
xexp{—o Ty + r-30 |7 -K

poprima vrijednosti koje su razlicite od 0 ako i samo ako vrijedi

1 X 1
_ = —— [log — - —o?|7].
y<d_(T,Xx) Uﬁ[ogK+(r 20')7]
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Sada dobivamo:

1 d_(7,x) 1 2
ca(t,x) = \/? f e’’’ (xexp {—0' Vry + (r — 50'2) T} - K) e 7 dy
JT —00
1

1 d_(T,x) , - ,
e ey exXpy—o \/?y +lr=—=c?l1tle ™ —e"Ke 2 dy
V27r f { ( 2 ) }
d_(T,x) 2 \/_ 1 d_(1,x) 2
—— XeXpy—F7= — O y__ dy — —— e Ke ™ dy
2 f { } V2r Im

d_(T,x) 1 2

d_(1,x) 1 2
= — expi—=(y+oVr } dy — Ke™ ™ e 7 dy
@L [3bre . =

X d_(T,x)+0 \T 1 )
= — expy—=z ¢ dz— Ke”""®(d_(1, x)).
\2r [oo { 2 }

Oznatimo s d, (1, x) = d_(1,x) + o \T = —= [log £ (r + %(72) T]. Uz ovu oznaku slijedi
da je formula za cijenu americke call 0pc1]e u trenucima ¢ € [t,, T'] jednaka

cu(t, x) = xO(d, (1, x)) — Ke " D(d_(1, x)). (3.6)

Posebno, u trenutku ¢ = 7, uvjetno na S, = x dobivamo da je cijena americke call opcije
jednaka

cnl(ty, x) = B* [e”(T_’”) (x - exp {0‘ (B; - B:‘) +(r— %az)(T - n)} - K) ] )

Funkcija ¢, (¢, x) zadovoljava Black-Scholes-Mertonovu parcijalnu diferencijalnu jednadzbu:

nlZ, n(Z, 2
oc ;t X) (9Ca(x X) zazxz%cn(t x)=re,(t,x), t,<t<T, x>0

uz uvjet
cn(t,x) = (x = K)".

Moze se pokazati da je funkcija c,(?,, x) konveksna u x. Da bi pokazali da je c¢,(t,, x)
konveksna u x trebamo pokazati dazasve 0 < x; < x;1sve 0 < A < 1 vrijedi

cn(tn, (1 - /l)xl + /le) < (1 - /l)cn(tn, xl) + /lcn(tn» x2)-

Znamo da je za sve § € R, funkcija (Bx — K)* konkveksna u x. Ukoliko uzmemo

B =exp {0' (B*T - B;") + (r - %0’2) (T - t,l)}
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dobivamo da je funkcija

(x - exp {0‘ (B; - B+ (r - %O'Z) (T - n)} - K) (3.7)

konveksna u x. Pomocu ove opservacije dobivamo sljedece:
1 +
Cn(tnv (1 - /l)-xl + AXZ) =F [e—r(T—t,,) ((1 - /l)xl + /lxl) 20 {O- (B;: - BZz) + (I" - 50-2) (T - n)} - K) ]
1 +
< (1 - DE* [e—r(T—tn) (X1 exp {0' (B’} — B;‘n) + (r - E0-2) (T - n)} — K) ]

o [e—r(T—tn) (x2 exp {0‘ (B, - B;)+ (r _ %Uz) (T - n)} - K) ]

= (1 - /l)cn(tn’ xl) + /lcn(lm x2)

pri ¢emu smo u drugoj nejednakosti koristili da je funkcija (3.7) konveksna u x te mono-
tonost i linearnost matemati¢kog ocekivanja. Ovime je pokazano da je funkcija c¢,(%,, x)
konveksna u x.

Promotrimo trenutak 7,, tj. neposredni trenutak prije isplate posljednje dividende. U
tom trenutku kupac koji posjeduje americku call opciju ima dvije mogucénosti: moze is-
koristiti tu opciju 1 zaraditi/izgubiti S, - — K ili moZe ne iskoristiti tu opciju. Ako odluci
ne iskoristiti tu opciju tada ¢e se dividenda isplatiti onome tko posjeduje dionicu i cijena
dionice ¢e pastina S, = (1 —a,)S,-. Tada Ce, prema prethodno pokaznom vrijednost
opcije biti jednaka ¢, (¢,, (1 —a,)S,-). Optimalna odluka za kupca opcije ovisi o tome u
kakvom su odnosu vrijednosti S, - — K i ¢, (t,, (1 — a,) S,,-). Ukoliko je

Stn— -K> Cn (tn’(l - an)Stn—)

tada je za kupca optimalno iskorititi opciju u trenutku 7, neposredno prije isplate dividende,
a ukoliko je

St,l— -K< Cn (tn’ (1 - an) Stn—)
tada je za kupca optimalno ne iskoristiti tu opciju. Takoder, ako vrijedi
St,,— -K=¢, (tna (I -ay) St,,—)

tada za kupca nema razlike u odluci koju donese. Neka je sada funkcija i, : R, — R,
zadana s

h, = max{x— K, c,(,, (1 —a,) x)}.
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Vrijednost americke call opcije u trenutku 7, neposredno prije isplate dividende jednaka je
h(S,-). Zelimo pokazati da funkcija h,(x) zadovoljava pretpostavke Leme 3.2.3. Uo&imo
dac, (t,,(1 —a,) - 0) = 0 pa iz toga slijedi

h,(0) = max{0 - K,c,(t,,(1 —a,)-0)} =0.

Kako je ¢, (t,,(1 —a,)x) > 0 za sve x > 0 onda je i1 h,(x) > 0 za sve x > 0. JoS treba
pokazati da je funkcija h,(x) konveksna. PokaZimo prvo da je funkcija ¢,(t,, (1 — a,)x)
konveksna u x. Ve¢ smo pokazali da je funkcija ¢,(%,, x) konveksnatj. dazasve 0 < x; < x,
isve 0 < A < 1 vrijedi sljedece:

Cp(tn, (1 = Dxy + Ax) < (1 = Dy, (1, x1) + Acy(ty, X2).

Ako u gornjoj nejednakosti zamijenimo x; sa (1 — a,)x; te x, zamijenimo s (1 — a,)x,
dobivamo dazasve 0 < x; < xpisve 0 < A < 1 vrijedi:

Cn(lna (1 - an)((l - /1))(,'1 + /lXZ)) < (1 - A)Cn(tm (1 - an)xl) + /lcn(tna (1 - an)x2)-

Funkcija ¢, (¢,, (1 — a,)x) je konveksna u x. Funkcija x — K je trivijalno konveksna. Mak-
simum dvije konveksne funkcije je konveksna funkcija pa slijedi da je Ah,(x) konveksna
funkcija u x. Ovime je pokazano da funkcija &, zadovoljava pretpostavke Leme 3.2.3. Sada
kada znamo cijenu opcije za trenutke ¢, < t < T promotrimo cijenu u trenucima [#,_y, t,,).
Pocevsi od trenutka ¢ € [1,,_1, t,), kupac americke call opcije ima pravo iskorititi tu opciju u
bilo kojem buduéem trenutku u € [¢,¢,) 1 ako odluci iskorititi opciju zaradi S, — K. Ako ne
iskoristi tu opciju prije trenutka #,, tada u tom trenutku, neposredno prije isplate dividende
ta opcija vrijedi A, (S,,-) . U trenutcima #,_; < ¢ < t, cijena americke call opcije s vreme-
nom dospijeca T jednaka je cijeni americke call opcije koja pri dospijecu vrijedi £, (S,,-) 1
kojoj je vrijeme dospijeca t, neposredno prije isplate dividende. Nakon isplate dividende u
trenutku #,_; u svim daljnim trenucima ¢ € [¢,_;,,) nema isplate dividende na dionicu i u
tom periodu cijena dionice modelira se geometrijskim Brownovim gibanjem. Prema Lemi
3.2.3 znamo da je za sve ¢ € [t,_y,,) proces e ""h,(S ;) submartingal, tj. da vrijedi

E* [e—r(u—t)hn (S u)

T,] > hy(Se), thie1 St u<t,.
Pustaju¢i u — 1, dobivamo da vrijedi
E* [e—ro,,—r)hn (Stn_)|7-§] > h,(S,), t,_1 <t<t,.

Koristeci definiciju funkcije £,(x) znamo da je h,(S;) > S; — K Sto zajedno s prethodnom
nejednakosti daje

E' e Oh, (S, Fi| 2 S — K.ty St <t (3.8)
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Lijeva strana nejednakosti (3.8) jednaka je cijeni europske call opcije s vremenom dos-
pijeca t, neposredno prije isplate dividende i vrijednosti &, (S,-) pri dospijecu, dok je
desna strana nejednakosti jednaka unutarnjoj vrijednosti americke call opcije. Slijedi da
se ne moze ostvariti veca korist iskoriStavanjem americke call opcije prije trenutka ¢,. Ci-
jena americke call opcije jednaka je cijeni upravo opisane europske call opcije i ta cijena
jednaka je

E* e hy (S, )| Fr|, 1€ ltuor 1]

Koristeci da je proces vrijednosti dionice § Markovljev proces, te izraz za S, dobivamo
da je cijena americke call opcije u trenutku 7 € [#,_1,1,) uvjetno na S, = x jednaka

Ch1(t,x) = E* [e‘r(t"")hn (x - exp {0' (B;‘n - Bf) + (r - %o’z) (t, — t)})] 3.9

Posebno, u trenutku 7 = 7,_; uvjetno na S, = x dobivamo da je cijena amreicke call opcije
jednaka:

1
Comt (tyo1, X) = B [e"(’”_’"‘)hn (x -exp {0' (B, -B; )+ (r ~ 50'2) (t, — z,,_l)})] (3.10)

Funkcija ¢, (¢, x) zadovoljava Black-Scholes-Mertonovu parcijalnu diferencijalnu jednazbu:

9cu1(t,X)  Bcay(t,x) 1 5 0%, (1, %)
o Tax T2 T o

uz uvjet

=rc,1(t,x), b St<t,, x2 0

Cn—l(tn,-x) = hn(x), x20.

Na analogan nacin moZemo promatrati vremenski period [#,-5, #,-1] tako da definiramo
hn—l(x) = max {X - K’ Cn—l(tn—b (1 - an—l)x)} .

Analognim postupkom kao za vremenski period [#,-1,,] pokaZe se da je cijena americke
call opcije s vremenom dospijeca T u trenutku ¢ € [t,_,,,-;) jednaka cijeni europske call
opcije s vremenom dospijeca t,; i vrijednosti /4,1 (S,,_,-) pri dospijecu.

Ovime dobivamo rekurzivni algoritam za odredivanje cijene americke call opcije u Black-
Scholes-Mertonovom modelu s dividendama gdje se na dionicu u fiksnim trenucima 0 <
ty < th < .. <t, < T isplacuje dividenda. Za j = n,n — 1, ..., 1 rekurzivno rjeSavamo
Black-Scholes-Mertonovu parcijalnu diferncijalnu jednadzbu:

dcj_i(t,x) N dcj_i(t,x) +1 ) 2(920]-_1(t,)c)
o1 T o 27 T o

uz terminalni uvjet

=rcj(t,x), tiog<t<t, x>0

Cj_l(fn,X) = hj(X), x> 0.
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Za pocetak algoritma potrebna je funkcija
cn(t, x) = x® (d, (1, X)) — Ke”" ®(d_(7, x))

pri cemu je

d,(t,x) = O_L\/? [log % + (r + %0_2) T] , d_(1,x)= O_L\/? [log% + (r - %0‘2)7]

te funkcija
hy(x) = max {x — K, ¢,(t,, (1 — a,)x)} .

Funkcije hj_;(x) za j € {2,..,n} definirane su s
hj-; = max {x -K,cj(tj-1,(1 - aj_l)x)} x>0.

Zati <t < tjakoje S, = x tada je c;_(¢, x) cijena ameriCke call opcije u trenutku 7.
Unutar svakog intervala [t;_y,¢;) za j € {1,2,...,n + 1} cijena ameriCke call opcije jednaka
je cijeni europske call opcije s vremenom dospijeca ¢;. Optimalno vrijeme za iskoristiti
americku call opciju je minimalno vrijeme 7; ukojem je S, —K > ¢; (tj, (1 - aj) S,_/,_) . Ako
takvo vrijeme ne postoji tada je za kupca opcije optimalno Cekati do trenutka 7. Ukoliko
je u trenutku 7 S > K tada bi kupac trebao iskoristiti opciju 1 zaraditi S — K, a ukoliko
je St < K tada kupac opcije ne bi trebao iskoristiti tu opciju.






Poglavlje 4

Usporedba Blackove aproksimacije
cijene i Roll-Geske-Whaley pristupa

U ovom poglavlju prikazana je primjena Blackove aproksimacije za izraCun nearbitrazne
cijene na konkretnoj americkoj call opciji. Uz to, objasnjen je Roll-Geske-Whaley pris-
tup izraCunu nearbitraZzne cijene, pokazana primjena na istu americku call opciju i dana
usporedba spomenutih pristupa.

4.1 Blackova aproksimacija

U prethodnom poglavlju pokazano je da su u slucaju isplate dividende na dionicu jedina
moguca optimalna vremena za iskoristiti opciju ona neposredno prije isplate dividende.
Pretpostavimo da imamo isplatu dividende u fiksnim trenutcima #;, t,, ..., f, takvima da je
0<t <t <..<t, <Tidasudividende iznosa Dy, D,, ..., D,. Na pocetku promotrimo
Sto mora vrijediti da bi se isplatilo iskoristiti opciju neposredno prije trenutka posljednje
isplate dividende #,. Ako kupac opcije odluci iskoristiti opciju neposredno prije posljednje
isplate dividende on dobiva S, _ — K, a ako ne iskoristi tada cijena dionice padana S, _—D,
1 u prethodnom poglavlju je pokazano da je tada nearbitraZna cijena americke call opcije
do trenutka T jednaka nearbitraznoj cijeni europske call opcije do trenutka 7. Takoder, u
trenucima nakon ¢, viSe nema isplati dividendi.

Promotrimo ograni¢enja koja moraju vrijediti za nearbitraznu cijenu u trenutku ¢, za
europsku call opciju s vremenom dospijeca T na dionicu na koju nema isplate dividendi. S
obzirom da je u tom trenutku ta cijena jednaka nearbitraznoj cijeni za americku call opciju
ista ograniCenja Ce vrijediti 1 za americku call opciju. Gornja ograda za cijenu je cijena
dionice

c(ty,S;-—D,)<S,_—D,.

29
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Kad ne bi vrijedila ova nejednakost postojala bi moguénost arbitraze jer bi se mogao ostva-
riti nerizian profit na nacin da se kupi dionica i proda opcija na tu dionicu. Donja ograda
za cijenu je

S, —D,—KeT™™,

Da bi objasnili ovu nejednakost promotrimo sljedeca dva portfelja. Portfelj A sastoji se od
europske call opcije i obveznice bez kupona s isplatom K i vremenom dospijeca T. Portfelj
B sastoji se od jedne dionice za koju imamo americku call opciju. Promotrimo portfelj A.
U slucaju da je S 7 > K iskoristit ¢e se europska call opcija i ona ¢e zajedno s obveznicom
bez kupona u trenutku 7" vrijediti

ST—K+K:ST.

U slucaju da je S+ < K tada investitor nece iskoristiti opciju i portfelj ¢e u trenutku 7
vrijediti K. Dakle, portfelj A u trenutku 7 vrijedi

max {S7,K}.

Portfelj B u trenutku 7" vrijedi S7. Kako u trenutku 7 portfelj A vrijedi barem onoliko
koliko vrijedi i portfelj B da ne bi postojala arbitraza na trZiStu to mora vrijediti u trenutku
t,, tj. mora vrijediti sljedece:

c(ty,S;-— D)+ Ke™"T=n) > Si,- — Dy.

Iz prethodne nejednakosti dobivamo da cijena europske call opcije u trenutku #, nakon
isplate dividende, a to je ujedno i cijena ameriCke call opcije u tom istom trenutku mora
biti veca od

S, —D,—Ke ™™,

Ako vrijedi da je prethodni izraz veci od unutarnje vrijednosti americke call opcije nepo-
sredno prije trenutka #,, Sto moZemo zapisati kao

S,.—D,—Ke'"™>§, _—K,

tada ne moze biti optimalno iskoristiti opciju u trenutku #,. Iz prethodne nejednakosti
slijedi da ne¢emo iskoristiti opciju neposredno prije trenutka ¢, ako vrijedi

D, <K(1-e"T™), 4.1)
a iskoristit ¢emo ako vrijedi sljedeca nejednakost

D, > K (1 -, 42)
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te ako u trenutku 7, neposredno prije isplate dividende cijena dionice postize dovoljno
veliku vrijednost S, _. Nejednakost (4.2) ¢e biti zadovoljena ako je dividenda D, velika te
ako je vrijeme posljednje isplate dividende ¢, dovoljno blizu vremena dospijeca T.

Promotrimo sada trenutak #,,_;. Ako kupac opcije odluci iskoristiti tu opciju neposredno
prije isplate dividende dobiva S, ,_ — K, a ako ne iskoristi opciju tada cijena dionice pada
na S, ,- — D,;. Prema analizi iz prethodnog poglavlja prvo vrijeme nakon trenutka #,_;
kada postoji mogucnost da se optimalno iskoristi opcija je ¢, i nearbitrazna cijena americke
call opcije je od trenutka #,,_; do trenutka #, jednaka cijeni europske call opcije s viemenom
dospije€a t,. Analogno kao i u trenutku ¢, donja ograda za cijenu americke call opcije u
trenutku 7, je

S, - = Dy — Ke™ 1),

Takoder, ako vrijedi
Stn—l_ - Dl’l—l - Ke_r(tn_tn—l) Z Stn—l— - K’

odnosno
l)n_1 < K(l _ e_r([n_[n—l)) ,

nije optimalno iskoristiti opciju u trenutku #,_;. Sli¢no, za proizvoljni i < n, ako vrijedi
D; < K(1-e7tm ) (4.3)

tada nije optimalno iskoristiti opciju u trenutku #;. Jednakost (4.3) aproksimativno je jed-
naka
D; < Kr(t,-+1 - t,') . (44)

Ako nejednakost (4.3) vrijedi za sve i = 1,2,...,n — 1, te ako vrijedi (4.1), nije optimalno
iskoristiti ameri¢ku call opciju ni u jednom trenutku prije vremena dospijea T. Takoder,
ako postoji moguénost da se americka call opcija na dionicu na koju imamo isplatu divi-
dende u fiksnim trenucima na optimalan nacin iskoristi prije datuma dospijeca to ¢e se u
vecini slucajeva dogoditi prije posljednje isplate dividende. Razlog je Sto svaka opcija ima
1 vremensku vrijednost. Vremenska vrijednost opcije ovisi o ocekivanju trziSta o budu¢im
kretanjima cijene dionice i preostalom vremenu do dospije¢a opcije. Sto je vise vremena
do vremena dospijeca to je vremenska vrijednost opcije veca zato Sto je veca vjerojat-
nost da ¢e dionica u buduénosti posti¢i vecu cijenu koja ¢e omoguditi vecu dobit za kupca
opcije. Veca vjerojatnost proizlazi iz toga Sto dionica ima viSe vremena da joj se cijena
poveca. Takoder, Sto je cijena dionice volatilnija to je vea vremenska vrijednost opcije
zato Sto vece fluktuacije cijene povecavaju vjerojatnost da ¢e cijena postici vecu vrijednost
te, kao i ranije, omoguciti vecu dobit za kupca opcije. Promotrimo prethodno na americkoj
call opciji na dionicu s fiksnim isplatama dividendi. Isplata dividendi smanjuje cijenu di-
onice no vrijednost opcije ukljucuje i vremensku vrijednost koja moZe nadoknaditi taj pad.
Pri prvim isplatama dividendi vremenska vrijednost opcije je veca jer je viSe vremena do
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vremena dopijeca pa kupci opcija u vedini slucajeva ne iskoriste opciju jer se nadaju ne-
koj boljoj prilici za iskoristiti opciju u buduénosti. Takoder, neposredno prije posljednje
isplate dividende vremenska vrijednost opcije je manja nego prije. Tada bi kupci opcije
mogli iskoristiti opciju kako ne bi propustili priliku zaraditi dividendu, ali i jer su svjesni
da ¢e nakon isplate dividende cijena dionice pasti 1 imati manje vremena za dosti¢i neku
povoljnu vrijednost za kupca opcije.

4.2 Primjer izracuna nearbitrazne cijene Blackovom
aproksimacijom

U ovom potpoglavlju izracunati éemo cijenu americke call opcije na dionicu na koju se
ispladuje jedna dividenda kroz vrijeme trajanja opcije pomoc¢u Blackove aproksimacije.
Blackova aproksimacija ukljucuje izraCun nearbitraZnih cijena europskih call opcija s vre-
menima dospijeca T 1t te postavljanje cijene americke call opcije kao maksimum ovih vri-
jednosti. Pretpostavimo da je pocetna cijena dionice jednaka Sy = 528, vrijeme dospijeca
je T = 1 godina, nerizi¢na kamatna stopa jednaka je r = 8% godiSnje, cijena izvrSenja
jednaka je K = 55% i volatilnost dionice oo = 25%. OcCekuje se jedna isplata dividende
nakon #; = 9 mjeseci u iznosu 1.58.
Za pocetak, promotrimo vrijedi li nejednakost (4.2) uzimajuéi u obzir n = 1. Kako je

K(l _ e—r(T—tl)) - 55 (1 _ 6—0.08(1—0.75)) ~ 1.09

slijedi da je D; = 1.5$ > 1.09$ pa ima smisla promatrati je li optimalno iskoristiti opciju
nakon 9 mjeseci. UoCimo da je uvjet (4.2) nuZan uvjet za optimalnost iskoriStavanja opcije
u trenutku ¢4, ali ne i dovoljan. Racunamo cijenu europske call opcije ¢; (0, S ) s viemenom
dospijeca T; = 9 mjeseci te cijenu europske call opcije ¢, (O, :%) s vremenom dospijeca
T, = 1 godina pri ¢emu je So pocetna cijena dionice umanjena za diskontiranu vrijednost
dividende, tj.
§5 = S() - Dle_”l.
Za cijenu americke call opcije u pocetnom trenutku uzimamo maksimum ovih vrijednosti,
dakle .
c(0,S) = max {c; (0.50). 2 (0,5)}

Pri izraCunu nearbitraznih cijena europskih call opcija koristimo formulu (3.6):
ca(t, x) = x0(d, (7, x)) — Ke”"®(d_(7, x))

uz

1
[log% + (r - 50'2) T] ,T=T-t.

d,(t,x) = al\/?[log%+(r+ %O'Z)T],d_ (1,x) = 0_1\/?
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Uvrstavajuéi S = 528, T, = %, K =558, 0 =25% ir = 8% dobivamo

d- (§,52) =-0.09, 4. (3,52) =0.13.

N

Sada slijedi
¢1(0,52) = 52 - ®(0.13) — 55¢ %% 0B3p(-0.09) = 4.588.

Na analogan nacin za So =50.59$, T, = 1 te ostale vrijednosti kao i ranije dobivamo
d-(1,50.59) = -0.14, 4, (1,50.59) =0.11
iz Cega slijedi
c1(0,50.59) = 50.59 - d(0.11) — 55¢~ %' ®d(-0.14) = 4.95%.
Dakle, nearbitrazna cijena americke call opcije pri sklapanju ugovora jednaka je
¢ (0,52) = max {4.58%,4.95%} = 4.95$.

Promotrimo optimalnu strategiju za kupca opcije ovakve americke call opcije. Vec je po-
kazano da su jedini moguci optimalni trenuci za iskoristiti americku call opciju vrijeme
dospijeca i trenutak neposredno prije isplate dividende Sto bi u ovom primjeru bilo nakon
1 godine ili nakon 9 mjeseci. Dakle, kupac bi svakako trebao Cuvati opciju do isplate divi-
dende zato Sto se do tada americka call opcija ponasa jednako kao i europska call opcija s
dospijeem neposredno prije isplate dividende. Nakon $to prode 9 mjeseci i treba nastupiti
dividenda, kupac opcije bi u tom trenutku trebao usporediti unutarnju vrijednost americke
call opcije § 3= K 1 cijenu europske call opcije s po¢etnom cijenom jednakom S 3= D1
vremenom dospijea 3 mjeseca Sto je razlika izmedu originalnog vremena dospijeéa i vre-
mena isplate dividende. Ako je cijena upravo opisane europske opcije veca od unutarnje
vrijednosti americke call opcije nakon 9 mjeseci za kupca bi bilo optimalno ne iskoristiti
opciju. U protivnom, za kupca je optimalno iskoristiti opciju. Ako kupac ne iskoristi op-
ciju nakon 9 mjeseci optimalno je da je Cuva do vremena dospijeca, tj. 1 godine. Nakon
Sto prode 1 godina usporedi cijenu dionice i cijenu izvrSenja. Ako je cijena dionice iznad
cijene izvrSenja tada Ce tu opciju iskoristiti, ali ako nije opcija ostaje neiskoriStena.

Zaklju€no, Blackova aproksimacija omogucuje jednostavan izracun nearbitrazne cijene
americke call opcije na dionicu s jednom isplatom dividendi usporedujuéi nearbitrazne
cijene dviju europskih call opcija, a formula za izracun cijene europske call opcije dobro je
poznata. Takoder, kupac opcije mora kontinuirano pratiti stanje na trZiStu kako bi mogao
donijeti optimalnu odluku u vezi iskoriStavanja opcije. U idu¢im potpoglavljima analiziran
je alternativni pristup izraCunu cijene.
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4.3 Rollov pristup

Richard Roll uvidio je da je americka call opcija na dionice na koje se isplacuje dividenda
prevladavajuca opcija u trgovanju. U svom radu iz 1977. nadopunjuje Black-Scholesovu
teoriju predstavljanjem formule za odredivanje cijene americke call opcije koja bi se mogla
primijeniti na mnoge empirijske situacije. U ovom i u daljnjim potpoglavljima promatramo
americku call opciju na dionicu na koju se za vrijeme trajanja opcije isplacuje samo jedna
dividenda. Americka call opcija ima vrijeme dospijeca T, cijenu izvrSenja K, oCekivanu
isplatu dividende iznosa D, u trenutku #; < 7. Takoder, zbog jednostavnosti analize uvo-
dimo novu oznaku S, koja oznacava cijenu dionice u trenutku # umanjenu za diskontiranu
vrijednost oc¢ekivane dividende u buducnosti. Dakle, vrijedi sljedeée

Svt =5,- Dle_r(tl_t), r<n

te _
St:SN tZt].

Roll u svojem radu na cijenu dionice gleda u smislu S, umjesto S,;. Kako imamo samo
jednu isplatu dividende onda nam je prva isplate dividende ujedno i posljednja isplata divi-
dende pa uzimajuci u obzir oznake iz prethodnih potpoglavljaimamo dajen = 1i¢, = t,.
Iz prethodnog potpoglavlja znamo da ako vrijedi nejednakost (4.2) 1 ako je cijena dionice
dovoljno velika u trenutku #; prije isplate dividende da je tada optimalno ranije iskoristiti
tu opciju. Pokazuje se da ta cijena mora biti veCa od cijene S; koja je rjeSenje sljedece
jednadzbe:
c(n.8;)=S; +Di-K

pri Cemu je (7, S ) formula za cijenu europske call opcije (3.6). Dakle, ako je u trenutku 7,
prije isplate dividende S} < S, tada je optimalno iskoristiti opciju prije isplate dividende,
no ako je §; > S: tada je optimalno ne iskoristiti opciju. MoZemo uociti da je S, razliCita
za opcije ugovorene pod razli¢itim uvjetima. Kako su u trenutku ugovaranja opcije poznate
sve vrijednosti potrebne za odredivanje cijene S koja razdvaja sluCajeve hoce li se opcija
iskoristiti prije isplate dividende ili ne, Roll u svojem radu daje kombinacije opcija koje
odgovaraju neizvjesnostima s kojima se suocava kupac americke call opcije.

Propozicija 4.3.1. Vrijednost americke call opcije s cijenom izvrsenja K i viemenom dos-
pijeca T na dionicu na koju imamo jednu isplatu dividende iznosa Dy u trenutku t| < T je
zbroj sljedecih vrijednosti:

(a) vrijednost europske call opcije na dionicu s cijenom izvrSenja K i vremenom dos-
pijecaT

(D) plus vrijednost europske call opcije na dionicu s cijenom izvrSenja S} + Dy i vreme-
nom dospijeca t; neposredno prije isplate dividende



4.3. ROLLOV PRISTUP 35

(¢) minus vrijednost europske call opcije na opciju u (a) s cijenom izvrSenja S| + D1 — K
i vremenom dospijeca t, neposredno prije isplate dividende.

Roll je uocio sljedece: ako vrijedi da je 5'71 > §;, tada Ce se iskoristiti opcije (b) i (¢).
Investitor koji u svom portfelju ima prethodno opisane opcije ¢e pomocu opcije (b) zaraditi
SZ +D =S} —D;, apomocu opcije (¢) S +D;—K. Opciju (a) Ce izgubiti zbog iskoriStavanja
opcije (¢) i tu zaradi 0. Sveukupno, ako je 371 > §7 uoptimalnom slucaju zarada investitora
je

Sw+D-S, -D+S! +D-K=S,+D-K=5,_.-K

Sto je jednako vrijednosti koju bi kupac americke call opcije zaradio kad bi je iskoristio.
Ako vrijedi da je S, > S} tada se opcije (b) i (c) neCe iskoristiti, a investitor ¢e i dalje
u svojem portfelju imati opciju (a). U tom slucaju investitor u tom trenutku ne zaradi
niSta, ali ima opciju koja vrijedi jednako kao i americka call opcija ako se ne iskoristi
prije isplate dividende. Roll je zakljucio sljedece: da bi izraunali vrijednost americke call
opcije potrebno je izracunati vrijednosti triju opcija opisanih u propoziciji. Kasnije ¢e se
pokazati da je Roll napravio pogresku pri ovom izratunu zbog pogreske u definiranju opcije
(b) 1 bit ¢e prikazana to¢na formula. Za opcije (a) i (b) imamo Black-Scholes-Mertonovu
formulu (3.6) pa je samo vrijednost opcije (c) malo teze izraCunati. Vrijednost opcije (a)
oznacavamo s c,, opcije (b) s ¢, te vrijednost opcije (¢) s ¢.. Formule su sljedece:

ca=So-Ni(ar) — Ke'T - Ny(ay),
¢y = So- Ni(d)) = (S} +D1) - 7™ - Ni(dy), 4.5)
ce =80 No(by,a)) — e - K - No(by,a3) — e - Ny(by) - (S; + D - K)

pri ¢emu je N, (-) funkcija distribucije standardne normalne razdiobe, a N, (-, -) funkcija dis-

tribucije standardne bivarijatne normalne razdiobe s koeficijentom korelacije \/; . Funk-

cija distribucije standardne bivarijatne normalne razdiobe N, (-, -) s koeficijentom korelacije
p definirana je na sljedeci nacin:

1

1 S
No(x, )=—f f ex {—— u -2 uv+v2}dudv.
A T2 ) )P A=y 2 )
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Ostale vrijednosti zadane su na sljedeci nacin:

In (E) + (r + %0_2) T

K
a, = , ay=a; —o T,
! VT ) =a

ln(g;") + (r + %O'Z)t
by = — L by=bi—oh, (+6)

oVt
So

ln(SflfDl ) + (r + %0'2)2‘

d1: , bzzbl—(f\/l_‘.

o\t

Sada slijedi da u trenutku ugovaranja americke call opcije, odnosno u trenutku # = 0 njezinu
nearbitraznu cijenu moZemo izracunati kao:

CROLL = Cq *+ Cp — C¢.

4.4 Geske formula

Robert Geske se 1979. godine osvrnuo na rad Richarda Rolla opisanog u prethodnom pot-
poglavlju i1 u svojem radu opisao manje sloZzenu formulu za izraCun nearbitrazne cijene
americCke call opcije. U nastavku se koriste iste oznake kao 1 u prethodnom potpoglavlju.
Geske je pokazao da je analiti¢ko rjeSenje Black-Scholes-Mertonove parcijalne diferenci-
jalne jednadzbe:

oc (l'(), S\(;) __Oc (fo, ST(;) 1 . —2 82 — —
ato +7Sy 63‘6 +EO'ZSOZGFS\SZC(Z(),S()):I”C(IQ,S())

uz rubni uvjet da je cijena americke call opcije u trenutku #; jednaka

§;+D1—K, §;>S;‘1,

. 4.7
c(n.5,). S, <S; @D

dano formulom

—_ t I3
cGes =So [Nl(bl) + N, (al, cl, \/ %)) —~Ke" (Nl(b2)€r(T_”) + N, (02, 2, %]]

+ Dle_le(bz).



4.5. WHALEYEYV ISPRAVAK 37

Funkcije N;(-) 1 Ny(-,-,-) iste su kao 1 u formulama koje je postavio Roll, dakle funkcija
distribucije jedini¢ne normalne razdiobe te funkcija distribucije standardne bivarijatne nor-
malne razdiobe. Vrijednosti od a;, a,, by, b, zadane su kao u formuli (4.6), a vrijednosti
od ¢ 1 ¢, zadane su kao:

In (%) — (r + %O‘z)l‘
= -

Geske je u svom radu napravio pogreSku koju je kasnije ispravio 1 objasnio Robert Whaley.

5 C2:C1+O'\/;. (4.8)

4.5 Whaleyeyv ispravak

Robert Whaley u svom radu 1981. godine osvrnuo se na rad Roberta Geskea i Richarda
Rolla te ispravio njihove pogreske. Whaley je uocio da se nearbitrazna cijena americke call
opcije moZe racunati kao nearbitraZna cijena portfelja koji se sastoji od sljedecih instrume-
nata:

(a) duge pozicije europske call opcije s cijenom izvrSenja K i datumom dospijeca T

(b) duge pozicije europske call opcije s cijenom izvrSenja S i dospijeCem #; neposredno
prije isplate dividende

(c) kratke pozicije europske call opcije na opciju definiranu u dijelu (a) s cijenom izvrSenja
S7 + D; — K i vremenom dospijeca t; neposredno prije isplate dividende.

Razlog zbog kojeg moZemo na ovaj na€in racunati nearbitraznu cijenu americke call opcije
je taj Sto su potencijalni prihodi opisanog portfelja identi¢ni prihodima na americ¢ku call
opciju pa nam pretpostavka nepostojanje arbitraze na trziStu osigurava da su i nearbitrazne
cijene jednake. Koriste¢i Black-Scholesovu formulu za dobivanje nearbitrazne vrijednosti
za opcije (a) 1 (b) te koristeci jednakost

N2(a’ _b’ _,0) = Nl(a) - NZ(aa b’P)

dobivamo da je formula za nearbitraznu cijenu americke call opcije u trenutku t = 0 jed-
naka:

— t t
c=So (Nl(bl) + N, (611, by, — \/;D —Ke™" [Nl (b)e" "™ + N, (02, by, — Tl))

+ Dle_le(bg)
4.9)
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pri ¢emu su funkcije Ny(-) 1 N»(-,-,-) 1 vrijednosti a;, a,, by, b, iste kao i ranije. Vazno
je napomenuti da izbor portfelja ¢ija je nearbitraZna cijena jednaka nearbitraznoj cijeni
americke call opcije nije jedinstven, no ipak portfelj koje je postavio Roll nije tocan. Pro-
blem u Rollovom portfelju predstavlja opcija (b) i njena cijena izvSenja S; + D;. Cijena
izvrSenja koja je toCna je ona koju je definirao Whaley S . Ipak, moZzemo koristiti opciju
(b) onako kako ju je postavio Roll no tada za cijenu opcije trebamo promatrati cijenu S,
koja nije umanjena za diskontirani iznos ocekivane dividende. Naime, bitno je da opcija
(b) u slu¢aju da iskoristimo opciju prije trenutka #; osigurava novc¢ani prihod u iznosu

S:t: +D1 —S: —Dl.
Opcija koja osigurava takav novcani prihod je europska opcija Cija je nearbitrazna cijena
zadana s ¢(0, S o). Naime, tada u trenutku #, vlasnik opcije dobiva:

Sn_SZ_Dl ako Sll>S;+D],
0 ako S, <S§, +D.

Kako je :ST] ~ S, — D; u trenutku #; neposredno prije isplate dividende, prethodni uvjeti se
mogu zapisati na drugaciji nacin:
S’:—S:‘l ako S, >S;,

o *
0 ako §, <S§;.
Ako izraz za c;, u Roll-ovoj formuli za izraCun nearbitraZne cijene zamijenimo s
cy =So-Ni(by)=S; -e™ - Ni(by)

dobivamo to¢nu formulu koja se pojednostavljenjem svodi na formulu koju je opisao Wha-
ley.

U formuli koju je postavio Geske pogreska je u tome Sto se za korelaciju u bivarijat-
L}
2
respektivno zamijeniti s vrijednostima —b; 1 —b,. Kad se naprave ove izmjene u formuli
koju je postavio Geske opet dobivamo formulu koju je postavio Whaley. Sad kad imamo
tocnu formulu za izracun nearbitraZne cijene moZemo na istom primjeru kao kod Blackove

aproksimacije izracunati koliko bi pri ugovaranju kupac opcije trebao platiti prodavatelju.

noj normalnoj razdiobi Kkoristi \/; umjesto — Takoder, vrijednosti ¢; i ¢, mogu se

4.6 Primjer izracuna nearbitrazne cijene
Roll-Geske-Whaley pristupom

U ovom potpoglavlju pomocéu Roll-Geske-Whaley pristupa raCunamo nearbitraznu cijenu
za americku call opciju za koju smo racunali cijenu 1 pomocu Blackove aproksimacije.
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Dakle, Sy = 52%, K = 55%, 0 = 25%, r = 8% godisnje, vrijeme dospijeca opcije je 1
godina i oCekuje se isplata dividende u iznosu D; = 1.5% nakon #; = 9 mjeseci. Imamo
formulu:

— t t
c=So (Nl (D1) + N, (Cll s =b1,— 4/ %]) - Ke " (Nl (b)) + N, (Clz, —by, — %))

+ Dle_”‘ N, (bg)
(4.10)
pri cemu je N, funkcija distribucije jedini¢ne normalne razdiobe, N, funkcija distribucije
standardne bivarijatne normalne razdiobe, a vrijednosti a;, by, a, b, zadane su s:

In (EKO) + (r + %0‘2) T
, 612:611—0'\/7,
_ oNT (4.11)
In (5—0) + (r + %az)t
b, = , by=b, —o V.
1 0'\/;

Takoder vrijedi da je S| rjeSenje jednadzbe :

ay =

c(t.8;)=5S; +D - K, 4.12)

pri ¢emu je c(¢,S,) formula za nearbitraznu cijenu europske call opcije s vremenom dos-
pije¢a T zadana s (3.6),aza S vrijedi Sy = So—e """ D;. UvrStavajuci vrijednosti dobivamo

So=52$— e "% .15 = 50.595.
Za §; moramo izracunati rjeSenje sljedece jednadzbe:
SNy (do (T = 1.8})) - Ke" TNy (T - 1,.5; ) = S; + D - K

koja se uvrStavnjem vrijednosti koje unaprijed znamo svodi na:

\ Su). 89 S\ 39 )
Sthl (8111(%) + m) —-5391-N:; (111(5—51) + m) = St1 —53.5.

Pomocu numericke aproksimacije dobivamo da je rjeSenje gornje jednadzbe jednako
S; = 62.5988.
Sad kad imamo sve potrebno za izracunati vrijednosti od ay, by, a, i b, dobivamo sljedece:

a; =0.1105, a, =-0.1395, b, =-0.5986, b, =-0.8151.
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Preostaje izraCunati vrijednosti funkcije distribucije standardne normalne razdiobe te vri-
jednosti funkcije distribucije standardne bivarijatne normalne razdiobe. Vrijednosti stan-
dardne normalne razdiobe moZemo jednostavno izracunati u R-u. Dobivene vrijednosti
su:

Ni(by) = 0.2747, Ny(by) = 0.2075.

Vrijednost funkcije distribucije N,(a, b, p) u standardnoj bivarijatnoj normalnoj razdiobi,
gdje je prva varijabla manja od a i druga varijabla manja od b uz koeficijent korelacije p
izmedu varijabli moZemo uz pretpostavku da vrijedia < 0, b < 01 p < 0 aproksimirati
pomocu sljedece formule:

4
N(a,b,p) = ‘/7 ; A:A;f(B;, B)) (4.13)
pri ¢emu je
f,y)=expld Qx—-a)+b' 2y-b)+2p(x—a’)(y-0")]. (4.14)
Ostale vrijednosti zadane su s:
a b

’ ’

VZ(T=p?) V2 =p?)

Ay =0.3253030, A, =0.4211071, A; =0.1334425, A, = 0.006374323
B, =0.1337764, B, =0.6243247, B; = 1.3425378, B4 = 2.2626645.
Prethodna formula preuzeta je iz [S] i daje vrijednosti s to¢no$¢u na Cetiri decimalna mjesta.

Ta formula dobivena je pomoc¢u Gauss-Hermiteove kvadrature. Gauss-Hermiteova kvadra-
tura je numeri¢ka metoda koja aproksimira integral oblika:

f f e e f(x,y)dxdy

koristeci zbroj teZinskih faktora i vrijednosti funkcije f(x,y) izraCunate u odredenim ¢vorovima.
Uocimo da se funkcija distribucije bivarijatne normalne razdiobe moZe odredenim supsti-
tucijama zapisati kao spomenuti oblik integrala, to¢nije:

1 _ A2 00 00
Ny(a,b,p) = p f f e_xz_ny(x, y)dxdy,
T 0 0

pri ¢emu je f(x,y) zadano s (4.14). Prema Gauss-Hermiteovoj kvadraturi gornji integral
mozemo aproksimirati kao (4.13) pri ¢emu su ¢vorovi B; za i = 1,2, 3,4 nultocke Hermite-
ovih polinama u toj metodi, a A; zai = 1,2, 3, 4 su teZine koje odgovaraju pojedinom ¢voru

te
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odredene tako da bi se osigurala Sto bolja aproksimacija integrala. ViSe detalja mozZe se
pronaci u Dreznerovom radu [2]. U nastavku se nalazi racun za vrijednosti funkcija distri-
bucija bivarijatne normlane razdiobe za na$ konkretan primjer. Kako u vecini slucajeva nije
zadovoljena pretpostavka a < 0, b < 01 p < 0 aproksimacijske formule (4.10) koriStene su
zamjenske formule. Drezner je u svojem radu [2] dao algoritam koju zamjensku formulu
trebamo koristiti u pojedinom slu€aju i taj algoritam je koriSten u daljnem izracunu.

Kako za izracun trebamo N, (al, -by, — \/;) =N, (0.1105,0.5986, - \/g) ne vrijede

pretpostavke formule (4.10) no umjesto nje moZemo koristiti sljede¢u formulu za izracun:

t t
N> [611,—b1, - \/;) = Ni(ar) + Ni(=b)) = 1 + N, (—al,b1,— %)

Dakle, vrijednost od N, (0.1 105,0.5986, — \/g ) mozZemo izraCunati kao

3
N, (0.1 105,0.5986, — \/;) = N;(0.1105)+N;(0.5986)—-1+N, (—O.l 105, -0.5986, — ‘VO.75) .

Vidimo da N, (—O.l 105, —0.5986, — VO.75) zadovoljava pretpostavke formule (4.10) pa je
mozemo iskoristiti 1 dobivamo da vrijedi:

t 3
N, (al, -by,— ,/%) =N, [0.1 105,0.5986, — \/;] = 0.2773.

Takoder, trebamo jos izraCunati N, (az, —by, — \/;) =N, (—0.1395, 0.8151, — \/g) Sto isto

ne zadovoljava pretpostavke formule (4.10) no umjesto toga moZemo Koristiti:

,l
Nz (az,—bz,— T]] = Nz (az,O,pl) +N2 (—bg,o,pz) -0

pri emu su
1 akox >0
-1 akox<0

sgn(x) = {

_ (a2p + by)sgn(ay) 0y = (=byp — ax)sgn(—by)
- ) 2 - ’
\/a% + 2pa,b; + b% \/ag + 2pa,b; + b%

Uvrstavajuci vrijednosti a, = —0.13951 b, = —0.8151 dobivamo sljedece:

_ 1 — sgn(a,)sgn(—b,)
2 .

P1 6

o1 =0.995, p,=-08117, 6=0.5.
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Nadalje, slijedi da je je vrijednost od N, (—0. 1395,0.8151, - \/g) jednaka:

3
N, (—0.1395, 0.8151, - \/;] = N»(-0.1395,0,0.995) + N,(0.8151,0,-0.8117) = 0.5.

MoZemo uociti da N,(—0.1395,0,0.995) 1 N,(0.8151,0,—-0.8117) ne zadovoljavaju pret-
postavke formule (4.10) no moZemo se koristiti sljede¢im formulama:

N>(—0.1395,0,0.995) = N,(-0.1395) — N,(-0.1395, 0, —0.995),
N>(0.8151,0,-0.8117) = N;(0.8151) + N1 (0) — 1 + N»(-0.8151,0,-0.8117).

Primjenom ovih formula dobivamo sljedece vrijednosti:
N,(—0.1395,0,0.995) = 0.443, N,(0.8151,0,-0.8117) = 0.3024

1 na kraju dobivamo

t 3
N, (Clg, by, — \/;) =N, (—0.1395, 0.8151, - \/;) = 0.2455.

Uvrstavajuéi sve dobivene vrijednosti u formulu (4.10) za nearbitraznu cijenu americke
call opcije u trenutku 7 = 0 dobivamo sljedece:

¢ =5.018.

Usporedimo li ovaj iznos s nearbitraznom cijenom dobivenom pomocu Blackove aprok-
simacije 4.95% vidimo da male razlike u iznosima postoje, no to je oc¢ekivano obzirom
na to da se radi o aproksimacijama. Detaljnija usporedba pristupa dana je u sljedeCem
potpoglavlju.

4.7 Usporedba Blackove aproksimacije i
Roll-Geske-Whaley pristupa

Za kraj, promotrimo kratku usporedbu Blackovog pristupa i Roll-Geske-Whaley pristupa
koji su detaljnije objasSnjeni u prethodnim potpoglavljima.

U izraCunu pomocu Blackove aproksimacije nearbitraznu cijenu americke call opcije
aproksimiramo maksimumom nerabitraznih cijena dviju europskih call opcija: jedna od tih
opcija je s dospijeCem u trenutku neposredno prije isplate dividende i stvarnom pocetnom
cijenom dionice, a druga sa stvarnim vremenom dospijeca americke call opcije 1 pocetnom
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cijenom dionice diskontiranom za vrijednost ocekivane dividende. Kako je formula za
izraCun nearbitrazne cijene europske call opcije poznata ova metoda je brza i jednostavna
jer ne zahtijeva numericko rjeSavanje Black-Scholes-Mertonove parcijalne diferencijalne
jednadzbe. Nadalje, Roll-Geske-Whaley pristup temelji se na primjeni portfelja Cija je
vrijednost u svakom trenutku jednaka vrijednosti americke call opcije. Taj portfelj sastoji
se od triju europskih call opcija:

(a) duge pozicije europske call opcije s cijenom izvrSenja K i datumom dospijeca T

(b) duge pozicije europske call opcije s cijenom izvrSenja S, i dospije¢em t; neposredno
prije isplate dividende

(c) kratke pozicije europske call opcije na opciju definiranu u dijelu (a) s cijenom izvrSenja
S7 4+ D; — K i vremenom dospijeca t; neposredno prije isplate dividende.

pri Cemu je K cijena izvrenja ameriCke call opcije, T vrijeme dospijeca, a S} je cijena
dionice iznad koje je za kupca opcije optimalno iskoristiti opciju prije isplate dividende.
Zbrajanjem i oduzimanjem formula za cijene gore spomenutih opcija moZemo dobiti for-
mulu za izraCun cijene ameriCke call opcije. Ta formula odgovara i analitickom rjeSenju
Black-Scholes-Mertonove parcijalne diferencijalne jednazbe pa bi ova metoda mogla dati
bolje rezultate od Blackove aproksimacije. S obzirom da pri izracunu ove formule mo-
ramo koristiti numericke aproksimacije, npr. za izracun vrijednosti funkcije distribucije
bivarijatne normalne razdiobe i za dobivanje vrijednosti od §;, neCemo dobiti egzaktnu
vrijednost za cijenu ameriCke call opcije no aproksimirana vrijednost ne€e puno odstupati
od prave vrijednosti za cijenu. Takoder, moZzemo uociti da je Roll-Geske-Whaley pristup
sloZeniji pa je potrebno viSe vremena za dobivanje rezultata u odnosu na Blackovu aprok-
simaciju. Investitori koji trguju ameri¢kom call opcijom na dionicu za koju ocekujemo is-
platu dividende mogu birati izmedu ove dvije metode za izraCun nearbitrazne cijene, a sam
odabir metode ovisi o njihovim preferencijama za preciznosS¢u i spremnosti za sloZenije
numericke izracune.
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Sazetak

U ovom radu analizirana je nearbitrazna cijena ameriCke call opcije u Black-Scholes-
Mertonovom modelu s dividendama. Nakon $to je u prvom poglavlju dan kratak ekonom-
ski uvod, u drugom poglavlju objasnjena je ekvivalentna martingalna mjera, iskazan Girsa-
novljev teorem, opisan klasi¢an Black-Scholes-Mertonov model te pokazana primjena Gir-
sanovljevog teorema za dobivanje ekvivalentne martingalne mjere u tom modelu. U treéem
poglavlju dokazano je da se u klasicnom modelu cijena europske call opcije i americke call
opcije naistu dionicu i istim datumom dospijeca te cijenom izvrSenja podudaraju. Uvedena
je generalizacija klasi¢nog modela pretpostavkom da se u fiksnim trenucima na dionicu is-
placuje dividenda, a cijena dionice izmedu isplata modelira geometrijskim Brownovim
gibanjem. U modelu s dividendama analiziran je algoritam za izracun nearbitraZne cijene
americke call opcije na dionicu i pokazano je da u trenucima neposredno prije isplate divi-
dende americka call opcija moZe vrijediti viSe od europske call opcije s istim dospijeem
i cijenom izvrSenja. U Cetvrtom poglavlju opisana su dva pristupa za izraCun nearbitrazne
cijene ameriCke call opcije na dionicu za koju ocekujemo jednu isplatu dividende. Ti pris-
tupi su Blackova aproksimacija i Roll-Geske-Whaley pristup. Na kraju rada usporedeni su
spomenuti pristupi te pokazani izracuni nearbitrazne cijene pomocu oba pristupa za kon-
kretnu americku call opciju na dionicu za koju tijekom trajanja opcije postoji jedna isplata
dividende.






Summary

This thesis analyzes the arbitrage-free price of an American call option in the Black-
Scholes-Merton model with dividends. After a brief economic introduction in the first
chapter, the second chapter explains the equivalent martingale measure, states the Girsa-
nov theorem, describes the classical Black-Scholes-Merton model, and demonstrates the
application of the Girsanov theorem to obtain the equivalent martingale measure in that
model. In the third chapter, it is proven that in the classical model, the prices of a European
call option and an American call option on the same stock with the same expiration date and
strike price coincide. A generalization of the classical model is introduced by assuming that
dividends are paid on the stock at fixed moments, and the stock price between payments
is modeled by geometric Brownian motion. In the model with dividends, an algorithm for
calculating the arbitrage-free price of an American call option on the stock is analyzed, and
it is shown that immediately before the dividend payment dates, the American call option
can be worth more than the European call option with the same expiration date and strike
price. In the fourth chapter, two approaches for calculating the arbitrage-free price of an
American call option on a stock expected to have a single dividend payment are described.
These approaches are Black’s approximation and the Roll-Geske-Whaley approach. Fi-
nally, the mentioned approaches are compared, and calculations of the arbitrage-free price
using both approaches are demonstrated for a specific American call option on a stock that
has a single dividend payment during the option’s duration.
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