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Uvod

Prvu studiju o Hilbert-Schmidtovim operatorima su poCetkom 20. stoljeca,
toCnije 1907. godine dali David Hilbert i njegov uc€enik Erhard Schmidt,
te su po njima ti operatori 1 dobili ime. Dvadeset godina kasnije, 1927.
godine John von Neumann dao je opcCenitu definiciju Hilbert-Schmidtovih
operatora na Hilbertovim prostorima. Iako je teorija ideala u Banachovoj
algebri na Hilbertovim prostorima potekla od John Wilson Calkina, krajem
prve polovice 20. stoljeca, za veCinu tih rezultata ipak je zasluzan John von
Neumann. Opcenitiji pristup Hilbert-Schmidtovim operatorima i1 ostalim
klasama operatora dao je Robert Schatten Sezdesetih godina 20. stoljeca.

Hilbert-Schmidtovi operatori, zajedno s nuklearnim operatorima, ¢ine
istaknutu klasu kompaktnih operatora na Hilbertovom prostoru. U ovom
diplomskom radu definirat cemo Hilbert-Schmidtove operatore 1 navesti nji-
hova osnovna svojstva.

Na pocetku rada, u prvom poglavlju, navodimo nekoliko osnovnih de-
finicija 1 tvrdnji o vektorskim prostorima 1 linearnim operatorima na njima
koje ¢emo koristiti u nastavku rada. U drugom poglavlju definiramo Hilbert-
Schmidtove operatore te pokazujemo da definicija ovisi o Hilbertovom pros-
toru na kojemu se operatori definiraju, ali ne 1 o izboru baze tog pros-
tora. Odmah po tome definiramo Hilbert-Schmidtovu normu, navodimo
nekoliko njezinih svojstava te pokazujemo da je skup Hilbert-Schmidtovih
operatora s pripadajuom normom Banachova algebra i obostrani ideal.
U sljedecem poglavlju definiramo Hilbert-Schmidtove operatore na pros-
toru pozitivne mjere, odnosno dolazimo do definicije integralnih Hilbert-
Schmidtovih operatora. Zatim pokazujemo da je svaki Hilbert-Schmidtov

|



SADRZAJ 2

operator kompaktan operator. U ovom poglavlju joS pokazujemo da uko-
liko imamo analiti¢ku funkciju f na okolini spektra Hilbert-Schmidtovog
operatora A da je onda 1 f(A) Hilbert-Schmidtov operator, Sto ¢e nam koris-
titi u razvoju teorije o tragu Hilbert-Schmidtovih operatora. Prije teorije
o tragu Hilbert-Schmidtovih operatora, u Cetvrtom poglavlju, navodimo
dvije nejednakosti koje su nam od izuzetne vaznosti za ovaj dio teorije, a
to su Hadamardova 1 Carlemanova nejednakost. U petom poglavlju defi-
niramo trag Hilbert-Schmidtovih operatora te primjecujemo da se, za raz-
liku od nuklearnih operatora, koji su im vrlo bliski 1 imaju konvergentan
trag, trag Hilbert-Schmidtovih operatora definira za par dvaju operatora.
Nakon toga pokazujemo da je trag Hilbert-Schmidtovih operatora sime-
tricna bilinearna funkcija, kao 1 da je trag dvaju kvazi-nilpotentnih Hilbert-
Schmidtovih operatora jednak nuli. Na samom kraju pokazujemo odnos
traga Hilbert-Schmidtovih operatora definiranih pomocu funkcija koje su
analiticke na okolini spektra Hilbert-Schmidtovih operatora i vrijednosti tih
funkcija u tockama spektra.



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi 1 definicije

Pod oznakom polja K podrazumijevamo polje realnih brojeva R ili polje
kompleksnih brojeva C. X je vektorski prostor nad poljem K.

Definicija 1.1. Norma na X je preslikavanje ||-|| : X = R, x — ||x||, za koje
vrijedi

1. ||Ix|l =0, Vxe X (pozitivnost) .

2. |Ix|l =0 & x =0 (strogost).

3. |lAx|l = 1A 1|xl], Vx € X, (pozitivna homogenost).

4. lx+yll < lIxll +1vll,  Vx,y € X, (subaditivnost-relacija trokuta).

Normirani prostor (X, ||-||) je uredeni par vektorskog prostora i norme na
njemu.

Definicija 1.2. Skalarni produkt na X je preslikavanje (- | -) : X X X = R,
(x|y) = (x|y) za koje vrijedi

1. (x|x)>0, Vxe X (pozitivnost) .
2. (x| x)=0¢& x=0(strogost).

3. Vye X je x — (x|y) linearan funkcional na X.

3



POGLAVLIJE 1. OSNOVNI POJMOVI I DEFINICIJE 4

4. (x|y)=1x), VYx,y € X (hermitska simetrija).

Unitarni prostor (X, (- | -)) je ureden par vektorskog prostora i skalarnog
produkta na njemu.

Teorem 1.3. (Cauchy-Schwarz-Buniakowsky)
Neka je (X, (- | -)) unitaran prostor. Tada je

(x [P < x 001y, YxyeX

Znak jednakosti vrijedi ako i samo ako su x iy linearno zavisni (proporci-
onalni).

Definicija 1.4. Neka su (X, |||]) i (Y, ||||) normirani prostori. Linearno pres-
likavanje ¢ : X — Y takvo da za svaki x € X vrijedi ||o(x)|| = ||x|| nazivamo
izometrija. Ako je ¢ bijektivna izometrija onda kaZemo da su normirani
prostori X i Y izometricki izomorfni.

Definicija 1.5. Normirani prostor X je potpun ili Banachov ako je svaki
Cauchyev niz u X konvergentan.

Propozicija 1.6. Konacno dimenzionalan normiran prostor je potpun.
Definicija 1.7. Potpun unitaran prostor nazivamo Hilbertov prostor.

Teorem 1.8. Hahn-Banachov teorem
Neka je X normiran prostor, Y < X i f € Y'. Postoji g € X' takav da je

gly = filigll =71l

Definicija 1.9. Normiran prostor je separabilan ako posjeduje gust prebro-
Jiv podskup.

Definicija 1.10. Algebra A je vektorski prostor nad poljem K u kojem je
definirana operacija - : A X A +— A sa svojstvima:

1. a(bc) = (ab)c, Va,b,c € A, (asocijativnost),
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2. (da)b = a(Ab) = A(ab), VNa,b e AiVAeK (kvaziasocijativnost)
3. a(b+c) =ab+aci(a+b)c =ac+bc, Va,b,c € A, (distributivnost)

Ako A sadrZi element e sa svojstvom ae = ea = a, Ya € A, onda kaZemo
da je A algebra s jedinicom.

Definicija 1.11. Podskup B C A je podalgebra algebre A ako je i sam
algebra s obzirom na operacije u ‘A. Podalgebra I C A je lijevi ideal u
algebri A ako je AL C 1 ili desni ideal u algebri A ako je IA C 1.
KaZemo da je 1 ideal u ‘A ako je i desni i lijevi ideal.

Definicija 1.12. Homomorfizam algebri A, i A, je linearno preslikavanje
¢ : A_A, za koje vrijedi p(ab) = p(a)p(b), Ya,b € A,. Ako je ¢ bijekcija
onda ga nazivamo izomorfizam algebri.

Definicija 1.13. ‘A je normirana algebra ako vrijedi:
1. Ajealgebra s jedinicom nad K (K =R ili K = C).
2. A je normiran prostor.
3. |lab|| < |lallIbll, Va,b e A.
4. lell =1

Ako je A Banachov prostor onda se A naziva Banachova algebra.
Svaka normirana algebra se moZe upotpuniti, kao normiran prostor, do
Banachove algebre.

Definicija 1.14. Neka je A normirana algebra i x € A. Broj
v(x) = inflI¥'|I"; n € N}
nazivamo spektralni radijus elementa x.

Definicija 1.15. Za a € A skup o(a) = {1 € C, de — a ¢ G(A)} nazivamo
spektar od a. Skup p(a) = C \ o(a) nazivamo rezolventni skup od a.
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Teorem 1.16. Za svaki a € A je o(a) neprazan i kompaktan skup i
v(a) = max{|d]; A € o(a)}.

Neka je do daljnjega X kompleksan Banachov prostor. Tada je B(X)
kompleksna Banachova algebra s operatorskom normom ||A|| = sup{||Ax]|; [|x]| =
1} 1jedinicom I. Za A € B(X) se spektar operatora definira kao o-(A) = {1 €
C; Al — A nije invertibilan u B(X)}. Nekoliko je mogucih razloga da A/ — A
ne bude invertibilan. Po tome se tocke spektra dijele u nekoliko kategorija.

Definicija 1.17. Neka je A € B(X).

1. Tockovni spektar operatora A je
op(A) = {1 € C; Al — A nije injekcija } = {1 € C; N(AI — A) # {0}}.

2. Kontinuirani spektar operatora A je
o.(A) = {1 € C; Al — A je injekcija, R(AI — A) # X,R(Al — A) = X}.

3. Rezidualni spektar operatora A je
0.(A) ={1e€C; Al — A jeinjekcija, R(AI — A) # X}.

Definicija 1.18. Neka je X normiran prostor. KaZemo da je podskup S € X
relativno kompaktan u X, ako je S kompaktan skup u X.

Skup § C X je relativno kompaktan u X ako i samo ako svaki niz u §
ima konvergentan podniz u X. U slu¢aju Banachovog prostora X, S € X
je relativno kompaktan u X ako 1 samo ako za svaki € > 0 postoji konaCan
skup {x1,---,x,} € XtakavdajeS C Ui ; K(x. &) € X. Skup {x1,---, x,}
je e—mreza za S. Svaki relativno kompaktan skup u normiranom prostoru
je ogranicen.

Definicija 1.19. Neka su X i Y normirani prostori. KaZemo da je operator
A : X — Y kompaktan operator ako je skup {Ax; x € X, ||x|]| < 1} relativno
kompaktan u Y. Skup svih takvih operatora oznacavamo s K(X, Y).

Operator A : X — Y je kompaktan ako i samo ako za svaki ogranicen
niz (x,), u X postoji podniz niza (Ax,), koji je konvergentan u Y.



Poglavlje 2

Hilbert-Schmidtovi operatori

Definicija 2.1. Neka su X i Y separabilni Hilbertovi prostori. Operator
A € L(X,Y) je Hilbert-Schmidtov operator, kratko HS-operator, ako je za
svaku ortonormiranu bazu (e,,n € N) prostora X

D lAe? < o 2.1)

n=1

Propozicija 2.2. Ako za operator A € L(X,Y) postoji ortonormirana baza
(en) u X takva da vrijedi (2.1), onda za svaku ortonormiranu bazu (e,) u X

2 T
red ), ”Ae; konvergira i vrijedi

Z ”Ae,’l

Nadalje za svaku ortonormiranu bazu (f;) prostora Y vrijedi

D el = > 1IA" FIP (2.3)

Dokaz. 1z Ae;, = },(Ae;, | f;)f; dobivamo:

PN EDIPY CCAVIED I WAL

2
= > e, > 1A (2.2)
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_ Z|Z(A* fileel? = Z 1A £I* =
Z HAe;l

Jednakost (2.4) vrijedi za svaki par ortonormiranih baza (e,) u X i (f;)
u Y. Uzmemo li e, = ¢, u (2.4), nalazimo da red }; |A* f!

da vrijedi (2.3). No tada i red }, HAe;l ? konvergira za svaku ortonormiranu
bazu (e},). Odavde i iz (2.4)) dobivamo jednakost (2.2)).

Za € > 0 postoji jedini¢ni vektor e € X takav da je ||A|]> < € + ||Ae|.

Uzmemo li ortonormiranu bazu (e;) u X takvu da je e} = e, onda je IAI]> <
2

= AP (2.4)

2 .
konvergira 1

e+ ||Ae,’1

*_Odavde zbog proizvoljnosti broja & dobivamo ||A|]* < 3 ”Ae;
" O

Definicija 2.3. Za Hilbert-Schmidtov operator A € L(X, Y) i ortonormiranu
bazu (e,) prostora X broj

Allos = O IlAe,l)? (2.5)

nazivamo Hilbert-Schmidtova norma ili dvostruka norma operatora A. Sa
HS oznacavamo skup svih HS-operatora A € L(X,Y), a sa C, skup svih
HS-operatora A € L(X).

Korolar 2.4. Neka je A HS-operator i (e,, n € N) ortonormirana baza
prostora X, tada vrijedi

Allns = (O I(Aei | e)P)?
L]

Teorem 2.5. I. Ako je A € L(X,Y) HS-operator, onda je i A* € L(Y,X)
HS-operator i vrijedi
AN < llAlps = 1A™ s (2.6)
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2.Neka je A € HS i U unitaran operator. Tada je U"'AU € HS i ||A|l,,, =
||U_1AU||hs
3. HS je potprostor prostora L(X,Y).

4. HS je Banachov prostor u odnosu na normu (2.5). C, je Hilbertov
prostor u odnosu na skalarni produkt

(A1B)= ) (Ae, | Bey), @7
gdje je (ey) bilo koja ortonormirana baza u X.

5. Ako je jedan od operatora A € L(X,Y), B € L(Y,W) HS-operator,
onda je BA € L(X, W) HS-operator.

6. C, je obostran ideal u L(X). Ako je dim(X) = oo, onda I ¢ C, i C, je
Banachova algebra u odnosu na normu (2.5)).

7. Svaki operator A € L(X, Y) konacnog ranga je HS-operator. Zatvarac
u odnosu na normu [2.5) skupa svih operatora konacnog ranga iz L(X,Y)

je HS prostor.

8. HS je algebra gdje vrijedi

IABllys < IAllys I1Bllys » YA, B € HS (2.8)
Dokaz. 1. 1z propozicije[2.2]slijedi 1 i
WAl = O (Aer | £)P): (2.9)
Lj

za svaki par ortonormiranih baza (¢;) u Xi(fj))uY.
2. Ako je U unitaran operator,tada je {Ue;, i € I} potpun ortonormiran
skup, a kako vrijedi ||x|| = ||U‘1x| imamo:

lu-tau, = Yol avelf = 3 1aved? = I,
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3. Za HS operatore A, B € L(X, Y) imamo:
A+ Bllys = O IlA + B)enl™)> = (Y I(A + B)ei | £))?
n Lj

= (Z|(A€i | f) + (Be; | fj)lz)% (nejednakost trokuta u £,)

Lj
< O JAei | HIN? + (Y I(Be; | [)I)? (zbog @I)) = lAllys + 1Bl
L.j L,j

4. Uzmimo da je (A,) Cauchyjev niz u HS prostoru s normom (2.5)).
Tada za € > 0 postoji n(¢) € N takav da je

nm > n(e) = A, — Al < & (2.10)

Odavde 1 1. nalazimo da je (A,) Cauchyjev niz i u prostoru L(X, Y). Buduci
da je taj prostor potpun, postoji A € L(X,Y) takav da ||A, — A|| — 0. Neka
je M > 0 takav broj da je ||A,ll,s < M za svako n € N. Tada

k k
D Aed? = lim > el < M> = Aeil < M?
i=1 e i=1 i

dakle A je HS-operator. Koristeci se sa (2.10) za svako k, nalazimo

nm=n(e)= » (A, —Apell* < & (2.11)

k
i=1

Iz 2.11) za n — oo dobivamo

k
m>n(e) = ) A -Anel’ < &,
i=1

a odavde, zbog proizvoljnosti indeksa k proizlazi

m=ne) = ) A -Aeill <&
i=1
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onda je ||A — A,ll,s < € za svako m > n(g). Time je potpunost prostora
(HS, |||l5,) dokazana.

Ako je X = Y, onda (2.5) pokazuje da norma A +— ||A||,, zadovoljava
relaciju paralelograma, pa je C, Hilbertov prostor u odnosu na skalarni pro-
dukt (2.7).

5. Ako je A € L(X,Y) HS-operator 1 B € L(Y, X), gdje je W separabilan
Hilbertov prostor, onda ||BAe,|| < ||B|| - ||Ae,|| povlaci da je BA HS-operator
1daje

1BAIs < 1B - 1Al - (2.12)
Ako je A € L(X,Y) 1 B € L(Y, W) HS-operator, onda je B* € L(W,Y) HS-
operator (prema 1) i A* € L(Y,X). Prema ve¢ dokazanom A*B* je HS-
operator. No, tada je i (A*B*)* HS-operator; dakle je BA HS-operator.

6. Ako je X = Y, onda 5 povlaci da je C, obostran ideal. Nadalje

A,B € Cy, 2.12) 1 (2.2) povlace
1BAllps < IBllps - 1Als - (2.13)

pa je C, Banachova algebra u odnosu na normu A — ||A||,.
7. Ako je A € L(X, Y) HS-operator, dimX = oo, onda za svako n zbog
konvergencije reda (2.5)) postoji prirodni broj p(n) takav da je

o

1
D e’ < . (2.14)
n

i=p(n)+1

Sa A, oznaCimo linearan operator sa X u Y definiran sa A,e; = Ae; ako je
i < pn)iA,e; =0 akojei > p(n). Operator A, ima konaCan rang, pa je on
HS-operator. Nadalje (2.14) prelazi u [|A — A,|[7, < n—lz, Sto pokazuje da je A
limes niza (A,) u odnosu na normu ([2.5]).

8. Neka je A HS-operator 1 T € L(X,Y) bilo koji ogranien linearan
operator. Tada je

ITAll;, = Z ITAeil” < |IT|? Z 1Ael” = ITI 1Al
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1T Allps = IAT) |lps = 1T A%y < ITIIAlg
Posebno, ako je B HS-operator, tada zbog ||B|| < ||Bl|;,, imamo da je

|1BAllps < 1Bl |Allns < 1IBllns - [|Allxs

12



Poglavlje 3

Kompaktni i integralni operatori

Oznacimo sa (S, Z, u) prostor pozitivne mjere, a sa L,(S, X, i) (ili samo L)
pripadni Hilbertov prostor klasa ekvivalencije kvadratno integrabilnih funk-
cija f : § — C (ili u R) takvih da je

fS FOPdu() < oo

Propozicija 3.1. Neka je L,(S, X, u) Hilbertov prostor. Ako jek : S XS — C
izmjeriva funkcija i

fS K. OP () () < <, 3.1

onda je sa
y(s) = fs k(s, )x(t)dp(t) (3.2)

definiran kompaktan operator A sa Ly(S, %, u) u Ly(S, X, u). Za normu ope-
ratora A vrijedi ocjena

IAII* < f Slk(S, D du(s)du(?). (3.3)
S x
Operator A* je dan sa
y(s) = fS k(t, $)x(0)du(r). (3.4)

13
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Operator A je hermitski ako i samo ako je
k(s,t) = k(t, s)
za gotovo sve s,t € §

Dokaz. 1z (3.1) izlazi da je za gotovo svako s € S funkcija r — k(s,7) u
L,. No, tada je funkcija t — k(s,)x(¢) u prostoru L;(S, X, i) za gotovo sve
s € S izasvako x € L,. Odavde izlazi da integral (3.2) postoji za gotovo
sve s i da on definira izmjerivu funkciju. 1z (3.2) dobivamo:

WP < fS (s, DPdu(r) - fs () da(s)

pa integracija po s daje

fs [Y()Pdp(s) < j; Slk(s,t)lzdﬂ(f)dﬂ(S)- fS () Pdpa(z)

odakle slijedi ograni¢enost operatora A i ocjena (3.3)) za njegovu normu.

Ako je (¢,,n € N) ortonormirana baza u L, onda funkcije ¢;(s)p;(1)
¢ine ortonormiranu bazu u odgovaraju¢em Hilbertovom prostoru nad § X S .
No tada (3.1)) povladi da je k element toga prostora, pa je

k(s,0) = ) aijpi(s)p;(0) (3.5)
ij=1

za gotovo sve s,t € S. Iz (3.5) izlazi da je

| ks 0y = Yo (3.6

ij=1

Nadalje je

(Agu)(s) = fS k(s Den(Ddu(r) = fs (> aiiei(s)es0 pentrdutr

ij=1
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o0

= Z al-j(fsgon(t)goj(t)dﬂ(t))goi(s) = i Xinpi(s) =
i=1

i,j=1

Apy = ) ingpi (n €N) (3.7)
i=1
Iz (3.7) slijedi da je @;; = (Ag; | ¢;) matrica operatora A u bazi (¢,). Buduci
da je
Zlaij|2 < 00

i,j=1
zbog (3.6), operator A je kompaktan. Iz istih razloga je i operator B:

¥(s) = fS R )x(Ddud)

kompaktan na L,. Bududi da (3.5)) povlaci

k() = ) @p ()00, (3.8)

i,j=1

to je By, = 232, @yjepj. Odavde je

paje B=A". Akoje A* = A, onda je @;; = @j;, pa (3.8) prelaziu

Kt $) = ) (e = ) aijgi(s)p(D) = k(s, 1)

i,j=1 i,j=1

zbog (3.9) O

U skladu s definicijom Hilbert-Schmidtovog operatora vidimo da je in-
tegralni operator (3.2)) s Hilbert-Schmidtovom jezgrom, tj. s jezgrom koja
zadovoljava uvjet (3.1)) HS-operator na prostoru L,(S, Z, ).

Prije nego li iskazemo sljedeci teorem navest ¢emo jednu vaznu napo-
menu koja ¢e nam biti od izrazite vaznosti za razumijevanje tvrdnje teorema.
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Napomena 3.2. Ako je (¢,, n € N) ortonormirana baza u L, onda za svaki
f € L, imamo:

F=> 1 een  NAR= YU el
i=1 i=1

s tim da gornji red konvergira u Ly, tj. red funkcija (reprezentanata) konver-
gira u srednjem.

Ako je X bilo koji separabilan Hilbertov prostor, dimX = oo, i ako je
(en, n € N) ortonormirana baza u X, onda je sa

p(x)= > (xlegn  (x€X)
n=1

dan izometricki izomorfizam prostora X na prostor L,. Za takav izomor-
fizam kaZemo da je reprezentacija prostora X pomocu prostora L. Za
A€ LX) saA = ¢oAo ¢! definiran je ogranicen operator na Ly, re-
prezentacija operatora A. Ocigledno je ||A|| = ||A|l, pa je reprezentacija
A — A izometricki izomorfizam Banachove algebre L(X) na Banachovu
algebru L(L,(S, X, u))

Teorem 3.3. Neka je X separabilan Hilbertov prostor, dimX = oo, (S, %, u)
prostor pozitivne mjere i L,(S, X, u) pripadni Hilbertov prostor.

Neka je ¢ proizvoljna reprezentacija (izometricki izomorfizam) prostora
X na Ly)(S,2,w). Za svaki Hilbert-Schmidtov operator A € L(X) postoji
izmjeriva funkcija k : S X S — C takva da zadovoljava uvjet (3.1) i da je
operator A = ¢ o A o ¢~ dan formulom (3.2)

Dokaz. Neka je (e,) ortonormiran baza u X 1 (¢;) ortonormirana baza u
Ly(S,%, u). U bazi (e,) operatoru A pripada matrica a;; = (Ae; | ;). Buduci
da je A HS-operator, vrijedi:

o o
2 2
Dlaif = ) el < oo,
n=1

ij=1
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pa red konvergira u L, nad S X S i definira funkciju k za koju vrijedi
(3.6). Integralni operator A, §to ga definira ta funkcija formulom (3.2), kom-
paktan je i za njega vrijedi: (Acp,- | ¢;) = ;. Dakle, (Agol- | @) = (Ae; | €)),
Sto povlaci

leAen||2= fS lkCs, ) du(s)du(r) (3.9)
n=1 xS

iA=¢poAog gdjeje preslikavanje ¢ : X — L, definirano formulom

o0

e(x) = > (x| enpy (x € X)

n=1

O

Teorem 3.4. Svaki Hilbert-Schmidtov operator je kompaktan i limes je ne-
kog niza operatora sa konacno dimenzionalnim rangom u Hilbert-Schmidtovoj
normi.

Dokaz. Neka je {e;,i € I} ortonormirana baza za X, a A iz HS.
Bududi da vrijedi

Al = > llAed < o

iel
onda samo kona¢no mnogo elemenata |Ae;||> moZe biti razli¢ito od nule.
Takoder, za svaki prirodan broj n postoji konacan podskup 7, C I takav da

Jc
|
2 el < —

i¢l,
Za svaki n linearan operator A, je definiran jednadzbom A,e; = Ae ako je
ie€l,,aA,e;=0akoi ¢ I, Tadajerang od A, konacno dimenzionalan.
Nadalje, vrijedi

1
A-AP. = Aeill> < —
[ Il i; |Ae;l p"
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pa imamo
|
1A = Anll < 1lA = Anllys <~

Tada vrijedi da je A limes u HS 1 u uniformnoj operatorskoj topologiji niza
{A,}. Iz leme VI.5.3 iz [1] slijedi da je A kompaktan. O

Ipak, nije svaki kompaktan operator HS-operator. Operator A € L(X)
definiran u ortonormiranoj bazi (e,) prostora X formulom

1
Ae, = —e, (n €N
Nz ( )
je kompaktan, ali nije HS-operator. Dakle, C, je pravi podskup skupa C
svih kompaktnih operatora prostora X. Nadalje postoje kompaktni operatori
na L, koji nisu integralni operatori s Hilbert-Schmidtovom jezgrom.
Ako je (e,,) ortonormirana baza u X 1 («,,) niz skalara takav da je lim|a,| =

0, X2 | |a,/> = oo, onda je sa

Ax = Z a;(x|e)e; (xeX)
i=1

zadan kompaktan operator na X. Operator A nije HS-operator. Da bismo
dokazali da je A kompaktan operator, stavimo M, = supflay| : k > n}1sa
A, oznaCimo operator definiran formulom

A,x = Z a;(x|e)e; (xeX).
i=1
Sada je

A = AP =1 )" ailx L eed = > laili(x | el

i=n+1 i=n+1
2 2
<M |Ixll° = |A = Al < My,

pa M, — 0 povlaci da je A kao limes operatora kona¢nog ranga kompaktan.
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Teorem 3.5. Neka je A Hilbert-Schmidtov operator i f analiticka funkcija
na okolini njegovog spektra koja isc¢ezava u nuli; tada je f(A) Hilbert-
Schmidtov operator i preslikavanje A — f(A) iz HS u samoga sebe je ne-
prekidno. Nadalje, ako je {f,} niz takvih funkcija koje imaju za zajednicku
domenu okolinu N od spektra A i ako f,(1) — f(A) za svaki A uniformno
na N, tada

Jn(A) — f(A)
uHS.

Dokaz. Ako je Hilbertov prostor X konacno dimenzionalan, tada je rezul-
tat trivijalan, pa moZemo pretpostaviti da je X beskonacno dimenzionalan.
Videno je u teoremu [2.5] da je HS Banachova algebra i algebra u kojoj
IAB||;s < ||Allns |IBll;s- Jedinica moze biti adjungirana metodom opisanom
u sekciji 7X.1 u [2], Sto rezultira Banachovom algebrom koja sadrzi sve pa-
rove [a, A] sa skalarom « 1 operatorom A iz HS. Norma u ovoj algebri je
[[a,A]] = |a| + ||A]|. Algebra dobivena adjungiranjem jedinica iz HS ¢emo
oznacCavati sa HS *.

Kako je X beskonacno dimenzionalan, iz teorema (3.4{1 IV.3.5. u [1] slijedi
da operator identitete nije u HS, te tako HS nema jedinicu.

Za pocetak, primijetimo da element [, A] u HS ™ ima inverz ako i samo
ako al + A ima inverz u algebri B(X) ograniCenih operatora u X. Ako
je [B,B] , tada je [1,0] = [a,A][B,B] = [aB,aB + BA + AB] te stoga
B =a'iaB+ BA+ AB = 0. Jednostavnim ra¢unom dobivamo da je
Bl + B = (al + A)"!. Neka je T = (al + A)~!. Kako je A kompaktan i X
beskonacno dimenzionalan, ne moze vrijediti da je @ = 0, jer ako je @ = 0,
iz prethodnih tvrdnji slijedi da je identitet / = T A kompaktan, Sto je u kon-
tradikciji s Teoremom 7V.3.5 u [1]].

Nekaje B=T-a 'I. Tadajea ' TA = o 'T(A+al—al) = a”'(I-aT) =
~B.Tadaje B=-a 'TA i teorempokazuje daje Bu HS. To dokazuje
da ako (al + A)~! postoji kao ograniceni operator, tada [a, A]~! postoji u
HS* ijednako je [}, B].
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Kako je spektar elementa A iz HS , kada ga se gleda kao element Banachove
algebre HS *, jednak spektru elementa A koji se smatra elementom algebre
B(X) svih ograni¢enih operatora u X. Operacija inverzije je neprekidna u
svakoj Banachovoj algebri (IX.1.3 u [2]]), pa je preslikavanje A — [, —A]™!
neprekidno za A ¢ o (A). Ako je 6 preslikavanje iz HS * u B(X) koje Salje
[a,A] u al + A, tada je 0 neprekidno i 6([1, —A]™") = R(1; A).

Kako je [1, —A]~! neprekidna funkcija za A u komplementu od o-(A), slijedi
da je integral

1
§—<Jnfoupt—Ar4¢L [+],
7TlC

gdje je C pozitivno orijentirana Jordanova krivulja s kona¢nom duljinom
sadrzana u domeni od f koja sadrZi o(A), postoji u normi od HS*. Ako je
integral u [*] element [, S ] iz HS ", tada iz Teorema /71.2.19 u [1]], videno
je da

1
pl+ S =—lp5] == fcf(/l)R(/l;A)d/l = f(A).

Kako bi pokazali da je 4 = 0, neka je n multiplikativni linearni funkci-
onal na HS * definiran jednadzbom n{[a,A]} = a. Kako je n homomorfi-
zam, slijedi da vrijedi n([4, A]™") = 27! i kako je n neprekidna, iz Teorema
II1.2.19(c) [1] slijedi da je

1
u=mmsn=71fﬂ@rwﬂ=ﬂm
Tl C

Iz pretpostavke da je f(0) =0je f(A) =S pajeu HS.

Ako je limA, = A unormi od HS, slijedi iz Leme VI11.6.5 [1] da kontura
C iz integrala u [*] sadrZi 0 (A,) za sve dovoljno velike n-ove. 1z Korolara
V11.6.3 [1] smo vidjeli da, u normi od HS *,

lim[A, -A,]"" = [1,-A]"",

n—0oo
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uniformno za A € C. Tako slijedi iz Teorema 11.2.19 [1]] da
1
fim £(4,) = fim 00— [ FOLL-A,1"d)
n— 00 n—oo 21l C

!
- f SR, AYIA = f(A),
Tl Jc

gdje je limes u normi od HS *.

Kako bi pokazali zadnji dio ovog teorema, mozemo ocito pretpostaviti da
kontura C iz (x) cijela lezi u skupu N. Tada, imamo

FA) = O— f FOOLL —ATdA} = Tim Of—— f £ —ATdA)
27Tl C n—oo 27Tl C

= lim f,(A)



Poglavlje 4

Hadamardova i Carlemanova
nejednakost

Primijetimo, algebra Hilbert-Schmidtovih operatora je generirana iz algebre
operatora s konacno dimenzionalnim rangom i to tako da je uzet zatvarac
prema vecoj HS normi.

Prirodno je za ocekivati da ¢e neka svojstva konacno dimenzionalnih
operatora koja se u slu¢aju linearnih operatora u Hilbertovom prostoru gube,
biti ocuvana kod Hilbert-Schmidtovih operatora. Kako bismo pokazali da
je to uistinu tako, moramo izvesti nekoliko nejednakosti za operatore u
kona¢no dimenzionalnom Hilbertovom prostoru. Najvaznija medu njima je
dobro poznata "Hadamardova nejednakost determinanti’” koja je bila kljuna
zarazumijevanje integralnih operatora. Druga vrlo bitna nejednakost je Car-
lemanova.

Prije nego i pokazemo Hadamardovu 1 Carlemanovu nejednakost nave-
dimo nekoliko elementarnih tvrdnji o tragu operatora.

Definicija 4.1. Neka je X konacno dimenzionalan Hilbertov prostor, (ey, - - , ey)
njegova baza. Neka je A operator na X takav da je

n

Ae,‘: E aijej, i=1,---,n.
j=1

22
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Trag operatora A, kojeg oznacavamo sa tr(A), definiran je kao

n

tr(A) = ) aj

i=1

Lema 4.2. Neka je X konacno dimenzionalan Hilbertov prostor. Trag ope-
ratora A iz X ne ovisi o bazi prostora. Nadalje, ako su A i B bilo koja dva
operatora iz X, tada je tr(AB) = tr(BA).

Lema 4.3. Neka je X konacno dimenzionalan Hilbertov prostor i A opera-
tor definiran na X, tada vrijede sljedece tvrdnje:

a) Trag operatora A jednak je negativniom koeficijentu uz A"~' u karakte-
risticnom polinomu operatora A.

b) Trag operatora A jednak je sumi elemenata u spektru operatora ako
se svaki element broji u skladu sa svojom kratnoscu kao korijen karakte-
risticnog polinoma.

c) Ako je operator A nilpotentan onda je njegov trag nula.

Lema 4.4. Neka je A linearan operator u konacno dimenzionalnom Hilber-
tovom prostoru X. Neka je 0(A) = {Ay,..., A4} i m; = dimE(4;,A)X,i =
1,...,ktada je tr(A) = Zle m;d;

Dokaz. Neka je A; € 0(A), tada je po Teoremu VII.1.7 [[1] operator A — A;1
nilpotentan na E(4;; A)X. Tada vrijedi AE(A;; A) = LE(A;;A) + N;, gdje je
N; nilpotentan operator na X. Kako vrijedi I = Zle E(4;; A) onda slijedi da

je
A= Zk: ALE(A;;A) + zk: N;.
i=1 i=1

Bududi da je trag linearna funkcija i P linearan projektor, uzmemo li bazu
za X koja je unija baze za PX 1 baze za (I — P)X, tada slijedi da je tr(P) =
dimPX. 1z prethodnih tvrdnji 1 leme 10c) slijedi da je tr(A) = le mid; O

Napomena 4.5. dimE(u; A)X je kratnost od u kao korijena karakteristicnog
polinoma od A. Koncept kratnosti je razlic¢it od dimenzije mnogostrukosti
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{x|x € X, Ax = ux} svojstvenih vektora od A koji odgovaraju vrijednosti u.
Za samo adjungirane ili hermitski simetricne matrice A ta dva koncepta se
podudaraju u znacenju. Ako je operator A u X, reci ¢emo da su Ay, ..., A,
svojstvene vrijednosti od A ponovljene u skladu s kratnoscu , ako je svaki A;
svojstvena vrijednost od A i svaka svojstvena vrijednost u od A se ponavlja
u nizu m puta, gdje je m = dim(u; A)X.

Teorem 4.6. Hadamardova nejednakost
Ako je (a;j) n X n matrica kompleksnih brojeva, tada

det(aip)l < | [(D Jaif). (4.1)

j=1 'i=1

Primijetimo da ova nejednakost moZe biti interpretirana na sljedeci nacin:
volumen bilo kojeg n-stranog paralelepipeda nije nikad veci od volumena
pravokutnog paralelepipeda sa stranicama jednake duljine.

Dokaz. Nejednakost zan = 1 je ocita, a za n = 2 se lako provjeri. Pretpos-
taviti ¢emo da nejednakost vrijedi za n — 1, te nastaviti indukcijom. Ako je
(aij) n X n matrica, neka je u; = [ay}, azj, ..., an;l, j = 1,...,n, definiran skup
od n elemenata n-dimenzionalnog prostora X. Ako je u; = 0, tada obje
strane nejednakosti (4.1]) iSCezavaju te je rezultat trivijalan. Ako je |ui]| =
{ ;f:lla j1|2}% # 0, tada su obje strane nejednakosti (4.1)) homogene u u,
pa moZemo pretpostaviti da je |u;| = 1. Neka je vy, vy, ..., v, ortonormirana
baza za X sa v; = u; 1 neka je W unitaran operator definiran jednadzbama
wv, = [1,0,0,..,0], Wv, =[0,1,0,...,0],...., Wy, =[0,0,...,0, 1]. Kako
unitaran operator na X ima determinantu apsolutne vrijednosti jednake je-
dan, slijedi:

|det(aij)| = |det(ui, ua, ..., up)| = |det(W) det(uy, ua, ..., up)|

= |det(Wuy, Wus, ..., Wu,)|.



POGLAVLIJE 4. HADAMARDOVA I CARLEMANOVA
NEJEDNAKOST 25

Neka su koordinate od Wuy jednake [wy, ..., wy]. Tada, kako vrijedi Wu, =
[1,0,0,...,0], slijedi da je:

1 W12 ... Wi

0 Woo Wy Woo ... Wou
det(Wuy, Wu,, ..., Wu,,) = det UM = det | ...

N Wi e Won

O W2 . Wi

Koristeci pretpostavku indukcije, imamo:

det(a;;)| < ]_[ Z|wl,| 2.

j=2 i=2

Ali, kako vrijedi

n n
24 24 .
O il < O wifhe = Wl = lufl, j=1,...,m
i=2 i=1

te |u;| = 1, pokazana je tvrdnja teorema. O

Hadamardova nejednakost bit Ce koriStena na sljede¢i naCin. Neka je
(a;j) matrica operatora A na X u odnosu na ortonormiranu bazu
6 = [1,0,..,0],...,6, = [0,...,0,1]. Neka A;; oznaCava kofaktor elementa
aij, tj. A;; je (=1)™/ pomnoZen s determinantom od (n — 1) X (n — 1) ma-
trice dobivene brisanje i-tog retka i j-tog stupca u (a;;). Tada je det(A) =
Dy aiAij 1 aijAik = 0 ako je j # k. Pod pretpostavkom daJeA 1-1,
Cramerovo pravilo za A~! nam govori da je matrica od det(A)A~!, u od-
nosu na bazu 4y, ..., d,, transponirana matrica matrice (4;;). Dakle, ako je

X = 1€ e &al 1y = (01, £, tada je

det(A)(A™'x | y) = Z Aijéid .

ij=1
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S druge strane, razvojem u odnosu na prvi redak 1 prvi stupac, lako se vidi
da je:

0 & .. &
det(A)A ' x | y) = —det [ 911 = Gl
& oanr ... apy

Hadamardova nejednakost Ce biti primijenjena kako bi procjenili ovu deter-
minantu.

Lema 4.7. Neka je X konacno dimenzionalan Hilbertov prostor, a (a;j)
matrica 1-1 operatora A u X u odnosu na bazu 6, = [1,0,...,0],...,6, =
[0, ...,0, 1]. Tada je Hilbert Schmidtova norma od A dana sa

Al = 1 laiP.

Nadalje, ako su x = &1, ...,&,1iy = ({1, ..., (] dva vektora u X, tada je

T eyl A
& oap ... apy x{ly hs

|det ! < T 4.2)
é:n ayl ... Ay

Dokaz. Prva tvrdnja slijedi iz korolara 2.4

Sada, ako je x = 0, nejednakost (4.2) je trivijalna, pa po homogenosti od
#@.2) po x dovoljno je promotriti sluc¢aj kada je [x| = 1. Kao u dokazu
Hadamardove nejednakosti 4.6 postoji unitarni operator W u X takav da
x = W¢,. 1z prethodne diskusije slijedi da je posljednja tvrdnja leme ekvi-
valentna tvrdnji da

| det(A)A™ x| < [yl HIAIl (n = D7D,
Sada, kako je W unitaran, det(A) = det(W~'AW) i

(A7'x,y) = (A7'Ws,,y) = W AW, Wly).
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Stavimo li B = W~'AW imamo da je B~' = W™'A~'W i slijedi iz[2.5] da je
IBll,s = llAll,s - Takoder, kako je W unitaran, vektor z = W~'y ima normu
lz| = |y|. Tvrdnju koju dokazujemo moZemo zapisati kao

| det(BY(B™'6,, 2)| < Il IBII}; " (n — 1)~ 172,

Izrazimo li ovu tvrdnju u terminima determinanti, vidimo da je dovoljno
dokazati lemu u posebnom slucajukadaje 0 =& = ... = §,-111 = &,. Tako
je determinanta koju moramo odrediti, sljedeca:

a e b

{1 ai ... Qp-1g
an ain

= det]|...

'fn Aip - Au-1n

det

ap—11 - Au—-1n

Neka D oznaCava apsolutnu vrijednost ove determinante. Tada Hadar-
mardova nejednakost pokazuje da

n-1 n

D <yl H{Z |aij|2}%- (4.3)

Kako je geometrijska sredina kona¢nog skupa pozitivnih brojeva najvise
jednaka njihovoj aritmetickoj sredini, slijedi da

n-1 n

-1 n 2
1 Al
“2< VAL < hs n—l.
N 2 eI < )

i=1 j=1 i=1 j=1

S

Uzimaju¢i kvadratni korijen obje strane ove nejednakosti i kombinirajuci sa
dobivamo da vrijedi:

< DAl
= (n—1)-D/2’

Sto je trazeni rezultat. O
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Lema 4.8. Neka je A operator u n-dimenzionalnom Hilbertovom prostoru
X takav da je tr(A) = 0. Tada postoji ortonormirana baza (ey, - - - ,e,) za X

takva da je (Ae; | e;))=0, 1 <i < n.

Dokaz. Ako je n = 1, kako je tr(A) = 0, A = 0 1 tvrdnja je ocita. Sljedece,
pokazujemo indukcijom da postoji ne-nul vektor e € X takav da (Ae, e) = 0.
Kako bi ovo pokazali, prvo promatramo slucaj n = 2 i1 pretpotavljamo da je
odabrana ortonormirana baza takva da matrica A ima subdijagonalnu formu

a 0

b —a
Neka je e = [1,z], tako da vrijedi (Ae,e) = a(l — |z|*) + bz. Akojea = 0,
stavimo z = 0. Ako je a # 0, neka je z = re?, gdje je 6 odabran tako da je
¢ = ba~'e™" realan i gdje je r pozitivan korijen jednadzbe r* — cr — 1 = 0.
U oba slucaja lako vidimo da je (Ae,e) = 0.
Sljedece, pretpostavimo da je n > 2 1 da je tvrdnja koju Zelimo pokazati

neistinita. Tada je

ﬁlllil |(Ae, e)| > 0.

Kako je jedini¢na sfera u X kompaktna, minimum se dostiZe za neki je-
dinicni vektor e;. Neka je m = (Aey,e;). Nakon odabira ortonormirane
baze {ey, ..., €,} imamo, po pretpostavci,

tr(A) = m + Z(Ae,-, e) =0,
i=2
Ova jednakost se moze zapisati u obliku
DUE@ + —"=Dere) =0,
— n—1

gdje je E hermitska projekcija od X na potprostor S razapet sa ey, ..., €,.
Operator E(A + - 1) ocito preslikava § u samoga sebe. Slijedi po pretpos-
tavci indukcije da postoji jedinicni vektor e € S takav da

(E(A + —2_De,e) = 0.
n-—1
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Dakle, kako je Ee = e,
(Ae,e) = ———.
n—1
Tako, imamo

m
|(Ae, e)| = < |(Aey, e})|
n-—1

Sto je u kontradikciji s definicijom od e;. Dakle, imamo (Aey,e;) =0

Sada mozemo indukcijom dovrsiti dokaz ove leme. Neka je e vektor je-
dini¢ne norme takav da je (Ae, e) = 0. Neka je S ortogonalni komplement
jednodimenzionalnog protora razapetog sa e, te Ej ortogonalna projekcija
od X na §y. Pokazano je da je lema toCna u slucaju kada je n = 11 sada
pretpostavljamo da je to¢na za n — 1 dimenzionalni prostor. Tada, po pret-
postavci indukcije, pokazuje se da postoji ortonormirana baza {f, ..., f,},
koja razapinje potprostor S 1 takva da (E¢Af;, i) = (Afi, fi)) =0, 2 <i < n.
Tada je {e, f>, ..., fn} traZzena baza za X. O

Teorem 4.9. Carlemanova nejednakost

Neka je A operator na X, Ay, ..., A, njegove svojstvene vrijednosti ponovljene
u skladu sa svojom kratnoscu, ako je A # 0 kompleksni broj koji nije u
spektru od A. Tada je

A

417 !

|ﬂ<1 DeVAAT - A)7) < Alfexp = S+

Dokaz. Nekaje B = A/A, tada imamo o(B) = {4,/A4, ..., 4,/A} [1] 1
E(A;/A; B) = E(A;; A)[1]. Takoder, tr(B) = },_, 4;/A = tr(A)/A. Neka je N
prirodni broj takav da je N > [tr(B)|. Za svaki takav N definiramo operator
By u X @ X jednadzbom By[x,y] = [Bx,(—=1/N)tr(B)y]. Evidentno je iz
definicije da je tr(By) = 0, 1 da su svojstvene vrijednosti od I — By
jednake

A An tr(B) tr(B)

l1-—,..,1—-—— 1+ e 1+ .
A’ A N N
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Dakle, det({ — By) je numericki jednaka produktu ovih brojeva, tj.,
(B) N . /11'
det(/ — By)l = |(1 + 1 -— 4.4
|det(/ - By)l = I(1 + N)];[( )l (4.4)

Kako je (1/N)|tr(B)| < 11 A # Ay, inverzni operator (I — By)~! postoji i lako
se pokaze da vrijedi

(I =By '[xyl = [ -B)'x,(1+ %rr(B))‘ly].
Dakle, imamo |(/ — B)|™' < |(I — By)7!|, i tako je
| det( — By)II(I = B)™'| < | det( — BWII(I — By)™| (4.5)
Iz leme slijedi da

1 = Byl N

-1
[det(/ = BOIU = By < ==

(4.6)

Sada po lemi[.8], kako je t7(By) = 0, postoji ortonormirana baza zj, ..., Zy+n
u X @ X takva da vrijedi (Byzx,zx) = 0. Relativno u odnosu na bazu
Z1, ..., ZneN Matrica operatora I — By ima 1 duz glavne dijelagonale i ne-
gativne koeficijente u matrici od By inace. Stoga,

Il = By|> =N +n+|BylI> =N +n+N'tr(B) + B> 4.7)

Kombiniraju¢i formule (4.4)-@.7), vidimo da vrijedi

tr(B) y T A 1 _ (N+n+Ntr(B)] + ||BH)N =Dz
1+ ==V [a-a-87" < Nt D =

1er(BP | IBIP \(N+n—1)/2
(1 + N(N+n) + N+n)

_ _1 \WN+n-1)/2
(1 N+n)( +n—1)/
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Nejednakost vrijedi za sve dovoljno velike N-ove, 1 stoga, pustimo li N —
oo, vidimo da vrijedi

= A ~ 1
" ® ];[(1 - 200 = B! < exp(5(1 + IBIP))

Prisjetimo li se da B = A/Aidaje tr(B) = ), %, zakljucak ovog teorema

slijedi odmabh. O



Poglavlje 5

Trag Hilbert-Schmidtovih operatora

Nakon Sto smo pokazali preliminarne teoreme za konacno dimenzionalne
prostore, vraCamo se proucavanju Hilbertovog prostora. Pozeljno je ge-
neralizirati koncept traga odredenih operatora na Hilbertovom prostoru, te
se na prvi pogled ¢ini kao da je ovaj koncept odmah poznat i dostupan za
Hilber-Schmidtove operatore. Medutim, to nije tocno, kako sljedeci primjer
pokazuje.

Neka je {e,} ortonormirana baza Hilbertovog prostora X i1 neka je A li-
nearni operator definiran jednadZzbama Ae,, = %en, V¥n € N. Tada je red

guAennz = 2%

kovergentan, tako da je A Hilbert-Schmidtov operator, dok red

Sideden=> 1
n=1 n=1

za kojega bi se mogli ponadati da €e biti koristan u definiranju traga od A,
divergira.

Tako, trag ne moZemo definirati na ovaj nacin za svaki operator klase HS .
Pokazat cemo da, ako je A = UV, gdje U, V pripadaju klasi HS, tada red

i(Aen | en) = i(ven | U*en)
n=1 n=1

32
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konvergira, 1 definira koristan koncept ”traga”. Sa ovom malom promjenom
u pristupu u odnosu na konacno dimenzionalni slucaj, dovoljnu koli€inu te
teorije moZemo prenijeti kako bi generalizirali Carlemanovu nejednakost
za proizvoljne Hibert-Schmidtove operatore.

Lema 5.1. Ako su A i B Hilbert-Schmidtovi operatori na Hilbertovom pros-
toru X i ako je {e,} ortonormirana baza za X, tada red },,(Ae,, B*e,) apso-
lutno konvergira limesu koji je neovisan o bazi.

Dokaz. Neka su (e;) 1 (f;) bilo koje dvije ortonormirane baze za X. Po
Schwartzovoj nejednakosti i Teoremu IV.4.13 [[1]], slijedi

Z |(Ae; | f])m| < (Z I(Ae; | fl)lz)%(z (B'e; | f])|2)%
i,j o —

1 1
2 2
= (D 1el) (DB el) = 1Al 1871,

l l

Tada dvostruki red
D (Aei| £)(Bei | f) (5.1)
I,J

konvergira apsolutno, stoga odgovarajuci iterativni redovi postoje 1 jednaki
su.

Po Teoremu 1V.4.13, [1]

D Aei| Bre) =Y > (Aei | [)(Breil f) = ) > (fi 1 DA fiTe)
J J i

i J
= > (Bfi | A°f) (5.2)
J

Egzistencija jednakosti iterativnih limesa koji odgovaraju (5.1)) implicira
postojanje i jednakost gore napisanih jednostrukih limesa. Zamijenimo li
(fj) s (e;) dobijemo } ;(Ae; | B*e;) = ) (Be; | A%e;), simetriCnost po A i B.
Primijenimo li jo$ jednom (5.2]) dobit ¢emo neovisnost o bazi. O
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Definicija 5.2. Neka su A i B Hilbert-Schmidtovi operatori na Hilbertovom
prostoru X, tada se trag para operatora A i B definira kao

tr(A,B) = > (Ae;| B'e),

gdje je {e,} bilo koja ortonormirana baza za X.

Napomena 5.3. Trag Hilbert-Schmidtovog operatora definira se kao trag
para dvaju operatora.

Kompaktni operatori s konvergentnim tragom su nuklearni operatori:

Trag nuklearnog operatora A € L(X), pri emu je X separabilan Hilbertov
prostor i (e,) ortonormirana baza u X, definira se kao

r(A) = ) (Aey | en).

Nesto vise detalja o nuklearnim operatorima, kao i sama definicija nukle-
arnih operatora moZe se pronaci u [3].

Teorem 5.4. Funkcija traga je simetricna bilinearna funkcija definirana na
produktu HS sa samim sobom. Dodatno, ako su A i B iz HS, tada vrijedi

1r(A, B)| < |Allps I1Bllys»  tr(B | BY) = |IBll;, -

Dokaz. Simetrija funkcije traga 1 nejednakost |tr(A, B)| < ||Allu |IBll5s su
pokazani tljekom dokaza prethodne leme. Bilinearnost i ¢injenica da vrijedi
tr(B, B*) = ||B|| i slijede direktno iz Definicija|5.2|12.3 O

Korolar 5.5. Funkcija tr(A, B) je neprekidna kao preslikavanje HS ® HS u
polje skalara.

Oznacimo s ¥ (A) skup funkcija koje su analiti¢ke na nekoj okolini od
o(A). Analiticka funkcija f(A) iz skupa ¥ (A) definirana je na sljedeci
nacin:

FA) = — f FAT - A)da
2 Je
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Lema 5.6. Neka je A linearan operator na Hilbertovom prostoru X koji
ima konacno-dimenzionalni rang. Neka je N jezgra od A, i neka je E orto-
gonalna projekcija na konacno-dimenzionalan potprostor od X koji sadrZi
N*. Tada je:

1. Spektri operatora A i EA su jednaki

2. Neka je f analiticka funkcija klase F (A) takva da je f(0) = 0. Tada
je f(EA) = Ef(A), f(A) = fAE, tr(f(A),A) = tr(f(EA), EA), i
tr(f(EA), EA) se podudara s tragom restrikcije operatora EA f(A) na
konacno dimenzionalni prostor EX.

Dokaz. 1. Ako je X beskona¢no dimenzionalan, ishodiSte pripada spektru
od A1 EA. Pretpostavimo da 4 # 0 pripada spektru od A. Kako je A
kompaktan, teorem VIL.4.5 [1]] pokazuje da je A svojstvena vrijednost i tako
za ne-nul element x iz X vrijedi Ax = Ax, te stoga, kako je A = AE, imamo
(EA)(Ex) = AEx. Stoga A pripada spektru od EA. Suprotno, pretpostavimo
da ne-nul skalar A pripada spektru od EA. Tada, za neki ne-nul element x
iz EX vrijedi EAx = Ax. Tada je Ax = Ax + y, gdje y pripada potprostoru
(I — E)X, te zbog toga i jezgri od A. Neka je u = A~ 'y. Tada je A(x + u) =
A(x + u), pa je A svojstvena vrijednost od A.
2. Pretpostavimo da je A u rezolventnom skupu od A. 1z identiteta

Al — A = (A — EA)A™'(I — E)(AI — A) + (Al — EA)E,

koji se lako provjeri raspiSemo li desnu stranu u monome i koristeci identitet
A = AE, dobivamo mnoZenjem sa (1] — EA)~! slijevaisa (Al — A)~! zdesna

(AU —EA)' =27 U -E)+ EQl - A)™". (5.3)

Pretpostavimo da je analiti¢ka funkcija f u klasi ¥ (A), te je stoga, po (1),
u klasi F(EA), i vrijedi f(0) = 0. Koriste¢i ((5.3)), uzmemo li odgovarajucu
konturu integracije C te koriste¢i definiciju od f(A), pokazuje se da vrijedi

F(EA) = —— f FQ)QL = EAYdd =
27 Je
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= L,{ McM}(l - E)+ LE f FOQAI-A)'da =
2ri Jo A 2 Jc
= fO)I - E)+ Ef(A) = Ef(A)

Na vrlo sli¢an nac¢in moZe se pokazati da je f(A)E = f(AE), budu¢i da je
A = AE, pokazuje da vrijedi f(A)E = f(A).

Neka je {e;,i € I} ortonormirana baza za X. Kako je EX konac¢no di-
menzionalan, bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da postoji
konac¢ni podskup J od I takav da je {e;,i € J} ortonormirana baza za EX, te
{e;,i € I — J} ortonormirana baza za (I — E)X. Tada, zbog A = AE, imamo
A* = EA™ i vrijedi

tr(f(EA), EA) = tr(Ef(A), EA) = Z(Ef (A)e;, (EA)'e;) =

i€l

= Y (f)ei, A'e)) = ) (EAf(A)ei,e;) = tr(EAF(A) | EX).  (5.4)
ieJ ieJ
Kako vrijedi f(A)E = f(A), slijedi f(A)I—E) =0, f(A)e; =0zae; € [-J,
te iz (5.4]) imamo
(r(f(A),A) = Y (fA)en A"e) = ) (f(A)es, A"ei) = tr(f(EA), EA),
i€l ieJ

¢ime je tvrdnja dokazana. O
Lema 5.7. Neka je A linearni operator u konacno dimenzionalnom Hilber-
tovom prostoru X, i neka su Ay, ..., A, njegove svojstvene vrijednosti ponov-

ljene u odnosu na njihovu kratnost. Tada postoji ortonormirana baza {e;}
za X za koju vrijedi

(Ae,', 6,‘) = /1,', [ = 1, (D

Dokaz. Pokazat ¢emo da postoji ortonormirana baza {e;} za X u ¢ijim termi-
nima matrica (a;;) od A ima “subdijagonalnu formu”, tj., a;; = 0, j > i. Ovo
¢e biti pokazano indukcijom po n. Ako je n = 1, rezultat je ocit. Nadalje,
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neka je n > 1, 1 neka je A svojstvena vrijednost od A. Tada A — Al preslikava
X u odgovarajuci potprostor So. Neka je S n — 1 dimenzionalan potpros-
tor od X takav da vrijedi § 2 S¢. Tada, buduéi da je S nuZno invarijantan
za A, po pretpostavci indukcije postoji ortonormirana baza {ey, ..., e,-1} za
S takva da ((A —;l\l)ei, e;) = 0, za j > i. Neka je ¢, ortogonalan na S 1
ima jedini¢nu normu tako da je {ey, ..., e,} ortonormirana baza za X. Tada
je matrica od A — Al u terminima od {eq, ..., e,} upravo ((A — ’/l\l)e,-, ej) 1 vri-
jedi ((A —//il)ei, e;) = 0 za j > i. Ovime zavrSavamo konstrukciju trazene
ortonormirane baze.

Tako je determinanta det(1/ — A) jednaka
det(Al — A) = (41— (Aey, e1))...(A — (Aey, €,)).

Dakle, iz napomene [4.5] slijedi da je (Ae;, e;), i = 1,...,n niz svojstvenih
vrijednosti od A ponovljenih u skladu sa svojom kratnoscu. O

Napomena 5.8. Koristeci red potencija za eksponencijalnu funkciju opera-
tora, lako se vidi da, ako je A operator u X cija je matrica u odnosu na bazu
{el, ..., ey} subdijagonalna i ima dijagonalne elemente A, ..., A, tada je ma-

trica e* u odnosu na istu bazu takoder subdijagonalna i ima dijagonalne
elemente eV, ..., e", te ima determinantu
e/l] . e/ln — e(ﬂl+...+/ln) — etr(A)-

Dakle, vrijedi dete? = ™. Po dokazu prethodne leme znamo da vri-
jedi da se svaka matrica mozZe staviti u subdijagonalnu formu u odnosu na
neku bazu za X, pa ovaj identitet opCenito vrijedi. Neka je A operator na
X takav da postoji A~!, takav da moZemo definirati log(A). Sada gornji
identitet moZemo zapisati kao

det(A) = det '8 = ¢"loEW),

Ovaj ¢e nam identitet biti koristan u daljnjem radu. Sada ¢emo navesti
nekoliko tehnickih tvrdnji koje su nam potrebne kako bismo rezultate za
kona¢no dimenzionalan slucaj prenijeli na beskonacno dimenzionalan.
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Lema 5.9. Neka su A,z kompleksni brojevi takvi da je Az # 1 te neka je
f(A,2) =z [log(1 = A2) + Az].

Nadalje, {e;, i € I} je ortonormirana baza za Hilbertov prostor X, a A je
Hilbert-Schmidtov operator &iji spektar ne ukljucuje broj A7\, Tada za svaki
konacni podskup J od I vrijedi sljedeca nejednakost:

expltr(f(4,A),A)] <

1 1 i
exply ) 11Aeif’) [exply ) RAe, )l | [(1 - 2R(Ae; ) + |A4ei):.
i¢J ieJ ieJ
Korolar 5.10. Za svaki pozitivni € imamo
Tim ™ exp(rr(f(A. A). )l = 0,
Sada smo u moguénosti kljuéne rezultate sa konacno dimenzionalnih
sluCajeva prenijeti na beskonacno dimenzionalne. Prije nego li krenemo

s dokazivanjem klju¢nih teorema za beskonacno dimenzionalne sluCajeve
navedimo joS$ jednu vaZnu napomenu:

Napomena 5.11. Operator N u Hilbertovom prostoru je kvazi-nilpotentan
ako vrijedi
1
lim ||[N"||» = 0

Sto je ekvivalentno uvjetu
o(N) = {0}

Sada bez dokaza navodimo poznatu nejednakost Caratheodory-a koja
nam je neophodna u dokazu slijedeeg teorema.

Lema 5.12. Carathéodory

Neka je f analiticka funkcija u krugu |z| < R kompleksne ravnine, i neka
je f(0) = 0. Tada, ako je Rf(z) < M za |z| = R, imamo |f(2)| < 2M za
2| < iR.
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Teorem 5.13. Neka je N kvazi-nilpotentan Hilbert-Schmidtov operator. Tada
jetr(N,N) = 0.

Dokaz. Kako je o(N) = {0}, funkcija f(1,N) iz leme je definirana
za sve kompleksne A, te po teoremu [3.5]ima kao svoju vrijednost Hilbert-
Schmidtov operator. Kako vrijedi

. fA+Al D) - f(A,2) 0f(4,2)
Iim =
A1—0 A/l 8/1

za svaki A, uniformno za z u nekoj okolini z = 0, po teoremu [3.5]slijedi da
. f(A+AA,N) - f(4,N)
lim
A0 A

Af (A4, N

————~ (0 opéenito oznacava parcijalnu

postoji u normi od HS 1 jednak je

derivaciju). Dakle, funkcija f(4, N) je analiticka s vrijednostima u HS. 1z
korolara [5.5]slijedi da je funkcija g definirana jednadZbom

g() = tr(f(A,N),N)
analitiCka za sve A. Takoder je ocito iz definicije od f(4, N) da vrijedi g(0) =
0. Prethodna lema pokazuje da vrijedi | exp(g(1))] = o(e?") kako 1 — oo
za svaki pozitivni €. Stoga,
lim sup R(g(1)) — &lA]* < 0 (5.5)

|[A|—00
za svaki € > 0.

Iz nejednakost Carathéodory-a (lemd5.12) i iz prethodne nejednakosti za-
klju¢ujemo da vrijedi

lg(DI _

lim =0.

Moo |A]2
Stoga, funkcija g(1)/A? je analiti¢ka i i8¢ezava u A = co. Odatle slijedi da g
ima Laurentov razvoj jednak

g(/l)=a/l+b+%+...
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u okolini od A = co. Posljedi¢no, analiti¢ka funkcija g(1) — ad je analiticka
za sve konacne 1 beskonacne A1 1S¢ezava u A = 0. Po Liouvilleovom Te-
oremu (vidi [6]), slijedi da je g(1) —ad = 0, tj. g(1) = ad.

Sada, kako je f(1,z) = z7'[log(1 — Az) + Az], ocito je da vrijedi

°°/lkk1

fd,2) = Z

k=2

red konvergira u normi od HS za sve dovoljno malene 4 1 z. Dakle, iz
teorema [3.5] slijedi da

o0

/lka 1
fQAN) = Z

k=2

red konvergira u normi od HS za dovoljno malene A. Tako, po korolaru[5.5]
slijedi

A=g)=—-> —tr(N“ N).
ad = g(d) kz; i )
Iz Cega slijedi da je tr(N, N) = 0. O

Teorem 5.14. Neka je A Hilbert-Schmidtov operator, i neka su Ay, Ay, ...
njegove ne-nul svojstvene vrijednosti, svaka ponovljena u odnosu na svoju
kratnost. Ako su f i g funkcije koje su analiticke u okolini spektra od A te
iS¢ezavaju u ishodistu, tada su f(A) i g(A) Hilbert-Schmidtovi operatori, te
vrijedi

tr(F(A), g(A)) = ) FA)g(A),
i=1

gdje je red na desnoj strani jednakosti apsolutno konvergentan.

Dokaz. Prvo ¢emo pokazati da vrijedi

DI < oo, (5.6)
i=1
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Iz teorema 3.5]i teorema o spektralnom preslikavanju (VIL.3.19[1]]) vidimo
da je dovoljno promotriti slucaj f(z) = z, 1 dokazati da vrijedi

|4 < oo. (5.7)
=1

1

Neka je E(A;; A) projekceija definirana u Sekciji VIL3[1] 1 neka je A, restrik-
clja operatora A na potprostor

X, = Z E1;; A)X.
i=1

Ocito su svojstvene vrijednosti od A, u X, 1 jednake su 4y, Ay, ..... Nadalje
imamo ||A,ll,s < lIAll;. te kako iz leme|5.7]i korolara [2.4] imamo

n
2 2
DA < AR,
i=1

zakljucak (5.7)) odmabh slijedi.

Apsolutna konvergencija niza ) -, f(1;)g(4;) tako slijedi iz (5.6) i Schwar-
tzove nejednakosti. Neka je X’ zatvaraC potprostora ), E(4;; A)X, i neka
je X”” ortogonalni komplement od X’. Neka je {e,} ortonormirana baza za
X’ izabrana tako da je {e;,--- , e, } baza za X;, e}, - - ,e,, baza za X, itd.

Neka je {f;} ortonormirana baza za X”. Tada iz definicije |5.2) slijedi
tr(f(A), g(A)) = ) (f(A)ei, g(A)'e) + > (F(A)f;, gAY ).
i=1 J

Imamo

2 @Wei 1 g(A)'f) = lim ) (f(A)er | g(A)'e) =
i=1 i=1

= lim 1r(gf(A)(Xp) = Z; g(A)f()
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po Teoremu VII.3.20[1]], Teoremu VII.3.19(1] i 4.3| Dokaz ovog teorema
Ce biti dovrSen kada pokazemo da vrijedi >, (f(A)f; | g(A)*f;) = 0.

Kako vrijedi (f(A)f; | g(A)*fj) = (g(A)f; | f(A)"f;), istinitost trazene jed-
nadZbe je ocita posljedica istinitosti sljedece tri jednadzbe

D A | FAY £) =0,
J

D [ A)f; 1 gAY £7) =0, (5.8)
J

Z((f + @A | (f +8)A) f) =0.
j

Kako sve jednadzbe imaju istu formu, dovoljno je pokazati prvu od njih. Po
Teoremu VII.3.20[1], X’ je preslikan na samog sebe sa f(A). Tako je1 X" je
preslikan na samog sebe sa f(A)*. Neka je f(A)*|X” = §. Tada, po teoremu
lemi 2.5]1 definiciji S je Hilbert-Schmidtov operator. Vrijedi

(Pf(A)x|y) = (fA)x1y) = (x| fA)y), xyeX’,

gdje P oznacCava ortogonalnu projekciju od X na X”’. Tada imamo Pf(A)| X" =
S*. Dakle, je ekvivalentno tvrdnji

tr(§,S) =0. (5.9)

Iz teorema slijedi da kako bi dokazali (5.9), dovoljno je pokazati da
je S kvazi-nilpotentan. Da nije tako, po Teoremu VII.4.5[1], postojao bi
ne-nul kompleksan broj u 1 ne-nul vektor x € X” takav da vrijedi Sx =
ux. Dakle, opet po Teoremu VIL.4.5[1], imamo E(u; f(A)*X” # {0}. Iz
paragrafa koji je slijedio nakon Definicije VII.3.17[1], Leme VI.2.10[1] 1
Definicije VII.3.9[1], vidimo da vrijedi

E(u; f(A)") = E(; f(A))".

Sada, po Teoremu VII.3.20[1], postoji ne-nul kompleksan broj v takav da
vrijedi E(v; A)*X” # 0. Medutim, kako vrijedi (X", E(v; A)X) = 0 za svaki
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ne-nul kompleksni broj v po definiciji, imamo kontradikciju koja pokazuje
istinitost ove leme. O

Teorem 5.15. Neka je A Hilbert-Schmidtov operator sa ne-nul svojstvenim
vrijednostima Ay, Ay, ... ponovljenim u skladu sa svojim kratnostima. Tada
beskonacni produkt

= /1,' 4
ead) = | |-t
i=1

konvergira i definira analiticku funkciju za A # 0. Za svaki fiksni 1 # 0,
©.(A) je neprekidna funkcija s kompleksnim vrijednostima na Banachovom
prostoru svih Hilbert-Schmidtovih operatora.

Dokaz. Prvo primijetimo ako je { kompleksan broj sa |{| < 1, tada

1 1
logef(1-0)=¢ — (& + 552 + 543 +..) = 0(%), (5.10)

kako ¢ — 0. Neka je f(0) = ¢ 'loglet(1 — )} i g(¢) = ¢, tako da su
f 1 g analiticke funkcije osim za = 1 1i8Cezavajuza { = 0. Ako je A
Hilbert-Schmidtov operator sa svojstvenim vrijednostima Ay, A, ... koje su
sve razliCite od 1 1 ako je 4 # 0, tada po VIL.3.11[1], A/A ima svojstvene
vrijednosti 4;/4, A2/A, ... Primijenimo li teorem [5.14] vidimo da vrijedi

A A - i A
tr(f(=), =)= ) loglex (1 — —)},

1 da red konvergira apsolutno uz uvjet da A; # A za svaki k.

Usprkos Cinjenici da 4; — 0, iz aproksimacije u (5.10) slijedi da red
o0 N ﬂ
> logle (1 - 2
k=1 A

konvergira uniformno 1 apsolutno za svaki kompaktan skup brojeva A koji
ne sadrzi O niti bilo koji od elemenata A;. Dakle, uzimajuci eksponencijale,
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slijedi da produkt

oo

er) = [ et -2

k=1 4
konvergira uniformno za svaki takav kompaktan skup od A. Kako ovaj pro-
dukt ocito konvergira nuli za 1 = A; lako se pokaze da je funkcija ¢, (A)
analitiCka za A # 0 1i1S€ezava samo za 11z o (A).

Preostaje pokazati da ako je 4 # 0, tada je ¢,(A) neprekidna u A u odnosu
na Hilbert-Schmidtovu normu u HS. Kako bi ovo napravili, neka je {A,}
nizu HS takav da ||A,, — Al|,; — 0. Tada, ako je C kompaktan skup u p(A),
1z Cinjenice da vrijedi |A, — A| < ||A, — Al 1 Leme VIL.6.3[1] slijedi da je
C C p(A,) za dovoljno velike n-ove. Ako je f funkcija koju smo uveli na
pocetku dokaza, tada su za dovoljno velike n-ove operatori f(A, /A1) defini-
rani za sve A u C i po teoremu [3.5|oni su iz HS . 1z teorema [3.5] vrijedi

=0
hs

A, A
li —) — f(=
lim Hf( AL
uniformno za A iz kompaktnog skupa C. Tako, iz teorema se vidi da
A A A, A,
t —-) )= 1 ! )y 5 )
r(f(7), ) = lim tr(f(=5), =)
pri Cemu je limes uniforman za sve 11z C.
Sada, kako vrijedi ¢,(A) = exp{tr(f(A/A,A/ )} za sve A1z p(A), slijedi da
@A) = lim (A,)

uniformno za sve A iz C. Ali, za svaki n funkcija ¢,(A,) je analiticka za
A # 0. Dakle, ako je C kontura unutar koje nije nula, uniformna konver-
gencija od {¢,(A,)} na C 1 princip maksimalnog modula impliciraju da je
konvergencija uniformna unutar C, ¢ak i u sluCaju da se unutar C nalaze
tocke iz 0(A). Dakle, ¢ (A,) — ¢ (A) za sve 4 # 0, Sto pokazuje da je
preslikavanje A — ¢,(A) neprekidno na HS . O
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Sazetak

David Hilbert 1 Erhard Schmidt pocetkom 20. stoljeca, odnosno 1907. go-
dine, dali su prvu studiju o Hilbert-Schmidtovim operatorima te su po njima
ti operatori 1 dobili ime. Za teoriju Hilbert-Schmidtovih operatora vrlo
znacajan je John von Neumann, iako se vecCina njegovih rezultata pripisuje
John Wilson Calkinu.

U ovom diplomskom radu dan je pregled teorije Hilbert-Schmidtovih ope-
ratora koji s nuklearnim operatorima Cine istaknutu klasu kompaktnih ope-
ratora. Na samom pocetku dali smo osnovnu definiciju Hilbert-Schmitovih
operatora na Hilbertovom prostoru, koju smo kasnije prosirili do defini-
cije integralnih Hilbert-Schmidtovih operatora na prostoru pozitivne mjere.
Pokazali smo da definicija Hilbert-Schmitovih operatora ovisi samo o pros-
toru na kojemu se definiraju, ali ne 1 o bazi tog prostora. Dali smo defini-
ciju Hilbert-Schmidtove norme te pokazali da je skup Hilbert-Schmidtovih
operatora zajedno s Hilbert-Schmidtovom normom Banachova algebra te
obostrani ideal. Nakon Sto smo definirali integralne Hilbert-Schmitove ope-
ratore pokazali smo da je svaki Hilbert-Schmitov operator kompaktan ope-
rator. Vrlo zanimljiva je teorija o tragu Hilbert-Schmitovih operatora, no
prije nego li smo krenuli s tim dijelom teorije morali smo iskazati dvije
znacajne nejednakosti koje su nam prijeko potrebne za ovaj dio teorije, a to
su Hadamardova 1 Carlemanova nejednakost. Hilbert-Schmidtovi operatori
su specificni po svome tragu; za razliku od nuklearnih operatora koji imaju
konvergentan trag, trag Hilbert-Schmidtovih operatora definira se za par
dvaju operatora. Za funkciju traga Hilbert-Schmidtovih operatora pokazali
smo da je to simetri¢na bilinearna funkcija definirana na produktu skupa



Hilbert-Schmidtovih operatora sa samim sobom. Takoder smo pokazali
da je trag dvaju kvazi-nilpotentnih Hilbert-Schmidtovih operatora jednak
nuli. Osim traga Hilbert-Schmidtovih operatora, ono §to je vrlo zanmljivo
u ovom radu je odnos Hilbert-Schmidtovog operatora i analiticke funkcije
na okolini njegovog spektra. Pokazali smo da za Hilbert-Schmidtov ope-
rator A 1 funkciju f koja je analiticka na okolini njegovog spektra vrijedi
da je f(A) Hilbert-Schmidtov operator, a zatim smo pokazali zanimljiv od-
nos traga ovako definiranih Hilbert-Schmidtovih operatora s jedne strane i
vrijednosti analiti¢kih funkcija u to¢kama spektra s druge strane.



Summary

The first study regarding Hilbert-Schmidt operators was given in the early
20th century by David Hilbert and Erhard Schmidt, after whom the opera-
tors were also named.

This thesis presents a theoretical overview of Hilbert-Schmidt operators,
which together with nuclear operators form a distinct class of compact ope-
rators. At the beginning of the thesis a basic definition of Hilbert-Schmidt
operators on a Hilbert space was given. Afterwards, that definition was
extended to define Hilbert-Schmidt integral operators on a positive measure
space. Furthermore, the definition of Hilbert-Schmidt operators was shown
to depend only on the space it was defined on, and not on the choice of the
base of that space. The Hilbert-Schmidt norm was defined, the set of all
Hilbert-Schmidt operators was proved to be a Banach algebra, as well as
a two-sided ideal. After defining Hilbert-Schmidt integral operators, each
Hilbert-Schmidt operator was shown to be compact. The theory regarding
the trace of Hilbert-Schmidt operators yielded some very interesting results,
however before going into the details of that theory, it was necessary to de-
fine and prove Hadamard’s and Carleman’s inequalities. Hilbert-Schmidt
operators have a distinct trace; unlike nuclear operators which have a co-
nvergent trace, their trace is defined for a pair of operators. The trace fun-
ction of Hilbert-Schmidt operators was shown to be a symmetric bilinear
function defined on the product of the set of Hilbert-Schmidt operators with
itself. Furthermore, the trace of two quasi-nilpotent Hilbert-Schmidt opera-
tors was proved to be zero. Besides the results regarding the trace of Hilbert-
Schmidt operators, an interesting relation between a Hilbert-Schmidt opera-



tor and a function which is analytic in a neighborhood of the operators spec-
trum was also established. Given an operator A, and a function f, analytic in
a neighborhood of the operators spectrum, f(A) was shown to be a Hilbert-
Schmidt operator. Finally, an interesting relation between the trace of said
Hilbert-Schmidt operators on one hand and the values of analytic functions
in the points of the spectrum was also established.
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gimnaziju u Pozegi. Tijekom osnovnoSkolskog i srednjoskolskog obrazo-
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