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Uvod

Pojam centra trokuta uveden je kao poopcenje razlicitih istaknutih tocaka u geometriji
trokuta, od kojih su neki dobro poznati u klasi¢noj elementarnoj planimetriji — teziste,
ortocentar, srediSte upisane kruznice, srediste opisane kruznice, srediste kruznice devet
tocaka. No, matematicari su uocili i istraZili jo$ niz to¢aka sa zanimljivim svojstvima kao
$to su Fermatova tocka, Brocardove tocke, tocka sjeciSta simedijana i tako dalje, pri
¢emu i medu takvim tockama postoje razlicite relacije. Neke su kolinearne, a neke leze

na posebnim krivuljama 2. i 3. reda.

Zbog velikog obilja to¢aka s posebnim svojstvima u odnosu na dani trokut
pojavila se potreba za sustavnim pristupom i klasifikacijom takvih toc¢aka. Pritom je od
bitne koristi primjena tzv. trilinearnih koordinata, koje su znatno pogodnije za ovu svrhu
od Kartezijevih koordinata na kakve smo uglavnom naviknuti, jer omogucuju lakse
izrazavanje svojstava invarijantnih s obzirom na slicnost trokuta. Centar trokuta se onda
definira kao tocka Cije se trilinearne kooridnate mogu zadati pomocu onih funkcija

elemenata trokuta koje imaju neka posebna svojstva.

U uvodnom dijelu rada upoznat ¢emo se s trilinearnim koordinatama i kao
primjer izracunati njihove vrijednosti za najpoznatije centre trokuta. U danasnjoj
geometriji veé je glasovita Enciklopedija centara trokuta Clarka Kimberlinga, koji je
pocetkom 1990-ih godina uveo novi pristup klasifikaciji i u kojoj je popisano preko 7
tisuca takvih centara. Slijedeéi neke Kimberlingove radove, izlozit ¢emo nadalje jos$ neke
pojmove i postupke povezane sa centrima trokuta. Bit e to najprije bicentri¢ni parovi

tocaka i postupci centralizacije, kojima se od bicentrickog para dobiva jedan centar.

Posebnu klasu centara Cine tzv. glavni centri (major centers u Kimberlingovoj

terminologiji) do kojih se dolazi na temelju ideje da se postupcima konstrukcije centara



trokuta zadanom trokutu pridruzi trokut koji ¢e s njim biti perspektivan. Tocnije, ako je
X neki centar trokuta ABC, npr. srediste upisane kruznice, pa se na trokute XBC, XCA i
XAB primijeni postupak konstrukcije nekog centra tipa Y, od nastalog trokuta
jednostavno se dobiva novi trokut A’B’C’ koji ¢e u mnogim slu¢ajevima biti perspektivan
s trokutom ABC. Pokazuje se da je za to dovoljno, iako ne i nuzno, za centar tipa Y
izabrati bilo koji glavni centar, Sto znaci da je svaka od njegovih trilinearnih koordinata

funkcija samo jednog od tri kuta trokuta ABC, redom.



Poglavlje 1

Trilinearne koordinate i centri trokuta

Homogeni koordinatni sustav u matematici predstavlja sistem koordinata koji se koristi
u projektivnoj geometriji, kao Sto se Kartezijev koordinatni sustav koristi u euklidskoj
geometriji. Prednost homogenog koordinatnog sustava da se i ,tocke u
beskonacnosti“mogu prikazati uporabom konacnih vrijednosti koordinata, uz to izrazi

umnogome postaju jednostavniji za prikaz i manipulaciju.

U suvremenoj geometriji najéesée se koriste dva tipa homogenih koordinatnih sustava:

baricentri€ni i trilinearni. Mi ¢emo se ovdje usredotoditi na trilinearni sustav.

Trilinearni koordinatni sustav opisuje poloZaj tocke u odnosu na dani trokut na taj nacin

da se zadaju orijentirane udaljenosti tocke od stranica trokuta.

Prije nego definiramo Centar trokuta trebao se prisjetiti definicija homogenosti i
simetri¢nosti: Funkcija f(a, b, c¢) je pozitivno homogena redan u a, b i ¢ ako za svaku

uredenu trojku (a, b, c) it > 0 vrijedi
f(ta,tb,tc) =t"f(a,b,c)
Funkcija f(a, b, ¢) je simetri¢na u b i ¢ ako za svaku uredenu trojku (a, b, ¢) vrijedi:

|f(a,b,c)| = |f(a,c,b)|

Definicija 1.1: Centar trokuta ABC je toc¢ka s trilinearnim koordinatama x: y: z za koje je

x = f(a,b,c)



y=f(bca)
z=f(c,a,b)

za neku pozitivno homogenu funkciju f sa svojstvom

|f(a,b,c)| = |f(a,c,b)|

Definicija 1.2: Neka je p povrsina trokuta ABC. Centar X je regularan centar ako postoji
funkcija f (a, b, ¢) koja ima oblik polinoma u varijablama a, b, c, p takva da vrijedi

X = f(a,b,c):f(b,c,a):f(c,a,b).
Definicija 1.3: Ako nam je dana stranica s trokuta AABC i to¢ka P, oznacimo s|P, s|
(najmanju) udaljenost od P do pravca koji sadrzi s. Definirajmo usmjerenu udaljenost od

P do s kao

|P,s| ako je P na istoj strani od s kao i trokut
—|P,s| ako je P na suprotnoj strani od s kao i trokut

P51 =
Pomodéu usmjerenih udaljenosti svaki trokut tvori koordinatni sustav u kojem tocka P u
ravnini ima tri koordinate
a = [P,BC], b = [P,AC], c = [P,AB]
To zapisujemo kao P = [a: b:c].

Treba napomenuti da svaka tocka ima svoju trojku realnih brojeva, koji ju jednoznacno
odreduju, ali ne mora svaka trojka brojeva imati svoju to¢ku. Na primjer za
jednakostranicni trokut duljiine stranica 1 ne postoji tocka s koordinatama [2:2:2]. To

ogranicenje rjeSavamo relacijom ekvivalencije.

Definicija 1.4: Dva seta trilinearnih koordinata [a: b: c] i [a : b: ¢'] su ekvivalentni i

pisemo [a: b: c]~[a : b': c'] ako postoji realan broj k # 0 takav da

a =kab =kb c =kc



Pogledajmo prije spomenuti jednakostrani¢ni trokut duZine stranica 1. Jasno je da ne

postoji tocka koja je za 2 udaljena od svih stranica, ali [2:2:2] je ekvivalentno [g : g : g]

e w we . B
a postoji tocka ¢ija je udaljenost od svake stranice % (sjeciSte simetrala kutova).

Definicija 1.5: Trilinearne koordinate tocke P u odnosu na trokut AABC su klasa

ekvivalencije trojke [ka: kb: kc] (k # 0) gdje je
a=[P,BC] b =[P,AC] ¢ = [P, AB]

Koordinate koje odgovaraju stvarnim orijentiranim udaljenostima kada je k = 1

nazivaju se egzaktnim trilinearnim koordinatama od P.

Bududi je svaka koordinata klasa ekvivalencija postoji jasna i korisna veza izmedu
trilinearnih koordinata sli¢nih trokuta. Pretpostavimo da su AABC i AA'B'C’ sliénis

koeficijentom sli¢nosti k takvim da
|A'B'| = k|AB||B'C'| = k|BC||C"A'| = k|CA|

Pretpostavim da su tocke P i P’ postavljene sliéno u odnosu na te trokute (takvi da je
|A'P'| = k|AP|, |B'P'| = k|BP| i |C' P'| = k|CP|). Tada su koordinate od P odredene

s AABC ekvivalentne koordinatama od P’ odredenim s AA'B'C’ .

Vratimo se na pitanje da li svaka klasa ekvivalencije od tri realna broja odreduje tocku.

Vidimo da koordinate [0: 0: 0] ne odreduju niti jednu tocku, ali to je iznimka.
Teorem 1.6: Raspon trilineara

Ako imamo AABC i ako su x, y, z realni brojevi od kojih bar jedan # 0 tada postoji tocka

¢ije su trilinearne koordinate upravo [x: y: z]Ju odnosu naAABC .

Dokaz: U osnovi imamo 2 slucaja: gdje su x, y i z istog predznaka i onaj gdje nisu.

Umjesto da trazimo P unutar AABC pocet ¢emo s tockom P i ,izgraditi“ Aabc oko nje.

Taj trokut ¢e biti:



1. sli¢an originalnom AABC i

2. biti postavljen tako da su trilinearne koordinate od P u odnosu na Aabc [x:y: z]
Tada ée slicno postavljena tocka u AABC imati iste koordinate u odnosu na AABC
1. Sluéaj [+:+:+]~[—:—:1—]

Pogledajmo situaciju gdje su x,y,z = 0 (ne mogu svi biti jednaki O jer to¢ka ne moze
biti na sve tri strane trokuta). Ovo rjeSava i slu¢aj gdje su sve tri koordinate
negativne, jer [x: y: z]~[—x: —y: —z]. Oznalimo s F, toc¢ku koja je na udaljenosti x
od P. Na suprotnim stranama polupravca W nacrtamo jos$ dva polupravca pod
kutevima m — (£B) i m — (£C) na prvom polupravcu oznacimo F, (udaljenost z od

P) na drugom oznacimo F, (udaljenost y od P). Neka je
[, pravac kroz F, okomit na PF,
L, pravac kroz F, okomit na PF,
l, pravac kroz E, okomit na PE,
Oznacimo njihove tocke presjeka
a=1Ll,nl, b=L,nl, c=1Lnl,

Ocito su [x: y: z] trilinearne koordinate toc¢ke P u odnosu na Aabc. Da bi vidjeli da
su Aabc i AABC sli¢niusporedit éemo njihove unutarnje kuteve. Cetverokut PF,bF,
ima prave kuteve u vrhovima F, i F, i kut m — (£B) u vrhu P. Buduéi je suma kuteva
Cetverokuta 27 to znaci da je («b) = (£B) pa su kongruentni. Na isti nacin su i

kutevi 2c i £C takoder kongruentnipa su po KK poucku Aabc i AABC sli¢ni.
2. Slucaj[+: —: =]~[—: +: 4]

Ovaj slucaj, uz male izmjene pokriva i slucajeve [—: +: —],[+: —: +],[—: —: +] i

[+:+:—]



Konstrukcija je ista uz jednu razliku, umjesto
(¢F,PF,) =  — (£B)&(£F,PF,) = — (£C)
uzimamo
(¢F,PF,) = (¢B)&(£F,PFy) = (£0)

pa dobivamo Aabc koiji je slican AABC, samo $to tocka P leZi izvan njega. Ovisno o

poloZaju to¢ke u odnosu na pravac [, orijentirane udaljenosti od P do BC,AC i AB
suilix,y, zili - x, —y, —z. U svakom sludaju, bududi su [x: y: z] i [— xX:—y: —Z]

ekvivalentni P ima egzaktne koordinate[x: y: z].

Trilinearne koordinate klasi¢nih centara

U ovom poglavlju ¢éemo pokazati kako pronadi trilinearne koordinate najcesce
spominjanih centara trokuta. Najlaksi od svih je srediste upisane kruznice, bududi je
jednako udaljen od svih stranica trokuta njegove trilinearne koordinate su [1: 1: 1]

(Ogranicili smo se na Siljaste trokute).

Trilinearne koordinate srediSta opisane kruznice

Trilinearne koordinate sredista opisane kruznice AABC su
[cosA:cosB:cos (]

Dokaz: Oznacimo srediste opisane kruznice sa P. Prisjetimo se da je sredisSte opisane
kruZnice sjeciSte simetrala stranica. Pogledajmo simetralu stranice BC. Sije¢e BC u

polovistu —X. Sada moZemo izracunati prvu trilinearnu koordinatu

[P,BC] = |PX| = |PB| cos(«£BPX) = |PB| cos(4«BAC)

10



1. Minimalna udaljenost od P do BC je duz okomice pa vrijedi [P, BC] = |PX]|.
Pretpostavili smo da je AABC S§iljasti pa se P nalazi unutar trokuta, na istoj strani
duzine BC kao i A $to znaci da je udaljenost [P, BC] pozitivna stoga vrijedi

[P, BC] = |P,BC| = |PX|

2. Pogledajmo kut £BPX u ABPX:

PX
cos(4BPX) = u:' |PX| = |PB| cos(«BPX)
|PB|

3. Dutzina PX raspolavlja ABPC u dva dijela koji su kongruentni po SKS poucku. PX
dijeli ZBPC u dva kongruentna dijela pa (£BPX) = %(LBPC). Znamo da

opisana kruznica prolazi kroz sva tri vrha. U odnosu na tu kruznicu £ZBAC je

obodni kut, a £BPC je sredisnji kut, pa nam Talesov teorem kaze da je
1
(4BAC) = 5 (4BPC) = (4BPX) = (4BAC)

Na isti na¢in moZemo nadi udaljenosti od druge dvije stranice
[P,AC] = |PC| cos(£ABC) &|[P,AB] = |PA| cos(«BCA)
pa imamo egzaktne trilinearne koordinate srediSta upisane kruznice

P = [|PB|cos(z£A) : |PC|cos(«B): |PA|cos(£0)]

Na kraju jo$ primijetimo da su PA = PB = PC (jednake duljine) — radijus
upisane kruznice pa bududi je to konstanta moZzemo ju izbaciti iz gornje

jednadzbe i zapisati jednostavnije

P = [cos(£A) : cos(«B) : cos(«C)]

Trilinearne koordinate ortocentra
Trilinearne koordinate ortocentra AABC su:

[cos B cos C : cos A cos C:cos A cos B]

11



Dokaz: Oznacimo ortocentar sa Q. Prisjetimo se da je on sjeciste triju visina trokuta.

Oznacimo nozista tih visina:
F,—noziste visine kroz A
Fg—noziste visine kroz B
Fc— noziste visine kroz C
Sada primijetimo da su one simetrale stranica veceg trokuta Aabc gdje
bc prolazi kroz A i paralelan je sa BC
ac prolazi kroz B i paralelan je sa AC

ab prolazi kroz C i paralelan je sa AB

[Q,BC] = |Q, F4| = |QB| cos(£F,QB)
= |QB| cos(«C) = |Qa| cos( £aQB) cos(£C) = |Qa| cos(£B) cos(£C)

1. Udaljenost Q do BC se mjeri duZ simetrale pa je |Q, BC| = |Q, F4| ali buduci smo
pretpostavili da je trokut Siljasti Q ¢e biti unutar AABC pa je usmjerena
udaljenost [Q, BC] pozitivna. Stoga je

[Q, BC] = |Q, BC| = |Q, F4]

2. Pogledajmo trokut AF,QB. U njemu je cos(£F,QB) = |QFal

|QB]

to povladi

|Q, Fal = |QB| cos(£F,QB)
3. Po KK poucku AF,QB~AF,CB (dijele kut B i imaju pravi kut). Stoga
LF,QB ~ £FzCB
|@B|

4. Pogledajmo trokut AaQB u njemu cos(ZaQB) = oal $to povlaci

|QB| = |Qa| cos(£F4QB)
5. Ortocentar QAABC je ustvari srediste opisane kruznice veéeg trokuta Aabc. Kut

2abc je obodni kut opisanoj kruznici ciji je sredisnji kut aQc — Thalesov teorem

nam daje (zabc) = %(Lan). Segment QB raspolavlja zaQc pa (£aQB) =

12



%(Lan) to znaci £aQB = sabc koji je kongruentan 4B u proSlom trokutu. Na
slican nacin dobijemo

[Q,AC] = |Qb| cos(£A) cos(£C)

[Q,AB] = |Qc| cos(£A) cos(«B)

Time dobivamo trilinearne koordinate ortocentra:
Q = [|Qa]| cos(£B) cos(£C):|Qb]| cos(£A4) cos(£C):|Qc| cos(£A) cos(£B)

Qa, Qb, Qc su jednake duljine buduci da su radijusi kruZnice opisane Aabc, njihovim

izbacivanjem dobijemo:

Q = [cos(«B) cos(£C): cos(£A) cos(£C): cos(£A) cos(4B)

Trilinearne koordinate sjecista simedijana (Lemoineova tocka)

Definicija 1.7: Svaki trokut ima tri simedijane. Dobijemo ih tako da zrcalimo teZisnicu iz
jednog vrha preko simetrale pripadnog kuta. MozZzemo redéi da su simedijane izogonalne

teziSnicama.
Pokazuje se da su simedijane konkurentne pa se uvodi naziv:

Definicija 1.8:Tocka u kojoj se sijeku tri simedijane trokuta naziva se Lemoineova tocka.
To je tocka s vrlo jednostavnim trilinearnim koordinatama (a: b: ¢). Sa slike se vidi da je
BS:SC =c:b
DS:SD" = AD: AD’

Omijer udaljenosti tocke D' do stranica b i ¢ iznosi y: z = b: c.
Analogno za ostale simedijane vrijedi:

x:y=ab, x:z=a:c

13



Odatle slijedi

Slika 1.1 Lemoineova tocka

Trilinearne koordinate sredista kruznice 9 tocaka

Definicija 1.9: Svakom trokutu se moZe konstruirati kruznica koja prolazi kroz sva
njegova polovista stranica, nozista visina i poloviSta duzine koja spaja svakivrh s
ortocentrom. Takvu kruZnicu zovemo KruzZnica 9 tocaka (ili Feuerbachova, Eulerova,

Terquemova kruznica)

Kako bismo odredili trilinearne koordinate tocke N trebamo izracunati obicne

koordinate toc¢aka A, A, Q i D preko radijvektora iz bilo kojeg ishodista; npr. Ako je D

polovite BC, onda 0D = %(ﬁ +00C) pa (xp, yp, zp) = (xB;xC,yB;yC,ZBZZC).

Pomocdu formule za racunanje povrsine trokuta pomocu poluopsega i radijusa upisane

v . .. . ... . a+b+c ..
kruznice odnosno zadane duljine stranice i visinenaistu P =s-r, s = - dobijemo
. - W Ly . 2P
vezu izmedu trilinearnih i obi¢nih koordinata t = ————.
ax+by+cz

Dakle za trilinearne koordinate (x: y: z), odgovarajuée koordinate su

14



2P 2P 2p

( y

z)

X
ax+by+cz " ax+by+cz”’ ax+by+cz

2P
A(1:0:0) = A(v,,0,0) = (7, 0,0)

2P
B(0:1:0) = A(0,v,,0) = (0,—

b0

2P
€(0:0:1) = A(0,0,v,) = (0,0.7)

Ortocentar Q:

( 1 1 1)
¢ cosa cospfB cosy

Oznacimo:
2P
m=— b c
cosa cosf cos y
sada

Q(ZP 1 2p 1 2P 1)

_1 2P+1 2P 1 _P+P 1
xK_Z a 2 m cosa a m cosa
— o0+ 2P 1 _P 1
Yk = 2 m cosf m cosf

2P 1 P 1
Zg =0+—=-—-" =—-
m Ccosy m coSy

za poloviste N od KD dobijemo:

15



1 1/1 1
xy ==(xg +xp) ==(=+
2 2\a mcosa

N[ =

(%_f_mci)sﬁ)

1 1
&+ eosy)
c mcosy

1
YN =§(}’K+3’D) =

N[ =

1
Zy =E(ZK+ZD) =

(xn:yn:izy) = ((2'{_ mcts a) : (%—i_ mci)sﬁ) : (% * mctsy>)

Racdunamo

mcosa+a m 1
amcos a a cosa
b c
m_ 1 < 4 _ad
a cosa cosa Cosy

1 2 sin 8 siny
+ = += +—
a cosa cosa sinacosf sinacosy

2 +sinﬁcosy+sinycosﬁ
" cosa sin & cos 8 cosy

2 N sin(8 +v)
"~ cosa  sinacosf cosy

2 sina

= + —
cosa sinacosf cosy

2 1
= +
cosa cosfcosy

__2cosfcosy +cosa

cos @ cos S cosy

16



_ 2cosfBcosy —cos(B +y)
B cos @ cos f cosy

IzIlu€imo nazivnik
= 2cosf cosy —cosf cosy + sinf siny
= cosfB cosy + sinfBsiny = cos(B —y)
Analogno za ostale koordinate od N

N = (cos(B —y):cos(y — a):cos(a — B))

17



Poglavlje 2

Bicentricni parovi toCaka i operacije

centralizacije

Definicija 2.1: Neka je P tocka s trilinearnim koordinatama
f(a,b,c):f(b,c,a): f(c,a,b)
pri cemu je f homogena funkcija u a, b, ¢, ali nije ispunjen uvjet

If(al C, b)l = |f(ar b' C)l

Tada tocka P nije centar, a za tocke
F,y =f(a,b,c):f(b,c,a):f(c,a,b)
F,. = f(a,c,b):f(b,a,c):f(c,b,a)

kazemo da tvore bicentri¢an par.
Primjer za to su Brocardove tocke.
Definicija 2.1: Tocku (2 trokuta ABC takvu da vrijedi
20AB = £0OBC = £OCA = w

zovemo prva Brocardova tocka. Kut w zovemo Brocardov kut.
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Slika 2.1 Konstrukcija prve Brocardove tocke

Sada ¢emo nadi trilinearne koordinate prve Brocardove tocke. |z prve Brocardove tocke

Q povucemo okomice na stranice trokuta BC, CA, AB i nozista ozna¢imo s D,E i F.
Prema definiciji trilinearnih koordinata

t, = d(Q,BC) = |2D|

t, = d(2,CA) = |NE|

t; = d(2,AB) = |0QF)|
U pravokutnim trokutimaAF{2, BD(, CEQ vrijedi

t3 t ty
COSW = ——,COS W =

cosw = ——, , —
|AQ| |B2| |CN|

U trokutu BCQ kut £BQC jednak je 180° - y. Izrazimo povrsinu trokuta BC2:
1 . 1
P(ABCQ) =5 |BA| - |CQ|sin(180° —y) = - at;

odatle dobivamo
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|BR2|-|CQ2|siny = at; 2.3

u trokutu ABf2 imamo
1 1
P(AABQ) = 5 |A2]| - |B2]|sin(180° — a) = 5t
tj.
|A2| - |BR2|sin B = ct3 24
u trokutu ACS2 imamo
1 1
P(AACQ) = > |A2] - |C2|sin(180° — ) = Ebtz
|AQ| - |C2|sina = bt, 2.5
dijeljenjem obiju strana u (2.4) i (2.5) jednakosti dobijemo

|B2|sinp  ct3
|CQ|sina  bt,

primjenom sinusovog teorema dobijemo

bZ
t: = —1t4q.
3 ac 1

dijeljenjem obiju strana u (2.3) i (2.4) jednakosti dobijemo

|CQ|siny  aty
|AQ|sin B ct3

Primjenom sinusovog teorema dobijemo

t abt
Z_CZ 1-
Zato je
b2
ti:tyrit, = t1i—t: —t
1:L2: 13 1 2 1 ac 1
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ab b?

tiityity = 1:6—2: Py
cab
t1:ty: t3 ZE:Z:E

Time smo dobili trilinearne koordinate prve Brocardove tocke.
Definicija2.2: Druga Brocardova tocka trokuta ABC je tocka Q' takva da vrijedi

20'BA=20'CB = 2£0'AC = &'

Slika 2.2 Prva i druga Brocardova tocka

Druga Brocardova tocka se konstruira na isti nacin kao i prva Brocardova toc¢ka stoga

vrijede ista svojstva.

Ako trokutu ABC s prvom Brocardovom to¢komfopisemo kruznicu kg i vrhove trokuta
ABC spojimo s tockom 2 i te spojnice produzimo tako da sijeku kruznicu kq redom u

totkama A',B i C’ vrijedi sljedeci teorem.

Teorem 2.3: Trokut A'B'C’ je sukladan trokutu ABC, a prva Brocardova tocka trokuta

ABC je druga Brocardova to¢ka trokuta A'B'C’.

Dokaz: Tocka (2 je prva Brocardova tocka trokuta ABC pa vrijedi
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2(QCA=20AB=20BC=w

Kutovi 2CA i C'A’A su sukladni jer su to obodni kutovi nad tetivom AC'. Na isti nain

zakljuéujemo £ QAB = 2 A'B'B i 2 OBC = £ B'C'C (obodni kutovi nad tetivom B'C).

Dakle,
LOBC =20AC =20CB =w
tj. Q je druga Brocardova toc¢ka trokuta A'B'C’.

Druge centralizirajuc¢e operacije

Postoji niz racunskih operacija koje od bicentri¢nih parova to¢aka daju centar trokuta.

Npr. prije spomenuti par to€aka Fy,, F,.. Tocke

Fop @ Foe == (fap + fac): Ube + foa): (fea + fep)
Fop © Foe = (fab — fac): Ube = foa): (fea — feb)

su centri trokuta.

Pretpostavimo da tocke F,, i F,. ne leZze na neizmjerno dalekom pravcu L i

pogledajmo normirane trilinearne koordinate u obliku:
F,ab = (kabfabﬁkabfbc' kabfca)r Fab = (kacfaC' kacfba' kacfcb)
gdje je

20 20

k = , k =
P afy +bfye +cfia’ T afae + bfyg + Cfup

a o je povrsina trokuta ABC.

Stoga moZemo zapisati

Flab EB Flac = (kabfab + kacfac): (kabfbc + kacfba): (kabfca + kacfcb)-

Ova tocka f (a, b, c)bit ¢e razli¢ita od F,;, @ F,. uz prikladan izbor funkcije.
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U svakom slucaju (2.9) daje srediSnju tocku bicentricnog para tocaka Fy, F,. atocka koja
je njoj harmonicki konjugirana s obzirom na tocke (2.2) je sjeciste pravcaF,, F,. s

neizmjerno dalekimL®.

Pogledajmo sada jo$ jednu centralizirajucu operaciju na paru tocaka Fy,, F,. . Njihova

spojnica je pravac zadan jednadzbom:

< B v
fab fbc fca =0
f;lC fba fcb

ito je centralni pravac. Njegov trilinearni pol P, i izogonalni konjugat pola P dan

koordinatama:
(Foc feb = feafoa): (foafac = fav fen): fab foa = foc fac)
takoder su centri trokuta.
Ako je
X=x:y:z=f(ab,c):f(b,c,a):f(c,ab)
centar trokuta razli¢it od X; tada su tocke
Y=yiz2xiZ =z:x:y

ocigledno bicentri¢ne. Primjenom gore spomenutih operacija na {Y, Z} dobivamo

sliedece centre:

e Trilinearni produkt
e Y®Z=W+2):Z+x):x+y)
s YOZ=0U-2):Z—-x):x-y)

Totke Z/y i ¥/, su bicentri¢ne i takoder daju centre.
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Sada ¢emo pokazati da se primjenom operacije trilinearnog produkta na dvije

bicentri¢ne tocke (X i U) doista dobiva centar. Neka je
X=x:y:z=f(a,b,c):f(b,c,a):f(c,a,b)
U=wv:w = f(a,cb): f(b,ac): f(cb, a)
Trilinearni produkt je:
XU YV: ZW
Stoga je prva trilinearna koordinata za trilinearni produkt toc¢aka X i U dana s
gla,b,c) = f(a,b,c)-f(acDb)

Treba provjeriti simetri¢nost i homogenost funkcije g. Prema pretpostavkama f je

pozitivno homogena reda n. Tada je
g(ta,th,tc) = f(ta,th,tc) - f(ta,th,tc) = t"f(a,b,c) - t"f(a,c,b)
=t?"f(a,b,c) - f(a,c,b) = t>"*g(a,b,c),
tj. g je pozitivno homogena reda 2n. Osim toga vrijedi
g(a,c,b) = f(a,c,b) - f(a,b,c) = g(ab,c),

tj. g je simetri¢na u drugoj i trecoj varijabli. Dakle g, generira centar trokuta.
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Poglavlje 3

Glavni centri trokuta

Uz dosadasnje centre trokuta uvodimo pojam glavnih centara trokuta koji za razliku od

,»obicnih” nisu tocke vec¢ funkcije kutova ili udaljenosti od stranica.

Definicija 3.1: Centar trokuta P je glavni centar trokuta ako se trilinearne koordinate od
P mogu izraziti u obliku f(A): f(B): f(C) gdje je f(A) funkcija kuta uz vrh A i ne ovisi o

drugim kutovima ili duljinama stranica (analogno za f(B) i f (C)).

Neka x(ABC) oznacava postupak za konstrukciju nekog centra X AABC, npr. I - sredista
upisane kruznice, a s y(ABC) ozna¢imo postupak za pronalazenje drugog (mozda i
istog) centra Y trokuta ABC npr. teZiSta G. Za dani X mozemo formirati tri trokuta

XBC,XCA, XAB i na svaki primijeniti funkciju ykako bi nasli njihove centre:
y(AXBC) =Y,, y(AAXC) =Yy, y(AABX) =Y,

Neka je

A =XYAﬂBC, B’ =XYBﬂCA, c’ :XYCﬂAB

Daljnje istrazivanje bit ¢e motivirano sljedeéim pitanjem: Za danu funkciju x, koje
funkcije daju A'B'C’ koji je perspektivan trokutu ABC tj. takav trokut da pravci
AA’, BB', cc prolaze jednom to¢kom Z7?

Napomena 3.2: Jedan od najvaznijih teorema projektivne geometrije, Desarguesov

teorem, govori da su dva trokuta ABC i A'B'C’' centralno perspektivni (tj. da se pravci
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AA,BB'icCC’ sijeku u jednoj tocki) ako i samo ako su osno perspektivni (Sto znaci da
sjeciéta pravaca ABi A’ B',BCiB'C'te CAiC'A' leze na jednom pravcu). Stoga je
dovoljno govoriti jednostavno o perspektivnosti dva trokuta, buduéi da je postojanje

centra perspektiviteta ekvivalentno postojanju osi perspektiviteta.

Lako se geometrijski vidi da ako x konstruira srediSte upisane kruznice, a y konstruira
teZiste tada je dobiveni trokut A'B’C’ perspektivan trokutu ABC i Z je teZiste trokuta
ABC.

Sada ¢emo koristeci trilinearne koordinate i standardnu definiciju centra geometrijski

postupak prevesti u analiti¢ki postupak.

Slika 3.1 Dva perspektivna trokuta

Tri to¢ke P; = a;: B;:¥; su kolinearne ako i samo ako
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a; B 7 (3.1)
a; B2 v2|=0
as Pz V3

Ako aq: B1:v1(3.1) zamijenimo varijabilnom to¢kom : 5: ydobijemo jednadZbu pravca
P, P3. Svojstvo dualno kolinearnosti toCaka koje je izrazeno pomocu (3.1), jest svojstvo

konkurentnosti pravaca (tj. da tri pravca prolaze kroz jednu tocku)
aq; +ﬁﬁl +]/]/l = O,l = 1,2,3.
Primjenom dualnosti, sjeciSte drugog i treceg pravaca je tocka s koordinatama

B2y3 — V28317243 — azy3: @83 — Bras. (3.2)
Kada trilinearne koordinate tocke izrazavamo pomocu kutovaA, B, C u trokutu, tocke se
mogu gledati kao funkcije varijabli A, B, C. Podsjetimo se da za toc¢ku P koja je centar

trokuta u smislu Definicije 1.1. vrijedi sljedeée. P ima trilinearne koordinate
f(A,B,C):g(A,B,C):h(A, B, C)
koji zadovoljavaju uvjete

e g(A,B,C)=f(B,C,A)ih(AB,C)=f(CA,B);
e f(ACB)=f(AB,C);
e Ako P zapisemo kao u(a, b, c): u(b,c,a): u(c, a,b) gdje su a, b, c stranice

trokuta ABC, tada je u homogen varijablama a, b, c.

Oznacimo li sa F skup svih centara trokuta ABC, pocetni primjer nam moZze posluZziti za

postavljanje opcenitog pitanja:

Problem A: ako je zadana tocka X kao srediste upisane kruznice trokuta ABC, pronaci

sve Y € F za koje je trokut A'B'C’ perspektivan trokutu ABC.

Da bi pronasli Y u tri trokuta formirat ¢emo trilinearne koordinate za Y, u odnosu na
trokut XBC, Yg u odnosu na trokut AXC i Y; u odnosu na trokut ABX i transformirati ih

u koordinate u odnosu na trokut ABC.
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Koordinatne transformacije

Bilo koje tri nekolinearne tocke
P, = fi(a,b,c): g;(a,b,c): h;(a,b,c): i=1.23,
odreduju trokut s vrhovima Py, P,, P;. Trokut se moze prikazati matricom

fl(al b, C) gl(al b' C) hl(a' b, C)
M =\ f(a,b,c) g,(a,b,c) hy(ab,c)
fg(a, b, C) g3(a; b, C) h3(ar b' C)

Neka F;, G;, H; oznacavaju funkcije koje zadovoljavaju
Fi(a,b,c) Gi(a,b,c) Hi(a,b,c)

M_1=M Fz(a,b,C) GZ(alb'C) HZ(a'bJC)
F3(a,b,c) Gs(a,b,c) Hz(a,b,c)

pri éemu je |M| = detM.

Nekasu a': 8 : ' trilinearne koordinate to¢ke Y u odnosu na M. Tada matri¢na

jednadzba

(@ B y)=( B y)DM (33)

daje trilinearne koordinate u odnosu na trokut ABC za tocku Y gdje

8D, 0 0
D=< 0 52D2 O )

0 0  83D;

D, = \/Ff + F} + F? — 2F,F; cos A — 2F;F; cos B — 2F,F, cos C

D, = \/Gf + G2 + G? — 2G,G3 cos A — 2G3G, cos B — 2G, G, cos C
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D; = \/le + HZ + H3 — 2H,H; cos A — 2H3H, cos B — 2H; H, cos C

i6; =+1zai=1,2,3 ovisno o polozaju to¢ke u odnosu na stranice trokuta.
Podsjetimo: da bi mogli reéi kada je §; = —1, a kada +1 prvo moramo definirati
pozitivnu stranu stranice trokuta kao skup to€aka ravnine koja lezi na istoj strani
stranice kao i vrh koji vec¢ nije na stranici. Druga strana je negativna, a usmjerena

udaljenost pozitivna ili negativna ovisno o poloZaju toc¢ke. Usmjerena udaljenost od Y
do stranice P, P; je % gdje je hy = aF; + BF, + yF; a §; je odredena ovako: ako se
Ynalazi s pozitivne strane P,P; i hy < 0 tada je §; = —1; ako Y leZi na negativnoj strani
P,P;ih; > 0,68, = —1;inaCe 6; = 1. &, i §3su odredeni analogno. Ovdje ne navodimo

cijeli, vrlo sloZeni postupak izraunavanja (a: B:y) i (a': B':y') (vidi €lanak[4])

Opcenito mozemo dozvoliti da X bude i neka druga tocka, ne samo srediste upisane

kruZnice, pa piSemo X = x:y: z. Relevantne matrice su tada

X y z . 1 -y —z
M=<0 1 O>iM‘1=x—3<O x 0)
0 0 1 0 0 «x

Transformacija (3.3) moZe zapisati u obliku

a:B:y = (x8; D1 ): (8, Dy’ + 8,D,8°): (28, D1 + 83D3y7) (3.4)
Ova jednadzba pokazuje kako se mogu zapisati trilinearne koordinate a: :y zaY, u
odnosu na trokut ABC u izrazen pomocu trilinearnih koordinata a':ﬁ’:y' za¥Yyu
odnosu na trokut XBC. Pritom « : ﬁ':y’ treba biti zadano preko duljina stranica trokuta

XBC koje naravno ovise o izboru tocke X.
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Glavni centri kao rjesenje problema A

Za problem A gdje je X centar upisane kruzniceimamo X =1:1:1i6; =6, =63 =1u
jednadzbi (3.4), duljine stranica trokuta XBC izraZzene u donjoj slici pa iz jednadzbe (3.4)
imamo relaciju

’ r C li B
afiy=a:a +2/3'cos<5):a +2y’cos(5)

Sada se moze izraCunati sjeciSte A’ pravaca XY, i BC

A = 0:Bsec (g) 1y’ sec (E)

2

Analogno treba udiniti za druga dva unutarnja trokuta AXC i ABX, dakle naéi to¢ke B’ i
C', zatim odrediti jednadZbe za tri pravca AA',BB', CC’, i na kraju nadi nuzan i dovoljan
uvjet da ta tri pravca prolaze kroz jednu to¢ku. Zapisimo Y, = a'1: B'1:v'1, Y =

roLploL A N Y A
a:fya,Ye=as5:f3:73

el Gee
o Goler e P
cc': (al'g) cos (g) a+ (;,1) cos (g) y=0 (3.7)
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Koristeci jednadzbu (3.1) tj. izjednacavanjem odgovarajuce determinante s 0

zakljuéujemo da se pravci sijeku ako i samo ako
a3y, = a'y 37" (3.8)
gdje
oy = (wrese(Q)rese (@) 1 = (rese(§).rse(2) )
o= rose(E) arese(9)

a,=a (r csc (g) ,b, T csc (g)), B, =a (b, T CSC (g) ,T CSC (g)),
y,=a (r csc (%) , T CSC (g) ) b)

' ’ B A ' P A B
a3 =a|\rcsc E ,T CSC E ,C ,,6’3=a T CSC E ,C,T CSC E ,
1 1] B A
Y3=« (C,TCSC (E),TCSC (E))

r oznacava radijus upisane kruznice trokuta ABC. Dobiveni uvjeti opéenito poprimaju
vrlo sloZeni oblik pa ih je teSko provjeriti, no ispunjeni su, primjerice, u posebnom
sluc¢aju kada je Y takav centar za koji postoje trilinearne koordinate a: §8: ¥ sa svojstvom
dajea = f(A)ianalognoza f = f(B) iy = f(C). Sljedeci teorem pokazuje da je za

neki centar dovoljno da bude glavni centar kako bi pripadao skupu rjesenja Problema A.

Teorem 3.3: Svaki glavni centar Y rjeSava problem A. Ako Y = f(A): f(B): f(C) onda je

sjeciste triju pravaca (centar perspektiviteta) glavni centar zadan sa

el r@elr G o

Dokaz: Za zadani Y = f(A): f(B): f(C), dobiva se da suYy, Y, Y, dani s
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o [5G
a 14
a’; ﬁ’; V'l =| f(%l) f<(n;B)> 2 ) (3.10)

asz; B3 v
B B A Y (=

Jednadzba (3.8) tada vrijedi, a jednadzbe (3.5) do (3.7) skupa sa (3.2) impliciraju

C
2
C

T E O R EY NG ER

Y283 . Y d's ' a',f's
tako da (3.10) vodi do (3.9).

Na primjer, ako je Y = sin A :sin B : sin C (sjeciSte simedijana ili Lemoineova tocka) tada

cos é sin E sin E

o (@) (G mEG))
Z; g; )]j i = | sin (g) cos (g) sin (%) |
asz B3 V3 ksin (g) sin (g) cos (g)/

iBB' NCC' =— M pa je tocka presjeka tan (é) :tan (E) :tan (E)
¢ 2/ 2/ 2)"

Q)0

Napomena 3.4 Pokazuje se da glavni centri nisu jedini centri koji su rjeSenje Problema A

~

~

~

primjerice centar tzv. Kiepertove hiperbole zadan sa = sin 4 sin?(B — C) nije glavni

centar, ali predstavlja rjesenje.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu izloZeni su neki pojmovi i rezultati iz podruéja geometrije
trokuta povezani s konceptom centra trokuta kao poopcenja klasi¢nih karakteristi¢nih
tocaka trokuta. Rezultati ovog smjera istraZivanja u posljednjih tridesetak godina
narocito je vidljiv u ,,Enciklopediji centara trokuta“ Clarka Kimberlinga.

Za definiranje i proucavanje centara trokuta najpogodnije su homogene koordinate, a
ovdje se sluzimo posebnim tipom takvih koordinata koje se nazivaju trilinearne
koordinate. U prvom dijelu rada upoznajemo se s tim koordinatnim sustavom i
primjenjujemo ga na klasicne centre trokuta, primjerice centri upisane i opisane
kruZnice, ortocentar.

Zatim se opcenito definira centre trokuta kao tocke Cije se trilinearne koordinate mogu
izraziti kao funkcije kutova i duljina stranica. Nadalje, uocavaju se tzv. bicentri¢ni parovi
tocaka kakve su npr. Brocardove tocke i operacije s kojima se od bicentriénog para
dobiva centar.

Poseban je naglasak na glavnim centrima trokuta koji se uvode s motivom da se
poznatim postupkom dobije novi trokut koji je perspektivan polaznom.

SloZzenost problema ne dopusta jednostavno eksplicitno rjeSenje, no svaki glavni centar,
a to je centar Cije se trilinearne koordinate mogu izraziti u obliku f(A): f(B): f(C)
pripada skupu rjesenja.
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Summary

In this master's thesis we showed some terms and results from field of triangle
geometry that are linked with the concept of triangle center as generalization of classic
characteristic points of triangle. Results of this field’s research can be seen in

“Encyclopedia of triangle centers” by Clark Kimberling.

To define and study centers of triangles we find homogeneous coordinates to be the
most suitable. Here we used special kind of those coordinates that are called trilinear
coordinates. In first part of the thesis we get to know around that coordinate system

and apply it to classic triangle centers like incenter, centroid and orthocenter.

Then we defined triangle centers as points whose trilinear coordinates can be expressed
as functiones of angels and side lengths. Furthermore, we noticed, so called, bicentric
pairs of points such as Brocard points and operations that make center from bicentric

pair.

We will also saw major triangle centers which were introduced to show how can we get

a new triangle which is perspective to the first one.

Complexity of the problem does not allow simple explicit solution, but every major
center, and that is center whose trilinear coordinates can be expressed in terms

f(A): f(B): f(C), is part of the set of solution
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