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Uvod

Geometrijski prostori nekoga tipa, recimo glatke mnogostrukosti ili algebarske
sheme, obi¢no c¢ine kategoriju. Objekte u tim kategorijama (prostore) mozemo
poistovijetiti s jedinstvenim morfizmima u terminalni objekt (tocku), a iskustvo je
pokazalo da mnoga svojstva prostora imaju poopéenje na sve morfizme kategorije.
Pojam afine sheme na primjer poopcéava se na pojam afinoga morfizma, i to
na takav nacin da je algebarska shema (X, 0x) nad poljem k afina ako i samo
ako je afin morfizam (X, Ox) — Speck u spektar polja (terminalnu k-shemu), a
op¢eniti afini morfizam f : X — Y moZemo intuitivno shvatiti kao “svezanj” afinih
shema f~1(y), po jedne za svaku to¢ku y € Y. Francuski matemati¢ar Alexander
Grothendieck je naglasavao da se algebarska geometrija i sli¢ne discipline trebaju
proucavati u ovom relativnome kontekstu, gdje se umjesto samo svojstava objekata
proucavaju svojstva svih morfizama. Operacije na objektima poop¢avaju se u teoriji
kategorija na operacije na morfizmima, a klase morfizama s “dobrim” svojstvima
obi¢no ¢e biti zatvorene na “dobre” operacije, kao i na kompoziciju.

Morfizmi prostora tipi¢no induciraju funktore na kategorijama geometrijskih
objekata nad njima. Ako je na primjer f : X — Y neprekidno preslikavanje
topoloskih prostora, onda su definirani funktori povlaka f* : Fasy — Fasy i
potiska f. : Fasx — Fasy duz morfizma f, gdje je s Fasx oznacena kategorija
snopova skupova nad X, i funktor f* lijevo je adjungiran funktoru f.. Opéenito
u geometriji, funktore tipa f* zovemo funktorima inverzne, a tipa f. funktorima
direktne slike. Ponekad postoje i dodatni funktori direktne i inverzne slike (npr.
funktor f; direktne slike s kompaktnim nosacem) i tipi¢no su i oni karakterizirani
adjunkcijama poput f; 4 f* - f. 4 f'. Svojstva morfizama (npr. je li morfizam
otvoreno preslikavanje) mogu se karakterizirati u terminima ovih induciranih
funktora, i pri tome su bitna svojstva tzv. svojstva egzaktnosti: ¢uvanje i reflektiranje
odredenih limesa, vjernost, adjungiranost, i sli¢cno, dakle u prvom redu kako se
funktor ponasa u odnosu na univerzalne konstrukcije.

Takoder, “ljepljenje” struktura, npr. vektorskih sveZnjeva nad fiksnim geome-
trijskim prostorom, isto moZzemo formulirati u terminima funktora medu katego-
rijama sveZnjeva nad pojedinim elementima pokrivaca. To je Grothendieckova
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Uvobp

metoda silaska (eng. descent, v. [18]) koja je ostala izvan okvira ovoga rada.
Uvjeti za metodu silaska su takoder izraZeni u terminima egzaktnosti odredenoga
funktora, a tehnicki rezultat koji je sustina tih uvjeta je Barr-Beckov teorem o
monadicnosti.

U ovome radu obraden je u prvom redu uvod u teoriju kategorija (prva tri
poglavlja), s naglaskom na univerzalne konstrukcije: reprezentabilnost, limese,
Kanova prosirenja i posebno, adjungirane funktore, koji su tema 3. poglavlja. Tu
su ukljuceni i netrivijalni op¢i i posebni teorem o adjungiranom funktoru, kao i
standardni ali klju¢ni rezultat o desnoj odnosno lijevoj egzaktnosti adjungiranih
funktora. U 4. poglavlju dan je pregled osnovnog jezika monoidalnih i obogacenih
kategorija, kao i kratki opis pojma bikategorije. Bikategorije, koje poopcavaju
monoidalne kategorije i aksiomatiziraju svojstva morfizama medu morfizmima
(“2-morfizama”), prva su stepenica u poopcenju obicne teorije kategorija na bogatu
teoriju viSih kategorija. Poglavlje 5 posveceno je monadama, koje su u uskoj vezi s
adjungiranim funktorima, i isti¢u jednu posebnu klasu adjungiranih funktora s
dodatnim svojstvima egzaktnosti — monadicne funktore. Ranije spomenuti Barr—
Beckov teorem, koji daje nuZzne i dovoljne uvjete monadicnosti, glavni je rezultat
ovoga poglavlja.

U posljednjem, 6. poglavlju, obradujemo adjungirane funktore u kontekstu
Abelovih kategorija, te dajemo karakterizaciju adjungiranih funktora izmedu ka-
tegorija modula nad nekomutativnim prstenom s jedinicom (Eilenberg—Wattsov
teorem). Zatim je pokazano da homomorfizmi ili posebno plosnati homomorfizmi
prstenova induciraju adjungirane funktore (afine i plosnate morfizme) izmedu
kategorija modula koji imaju posebno jednostavnu geometrijsku karakterizaciju
u terminima egzaktnosti. Komutativni prstenovi su u algebarskoj geometriji
dualni afinim shemama, a kategorija modula nad prstenom ekvivalentna je kate-
goriji kvazikoherentnih snopova nad njegovim spektrom. Dakle, spomenute se
karakterizacije mogu prenijeti na opée algebarske sheme i Abelove kategorije kva-
zikoherentnih snopova nad njima, a poklapanje funktorijalne i klasi¢ne defincije
daje Serreov kriterij o afinosti. U nekomutativnoj geometriji prema Rosenbergu
([15]), gdje su kvazikoherentni snopovi polazisna tocka, funktorijalne se karakte-
rizacije uzimaju kao definicija. Budu¢i da je u radu obradena op¢enito situacija
nekomutativnoga prstena, izloZen je na kraju i pojam Moritine ekvivalencije, koji
je klju¢an u nekomutativnom kontekstu.

Kona¢no, na kraju ovoga rada zahvaljujem se svome mentoru, doc. dr. sc.
Zoranu Skodi na prijedlogu ove teme, kao i na svom trudu, konzultacijama i
savjetima. Takoder se zahvaljujem svojim roditeljima na stalnoj i bezuvjetnoj
podrsci.



Poglavlje 1

Kategorije

1.1 Skupovi u teoriji kategorija

Jedna od glavnih primjena teorije kategorija je proucavanje odnosa izmedu klasa
matematickih struktura, poput klase svih topoloskih prostora ili klase svih grupa,
no ove dvije i mnoge druge sli¢ne klase ne ¢ine skup u ZFC aksiomima, ¢ak ni
ako se ograni¢imo na neku potkolekciju reprezentanata klasa izomorfizama.

Opéenito, ako je K neograni¢ena klasa kardinalnih brojeva, a C takva klasa
da moZemo definirati funkcijsku relaciju ¢ po kojoj elementima od K injektivno
odgovaraju elementi od C, onda C nije skup: ako bi C bio skup, po shemi aksioma
zamjene bi to bio i K, no tada bi unija U od K imala kardinalitet strogo manji
od nekog od elemenata od K, §to je nemoguce. Po Cantorovom teoremu klasa
svih kardinala jeste neogranicena, i u standardnim primjerima, poput spomenutih
grupa ili topoloskih prostora, ocito je da postoje strukture proizvoljno velikoga
kardinaliteta. Iz Lowenheim—-Skolemovog teorema slijedi da isto svojstvo imaju
sve strukture opisane teorijom prvog reda koja ima ijedan beskonac¢an model.

Ovo ogranicenje predstavlja probleme za rad strogo u okvirima aksioma ZFC
aksioma koji uz odredena ogranicenja na teoriju redovito nisu posebno supstan-
tivne prirode, ve¢ su cisto formalni, i zapravo se ¢esto ignoriraju. Ovdje ¢emo ipak
dati kratki pregled problematike, i opisati rjeSenje koje se koristi u radu.

Svaku klasu skupova moZemo poistovjetiti s njenim definiraju¢im predika-
tom, $to omogucava da vrs§imo neke rudimentarne operacije na njima, ili ekviva-
lentno moZemo s klasama raditi formalno u na primjer u von Neumann-Bernays—
Godelovoj teoriji skupova, no tako nam svejedno ostaju dvije vrste objekata —
skupovi i prave klase — od kojih na jednoj ne moZemo vrsiti sve operacije koje mo-
Zemo na prvoj: bududi da su elementi klase nuzno skupovi, ne postoji partititvni
skup prave klase, pa onda ni skupovi funkcija izmedu njih.
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1. KATEGORIJE

Jedno standardno rjeSenje ovoga problema dobiva se koriStenjem Grothendiec-
kovih univerzuma. Grothendieckov univerzum je skup U koji zadovoljava:

e FeUiXe Fpovlaci X €¢ U
e X cUpovlati PX c¢U
e akoje I € U, a {X;}ic; familija skupova u U, onda je i U;c; X; € U.

Elemente od &/ moZemo zvati malima, a skupove koji nisu elementi od U/ velikim
skupovima. Ovako definirana kolekcija ¢/ zatvorena je na sve skupovno teorijske
operacije (produkte, funkcijske skupove, podskupove...) koje su i same indeksirane
skupovima u U, a klase poput svih malih grupa su jednostavno podskupovi od U,
dakle obi¢ni (veliki) skupovi. Ako je skup U neprazan, onda nuzno sadrZi skup V,,
svih hereditarno konac¢nih skupova, a ako sadrzi beskonac¢an skup, odnosno ako
je neprebrojiv (kako se Grothendieckov univerzum obi¢no i definira), onda sadrzi
i svaki skup koji se u uobicajenoj matematickoj praksi promatra, i to iz jednostav-
noga razloga: skup U s nasljedenom relacijom €C U/ x U je model ZFC aksioma.
Posebno je postojanje takvoga skupa strogo jace od ZFC teorije i ne moZe se doka-
zati u njoj, no ipak se u radu s kategorijama cesto pretpostavlja i jo$ jaca tvrdnja: da
je svaki univerzum U element drugoga univerzuma ) (Grothendieckov aksiom
o univerzumima). Ovaj aksiom omogucava maksimalnu fleksibilnost, koja nama
ipak nece trebati, a dolazi uz odredene komplikacije. Zato ¢emo se ograniciti na
postojanje samo dva neprebrojiva univerzuma U/ i V, takva da je U/ € V), i elemente
od U ¢emo zvati malim, a elemente od V velikim skupovima. Skupove koji nisu
elementi od V ¢emo u prvom redu izbjegavati, a u nuzdi zvati vrlo velikima.
Razlozi za uvodenje dodatnih pretpostavki, i to upravo ovih, su sljededi:

* moZemo se fokusirati na skupove jednoga univerzuma (I/), i time ¢emo
sigurno obuhvatiti sve objekte od interesa iz primjena

* moZemo formirati lokalno male kategorije skupova iz U, i one ¢e se nalaziti
u V; posebno mozemo formirati kategoriju Set malih skupova

* mozZemo formirati kategoriju funktora izmedu dviju takvih kategorija; ona
se takoder nalazi u V, ali nije nuZzno viSe lokalno mala

* moZemo formirati (vrlo veliku) kategoriju SET velikih skupova i posebno za
svaku kategoriju iz prethodne tocke reéi da se skup morfizama izmedu dva
objekta nalazi u njoj

* po potrebi, moZemo govoriti i o kategoriji CAT svih velikih kategorija.

U skladu s ovim ciljevima kada u tekstu govorimo o na primjer kategoriji grupa
mislimo na male grupe, a pod “kategorija” mislimo u pravilu na odredeni element
od V. Jedine iznimke su vrlo velike kategorije SET i CAT, koje su (do na dodatnu
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1.1. Skupovi u teoriji kategorija

strukturu) podskupovi od V i “lokalno velike” (skupovi morfizama izmedu dva
objekta nalaze se u SET), i moZemo implicitno pretpostaviti da su elementarni
pojmovi poput produkta, funktora ili prirodne transformacije (u osnovi sve osim
funktorskih kategorija) definirani i za njih, i izbje¢i nespretne lokucije poput
“funkcijska relacija koja je funktor do na probleme veli¢ine”.

Opis dan u ovim terminima lako se relativizira, tj. prevodi u tretman baziran
na Grothendieckovom aksiomu univerzuma: samo treba umjesto malih kategorija
Citati /-male, a umjesto lokalno malih {/-kategorije za proizvoljan univerzum /.

S druge strane, ako se ograni¢cimo na lokalno male kategorije, dakle i na
funktorske kategorije s malom domenom (v. propoziciju 1.7.4) ve¢ina Ce se rezultata
uz viSe paZnje modi izredi i u nekom konzervativhom prosirenju ZFC teorije. Za
detaljan pregled razli¢itih skupovno teorijskih pristupa kategorijama i njihovih
relativnih prednosti i mana vidi [16].

Konacno, zanimljivo je pitanje upotrebe aksioma izbora u teoriji kategorija, bilo
kao indikatora nekonstruktivnosti dokaza, bilo kao prepreke poopéenjima. Naime
bez obzira na status aksioma izbora za skupove, postoje opcenitiji konteksti u
kojima se moze raditi teorija kategorija (tzv. interne kategorije) u kojima aksiom
izobra nekada sigurno nece vrijediti. Zato je korisno znati da je jedini kategorijski
rezultat dobiven eksplicitno upotrebom izbora lema 1.9.2, koja je ipak iskoristena
implicitno na velikom broju mjesta buduéi da se na njoj zasniva karakterizacija
adjungiranoga funktora lokalnim uvjetom (3.1.1), i karakterizacija ekvivalencije
kategorija preko slabe ekvivalencije (3.3.6).

Primijetimo kao prvo da u konkretnoj situaciji ¢esto nema nikakve potrebe za
aksiomom izbora. Ne¢emo na primjer tvrditi da postoji funktor x : Set x Set — Set
zato $to u svakoj tocki univerzalni stoZac postoji, pa moZemo odabrati neki i tako
konstruirati funktor, kada moZemo eksplicitno zapisati jednu kanonsku familiju
univerzalnih stozaca.

Aksiom izbora ipak jeste nuzan i to u punoj snazi za konstrukciju nekih jakih
ekvivalencija, na primjer izmedu kategorije i njenoga kostura!. No ¢ak i kada
je upotreba aksioma izbora zaista nuzna, primijetimo da su svaka dva razlic¢ita
rezultat 7 : Id = GF iy’ : Id = GF’ konstrukcije u lemi 1.9.2 izomorfna u
kategoriji (Id | [€,¥]) i to na jedinstven nacin. Dakle aksiom izbora je nuzan
samo za postojanje trazenog funktora i prirodne transformacije, ne i za njihov
kona¢ni oblik, i zapravo se moZe i potpuno izbjeéi prikladnim oslabljenjem pojma
funktora. Vidi [12] za definiciju i detalje.

1 Akoje f : A — B surjektivna funkcija, onda se na otit na¢in moZe definirati nova struktura
kategorije na A tako da diskretna kategorija B bude kostur od A, a f slaba ekvivalencija. Postojanje
jake ekvivalencije ekvivalentno je tada postojanju prereza od f, dakle i aksiomu izbora.



1. KATEGORIJE

1.2 Kategorije i dualnost

Kategorija ¢ sastoji se od:

* skupa Ob ¥ objekata od &
e za svaki par (A, B) objekata u ¢ skupa Hom¢ (A, B) morfizama sa A u B
* za svaku trojku A, B, C € ¥ objekata u ¢ funkcije

oapc : Hom(B, C) x Hom(A, B) — Hom(A, C)

koju nazivamo kompozicijom i koja je asocijativna, dakle zadovoljava

ho(gof)=(hog)of
za sve morfizme f, g, h u ¢ za koje su sve kompozicije definirane
e identitete idg € Hom(B, B) za svaki objekt B od ¢, koja zadovoljava

idpof=f § =goidp
za sve objekte A i C i morfizme f € Hom(A, B), ¢ € Hom(B,C).

Za skupove morfizama (hom skupove) ¢emo pretpostavljati da su u parovima
disjunktni, a skup svih morfizama oznacavati s Mor . Umjesto f € Hom(A, B)
pisat ¢emo i f : A — B, a umjesto C € Ob ¥ pisati C € ¥. Kompoziciju éemo
¢esto izostavljati, pa umjesto g o f pisati gf.

Morfizam f : A — B nazivamo izomorfizmom ako postoji ¢ : B — A takav da
jegof=idy,a fog=idp. Takav g je jedinstven, i oznatavamo ga s f~!; tvrdnju
da su A i B izomorfni, tj. da postoji izomorfizam izmedu njih, piSemo A = B.

Za kategoriju 2 takvu da je Ob2 C Ob% i Homgy(A, B) C Homy (A, B) za
sve objekte A i B kaZzemo da je potkategorija od €. Za potkategoriju ¥ kazemo
da je puna ukoliko je Homy (A, B) = Homy (A, B), a da je iscrpna ako sadrzi
sve %-objekte koji su izomorfni nekom objektu u . U pravilu nije smanjenje
opcenitosti pretpostaviti da radimo s iscrpnom potkategorijom.

Primjer 1.2.1. Standardni i motivacijski primjeri kategorija su kategorije Set sku-
pova, Ring i CRing prstenova i komutativnih prstenova s jedinicom, Grp i Ab
grupa i abelovih grupa, Vect; vektorskih prostora nad poljem k, Modgr desnih
modula nad prstenom R, Top topoloskih prostora, i druge, sve s uobicajenim
klasama funkcija kao morfizmima.

U svim ovim primjerima su objekti skupovi s dodatnom strukturom, a morfizmi
posebne funkcije izmedu tih skupova, no to naravno ne mora biti slucaj. U kate-
goriji hTop na primjer su objekti topoloski prostori, a morfizmi klase homotopski
ekvivalentnih neprekidnih preslikavanja.
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1.2. Kategorije i dualnost

Primjer 1.2.2. Jo3 su apstraktniji, ali i vrlo bitni, sljedeéi elementarni primjeri
kategorija:

1. Za kategoriju kazemo da je diskretna ako su jedini morfizmi identitete. Svaki
skup moZemo shvatiti kao diskretnu kategoriju ¢iji su objekti elementi toga
skupa. Skupove odnosno diskretne kategorije s 0, 1, 2, 3... objekata ¢emo
jednostavno i oznacavati s 0, 1, 2, 3, itd.

2. Opéenitije, kategoriju P takvu da skup Hom(x,y) nema viSe od jednoga
elementa za nijedne x, y € P moZemo poistovjetiti s preduredenim skupom?
¢iji su elementi objekti od P, a x < y vrijedi ako postoji morfizam x — y.
Uoctimo da akojeix < yiy < x, onda su x i ¥y nuzno izomorfni, dakle
u ovim terminima parcijalno uredenim skupovima odgovaraju preduredaji
u kojima su svi izomorfni objekti i jednaki. Preduredaje koji odgovaraju
ordinalima 2, 3, 4... oznacavat éemo s 2, 3, 4 itd.

3. Kategorije sa samo jednim objektom odgovaraju monoidima: ako je * jedini
objekt kategorije, onda je ona u potpunosti odredena skupom Hom(x, *),
koji je monoid uz kompoziciju. Grupe odgovaraju kategorijama s jednim
objektom u kojima su svi morfizmi invertibilni.

4. Svakom usmjerenom grafu G moZemo pridruZiti slobodnu kategoriju nad
G, u kojoj su objekti vrhovi, a morfizmi putevi u G. Grafu * — x — e na
primjer odgovara kategorija 3. Op¢enitije, na isti na¢in mozemo pridruZiti
slobodnu kategoriju i svakom usmjerenom multigrafu. Npr. grafu < e
odgovara monoid (N, +).

Jedno bitno svojstvo aksioma kategorija je $to su u odredenome smislu sime-
tri¢ni. Ako u kategoriji 4 “obrnemo” sve morfizme i kompoziciju, tj. definiramo
Ob %°P = Ob ¢, Homyop (A, B) = Homy (B, A), i g ogop f = f oy g, tada je i nova
kompozicija asocijativna i ima lijeve i desne identitete. Dakle, i €°P je kategorija —
dualna kategorija od 4" — pa svaki opceniti teorem teorije kategorija vrijediiu ¢ i
u ¢°P. No svaka tvrdnja o objektima i morfizmima kategorije 4°P je istovremeno
i tvrdnja koju nazivamo dualnom o objektima i morfizmima kategorije ¢, pa
svakim teoremom potencijalno paralelno dokazujemo dvije stvari i to u ostatku
teksta u pravilu necemo viSe isticati.

Kao primjer dualnosti, definirajmo jedan od fundamentalnih pojmova: termi-
nalni objekt kategorije ¢, kao objekt T takav da za svaki drugi objekt C € ¢

2 Razlika izmedu preduredaja i parcijalnoga uredaja je u tome $to preduredaj ne mora biti
antisimetrican. Za dva elementa preduredaja za koje vrijedii x < y i y < x moZemo pisati da je
x = y. Ta relacija je relacija ekvivalencije, i kvocijentira preduredaj do parcijalnog uredaja.



1. KATEGORIJE

postoji jedinstveni morfizam !c : C — T. Posebno, idr je jedini morfizam T — T,
pa slijedi:

Propozicija 1.2.3. Izmedu svaka dva terminalna objekta neke kategorije postoji
jedinstven izomorfizam.

Sada definirajmo inicijalni objekt kao dualni pojam: objekt I u ¢ je inicijalan
ako je terminalan u ¢°P, ili eksplicitno, ako za svaki C € ¢ postoji jedinstveni
morfizam !¢ : I — C. Bududi da je morfizam f izomorfizam u ¢ ako i samo ako
je izomorfizam u €°P (kaZemo da je izomorfizam autodualan pojam) automatski
slijedi i dual prethodne propozicije:

Propozicija 1.2.4. Izmedu svaka dva inicijalna objekta neke kategorije postoji
jedinstven izomorfizam.

Ukoliko za dualni pojam ne navedemo poseban naziv, pretpostavit ¢emo da se
on tvori prefiksom ko- (npr. umjesto inicijalan mogli bismo reci i koterminalan).

Primjer 1.2.5. Inicijalni i terminalni objekti ée nam biti vrlo bitni u ostatku teksta,
iako su u kategorijama koje smo dosad spomenuli uglavnom trivijalni:

1. u Set je inicijalni objekt prazan skup, a terminalan je svaki jedno¢lan skup;
sli¢na je situacija i u Top.

2. u Grp, Ab i Modp se terminalni i inicijalni objekti podudaraju: to su trivijalne
(jednoclane) grupe i moduli

3. u Ring i CRing terminalan objekt je trivijalni prsten s jednim elementom, ali
inicijalni objekt je Z

4. u preduredaju su inicijalni i terminalni objekti, ukoliko postoje, minimumi i
maksimumi

Objekt koji je, kao u primjeru 2, i inicijalan i terminalan, nazivamo nul-
objektom. Ukoliko kategorija .« ima nul-objekt 0/, onda za objekte A, B € </ mo-
Zemo definirati nul morfizam 045 : A — B kao jedinstveni morfizam A — 0 — B.
Nul-morfizam je uvijek apsorbiraju¢ element za kompoziciju, tj. vrijedi 0o f = 0i
f 00 = 0 za svaki morfizam f.

1.3 Funktori

Funktor sa kategorije ¢ u kategoriju ¥ zadan je funkcijom F : Ob¢ — Ob %
i funkcijama Fyp : Hom(A, B) — Hom(FA, FB), za svake A, B € ¢, takvima
da je F(id4) = idga, i da za sve morfizme f : A - Big: B — C u ¥ vrijedi

8



1.3. Funktori

F(go f) = Fgo Ff. Drugim rije¢ima, funktori preslikavaju komutativne dijagrame
u komutativne dijagrame. Primijetimo da ukoliko za tim nema potrebe, argument
funktora obi¢no ne piSemo u zagradama.

Budu¢i da ¢uva identitete, svaki funktor je zapravo dovoljno zadati samo
na morfizmima, no u praksi se ¢esto radi upravo obratno, i definira djelovanje
funktora samo na objektima. To je svakako neprecizno, buduéi da je funktor na taj
nacin jedinstveno odreden samo u iznimnim slu¢ajevima, no u slucajevima kada
postoji samo jedno pro$irenje na morfizme koje je poznato i smisleno u kontekstu
to je ipak prirodna konvencija, i na postojanje takvoga proSirenja moZemo uputiti
tako da kaZemo da je neko preslikavanje na objektima funktorijalno.

Funktore sa ¥°P u ¥ ponekad nazivamo i kontravarijantnim funktorima sa
¢ u 9. Eksplicitno, kontravarijantni funktor F : €°P — & svakom ¢-morfizmu
f + A — B pridruZuje neki morfizam Ff : FB — FA u .

Kompozicija dvaju funktora je takoder funktor, i na svakoj kategoriji 4" imamo
trivijalni funktor Idy koji je identiteta za tu kompoziciju. Slijedi da moZemo
govoriti o (velikoj) kategoriji Cat malih kategorija, ili (vrlo velikoj) kategoriji CAT
velikih kategorija u kojima su morfizmi funktori.

Primjer 1.3.1.

1. Svaki vektorski prostor je posebno i Abelova grupa, a svaki linearni operator
je aditivan. To pridruZzivanje definira funktor Vect, — Ab. Na sli¢an nacin,
“zaboravljanjem” dijelova strukture dobivamo i funktor Top — Set ili niz
funktora Vecty — Ab — Grp — Set.

2. Konstrukciju partitivnoga skupa, dakle funkciju P : Ob(Set) — Ob(Set)
moZemo prosiriti do funktora na dva razli¢ita nacina: kovarijantno tako da
funkciji f : X — Y pridruzimo sliku f~ : PX — PY, ili kontravarijantno
tako da joj pridruzimo prasliku f< : PY — PX.

3. Akoje F : ¥ — 2 funktor, onda imamo i funktor F°P : ¥°P — Z°P kojiina
objektima i na morfizmima djeluje isto kao F. Na taj nacin i preslikavanje
(—)°P : Car — CAT postaje funktor.

4. Klju¢an primjer funktora su hom funktori. Za svaki objekt C neke kategorije
% mozemo definirati kovarijantni hom funktor Hom(C,—) : ¥ — SET,
tako da svakom objektu A pridruzimo skup Hom(C, A), a svakom morfizmu
f : A — B funkciju f o — : Hom(C,A) — Hom(C, B). Dualan pojam je
kontravarijantni hom funktor Hom(—,C) : C°? — SET.

Za funktor F : € — 2 ¢emo redi da je vjeran ukoliko su za sve objekte A, B od
% funkcije Fop : Hom(A, B) — Hom(FA, FB) injektivne. Ukoliko su te funkcije
surjektivne, kaZzemo da je F pun, a ukoliko su bijektivne, da je potpuno vjeran.
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1. KATEGORIJE

Potpuno vjerne funktore nazivamo i ulaganjima, iz razloga koje ¢emo navesti kada
budemo govorili o ekvivalenciji kategorija (v. odjeljak 3.3.3).

Uredeni par (2, U) kategorije i vjernoga funktora U : 2 — Set nazivamo kon-
kretnom kategorijom, buduci da objekt A € ¥ moZemo poistovjetiti sa skupom
UA s nekom dodatnom strukturom, a morfizme Hom(A, B) s nekim podskupom
skupa funkcija sa UA u UB. Funktor U nazivamo i zaboravnim funktorom, bu-
dudi da “zaboravlja” spomenutu implicitnu strukturu nad skupom UA. Op¢enitije,
ako je zadan vjeran funktor U : ¥ — ¢, mozZemo govoriti o kategoriji konkretnoj
nad kategorijom ¥

Za funktor F : ¢ — 2 kazemo da ¢uva neko kategorijsko svojstvo morfizma
f u ¢ ako Ff ima isto to svojstvo u kategoriji . Morfizam f ima neko svojstvo
apsolutno ukoliko ga ¢uva svaki funktor, a reéi ¢emo da F-ima neko svojstvo,
ukoliko Ff ima to svojstvo. KaZemo da F reflektira svojstvo nekog morfizma g
u Z ako Ff = g povladi da f ima isto to svojstvo. Analogne nazive koristimo za
svojstva dijagrama morfizama.

Na primjer, svaki funktor ¢uva komutativne dijagrame i izomorfizme, dok
ih potpuno vjerni funktori i reflektiraju. Opcenitije, za funktor koji reflektira
izomorfizme kaZemo da je konzervativan.

Primjer 1.3.2. Zaboravni funktor Ab — Grp je potpuno vjeran, dok zaboravni
funktor Grp — Set nije pun, ali je konzervativan. Zaboravni funktor Top C Set
nije ni pun ni konzervativan, budu¢i da postoje neprekidne bijekcije koje nisu
homeomorfizmi.

MozZemo definirati i pojam slike funktora F : ¢ — 2 kao najmanju potkatego-
riju koja sadrZi slike svih morfizama iz 4. Ako je F pun, slika ne sadrZi drugih
morfizama osim onih oblika Ff, f € Mor ¥, ali ako nije, lako se vidi® da skup
F(Mor %) ne mora biti zatvoren na kompoziciju.

1.4 Produkt kategorija

Produkt kategorija ¢ i 2 je kategorija ¢ x 2 &iji su objekti uredeni parovi (C, D),
C € ¢, D € 2. Morfizmi izmedu parova (C,D) i (C/,D’) su parovi morfizama
(f,g), gdjeje f : C —» C', ¢ : D — D/, a kompozicija parova morfizama je
definirana po komponentama.

Projekcije 711 : € X 9 — € i my 1 € X 9 — Z su funktorijalne, i imaju sljedece
klju¢no svojstvo: za svaka dva funktora F : &/ — ¢ i G : &/ — % moZemo

3 dovoljno je na primjer promatrati za % kategoriju * — @ <— *
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1.4. Produkt kategorija

na jedinstven nacin definirati funktor (F,G) : &/ — % x & tako da komutira
dijagram

Jasno je i da je svaki funktor H : &/ — ¢ x & takvoga oblika, budu¢i da je
H = (mH, myH), pa slijedi da su funktori na produkt kategorija potpuno opisani
bijekcijom

Hom(«/,¢ x 2) = Hom(«/,%¢) x Hom(«, 7).

S druge strane, ako je H : &7 X % — ¢ funktor sa produkta kategorija, onda su
H(A,—): % — % 1iH(—,B): & — % takoder funktori, za fiksne objekte A € </ i
B € A, ivrijedi H(A,—)B = H(—,B)A. Dakle, H je funktor “u oba argumenta”.
Obratno, lako se dokazuje sljede¢a propozicija:

Propozicija 1.4.1. Ako su dane familije (Fp : & — € )pecp i (Ga : B — C)pcw
funktora onda je funktor H : & x 8 — % dobro definiran sa H(A,—) = Gx i
H(—,B) = Fg, A € & i B € #, ako i samo ako je G4B = FgA, za sve objekte A i
B, i ako za sve morfizme f : A — A’ i g: B — B’ komutira

G
FgA = GuB —25, G4B' = Fy A

FAfl lFB’f

G4/
FsA' = GuB —2% GuB = FyA'.

Funktore sa produkta dviju kategorija nazivamo i bifunktorima. Kako je kom-
pozicija morfizama asocijativna, iz gornje propozicije odmabh slijedi da kovarijantne
i kontravarijantne hom funktore sa neke kategorije 4’ moZemo ujediniti u bifunktor
Hom : ¢°P x € — SkET, ili Hom : €°P x € — Set ukoliko je ¢ lokalno mala.

Kona¢no, i funktore F: ¢ — €¢'iG : 9 — 2’ sa razli¢itim domenama moZemo
zamijeniti jednim funktorom F X G : ¢ x ¢’ — 2 x 9', definiranim ili eksplicitno
na prirodan nacin, ili ekvivalentno kao (Fry, Gmp), gdje su 71 i 712 projekcije sa
¢ x 9. Tako i sam produkt kategorija postaje bifunktor x : CAT x CAT — CAT.

Primjer 1.4.2. Ako su R, S i T proizvoljni prstenovi, onda je tenzorski produkt
nad S funktor ®g : RkModg X sModr — rModr kovarijantan u oba argumenta.
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1. KATEGORIJE

1.5 Koma kategorije

Ako su dana dva funktora F : &/ — € < % : G sa zajednickom kodomenom
moZemo formirati tzv. koma* kategoriju (F | G) &iji su objekti uredene trojke
(A,B,h), A€ o/, Be B, h:FA — GB, amorfizam izmedu objekata (A, B, h)
i (A’,B,I) je uredeni par (f,g) «/-morfizma i #-morfizma takav da komutira
dijagram

Ff ,
FA —— FA

hl lh’

G
GB —%, GB'.

Primijetimo da jednakost morfizama u (F | G) znadi njihovu jednakost u
o/ x %, a ne samo jednakost njihovih slika u . Posebno, moZemo definirati
funktor P: (F | G) — « sa P(f,g) = f, i analogno funktor Q : (F | G) — Z.

Ova opcenita i apstraktna konstrukcija se najceS¢e koristi u nekim posebnijim
sluc¢ajevima. Najjednostavnije primjere dobivamo ako uzmemo funktore Id¢ i
inkluziju C : 1 — € elementa C € ¢; kategoriju (Id¢ | C), koja se oznatava i
s (¢ | C) ili ¥/C, nazivamo kategorijom objekata nad C. Dualno, kategoriju
(C | ¥) nazivamo kategorijom objekata pod C. Nama ce Cesto trebati nesto
opcenitija situacija i kategorija (C | G) morfizama na funktor G : ¥ — % sa
objekta C € €. Eksplicitno, objekti u njoj su ¢-morfizmi f : C = GD, a morfizam
izmedu objekata f : C — GD i f': C — GD' je Z-morfizam g : D — D’ takav da

komutira trokut
C
VS
GD Ce s GD

Jos jedna posebna vrsta koma kategorija je (Id¢ | Idc) koju nazivamo katego-
rijom morfizama kategorije &

/

Primjer 1.5.1.

1. Ako je T terminalni objekt u kategoriji 4, ondaje ¢/T = €.

2. Kategorija pSet := (x | Set) je kategorija skupova s istaknutom totkom, u
kojoj su morfizmi funkcije koje tu tocku ¢uvaju. Sli¢no definiramo kategoriju
pTop, pomocu koje moZemo na primjer govoriti o fundamentalnoj grupi kao
funktoru 71 : pTop — Grp.

“eng. comma category, opisni naziv prema starijoj notaciji (F, G)
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1.6. Monomorfizmi i podobjekti

3. Za komutativan prsten R, komutativne R-algebre moZemo definirati kao
objekte kategorije (R | CRing). Posebno imamo (Z | CRing) = CRing, {j.
svaki komutativni prsten je komutativna Z-algebra na jedinstven nacin.

1.6 Monomorfizmi i podobjekti

Napomena. U ovom ¢emo odjeljku uvesti neke elementarne pojmove koji se koriste
kroz ostatak rada, i paralelno neke pojmove ¢ija svojstva i definicija ovisiti o ovise
o rezultatima 2. poglavlja.

Mortfizam f : A — B u kategoriji ¢ ¢emo nekada nazivati i generaliziranim
elementom od B. Na primjer, elementi skupa X su u bijekciji sa generaliziranim
elementima sa 1 u X. S druge strane ako je X topoloski prostor, onda na ovaj nacin
dobivamo jako malo informacija (samo tocke prostora), ali zato proucavanjem
generaliziranih elemenata s drugih prostora, npr. sa S; u X (petlji), moZemo saznati
i neka topoloska svojstva.

Svaki morfizam f : C — D preslikava generalizirane elemente od C u generali-
zirane elemente od D postkompozicijom. Ukoliko je f na ovaj nacin injektivan na
generaliziranim elementima, nazivamo ga monomorfizmom. Drugim rije¢ima je
funkcija Hom(4, f) injekcija za svaki objekt A € €. Algebarski, to svojstvo znadi
da je f skrativ slijeva, tj. ako je fg = fh za neke morfizme g,h : A — C, onda je
g = h. Dualan pojam je epimorfizam.

Svi vjerni funktori reflektiraju epimorfizme (i dualno monomorfizme) pa slijedi
da je u konkretnoj kategoriji svaka surjekcija epi, no trivijalno je dati primjer
konkretne kategorije s nesurjektivnim epimorfizmom, pa obrat ne vrijedi. Stovige,
nesurjektivne epimorfizme je lako naci i u nekim “prirodnim” kategorijama, poput
Ring (v. primjer 1.6.5), pa posebno upozoravamo da kategorijska terminologija
nije nuzno u skladu s tradicionalnom, po kojoj su epimorfizmi surjektivni po
definiciji. Iz ovih, a i drugih razloga dodaju se na pojmove mono- i epimorfizama
neki dodatni zahtjevi koji im osiguravaju bolja svojstva.

Za epimorfizam f : C — D kaZemo da je ekstremalan epimorfizam ako su
jedini monomorfizmi A — D kroz koje se faktorizira izomorfizmi. U terminima
koje ¢emo uskoro uvesti, f se ne faktorizira kroz nijedan pravi podobjekt od D.

KazZemo da je f regularan epimorfizam ako je koujednacitelj nekog para mor-
fizama. Iz univerzalnoga svojstva koujednacitelja slijedi da je svaki regularni
epimorfizam i ekstremalan.

KaZemo da je f rascijepljeni epimorfizam ili retrakcija ukoliko ima desni in-
verz, tj. ako postoji g : D — C takav da je fg = idp. Dualan pojam je rascijepljeni
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1. KATEGORIJE

monomorfizam ili prerez. Primijetimo da je retrakcija f koujednacitelj morfizama
idc i gf, pa slijedi da je svaka retrakcija i regularna.

Propozicija 1.6.1. Neka je f : C — D morfizam u kategoriji ¢". Ekvivalentno je:
1. f je rascijepljen epimorfizam
2. f je apsolutan epimorfizam
3. f je surjektivan na generaliziranim elementima.

Dokaz. (1) otito povladi (2), a (2) povlaci (3): posebno je Hom(A4, f) je surjekcija za
svaki A € €. Prerez od f je upravo generalizirani element kojega f preslikava u
identitetu, dakle i (3) povlaci (1). O

Vezu izmedu dosad promatranih vrsta morfizama moZzemo saZeti:

Propozicija 1.6.2. U svakoj kategoriji vrijede sljedec¢e implikacije:
1. svaki izomorfizam je prerez
2. svaki prerez je regularan monomorfizam
3. svaki regularni monomorfizam je ekstremalan
4. svaki ekstremalni monomorfizam je monomorfizam

Dakle, svaki izomorfizam je i mono i epi, ali za razliku od kategorije Set,
opéenito ne mora svaki morfizam koji je i mono i epi biti izomorfizam, pa uvodimo
poseban naziv — bimorfizam — za njih. Kategoriju u kojoj je svaki bimorfizam
izomorfizam nazivamo balansiranom, i primijetimo odmah jedno korisno svojstvo
takvih kategorija:

Propozicija 1.6.3. Ako je kategorija ¢ balansirana onda je svaki vjeran funktor
F: ¢ — 2 ikonzervativan.

Dokaz. Vjerni funktori reflektiraju monomorfizme i epimorfizme, dakle i bimorfi-

zme. Dakle ako je slika ¢-morfizma bi- ili posebno izomorfizam, onda on mora
biti bi-, pa onda i izomorfizam u €. O

Sljededi rezultat je ocit, ali upravo on osigurava da se bimorfizmi i izomorfizmi
u mnogim primjerima kategorija poklapaju:

Propozicija 1.6.4. Ako je monomorfizam istovremeno i ekstremalan epimorfizam,
onda je izomorfizam.
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1.7. Prirodne transformacije

Ova propozicija i propozicija 1.6.2 pokazuju da ukoliko bimorfizam ima bilo
koje od jacih svojstava koje smo promatrali, onda je nuzno i izomorfizam. Budu¢i
da u mnogim kategorijama svi mono- ili epimorfizmi neka od tih svojstava imaju
automatski, slijedi da su one nuzno balansirane.

Primjer 1.6.5.

1. Monomorfizmi u Set su to¢no injekcije i svi s nepraznom domenom su
rascijepljeni. Epimorfizmi su to¢no surjekcije, a da je svaki rascijepljen je
ekvivalentno aksiomu izbora.

2. Inkluzija Z — Q je bimorfizam u Ring, i posebno je primjer neekstremalnoga
monomorfizma i epimorfizma.

3. U kategoriji Haus Hausdorffovih prostora su monomorfizmi neprekidne
injekcije, a ekstremalni su to¢no ako su (do na izomorfizam) inkluzije pot-
prostora. Bududi da je potprostor Hausdorffovog prostora Hausdorffov, a
Haus puna potkategorija od Top, slijedi da se ujednacitelji ra¢unaju isto kao
u Top (v. primjer 2.1.5), pa su regularni monomorfizmi potprostori odredeni
s f = g za neki paralelni par neprekidnih funkcija f i g. No takvi podsku-
povi Hausdorffovih prostora su nuZno zatvoreni, pa slijedi da je potprostor
Hausdorffovog prostora koji nije zatvoren primjer monomorfizma koji je
ekstremalan, ali ne i regularan.

4. U Abelovoj kategoriji su svi monomorfizmi i epimorfizmi regularni po
definiciji, ali primjere nerascijepljenih daje svaki nerascijepljeni egzaktni niz,
na primjer u Ab:

0 s 7. s 7. » 2./2 —— 0.

Monomorfizam A — C u kategoriji ¢ je objekt u kategoriji 4" /C. Lako se vidi
da je kategorija svih monomorfizama s kodomenom C preduredaj, i da je svaki
morfizam sa A — C u neki drugi monomorfizam B — C i sam monomorfizam
A — B u €. Pripadni parcijalno uredeni skup ozna¢avamo sa Sub A, i njegove
objekte nazivamo podobjektima od A; dualni pojam nazivamo kvocijentnim
objektom. Za kategoriju takvu da je Sub C mal skup za svaki objekt C € ¢ reci
éemo da je wp® kategorija.

1.7 Prirodne transformacije

Neka su dani funktori F, F' : € — 2. Familiju morfizama {ac : FC — F'C}cey
nazivamo prirodnom transformacijom sa funktora F u funktor F’ ukoliko za svaki

5 eng. well-powered, u smislu postojanja “dobroga power seta”, tj. maloga skupa podobjekata
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morfizam f : C — C’ u ¢ komutira dijagram

rc o per

!

Fc L, per

i piSemo kratko dajea : F = F'.

Na prirodne transformacije moZemo gledati kao na morfizme izmedu funktora.
Doista, ako su dana tri funktora F,F/,F" : € — 2 i prirodne transformacije
a:F=Fia :F = F’, mozemo definirati (¢’ on)c = aonc,ia’ oa: F = F" ¢e
biti prirodna transformacija. Jasno je da uz tako definiranu kompoziciju prirodne
transformacije mozemo uzeti za morfizme kategorije ¢iji su objekti svi funktori
sa ¢ u 2, koju nazivamo kategorijom funktora i oznatavamo sa [¢, 7] ili sa
2% . Skup Homyy o) (F, F') svih prirodnih transformacija izmedu funktora F i F/
oznacavat ¢emo i sa Nat(F, F').

Ovakvu kompoziciju prirodnih transformacija ¢emo uvijek oznacavati ekspli-
citno s o i nazivamo je i vertikalnom kompozicijom. Ukoliko su naime dani
funktori F,F' : € — 9, G,G' : 9 — &, i prirodne transformacije « : F = F' i
B : G' = G/, tada su opcenito prirodne i transformacije

Ga := {Gac}cey : GF = GF'

,BF = {,BFC}CE(@” : GF = G/F,
pa onda i transformacija BF' o Ga = G'a o BF : GF = G'F’ koju nazivamo hori-
zontalnom kompozicijom transformacija « i f i ozna¢avamo s f * «, ili nekada

jednostavno s Ba. Horizontalna kompozicija je takoder asocijativna i zajedno s
vertikalnom kompozicijom zadovoljava tzv. zakon zamjene:

(B'op)* (a'0a) = (B *a’)o (Bxa), (1.1)

pri cemuje p' : G = G', G" : 9 — &, a ostale transformacije dane kao prije.
Drugim rije¢ima, zakon zamjene govori da sljede¢i dijagram prikazuje jednoznac¢no
odredenu prirodno transformaciju GF = G"F":

N

(1.2)
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1.7. Prirodne transformacije

Primijetimo da moZemo i obratno gore definirane transformacije Fa i BG
iskazati preko horizontalne kompozicije: Fao = idr * a, a G = B xid¢.

Na skupu Nat(Id, Id) totalno su definirane i horizontalna i vertikalna kom-
pozicija. Opcenita je primjedba (“Eckmann-Hiltonov argument”) da se dvije
monoidalne operacije na istom skupu koje zadovoljavaju zakon zamjene kao u (1.1)
moraju podudarati i biti komutativne. U ovom konkretnom slucaju se jedinice
podudaraju a priori, pa imamo:

aopf = (axid)o(id*pB) = (aoid) * (ido f) = ax B,
a zatim
nof=(idoa)o(Boid) =pPoa.
Dakle, Nat(Id, Id) je komutativni monoid s kompozicijom prirodnih transformacija
kao operacijom.

Primjer 1.7.1.

1. Hom(f, —) := {Hom(f, C) }cew je prirodna transformacija sa Hom(C, —) u
Hom(D, —) za svaki morfizam f : D — C u nekoj kategoriji €.

2. Algebarske operacije su primjer prirodnih transformacija. Pretpostavimo
da je za svaki objekt C neke konkretne kategorije (¢,U) zadana n-arna
operacija wc : (UC)" — UC, i to tako da je za svaki morfizam f : C — D
Uf homomorfizam za tu operaciju, tj. da za sve xy,...,x, € UC vrijedi
wp(Uf(x1),...,Uf(xn)) = Uf(wc(x1,...,%x4)). No to upravo znadi da je
wp o (Uf)" = Uf o wc, dakle da je w prirodna transformacija U" = U.
Obratno, jasno je da svaka prirodna transformacija U" = U zadaje n-arnu
operaciju uskladenu s morfizmima kategorije €.

3. Kanonska inkluzija vektorskog prostora u bidual je prirodna transformacija
Id = (—)**, pri ¢emuje (—)*: Vect,c()p — Vecty funktor dualizacije.

4. Svakom prstenu R moZemo pridruziti grupu Gl, R regularnih n X n ma-
trica i grupu R* jedinica. Ove dvije konstrukcije se na ocit nacin prosi-

ruju do funktora Ring — Grp, a determinanta je prirodna transformacija
det: Gl, = (—)*.

Naravno, u kategoriji funktora moZemo govoriti o izomorfizmima i monomor-
tizmima, koje ¢emo prikladno zvati prirodnim izomorfizmima, odnosno mono-
morfizmima. Korisna je sljedeca jednostavna propozicija:

Propozicija 1.7.2. Prirodna transformacija je izomorfizam ako i samo ako joj je
svaka komponenta izomorfizam. Prirodna transformacija je monomorfizam ako
joj je svaka komponenta monomorfizam.
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Uvjetni obrat (drugog dijela) ove tvrdnje je sadrZaj korolara 2.3.2.
Ako su dani funktori F: 4" — ¢ i1 G : 2 — 2’ onda funkciju

Homc,;(F,G) : Hom(¥¢, 2) — Hom(%', 2')

moZemo progiriti do bifunktora [F,G]| : [¢, 2] — [¢’, Z'] tako za svaku prirodnu
transformaciju « : H = H', H,H' € [¢, %] definiramo [F, G|« := FaG.
Drugim rije¢ima, umjesto uobicajenoga hom funktora

Homgc, (—, —) : CaT®? x CAT — SET
dobivamo bogatiju strukturu funktora
[—, =] : CaTP? x CAT — CAT.
Stovige, on je u vezi s produktom kategorija koja poopéuje klasi¢nu bijekciju
7X*Y — Hom(X x Y, Z) = Hom(X,Hom(Y, 2)) = (Zz¥)X

skupova: ako fiksiramo prvi argument nekog bifunktora H : .o/ x % — ¢ dobi-
vamo funktor sa # u %, i lako se vidi da je H(f, —) prirodna transformacija
sa H(A,—) na H(A’, —) za svaki morfizam f : A — A’ u &/. Obratno, ako je
zadan funktor H : &/ — [%, %], prirodnost od Hf je upravo ono §to trebamo
da bi dobro definirali bifunktor sa &/ x % u ¢ (propozicija 1.4.1). Dakle, skup
Hom(</ x %,%) je u bijekciji sa Hom (., [#,€¢]), a vrijedi i jaca tvrdnja.

Propozicija 1.7.3. Za proizvoljne kategorije <7, B, € je |/ x B, €| = [, [B, €],
prirodnou &, 1 €.

Dokaz. Funktorijalnost gore opisane bijekcije, i prirodnost u sva tri argumenta lako
je raspisati. Alternativno, funktor Ev opisan dalje u tekstu o¢ito zadovoljava uvjete
(duala) teorema 3.1.1, pa slijedi prirodnost u <7 i ¢, a ostale tvrdnje su opceniti
rezultat u monoidalno zatvorenim kategorijama (v. odjeljak 4.4). O

Kakojei &/ x = % x o/ takoder prirodno u </ i %, imamo zapravo
(o, [B,C) = [ X B,C| = [BxA,C) =B,

pri ¢emu funktoru Hj : &7 — [%, €| odgovaraju redom funktori Hp, H3 i Hy takvi
da za svaki A € &/ i B € & vrijedi

(H1A)B = Hy(A, B) = H3(B, A) = (H4B)A,
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1.7. Prirodne transformacije

i u daljnjem s jednoga na drugi ¢esto prelazimo preSutno.

Prirodnu transformaciju ([xi\ 5)AB : Hy = Hp ovi izomorfizmi preslikavaju u
(({x}é‘B)B)A : Hy = Hj, isli¢no za «® : H3 = H3ia*: Hy = Hy. Posebno je
transformacija a izmedu bifunktora .o/ x % prirodna ako i samo ako je prirodna
“u svakom argumentu”, tj. ako je za svaki A € &/ prirodna familija (xap)pe i za
svaki B € % familija (x¢4p)ac., Sto je lako provjeriti i direktno.

U korespondenciji iz propozicije 1.7.3 identiteti Id : [#, €| — [%, €] odgovara
funktor evaluacije

Ev:[#,€| x % — C,
Ev: (a,f) — F'foap =ap oFf,

gdje je « : F = F’ prirodna transformacija izmedu funktora F,F' : # — €,
f : B — B’ morfizam u %. Za fiksan B € % funktor Ev(—,B) : [8,¢] —
evaluacije u tocki B ozna¢avamo i sa Evp.

Sli¢no, funktoru Idx!: € x 2 — ¢ x 1 = ¢ konstantnom u drugom argu-
mentu odgovara dijagonalni funktor A : ¥ — %7, koji svakom objektu C € ¢
pridruzuje konstantni funktor Co! : ¥ — 1 — €, a svakom morfizmu u % odgova-
rajucu konstantnu prirodnu transformaciju. Lako se vidi da je taj funktor vjeran i
injektivan na objektima, dakle ¥ moZemo shvatiti kao potkategoriju od 7.

Konéno, primijetimo da ako su kategorije ¢ i 2 male, to je naravno i [¢, Z], pa
se sve gore re¢eno moZe ograniciti na male kategorije i kategoriju Cat. No isto ne
vrijedi za lokalno male kategorije: &im je kategorija ¢ velika, [¢), 2] u pravilu neée
ostati lokalno mala (npr. trivijalno ako je X velik skup, onda jedinstveni funktor
X — Z/2Z ima 2% razli¢itih endomorfizama). Zato je korisna sljedeca primjedba:

a
(2

Propozicija 1.7.4. Ako je kategorija ¢ mala, a Z lokalno mala, tada je i [¥, 7|
lokalno mala kategorija.

Dokaz. Za funktore F,G : ¢ — & prirodna transformacija « : F = G dana je
funkcijom a_ : Ob ¢ — K, gdje je K := Ucecey Hom(FC, GC) po pretpostavci mal
skup. Dakle, Nat(F,G) C K%, paje [¢, 2] lokalno mala. O

Primjer 1.7.5.

1. Za diskretne kategorije X i Y funktorska kategorija Y¥ je naravno jednaka
uobicajeno definiranom skupu Y* svih funkcija sa X u Y.

2. Sli¢no, ako su P i Q preduredaji, onda je to i QF, i odgovara standardnom
uredaju na skupu monotonih funkcija: ako su f, g : P — Q monotone, onda
je f < g ako i samo ako je f(x) < g(x) za sve x € P.

3. Ako je M monoid, kategorija Set™ je to¢no kategorija M-skupova.
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4. Ako je G grupa, kategorija Vect{ je kategorija k-linearnih reprezentacija
grupe G.

5. Za proizvoljnu kategoriju &, kategorija %2 je kategorija morfizama od ¥

1.8 Yonedina lema

Za lokalno malu kategoriju ¢ bifunktor Hom : 4°P x ¥ — Set po prethodnom
odjeljku odreduje funktor

Y : %6 — [€°P,Set]
Y :C+ Hom(—,C).
Stovise, uskoro ée biti jasno da je za svaki funktor F : €°P — Set i objekt C € &
skup Nat(YC, F) uvijek mal. Dakle, moZemo govoriti o bifunktoru

N := € x [¢°P,Set] 19, [¢°P, Set]P x [¢°F, Set] ~2% Set,

i Yonedina lema tvrdi da je on prirodno izomorfan funktoru
Ev : €°P x [€°P,Set] — Set.

Teorem 1.8.1 (Yonedina lema). Neka je dana lokalno mala kategorija ¢, funktor
F : €°P — Set, i objekt C € €. Vrijedi:

d¢c r : Nat(Hom(—,C),F) = FC,
dc,r(a) = ac(idc), (1.3)
[0cr()ler(f) = Ff(x),

gdje je « : Hom(—,C) = F, x € FC, f : C' — C. Izomorfizam ¢ r prirodan je i u
CiuF.

Dokaz. Da je gornja definicija izomorfizma ¢ “prava” jasno je iz dijagrama

1 e, Hom(C, C) < Hom(C/,C)

oo

FC ——— FC/,
buduéi da za svaku prirodnu transformaciju « : Hom(—, C) = F vrijedi
ac(f) = Ff(ac(idc)),
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1.8. Yonedina lema

tj. cijela je odredena samo svojom vrijednos¢u u id¢. Dakle, @ je doista bijekcija, s
inverzom danim kao u (1.3). Preostaje provijeriti prirodnost.

Akoje f : C' — C proizvoljan morfizam onda za svaku prirodnu transformaciju
« : Hom(—,C) = F vrijedi:

[0cr,p o Nat(Yf, F)](a) = Ocr p(a o Hom(—, f))
= (aoHom(—, f))c(idc)
=ac/(f)
= Ff(ac(idc))
= [Ev(f, F) o Ocr](a),

pa slijedi da je d¢ r prirodna u C.
Ako je s druge strane dana prirodna transformacija § : F = F’ izmedu funktora
F,F': €°P — Set, onda je:

[Ev(C, B) o Oc,Fl(a) = Bc(ac(idc)),
[0c,p o Nat(YC, B)](a) = Bc(ac(idc)),

pa imamo prirodnost i u F. [
Posebno, ako stavimo F = Hom(—, C’), onda je po gornjem teoremu
Nat(Hom(—,C),Hom(—,C")) = Nat(YC, YC') 2 Hom(C, C’), (1.4)

a izomorfizam 9! je upravo djelovanje funktora Y na Hom(C,C’). Dakle, vrijedi
sljedeci korolar:

Korolar 1.8.2. Funktor Y je potpuno vjeran. Posebno, YC = YC’ povladi C = C/,
za sve objekte C, C' u %.

Funktor Y se iz toga razloga obi¢no naziva Yonedinim ulaganjem.

Kako potpuno vjerni funktori reflektiraju komutativne dijagrame, slijedi da je
transformacija « : F = F’ izmedu funktora F, F’ : ¥ — 2 prirodna ako i samo ako
je Ya prirodna, dakle vrijedi i sljede¢i korolar:

Korolar 1.8.3. Ako su dane dvije kategorije 2 i ¥ i akoje Y : € — [¢°P,Set]
Yonedino ulaganje, onda je funktor [—,Y] : [Z,€¢] — [2,[€¢°P,Set]|] potpuno
vjeran. Posebno, ako za dva funktora G, G’ : 2 — € vrijedi YG = YG/, onda je i
GG
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Napomena. Ako kategorija ¢ nije lokalno mala, moZemo konstruirati (vrlo veliku)
kategoriju [¢°P, SET], i isti argument pokazuje da se ¢ ulaZe u nju. Dakle, kate-
gorija ne mora nuZno biti lokalno mala da bismo na funktore s nje primijenili
rezultate ovoga odjeljka, i zato se ni u ostatku teksta, gdje se na njih redovito
pozivamo, ne¢emo ogranicavati na lokalno male kategorije (i implicitno na funk-
torske kategorije s isklju¢ivo malom domenom), iako to u pravilu ni ne bi bio velik
gubitak opcenitosti.

1.9 Reprezentabilnost i univerzalni morfizmi

Funktor F : € — Set nazivamo reprezentabilnim ako je izomorfan nekom hom
funktoru, tj. ako postoji objekt R € % i prirodni izomorfizam ¢ : Hom(R, —) = F
kojega nazivamo reprezentacijom funktora F. Po Yonedinoj lemi izomorfizmu ¢
odgovara element r := ¢(idr) € FR kojega nazivamo univerzalnim elementom
reprezentacije ¢, i vrijedi ¢(f) = Ff(r), za svaki morfizam f : R — C.

Ako je dan funktor G : ¥ — ¥ i objekt C € ¥, onda se univerzalni element
n : C — GC* reprezentacije Hom(C*,—) = Hom(C,—) o G = Hom(C,G—)
naziva univerzalnim morfizmom sa C na G. Eksplicitno, bijekcija hom-skupova
koju dobivamo u ovome slucaju zna¢i da za svaki morfizam f : C - GD, D € &
postoji jedinstven morfizam f : C* — D takav da komutira:

c 1, ge

N Gl;f

Drugim rije¢ima, 7 je inicijalni objekt u kategoriji (C | G). Vrijedi i obratno:

Propozicija 1.9.1. Neka je dan funktor G : ¥ — ¥ i C € €. Ekvivalentno je:

1. C* reprezentira funktor Hom(C, G—), a # je univerzalni element reprezenta-
cije.
2. 1: C — GC~* je inicijalni morfizam na G,
Prirodni izomorfizam ¢ : Hom(C*, —) = Hom(C, G—) zadan je sa ¢p(g) = Ggory
zasvaki g: C* — D.

Dokaz. Treba samo primijetiti da je ¢p(g) = Hom(C, Gg)7, tj. upravo je prirodna

transformacija koja po Yonedinoj lemi odgovara elementu # € Hom(C, GC¥), a
njena bijektivnost je tocno ekvivalentna inicijalnosti od 7. O
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Posebno, kako je Homget(1, —) = Idget, univerzalni morfizam sa 1 na F je totno
univerzalni element reprezentacije funktora F.

Kao $to ¢emo vidjeti u 3. poglavlju, od velike su vaZnosti situacije gdje inicijalni
morfizam na funktor G : ¥ — ¢ postoji sa svakog objekta C € €. I prije nego sto
obradimo adjungirane funktore, bit ¢e nam korisna sljede¢a lema:

Lema 1.9.2. Ako za svaki objekt C u ¢ postoji inicijalni morfizam na funk-
tor G : 4 — ¢, onda postoji funktor F : € — Z i prirodna transformacija
1 : Id¢ = GF takva da je upravo 7¢ : C — GFC inicijalni morfizam sa C na G.

Dokaz. 1zaberimo za svaki objekt C € % inicijalni morfizam ¢ : C — GFC.
Funktor F moZemo definirati na morfizmu f : C — C’ kao jedinistveni morfizam
Ff: FC — FC’ za koji komutira dijagram

c " GFC
7| |ors
C’ W—/C> GFC'.
Koristedi jedinstvenost gornje faktorizacije, lako se vidi da je F doista funktor, a
je prirodna po definiciji od F. O
Primjer 1.9.3.

1. Mnogi zaboravni funktori su reprezentabilni: Top — Set reprezentiran je
jednototkovnim prostorom, Modr — Set sa R, a Ring — Set sa Z[X].

2. Funktor P : Set®? — Set reprezentiran je skupom 2.

3. Preslikavanje W — Hom(U, V; W) koje vektorskom prostoru W pridruzuje
skup bilinearnih preslikavanja s U x V u W je funktorijalno i reprezentirano
je s U® V. Univerzalni element je funkcija @ : U xV - U R V.
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Poglavlje 2

Limesi

2.1 Stosci i definicija limesa

Svaki funktor F : ] — % element je kategorije ¢/, a preko funktora A : € — ¢/
je to i konstantni funktor AC, za svaki objekt C u . Morfizme AC = F sa slike
od A na F nazivamo sto$cima nad F sa vrhom u C, intuitivno zato §to prirodne
transformacije sa AC na F i izgledaju kao takvi komutativni stoSci: familija funkcija
(7j: C = Fj)jej je stozac ako za svaki morfizam f : j — k u | komutira dijagram

C
AN
Ff
F]‘ ? Fk.

Morfizme stozaca nad F definiramo naravno kao morfizme u kategoriji (A | F).
Eksplicitno, morfizam sa sto$ca 7' : AC’ = F na stozac v : AC = F dan je
morfizmom ¢ : C' — C takvim da za svaki j € ] komutira dijagram

C ¢ . C’
N
F.

Ukoliko postoji, terminalni stozac 7 : A@F = F nazivamo i grani¢nim, i
kazemo da je (lim F, 7r) limes funktora F. Dualno, kazemo da je (hg F, 1) kolimes
od F ukoliko je ¢ : F = Alim F inicijalni kostoZac sa F.
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Ako za neku kategoriju 4" postoje limesi svih funktora s kategorije | (koje u
ovom kontekstu nazivamo i dijagramima (oblika [)), onda se po lemi 1.9.2 limes
prosiruje do funktora lim : ¥/ — % koji prirodnoj transformaciji a : F = F’
pridruZuje jedinstven morfizam lim « takav da za svaki j € ] komutira dijagram

l'gux
Hm F == lim F’
-

/
j l”j

N
Y

~

pri ¢emu su 71 : A@F = Firn: A@F’ = F’ grani¢ni stosci. Alternativno,
uvijek se moZemo ograniciti na funktor lim s potkategorije od ¢/ za koju limesi
postoje.

Sljedeca lema i korolar daju odmah ogranic¢enje na postojanje “prevelikih”
produkata (v. odjeljak 2.4.1) pa onda i limesa opcenito:

Lema 2.1.1. Ako je ¢ kategorija koja ima sve produkte veli¢ine « := |Mor €|, onda
je ¢ nuzno predureda;.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da uvjeti teorema vrijede i da ¢ nije preduredaj,
tj. da postoje dva razli¢ita morfizma f,g : A — B u €. Po pretpostavci, postoji
produkt [ ;e B, pa je po propoziciji 2.2.2

Hom (4, T, B)| = [T, Hom(4, B)| > 2%,

§to je, po Cantorovom teoremu, u kontradikciji s |[Mor &| = . O

Korolar 2.1.2. Kategorija ¢ je preduredaj ¢im zadovoljava jedan od sljede¢ih uvjeta:

* ima sve limese
* mala je i ima sve male limese

* konacna je i ima sve konacne limese.

Dakle, iako je postojanje (ko)limesa opéenito vrlo bitno, nema pretjeranoga
smisla govoriti o kategorijama u kojima postoje svi limesi, ve¢ kaZzemo da je
kategorija potpuna ukoliko ima sve male limese, tj. limese svih funktora sa malom
domenom, a kona¢no potpuna ukoliko ima sve konac¢ne limese.

Nadalje, uvodi se pojam neprekidnoga funktora kao funktora koji ¢uva male
limese. Preciznije, kaZemo da funktor G : ¥ — ¥ ¢uva limes funktora F: | =+ &
ako svaki grani¢ni stoZac (1&1 F, ) preslikava u granican stoZac (G@F, Grr).
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2.1. Stosci i definicija limesa

Ocita je ali i korisna sljedeca tvrdnja o prirodnim transformacijama izmedu nepre-
kidnih funktora:

Propozicija 2.1.3. Ako je dan funktor F : ] = 2 koji ima limes (l&n F, ) i funktori
G,G : 2 — € koji taj limes ¢uvaju, onda za svaku prirodnu transformaciju
B: G = G’ vrijedi ﬁlgnGF = lim BF.

Za G kaZemo da stvara limes od F ukoliko limes od F postoji kad i limes od
GF, i ako G i ¢uva i reflektira limese od F. Ako je na primjer kategorija ¢ potpuna
i G stvara limese, onda je potpuna i Z, a (D, ) je limes od F ako i samo ako je
(GD, Gd) limes od GF.

Napomena. Postoji i pojam jedinstvenoga stvaranja limesa: G stvara limes od F
jedinstveno, ako ga stvara i ako za svaki grani¢ni stoZac od GF postoji tocno
jedan grani¢ni stozac od F koji se po G preslikava u njega. Stovige, neki autori
podrazumijevaju da “stvara” znadi “stvara jedinstveno”, no mi taj pojam neéemo
koristiti uopc¢e, buduéi da nije invarijantan na ekvivalenciju (v. odjeljak 3.3.3).

Propozicija 2.1.4. Ako limes funktora F : | — Z postoji, i konzervativan funktor
G: 9 — ¢ ga ¢uva, onda ga i reflektira, dakle i stvara.

Dokaz. Ako je (1&n F, ) limes od F, a (D, ¢) neki drugi stozac kojega G preslikava
u grani¢ni, onda su njihove slike po G izomorfne, pa budud¢i da je G konzervativan,
izomorfni su i sami. O

Primjer 2.1.5. Potpuno vjerni funktori reflektiraju limese. Posebno, ako je funktor
U: 7 — ¢ inkluzija pune potkategorije, i F : ] —  takav da limes (lim UF, 7r)
postoji i vrijedi im UF € &, onda je to nuzno i limes funktora F. Naravno, ako
1'&1 UF nije u Z 1li ne postoji, onda nam reflektiranje ne govori nista o 1&1 F. Npr.
u reflektivnim potkategorijama (3.3.2) inkluzija stvara limese, ali se kolimesi u
potkategoriji u pravilu ra¢unaju drugacije.

Funktor izmedu kona¢no potpunih kategorija koji ¢uva konacne limese nazi-
vamo i lijevo egzaktnim, i dualno definiramo desno egzaktne funktore. Funktore
koji su i lijevo i desno egzaktni nazivamo egzaktnima. Ovi pojmovi su bitni u
Abelovim kategorijama, iz kojih i dolazi termini.

A Ss M. T

WX /’YT ysl a
S

L}T
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2. LiMmEs1

2.2 Limesi u kategoriji Set

Ako je (ImF, ) limes funktora F : ] — %, onda po propoziciji 1.9.1 odmah
dobivamo da je to i reprezentacija funktora Nat(A—, F), i obratno, da ako je
Nat(AC, F) = Hom(C,l'&nF ) prirodno u C, onda je univerzalni element repre-
zentacije grani¢ni stoZac na F. Ova korespondencija nam omogucava da na
jednostavan nacin opiSemo limese skupova.

Propozicija 2.2.1. Kategorija Set je potpuna.

Dokaz. Primijetimo prvo da ako za neku kategoriju | svaki dijagram F : | — Set
ima limes, onda na razini objekata mora vrijediti:

lim F = Hom(1, lim F) = Nat(A1, F), 2.1)

dakle trebamo jo$ pokazati da je Nat(AX, F) = Hom(X, Nat(Al,F)). No to je
jasno: ako je dana prirodna transformacija ¢ = (¢ : X — F)jej = ((j(x))xex)je)s
ondaje ((j(x) : 1 — Fj)jey)xex funkcija sa X u Nat(Al, F) i obratno, buduc¢i daje ¢
prirodna ako i samo ako je “prirodna po tockama”. Prirodnost ove korespondencije
je oita, a identiteti id|; r) po njoj odgovara familija (7; : Nat(A1,F) — F)jej,
definirana s 7j(a) = a; za svaku prirodnu transformacijua : Al = Fije . [

Kako je funktor A1 terminalni objekt u Set/, Nat(A1, F) je nista drugo nego skup
globalnih elemenata od F, i primijetimo da se moZe opisati sasvim jednostavno i
eksplicitno:

imF = {(x]')]' € EF] : f(xj) = xx, za sve morfizme f : j — k}. (2.2)
]

Zapravo, limese u Set smo mogli definirati ovakvom formulom, a limesi u
drugim kategorijama se kao $to ¢emo vidjeti mogu definirati preko njih, za sto je
kljuéna sljedeca propozicija:

Propozicija 2.2.2. Kovarijantni hom funktor ¢uva sve limese.

Dokaz. Neka je F : | — ¢ funktor s limesom (lim F, 77), C proizvoljan objekt u %,
a (@ Hom(C, F—), ) limes funktora Hom(C, F—) dan kao u propoziciji 2.2.1.

Primijetimo prvo da su stosci sa 1 na funktor Hom(C, F—) u prirodnoj kore-
spondenciji sa stoScima sa C na F. Dakle, imamo da je

@Hom(C,F—) = Nat(Al,Hom(C,F—)) = Nat(AC, F) = Hom(C,@P)
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2.2. Limesi u kategoriji Set

prirodno u C. Eksplicitno, morfizmu f : C — lim F odgovara stoZac (71;f : C — Fj);,
tj. element (77;f); limesa. Slijedi da je gornji izomorfizam i izomorfizam stoZaca
(@Hom(C,F—), ') i (Hom(C,l'glF),Hom(C, 7)), dakle nuzno je granican i
stozac (Hom(C, lim F),Hom(C, m)). O

Po upravo dokazanome, ako postoji limes (1&1 F,m) funktora F : | — &,
onda I'&nF reprezentira funktor C — I'&nHom(C,F —), a grani¢ni stozac 7T je
to¢no univerzalni element te reprezentacije. Obratno, ako imamo reprezentaciju
Hom(—, L) = Nat(A—, F), njen univerzalni element je to¢no terminalni morfizam
na F. Dakle, vrijedi sljedeci korolar:

Korolar 2.2.3. Funktor F : D — % ima limes ako i samo ako je reprezentabilan
funktor

(Lim F)(C) := lim Hom(C, F~)
= Nat(A1,Hom(C, F—))
=~ Nat(AC, F).

Odgovarajuci grani¢ni stoZzac na F dan je univerzalnim elementom reprezentacije.

Duali ovih rezultata nam odmah omogucavaju da izra¢unamo i kolimese u
kategoriji Set. Ako kolimes funktora F : | — Set postoji, onda zadovoljava

Hom(lig F, X) = @Hom(F—, X)

= {(8)); EHHom(F]-,X) 1 gj=8koFf, Yf:j—k}
je

No familije (g;); € I1; Hom(F;, X) u bijekciji su s funkcijama ¢ € Hom([]; F;, X)
s disjunktne unije [[; F; = U;(F; x {j}), a uvjet g; = gxoFf, zasve f : j — k
zadovoljen je ako i samo ako je g(a,j) = g(b, k) ¢im postoji f : j — k takav da je
Ff(a) = b. Dakle, imamo dalje:

Hom(lim F, X) = {g € Hom([ |, F, X) : g(a,j) = g(b,8), (a,)) ~ (b,0))
~ Hom(Lli T /%), (2.3)

pri ¢emu je relacija ~ najmanja ekvivalencija definirana spomenutim relacijama:
(a,7) ~ (b, k) ako postoji f : j — k takav da je Ff(a) = D.

Korolar 2.2.4. Kategorija Set je kopotpuna. Kolimes funktora F : ] — Set dan je
formulom (2.3).

29



2. LiMmEs1

2.3 Limesi u kategorijama funktora

U ovom odjeljku nam je cilj dati dovoljan uvjet za postojanje limesa funktora
H: ] — [¥¢,2], gdje su %€ i 2 proizvoljne kategorije. Oznatimo sa H : € — [], 7]
funktor sa zamijenjenim argumentima, i pretpostavimo da za svaki C € € postoji

limes (1£n Hc, %) funktora Hc. Tada je dobro definiran funktor lim na slici od H,
ant: A@FIC = Hc je prirodna u C (lema 1.9.2).

Propozicija 2.3.1. Neka su dane kategorije ¥ i 2 i funktor H : ] — 2%. Ako
funktor He := (H—)(C) : € — 2 ima limes (lim A, 7“) za svaki objekt C € ¥,
onda i funktor H ima limes (lim H, 77), pri ¢emu je lim H : ¢ — 2 kompozicija
@oﬂ, a (mj)c = 7T]-C, zasvakije ], Ce%.

Dokaz. Ako je ¢ : AF = H stoZac na H, onda je za fiksan C € % familija
morfizama (p]C := (¢j)c : FC — H,C stoZac na H¢, pa postoji jedinstven morfizam
¢$c : FC — I'&nﬂc takav da vrijedi go]C = 7'(].C o ¢c. Dakle, ako pokazemo da je ¢c
prirodna u C, imat ¢emo jedinstvenu faktorizaciju stosca ¢ kroz 7. No za svaki
morfizam f : C — C' u ¢ u dijagramu

F
FC / . FC/
~ , -
-~ i
R / .
¢c H]C T H]C Pcr
C/\Y o,
TT: 7-[C
7 / N
lim H, > lim H/
£ C I&HHf gl C

po pretpostavci komutiraju sve unutrasnje stranice, pa slijedi da je
njclof&nﬂfogf)c = n]C/og?)C/oFf
za svaki j € J. Dakle mora biti i 1£1 Hf o @c = ¢cr o Ff, tj.  je prirodna. O
Posebno, ako kategorija 2 ima sve limese funktora sa J, onda ih ima i 9% a

funktor Evc ih ¢uva za svaki C € . MoZemo re¢i da se limes funktora H : | — 2%
rac¢una po tockama, tj. da vrijedi

(lim, Hj)C = lim, H;C.
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2.4. Primjeri limesa

Korolar 2.3.2. Ako kategorija & ima povlake, onda je prirodna transformacija
a : F = F izmedu funktora F,F' : ¥ — % monomorfizam ako i samo ako je
monomorfizam svaka njena komponenta ac : FC — F'C, C € .

Dokaz. Jedan smjer je propozicija 1.7.2, a drugi slijedi iz propozicije 2.4.8. O

Naravno, ako je kategorija & potpuna, slijedi da je i 2% potpuna, pa za 2 = Set
imamo:

Korolar 2.3.3. Kategorija [¢, Set| je potpuna i kopotpuna za svaku kategoriju €.

Korolar 2.3.4. Za lokalno malu kategoriju ¢ Yonedino ulaganje Y : € — [¢°P, Set]
je neprekidan funktor

Dokaz. Za svaki C € € je Evec oY = Hom(C, —), pa tvrdnja slijedi iz propozicije
2.3.1 i neprekidnosti hom funktora (propozicija 2.2.2). O]

2.4 Primjeri limesa

2.4.1 Produkti

Limes funktora sa diskretne kategorije (dakle zapravo familije objekata) nazivamo
produktom. Ako je (Cj)je; familija objekata u ¢, za limes funktora j — C;
piSemo i [];e; Cj. Produkt dvaju ili nekoliko objekata oznatavamo i s x, npr.
A x B x C. Produkt konstantne familije j — C oznatavamo i s C/, npr. u C2. Ako
su dani morfizmi f : C — Aig: C — B, onda inducirani morfizam na produkt
oznatavamo s (f,g) : C — A x B. Morfizam (id,id) : A — A x A, ili opcenitije
analogno definirani morfizam A — A/ nazivamo dijagonalom i ozna¢avamo s A.

Primijetimo da je produkt prazne familije objekata terminalni objekt, a za
produkt jednoclane moZemo uzeti upravo njen jedini element. Posebno imamo
C! = CiCY~T, gdjeje T terminalni objekt.

Ako je (A x B, (74, mp)) produkt para objekata (A, B), a (B x A, (rtg, )
produkt para (B, A), onda je to o¢ito i (A x B, (71, t4)), a inducirani morfizam
(7, ta) : A X B — B X A je izomorfizam. Nadalje, lako se vidi da su za svaka
tri objekta A, B, C € € i (A x B) x Ci A x (B x C) produkti trojke (A, B,C), pa
postoje jedinstveni izomorfizmi

(AxB)xC=ZAXxBxC=Ax(BxC)
koji komutiraju s projekcijama.
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I opcenito je produkt uvijek komutativan i asocijativan u ovome smislu, i
posebno je terminalni objekt kao produkt prazne familije do na izomorfizam
jedini¢ni element za produkt. 1z toga slijedi da u kategoriji svi kona¢ni produkti
postoje ¢im postoje binarni produkti i terminalni objekt.

Produktu dualan pojam je koprodukt. Kao i za produkt uvodimo posebne
oznake ] [;¢; C; za koprodukt familije (C;);c;, AL Bili A + B za koprodukt objekata
AiBiCYiliJ-C za koprodukt konstantne familije. Morfizam A LIB — C
induciran morfizmima f : A — Ci g : B — C oznatavamo s [f,g], a morfizam
lid,id] : AU A — A oznatavamo s V i nazivamo kodijagonalom.

Primjer 2.4.1.

1. Produkti skupova, kategorija, grupa, modula, prstenova i topoloskih prostora
su svi primjeri produkta u odgovarajuc¢im kategorijama.

2. Koprodukt u Set je disjunktna unija skupova. Sli¢no dobivamo i koprodukt
u Top, ako kaZemo da je podskup disjunktne unije prostora X i Y otvoren
ako je unija otvorenoga skupa iz X i otvorenoga skupa iz Y.

3. Koprodukt modula i posebno Abelovih grupa je dan direktnom sumom, i
za konac¢ne familije se podudara s produktom. U kategoriji Grp situacija je
bitno drugacija, i koprodukt je dan slobodnim produktom grupa.

4. Koprodukt komutativnih prstenova dan je tenzorskim produktom (kao Z-
algebri).
5. Produkti i koprodukti u preduredaju su infimumi i supremumi.

2.4.2 Ujednacitelji

Limes para paralelnih morfizama, tj. funktora sa kategorije e X x nazivamo
ujednaciteljem. Ako je f,g : C — D paralelni par morfizama, primijetimo da
je stozac (¢ : E = C,mp : E — D) odreden prvom komponentom, buduéi da
mora vrijediti 7p = fric = g7c; u skladu s time, ujednacitelj poistovjec¢ujemo s
morfizmom 77¢ : E — C (ili nepreciznije objektom E), a oznatavamo ga s eq(f, g).
Iz univerzalnoga svojstva slijedi da je taj morfizam uvijek mono, tj. podobjekt, i
zapravo moZemo reéi da je najveci podobjekt od C na kojemu se f i ¢ podudaraju.
Dualan pojam zovemo koujednaciteljem, i piSemo coeq(f, g)

Ukoliko kategorija ima nul-objekt, ujednacitelj morfizma f : A — B i nul-
morfizma 0 : A — B zovemo jezgrom od f i oznacavamo s ker f. Dualno
definiramo kojezgru coker f.

Primjer 2.4.2. Ujednacitelj para funkcija f,g: X — Y u Set je podskup na kojemu
se te funkcije podudaraju. Kao i produkti, i ujednacitelji se konstruiraju isto u
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2.4. Primjeri limesa

mnogim drugim konkretnim kategorijama, $to je fenomen koji ¢emo objasniti
kasnije.

Primjer 2.4.3. Koujednacitelj para funkcija je kvocijent skupa Y po ekvivalenciji
generiranoj relacijama f(x) = g(x), za svaki x € X. Sli¢no, u Grp je koujednacitel]
kvocijent normalnom grupom generiranom elementima f(x)g(x) . Analogna
tvrdnja vrijedi i za module, ali primijetimo da tu ujednacitelje i koujednacitelje
mozemo izraziti preko jezgri i kojezgri, npr. coeq(f,g) = coker(f — g)

Produkti i ujednacitelji su limesi koje je ¢esto najjednostavnije opisati, pa je
zato za dokazivanje potpunosti neke kategorije zna biti vrlo prakti¢na sljedeca
propozicija:

Propozicija 2.4.4. Ako kategorija ima konacne produkte i ujednacitelje parova
morfizama, onda ima i sve konac¢ne limese. Ako kategorija ima i sve male produkte,
onda je potpuna.

Dokaz. 1z eksplicitne konstrukcije opisane formulom (2.2) vidimo da tvrdnja vrijedi
u Set, buducdi da je lim F dan kao ujednacitel;

Wm F—— Tliej Fi == [1s;jk Fio

gdje su morfizmi u produkt inducirani familijama funkcija (x;); = fx;, odnosno
(x;)i — x; za svaki morfizam f : j — k u J. Tvrdnja za opcenite kategorije sada
slijedi iz korolara 2.2.3. O

2.4.3 Povlak

Ako su dani morfizmi f : A — Cig: B — C u kategoriji ¢, onda limes odgo-
varajucega dijagrama (s kategorije * — ® «— % ) nazivamo povlakom. Povlak je
zadan objektom, kojega ¢emo oznacavati s A X ¢ B i zvati i fibriranim produktom
objekata A i B nad C, i morfizmima 714 i 7t takvima da komutira dijagram

AxcB 25 B

A
A ¢

Morfizam 714 ¢emo nekad zvati i povlakom od ¢ duZ morfizma f, i pisati f*B
za AXcBif*gzamy.
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Dualan pojam ¢emo zvati potisak (eng. pushout). Ukoliko su dani morfizmi
f:C— Aif:C — B, za potisak ¢emo pisati A Lic B i zvati ga i amalgiranom
sumom nad C.

Primijetimo da je povlak morfizama f i ¢ upravo njihov produkt u ¢ /C.
Sukladno tome je i fibrirani produkt nad terminalnim objektom uvijek obi¢ni
produkt. Sli¢no, lako se vidi da je za par morfizama f,g : A — B povlak od
(id, f) i (id,g) : A — A x B upravo ujednacitelj od A i B. Dakle, propoziciju 2.4.4
moZemo izredi i u nesto drugacijem obliku:

Korolar 2.4.5. Kategorija koja ima terminalni objekt i povlake ima i sve konacne
limese.

Za svaki morfizam f : A — B se preslikavanje (p: E — B) — (f*p: f*E — A)
prosiruje do funktora f* : ¢ /B — ¢/ A: za svaki morfizam ¢ sa pna p’: E' — B
postoji jedinstven morfizam f*¢ takav da komutira dijagram

> E
SN, o
A —— B ¢
PN
s E

/
7

u kojem su trapezi povlaci. Stovise, lako je pokazati da se funktor f* i restringira
na funktor f* : Sub B — Sub A:

Propozicija 2.4.6. Ako je morfizam i : B' — B monomorfizam, onda je i povlak
f*i: f*B’ - A monomorfizam za morfizam svaki f : A — B.

Dokaz. Oznatimo s F povlak od f duz i, i neka su x,y : X — f*B’ takvi da je
ffiox = ffioy =: g. Posebno jei fg = iFx = iFy, pa jer je i mono slijedi
Fx = Fy =: h. No sada fg = ih povladi x = y.
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Povlak para istih morfizama f : A — B nazivamo jezgrenim parom od f. U
kategoriji Set, to je skup {(a,b) € A x A : f(a) = f(b)}. Ukoliko je f injekcija,
onda je jezgreni par slika dijagonale A : A — A x A. I opéenito odmah iz definicija
slijedi:

Propozicija 2.4.7. Morfizam f : A — B u kategoriji ¢ je monomorfizam ako i
samo ako je dijagram

A9,

idl ; lf

A —— B

povlak, tj. ako identitete ¢ine jezgreni par od f.

Dakle, monomorfizme moZemo karakterizirati preko limesa, pa ih neprekidni
funktori ¢uvaju:

Korolar 2.4.8. Funktor koji ¢uva povlake ¢uva i monomorfizme.

Primjer 2.4.9. Povlak morfizama f : A — Cig: B — C u Set dan je naravno sku-
pom A x¢c B:={(a,b) € AxB: f(a) = g(b)} s otitim projekcijama. Primijetimo
da su vlakna funkcije frt4 = g : A X¢ B — C upravo produkti vlakana funkcija
f i g, $to opravdava naziv “fibrirani produkt”.

Alternativno povlak funkcije 7 : E — B duZz f : A — B moZemo opisati kao
skup f*E := [I,ca m{f(a)}. Tada je ocito da je vlakno funkcije f*7r u tocki
a € A upravo vlakno funkcije 7t u f(a), dakle moZemo reci da je svezanj v : E — B
“povucen” po f nasvezanj f*mr: f*E — A. Ova perspektiva je posebno korisna za
fibrirane sveznjeve u topologiji i diferencijalnoj geometriji.

Primjer 2.4.10. Ako je A C X potprostor topoloskoga prostora X, onda je potisak
inkluzije A — X duZ terminalnoga morfizma A — 1 upravo kvocijent X/ A.

2.5 Kofinalni funktori

Lako je pokazati da je kolimes nekoga niza N — % (tzv. induktivni ili direktni
limes) jednak kolimesu svakoga podniza N < IN — %’. Op¢enitije, za podskup I
usmjerenoga skupa | kaZemo da je kofinalan ako je svaki element iz | manji ili
jednak nekome elementu iz I. O¢ito je svaki beskonacni podskup od IN kofinalan,
i opet vrijedi da se prelaskom na kofinalni podskup ne mijenja kolimes funktora,
analogno kao $to se limes hiperniza u topologiji ne mijenja prelaskom na kofinalan
pothiperniz.

35



2. LiMmEs1

Ovu situaciju moZemo poopditi i na kategorije koje nisu preduredaji, i ne
moramo se ograniciti samo na potkategorije, ve¢ moZemo promatrati proizvoljne
funktore F : [ — ]. Za takav funktor kaZemo da je inicijalan' ako je za svaki
objekt j € | kategorija (F | j) povezana, pri ¢emu kategoriju zovemo povezanom
ako odgovarajucéi neusmjereni graf ima tocno jednu komponentu povezanosti. Du-
alan pojam nazivamo kofinalnim funktorom, i lako se vidi da se on u slucaju
preduredaja svodi na funktor ¢ija je slika kofinalan podskup u klasi¢cnom smislu.

Teorem 2.5.1. Neka je F : I — ] inicijalan funktor, a G : | — & proizvoljan.
Funktor G ima limes (lim G, 77) ako i samo ako je (im G, 7F) limes funktora GF.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da postoji limes (l&n GF, r) funktora GF. Po pretpo-
stavci je za svaki j € | kategorija (F | j) povezana i posebno neprazna. Dakle,
postoji neki morfizam s; : F; — j, i moZemo definirati

- . T GS]

DokaZimo da definicija 7T ne ovisi o izboru morfizama s;. Neka je dan neki drugi
morfizam s;. : Fy — j takav da postoji morfizam f : i — i’ sa s; na njega. Tada
desni trokut u dijagramu

GE,
l'gl GF GFf G]
T Gs',
GFI'/

komutira po pretpostavci, a lijevi zato $to je 7 stoZac, dakle je Gs; o 7T; = Gs;- o .
Po tranzitivnosti, ta jednakost vrijedi i za s; i s;- povezane proizvoljnim putem u
(F | j), pa onda i za sve morfizme u njoj. Posebno, ako je dan morfizam g : j — j’

! Terminologija je vrlo nekonzistentna; funktore koje nazivam inicijalnim odnosno kofinalnima,
neki zovu inicijalnim i finalnima, neki kokofinalnim i kofinalnim, a neki finalnim i kofinalnim.
Svaki od ovih izbora je opravdan, ali meni se ¢inilo najboljim zadrzati termin “kofinalan” tako da
odgovara tradicionalnom pojmu za uredene skupove, i uzeti “inicijalan” umjesto nezgrapnoga
“kokofinalan” i protuintuitivnoga “finalan”. Nedostatak ovog odabira je Sto inicijalan funktor u
ovome smislu ne znaci funktor koji je inicijalan objekt u odredenoj kategoriji, kako bi se moglo
ocekivati.
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2.6. Generatori

ujondasuzas;:F —jisy:Fsr— j isyigs;objektiu (F | j'), pa komutira

GE, /. . GE (2.4)
// 7'[]' 7'L’j/ \\
GS]\L /// \\\ lGS]-/
4 N
G]' Cg > Gj/,

tj. 7T je stozac nad G. Nadalje, za i € I u definiciji morfizma 7r; mozemo uzeti
spi = idp;, pa slijedi da je TF = 71, kao $to smo i htjeli.

Ako je dan neki drugi stozac v : AC = G, onda je F stozac na GF pa se
faktorizira kroz 77, 4j. postoji 4 : C — lim G takav da je vF = 71 0 Af. Iz dijagrama
(2.4) se odmah vidi da onda vrijedi iy = 7t 0 A9, a svaka druga faktorizacija stoSca
v kroz 7t bi davala i drugu faktorizaciju stosca yF kroz 7iF = 7, $to bi bilo u
kontradikciji s grani¢nos¢u od 7. Dakle, (l&n GF, 7) je doista limes funktora G.

Obratno, ako je (lim G, 77) limes od G, onda je AF =: 7t stozac nad GF. Svaki
drugi stozac v : AC = GF se konstrukcijom s pocetka dokaza proSiruje na
jedinstven nacin do stosca ¢ : AC = G takvoga da je ¥F = <. Sada lagano slijedi
jedinstvena faktorizacija stosca 7 kroz . O

Napomena. MoZe se pokazati da je inicijalnost funktora F : I — | ne samo dovoljna
nego i nuZzna da bi G i GF imali iste limese (ukoliko ijedan postoji) za svaki funktor
G : ] — ¢. Vidi na primjer propoziciju 2.5.2. u [8].

2.6 Generatori

Svaki morfizam f : C — D u kategoriji € ocito je jedinstveno odreden generalizi-
ranim elementima od C, tj. ako je gx = fx za sve morfizme x : A — C, onda je i
¢ = f (dovoljno je uzeti x = idc). Generator® kategorije % je objekt S € € takav
da su morfizmi jedinstveno odredeni veé i na S-elementima, tj. eksplicitno, takav
da ako za paralelni par morfizama f,g: C — D vrijedi fx = gx zasve x : S — C,
onda je f = g. Ekvivalentno moZemo re¢i da je generator takav objekt S € ¢ da je
funktor Hom(S, —) vjeran.

2Drugi (i opisniji) naziv za generator je separator, dok je termin generator prikladan u katego-
rijama s koproduktima (v. propoziciju 2.6.1). No bududi da je to upravo slucaj koji ¢emo promatrati,
drzat ¢emo se tradicionalne terminologije.
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Opéenitije je familija generatora {S;};c; takav podskup objekata od ¢ da za
svaki paralelni par morfizama f,g : C — D vrijedi f = g ¢im je fx = gx za sve
i€lix:S; — C. Ekvivalentno je traziti da funktori Hom(S;, —) budu zajedni¢ki
vjerni, fj. da Hom(S;, f) = Hom(S;,g) zasve i € [ povladi f = g.

Primijetimo da ukoliko kategorija 4" ima koprodukte, onda za svaku familiju
objekata {S;};c; i za svaki objekt C postoji istaknut morfizam «, definiran tako da
zasvakii € Iif:S; = C komutira dijagram

f
L i,
(f)l \ 25)
iel
fGHOIn(Sl‘,C)

Lako se vidi da vrijedi sljedeca propozicija:

Propozicija 2.6.1. Za familiju objekata {S;}ic; u kategoriji s koproduktima %
ekvivalentno je:

e {S;}ics je familija generatora za ¢
e morfizam x definiran dijagramom (2.5) je epimorfizam.

Ako je {S;}e; takva familija generatora da ni za jedan objekt C od ¢ ne postoji
pravi podobjekt A — C kroz kojega se faktoriziraju svi S;-elementi od C, onda
je nazivamo ekstremalnom familijom generatora. Odmah iz definicije slijedi da
ukoliko kategorija 4" ima koprodukte je familija generatora ekstremalna ako i
samo ako je i epimorfizam x ekstremalan.

Kona¢no, definirat éemo jaku familiju generatora kao familiju generatora
{Si}ier takvu da je familija funktora {Hom(S;, —) }ic; zajednitki konzervativna,
tj. da je morfizam f u ¥ izomorfizam ako je Hom(S;, f) izomorfizam za svaki
i € I. Primijetimo da ukoliko ¢ ima ujednacitelje, uvjet da funktori Hom(S;, —)
budu i zajednicki vjerni je suviSan:

Propozicija 2.6.2. Ako je ¢ kategorija s ujednaciteljima, a {F; : € — %;}ics
zajednicki konzervativna familija funktora koji ¢uvaju ujednacitelje, onda je ta
familija i zajednicki vjerna.

Dokaz. Neka je dan paralelan par morfizama f,g : C — D u ¢ takav da je
Fif =Fg zasvei € I,ae: E— C njegov ujednacitelj. Kako je po pretpostavci
je Fie ujednacitelj para F;f = F;g, Fe je nuZno izomrofizam za svaki i € I. Dakle i
ujednacitelj e je izomorfizam, iz ¢ega slijedi da je f = g. O
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2.6. Generatori

Propozicija 2.6.3. Svaka jaka familija generatora je ekstremalna.

Dokaz. Nekaje {S;};c;jaka familija generatora i neka je m : A < C monomorfizam
takav da se svaki morfizam S; — C faktorizira kroz m. Tada je funkcija Hom(S;, m)
surjektivna, a buduéi da je m monomorfizam i injektivna je, za svaki i € I.
Kako funktori Hom(S;, m) zajednicki reflektiraju izomorfizme, slijedi da je i m
izomorfizam. O

Propozicija 2.6.4. Ako lokalno mala kategorija 4 ima malu ekstremalnu familiju
generatora, i ako svaka dva podobjekta u njoj imaju presjek, onda je € wp
kategorija.

Dokaz. Neka je C proizvoljan objekt od %, a {S;}ic; mala ekstremalna familija
generatora. Dokazat ¢emo da je uz pretpostavke teorema svaki podobjekt od C
jedinstveno odreden S;-elementima od C koji se faktoriziraju kroz njega. Kako je
skup S;-elemenata od C mal, slijedit ¢e da je mal i skup Sub C.

Akosum: A — Cin:B < C dva razli¢ita podobjekta od C, onda je njihov
presjek A N B razli¢it od barem jednoga od njih, pretpostavimo bez smanjenja
opcenitosti od A. Posebno je dakle AN B — A pravi podobjekt od A, pa postoji
i € I1iS;-element x: S; = A od A koji se ne faktorizira kroz AN B — A.

Si

ANB —— B

oL b

A" v C

Po univerzalnome svojstvu povlaka onda slijedi da se mx ne moZze faktorizirati
kroz n. O
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Poglavlje 3

Adjungirani funktori

3.1 Osnovna svojstva adjungiranih funktora

Za par funktora F : ¢ — 21 G : 2 — ¢ kaZemo da je adjungiran ako postoji
prirodan izomorfizam bifunktora ¢ : Hom(F—, —) = Hom(—,G—). Za funktor
F kaZzemo da je lijevo adjungiran (funktoru G), a za G da je desno adjungiran.
PiSemoi F H Gili F4G: % — 2. Par (F 4 G, ¢) adjungiranih funktora i
odredenoga adjunkcijskog izomorfizma nazivamo adjunkcijom.

Alternativno, pokazat ¢emo da adjunkciju F - G moZemo ekvivalentno zadati
parom prirodnih transformacija 7 : Idc = GF i € : FG = Idp takvh da vrijede tzv.
identitete trokuta:

F - FGF GEG <1

N

U ovom slucaju govorit éemo o adjunkciji (F 4 G, 77,¢), i prirodnu transforma-
ciju 7 zvati jedinicom, a ¢ kojedinicom te adjunkcije.

Teorem 3.1.1. Za funktor G : ¥ — ¢ sljedece su tvrdnje ekvivalentne:
1. postoji adjunkcija (F 4 G, ¢)
2. postoji adjunkcija (F 4 G, 17, ¢)
3. za svaki objekt C u ¢ kategorija (C | G) ima inicijalni objekt
4. za svaki objekt C u ¢ funktor Hom(C, G—) je reprezentabilan
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3. ADJUNGIRANI FUNKTORI

Svaki adjunkcijski izomorfizam ¢ jedinstveno odreduje jedinicu i kojedinicu ad-
junkcije (F 4 G, #,¢) i obratno. U tvrdnji (3), adjunkciju moZzemo konstruirati
tako da univerzalni morfizmi budu upravo jedinica adjunkcije, a u tvrdnji (4)
tako da adjunkcijski izomorfizam ¢¢ bude dan upravo repreznetacijom funktora
Hom(C,G—).

Dokaz. (1) = (2): Za svaki objekt C € ¥ ozna¢imo sa #c := ¢c pc(idpc) uni-
verzalni element reprezentacije ¢c_ : Hom(FC,—) = Hom(C,G—), pa je po
propoziciji 1.9.1

¢c,n(g: FC — D) = Ggoc. (3.1)
Kako je ¢ prirodna u C, za svaki morfizam f : C — C’ komutira dijagram

id —o
1 22, Hom(FC!, FC') —L Hom(FC, FC')

lQDC’,FC’ l(PC,FC’

Hom(C', FGC') —L5 Hom(C, FGC"),

tj. vrijedi 7o o f = @c po/(Ff) = GFf o ¢, dakle y je prirodna transformacija.

Dualno, iz ¢ := ¢!, dobivamo prirodnu transformaciju ep := gp p(idgp), i
vrijedi

idGp = ¢6p,0(Ycp,p(idep))
= ¢cp,p(ep) = (GeonG)p,

a druga identiteta trokuta je opet dualna.

(2) = (1): Po Yonedinoj lemi je transformacija ¢c p definirana kao u (3.1)
prirodna u D, i dualno je c p(f : C = GD) := ep o Ff je prirodna u C. Nadalje,

¢c,0(Ye,n(f)) = ¢cplepoFf) = Gepo GFf oyjc = Gepongpo f = f,

za svaki morfizam f : C = GD, a {cp o ¢cp = id je dualna tvrdnja. Dakle,
¢cpD = l[JE/lD, pa kako je ¢ prirodna u D, a i u C, moraju obje biti prirodne u oba
argumenta.

(1) = (3)i(3) & (4) je tvrdnja propozicije 1.9.1.

(3) = (1): Za objekt C € € oznac¢imo s #¢ neki inicijalni objekt u (C | G) i
konstruirajmo funktor F kao u lemi 1.9.2.

Kako je 7¢ inicijalan, ¢cp(g : FC — D) := Gg o ¢ je izomorfizam funktora
Hom(FC, —) i Hom(C, G—). Prirodnost u C je komutativnost dijagrama

Hom(FC', D) —; Hom(FC, D)

l(PC’,D lfPC,D

Hom(C’,GD) N Hom(C,GD),
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3.1. Osnovna svojstva adjungiranih funktora

za svaki morfizam f : C — C’. On komutira jer za svaki § € Hom(FC’, D) vrijedi

¢c,p(§oFf) =GgoGFfonc=Ggoncof=¢cplg)of.
L]

Dakle dvije definicije adjunkcije koje smo dali su ekvivalentne i podaci jedne
jedinstveno odreduju podatke druge. U skladu s time moZemo po potrebi govoriti
i 0 adjunkciji (F 4 G, ¢,7,¢), pri ¢emu su adjunkcijski izomorfizam ¢ i jedinica i
kojedinica vezani kao u dokazu teorema. Primijetimo i da je (F 4 G, ¢, 7, ¢) adjunk-
cija ako i samo ako je to i (G°P - F°P, ¢~ ¢, 1), 8to omogucava da dualiziramo
sve tvrdnje o adjungiranim funktorima. Posebno, dualiziraju se uvjeti (3) i (4)
prethodnoga teorema, koje pokazuju da od “lokalnoga” postojanja univerzalnoga
morfizma, odnosno reprezentacije funktora u svakoj tocki kategorije, mozemo kon-
struirati “globalni” adjunkcijski izomorfizam i par adjungiranih funktora. Ovo je
situacija koju smo imali u poglavlju 2: ako kategorija ¢ ima limese svih dijagrama
s neke kategorije ¢, onda je funktor @ desno adjungiran funktoru A : 4 — %7, i
dualno je kolimes lijevo adjungiran.

Korolar 3.1.2. Ako su dani funktori

iakoje (F4G,n,¢)i(F 4G, ,¢), ondajei (FFF+4GG',Gy'Fon,e oFeG)

Dokaz. Vrijedi Hom(F'FC,E) = Hom(FC,G'E) = Hom(C, GG'E), prirodno u
C € €1iE € &, dakle F'F je lijevo adjungiran funktoru GG'. Jedinicu adjunkcije
dobivamo uvrstavanjem E = F'FC u gornju jednakost, kojedinicu dualno. O

Propozicija 3.1.3. Desno adjungirani funktori ¢uvaju sve limese.

Dokaz. Neka je zadan funktor G : 2 — %, adjunkcija (F 4 G, 5,¢), i funktor
K:] = 2 slimesom (imK, 77). Za svaki objekt C u ¢’ vrijedi

Hom(C, Glim K) = Hom(FC, lim K)
= lim Hom(FC, K—) = Nat(AFC, K)
= lim Hom(C, GK—) = Nat(AC, GK),

dakle Glim K je limes od GK na razini objekata. Oznac¢imo L := 1&1 K i uzmimo
C := GL. Po izomorfizmu

Hom(GL,GL) = Hom(PGL,@K) = Nat(AFGL, K) = Nat(AGL, GK)
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3. ADJUNGIRANI FUNKTORI

identiteta se preslikava:
idGL — & — (7‘(]'8L)j — (GTC] o Gep, OUGL)]' = (GT(])] =G
dakle (G@K, Grr) je limes funktora GK. O
Ova jednostavna propozicija daje mozda i najkorisnije svojstvo adjungiranih
funktora. Problem njenoga obrata, dakle pitanja kada su neprekidni funktori

adjungirani je sloZeniji i o0 njemu govore teoremi o adjungiranom funktoru, koje
dokazujemo kasnije.

Propozicija 3.1.4. Nekaje (F 4 G, ¢,1,¢) : € — 2 par adjungiranih funktora.

1. G je vjeran ako i samo ako je ep epimorfizam za svaki D € &,
2. Gje pun ako i samo ako je ep prerez za svaki D € &,
3. G je potpuno vjeran ako i samo ako je e¢p izomorfizam za svaki D € 2.

Dokaz. Za sve A, B € 9, prirodna transformacija
Hom(A, B) —%— Hom(GA, GB) 7, Hom(FGA, B)

jednaka je transformaciji Hom (e 4, B), koja je injektivna za svaki A ako i samo ako
je €4 epimorfizam, a surjektivna ako i samo ako je €4 rascijepljen monomorfizam
(propozicija 1.6.1). Bududi da je ¢ bijekcija, slijedi tvrdnja propozicije. O

3.2 Morfizmi adjunkcija

Propozicija 3.2.1. Za svaki par (F 41G,n,¢) : ¢ — 2i(F AG,y',¢): ¢ — 2
adjunkcija prirodno su izomorfni funktori

Nat(F'—, —F),Nat(—G,G'—) : [€,€"] x [2, 2']"Y — Set.

Dokaz. Za fiksne funktore K : ¢ — ¢’ iL : 2 — 2’ svakoj prirodnoj transformaciji
« : F'K = LF mozemo pridruZiti transformaciju & : KG = G'L danu dijagramom

9 C ¢ K, @

I
/8 1|: / F/ N
Id @ 1 }/
/ 7' .

!
9 —— 7

(g/
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3.2. Morfizmi adjunkcija

odnosno algebarski s & = G'Le o G'aG o §'KG
Obratno, svakoj transformaciji  : KG = G'L moZemo priduZiti prirodnu

transformaciju  : F'/K = LF danu s

¢ ——t 9L 9
U
| |
NE D
! L7
€ > ¢’ > 7',
K F
pa je transformacija & tada
4
o K
? —Gc— €€ ——— ¢
| | ”
A4 5%
9 —F— 7 e
€
@/

odnosno je po identitetama trokuta jednaka a. Analogno dobivamo i B
Prirodnost u K'i L oc¢ita je iz dijagrama
K/

N

9 S o kg
I

|

)/SF / F/
HNGL T L

.@—L—m@’T%’.

= B.
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Trojke (K, L,«) kao u dokazu propozicije nazivamo morfizmom adjunkcija
(FF4G,y',¢)i(F HG,ny,e). Ako je dana i tre¢a adjunkcija (F” 4 G”,5",€") :
¢" — 2", funktori K' : ¢/ — ¢" i L' : 9" — 2", i prirodna transformacija
«' : F'K' = L'F/, onda je trojka (K'K,L'L,L'a o &’K) morfizam sa adjunkcije
F’" 4 G" u F 4 G, dakle moZemo govoriti o kategoriji adjunkcija Adj. No ana-
logno smo mogli definirati morfizam s F 4 G u F/ 4 G’ i kao trojku (K, L, B), i
konstruirati kategoriju Adj,. Prethodna propozicija daje bijekciju izmedu morfi-
zama kategorija Adj i Adj;, i lako se vidi daje a oa’ = & o &.

Korolar 3.2.2. Kategorije Adj; i Adj; kontravarijantno su izomorfne.

Korolar 3.2.3. Ako je F 1 G : ¥ — 2 par adjungiranih funktora, onda je
[E, =146 i~ F 4[-C].

Dokaz. Slijedi direktno uvrstavanjem F = G = Id, odnosno F/ = G’ = Id u
propoziciju 3.2.1. [

Propozicija 3.2.4. Ako su dane adjunkcije
(FHG,@,n,¢),(FAG, ¢ ,v,¢): ¢ — 2,
onda postoji bijekcija Nat(F’,F) = Nat(G,G’) takva da a : F/ = F odgovara
prirodnoj transformaciji f : G = G’ ako i samo ako komutira dijagram
Hom(F—, —) -, Hom(—,G—)
Hom(uc,—)l lHom(—,ﬁ) (3.2)
Hom(F'—, —) 7, Hom(—,G'—).
Dokaz. Bijekciju Nat(F’, F) = Nat(G, G') dobivamo uvr$tavanjem K = 1d, L = Id
u propoziciju 3.2.1, i eksplicitno je dana s & — & = G'e 0o G'aG o 4/ G.
Buduéi da su ¢ i ¢’ izomorfizmi, za svaku transformaciju & po Yonedinoj lemi

odgovara jedinstvena prirodna transformacija § : G = G’ takva da komutira
dijagram (3.2), i pracenjem morfizma id : GD — GD odmah dobivamo

p =Hom(—, p)(id) = ¢'(Hom(aG, —) (¢~ (id)))
= ¢'(eoaG) = GeoGaGonG =a.
[

Kako je korespondencija & — & i funktorijalna, posebno je a izomorfizam ako i
samo ako je & izomorfizam, pa slijedi i da su svaka dva funktora G, G’ adjungirana
nekom fiksnom funktoru F izomorfna.
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Propozicija 3.2.5. Neka je dan funktor F : & x # — ¢ takav da za svaki B € #
postoji adjunckija (Fg - Gg, ¢®), pri ¢emu je Fg funktor F(—,B) : & — €. Tada
postoji funktor G : #°P x € — .« takav da je Gg = G(B, —), a izomorfizam

@5 : Hom(F(A, B),C) = Hom(A, G(B,C))
prirodan je u sva tri argumenta.

Dokaz. Funktor G odreden je na objektima i ¥-morfizmima iz zahtjeva propo-
zicije, dakle potrebno ga je jo§ samo odrediti na morfizmima u 4. No za
svaki #-morfizam ¢ : B — B’ je F(—,g) : F(—,B) = F(B’,B) prirodna trans-
formacija kojoj po prethodnoj propoziciji funktorijalno odgovara transformacija
G(g,—) : G(B',—) = G(B,—), i to upravo tako da ¢& - bude prirodna u B. O

3.3 Primjeri adjungiranih funktora

3.3.1 Slobodni funktori

Ako je (¢, U) konkretna kategorija, i ako postoji lijevo adjungiran funktor F 4 U,
onda F nazivamo slobodnim funktorom. Op¢enitije za morfizam 7 : X — UC (4j.
¢eSce neprecizno za sam C) kaZemo da je slobodan nad X ukoliko je univerzalni
morfizam s X na U.

Ako postoji slobodan funktor Set — ¢ iz propozicije 3.1.3 slijedi da U komutira
s limesima, i takoder da je reprezentabilan, jer imamo:

U = Hom(1,U—) = Hom(F1, —),

dakle zaboravni je funktor reprezentiran slobodnim objektom nad jedno¢lanim
skupom. Bududi da je F vjeran, po propoziciji 3.1.4 je kojedinica epimorfizam,
dakle svaki objekt C € ¢ je kvocijent ec : FUC — C slobodnoga objekta.

Primjer 3.3.1.

1. Slobodne grupe, Abelove grupe, i moduli opéenito su standardni primjeri.
Posebno, vektorski prostori su svi slobodni buduéi da imaju bazu.

2. U kategoriji CAlg, komutativnih algebri nad komutativnim prstenom R
slobodan objekt nad skupom S je prsten R[S] polinoma s nepoznanicama iz
skupa S.

3. U kategoriji Top slobodan objekt nad skupom X je prostor X snabdjeven
indiskretnom topologijom PX. Primijetimo da je funktor U : Top — Set u
ovome slucaju i desno adjungiran, funktoru koji skupu X pridruzuje prostor
X snabdjeven diskretnom topologijom.
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3. ADJUNGIRANI FUNKTORI

I u slucaju zaboravnih funktora u kategorije osim Set, dakle konkretnih katego-
rija u opcenitijem smislu, mozemo govoriti o slobodnome funktoru.

Primjer 3.3.2. Tenzorska algebra je slobodna algebra nad vektorskim prostorom.
Vanjska algebra nekog vektorskog prostora je slobodna alternirajuca algebra nad
njime.

3.3.2 Refleksije

Refleksijom ¢emo zvati funktor lijevo adjungiran potpuno vjernom funktoru. Po-
sebno, po propoziciji 3.1.4 slijedi da ¢ée kojedinica adjunkcije biti izomorfizam.
Punu potkategoriju takvu da je inkluzija desno adjugnirana nazivamo reflek-
tivnom. Refleksije i reflektivne potkategorije su do na ekvivalenciju (v. sljedeci
odjeljak) iste, tako da nam je bez smanjenja opcenitosti dovoljno govoriti o potka-
tegorijama.

Primjer 3.3.3.

1. Ab je reflektivna u Grp, refleksija je abelianizacija G — G/[G, G]. Na sli¢an
nacin su kategorije simetri¢nih i alternirajuéih algebri reflektivne u kategoriji
svih algebri.

2. Tj prostori su reflektivni u Top, refleksija je Kolmogorljev kvocijent. Sli¢na je
i refleksija preduredaja na parcijalno uredene skupove.

3. Torzijske Abelove grupe su koreflektivne u Ab. Korefleksija je dana pridruZi-
vanjem A — T(A), gdje je T(A) grupa torzijskih elemenata od A.

4. Grupe su i reflektivna i koreflektivna potkategorija kategorije monoida.
Korefleksija je dana grupom invertibilnih elemenata monoida, a refleksija
se konstruira sli¢cno kao polje razlomaka integralne domene, slobodnim
dodavanjem invertibilnih elemenata.

Propozicija 3.3.4. Neka je U : ¥ — ¢ reflektivna potkategorija. Funktor F : | — 2
ima kolimes ako i samo ako funktor UF ima kolimes.

Dokaz. Oznac¢imo s R refleksiju R -+ U. Ako funktor UF ima kolimes (hgq UF,1),
onda ga R buduc¢i da je desno adjungiran ¢uva, tj. prevodi u kolimes od RUF = F.
O

Propozicija 3.3.5. Inkluzija reflektivne potkategorije stvara sve limese.

Dokaz. Tvrdnja Ce slijediti kasnije kao korolar monadic¢nosti funktora s refleksijom
(v. primjer 5.5.3) no nije tesSko dati ni elementaran dokaz (v. na primjer u [5]). [
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Slijedi da su reflektivne i koreflektivne potkategorije potpunih kategorija pot-
pune, a kopotpunih kategorija kopotpune. StoviSe, znamo i to¢no kako se ti
(ko)limesi rac¢unaju.

3.3.3 Ekvivalencija

Adjungirana ekvivalencija kategorija ¢ i Z je adjunkcija F 4 G : ¢ — 2 takva
da su i jedinica i kojedinica izomorfizmi. Primijetimo odmah da ako je (F 4 G, 7, ¢€)
adjungirana ekvivalencija kategorija ¢ i 2, onda je (G - F,e~1,571) adjungirana
ekvivalencija kategorija & i ¢, dakle definicija je simetri¢na.

Funktor F : ¥ — 2 takav da postoji G : Z — ¢ sa svojstvom da je GF = Id¢
i FG = Idp zvat ¢emo ekvivalencijom kategorija, a kategorije ¢ i Z ekvivalent-
nima. Ocito je svaka adjungirana ekvivalencija i ekvivalencija, kao i potpuno
vjerna i esencijalno surjektivna, no vrijede i obrati:

Propozicija 3.3.6. Neka je F : ¥ — & funktor. Ekvivalentno je

1. postoji G : ¥ — ¢ takav da je F H G adjungirana ekvivalencija
2. F je ekvivalencija kategorija
3. F je potpuno vjeran i esencijalno surjektivan

Dokaz. Ocito (1) povlaci (2) i (3). Dokazimo da i (2) povlaci (3). Oznacimo s G
funktor takav da postoje izomorfizmi 7 : Idc = GF ie: FG = Idc. Posebno za
svaki morfizam f : A — B komutira dijagram

Aa—L .8

1| v
cra 2, crB,

tj. vrijedi f = 77! o GFf o, pa F mora biti vjeran. Dualno, G je vjeran. Uz-

mimo sada ¢ : FA — FB, i vode¢i se prethodnim dijagramom definirajmo
f :=n"1oGgor. Slijedi da je Gg = GFf, pa kako je G vijeran, ¢ = Ff, tj. F
je ipun.

Sada pretpostavimo da je F potpuno vjeran i esencijalno surjektivan, i konstrui-
rajmo adjungiranu ekvivalenciju F 4 G. Objekt D € Z je po pretpostavci izomorfan
s FGD za neki objekt GD € ¢’; ozna¢imo taj izomorfizam s e : GFD — D. Ako je
sada g : FC — D neki morfizam u Z,i ¢ : C — FD takav daje F§ = goe~! otito
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komutira dijagram
FGD —— D

i

Akoje f : C = GD drugi morfizam takav da komutira gornji dijagram, onda jer
je € izomorfizam slijedi da je Ff = F§, pajerje F vjerani f = §.

Dakle, za svaki D € 2 moZemo konstruirati univerzalni morfizam s F na D,
pa po teoremu 3.1.1 slijedi da je F lijevo adjungiran. Kojedinica adjunkcije je
izomorfizam po konstrukciji, a jedinica je izomorfizam po propoziciji 3.1.4, jer je F
potpuno vjeran po pretpostavci. [

Primijetimo da ako u gornjoj konstrukciji krenemo od ekvivalencije kategorija
F: % — % sa zadanim izomorfizmima # : Idy — GFie: FG — Idy, moZemo
konstruirati adjungiranu ekvivalenciju F - G s jedinicom 7 ili kojedinicom e.

Iz ove propozicije vidimo da je intuitivno jedina razlika izmedu ekvivalentnih
kategorija u broju izomorfnih objekata, posebno, ekvivalentne kategorije imaju
izomorfne kosture (v. primjer 3.3.7). Bududi da su sva svojstva objekata u ka-
tegorijama kojima baratamo invarijantna na izomorfizam, i da se u pravilu ne
referiraju na strogu jednakost objekata, slijedi da ¢ée ih ekvivalencije kategorija
¢uvati, i da ekvivalentne kategorije imaju ista kategorijska svojstva. Od svojstava
koja promatramo ocito nije invarijantna na ekvivalenciju veli¢ina, ali zato mo-
Zemo govoriti o esencijalno malim kategorijama, tj. kategorijama ekvivalentnim
malim kategorijama. Takoder nije invarijantan pojam potkategorije, no to nam
nece biti bitno, jer ga koristimo samo iz prakti¢nih razloga (npr. u “potkategorija
bestorzijskih grupa” i sli¢cno). Pune kategorije su s druge strane ekvivalentne
potpuno vjernim funktorima: svaki potpuno vjerni funktor G : 2 — ¢ uspostavlja
ekvivalenciju izmedu ¥ i slike od G, §to i opravdava termin “ulaganje” koji za
njih koristimo. Posebno je svaka refleksija do na ekvivalenciju inkluzija reflektivne
potkategorije. I opéenito se svaka adjunkcija izmedu kategorija restringira makar i
trivijalno na ekvivalenciju odredenih potkategorija: onih na kojima je jedinica, od-
nosno kojedinica izomorfizam. Kona¢no, pojam slike funktora moZemo zamijeniti
invarijantnim pojmom esencijalne slike, pod ¢ime mislimo na najmanju iscrpnu
potkategoriju koja sadrZi slike svih morfizama po tome funktoru. Tako i tvrdnja
da objekt pripada odnosno ne pripada slici nekog funktora ili potkategoriji postaje
invarijantan na ekvivalenciju.

Primjer 3.3.7.

1. Izomorfne kategorije su ekvivalentne; ako je F : ¢ — ¥ izomorfizam, onda
je (F - F~1,id,id) adjungirana ekvivalencija.
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2. Svakoj kategoriji mozemo pridruZiti kostur: kategoriju ¢iji su objekti klase
izomorfizama njenih objekata. Svaka kategorija je ekvivalentna svome ko-
sturu. Kostur kategorije skupova (do na izomorfizam) je potkategorija kardi-
nala, a ordinali su kostur kategorije dobro uredenih skupova. Sli¢no je kostur
kategorije Vecty (veliki) skup {k* : ¥ mali kardinal}. Kostur preduredaja je
odgovarajudi parcijalno uredeni skup.

3. Kategorija afinih mnogostrukosti nad algebarski zatvorenim poljem k s
regularnim preslikavanjima kao morfizmima ekvivalentna je dualu kategorije
reduciranih kona¢no generiranih k-algebri. Ovakve ekvivalencije kategorije i
dualne kategorije nazivamo dualnos¢u. Opcenitije, kategorija afinih shema
se upravo definira tako da bude dualna kategoriji CRing.

3.3.4 Galoisove koneksije

Galoisove koneksije su adjungirani funktori izmedu preduredaja. Konktreno,
monotonom Galoisovom koneksijom izmedu preduredaja P i Q nazivamo svaki
adjungirani par f ¢ : P — Q. Naravno, u ovome kontekstu je pojam adjunkcije
puno lakse opisati i karakterizirati: f i ¢ su adjungiran par ako i samo ako vrijedi

fx)<y <= x<gW),

zasve xiz Piyiz Q.
Stariji je pojam antitone Galoisove koneksije, koji moZemo karakterizirati
adjunkcijom f 4 g: P — Q°P, tj. sa

y<f(x) <= x<g),
zax € P,yecQ.

Primjer 3.3.8.

1. Prvi primjer Galoisove koneksije dosao je iz Galoisove teorije: korespon-
dencija podgrupa Galoisove grupe i meduproSirenja je antitona Galoisova
koneksija, koja se ograni¢ava na izomorfizam parcijalno uredenih podsku-
pova normalnih meduprosirenja i normalnih podgrupa.

2. Ako je k algebarski zatvoreno polje, onda pridruzivanje U C k" — I(U)
skupa ideala koji se ponistavaju na U i pridruzivanje I C Speck|xy, ..., x| —
V(I) skupa na kojem se ponistavaju polinomi u I &ine antitonu Galoisovu
koneksiju, koja se restringira na izomorfizam izmedu radikalnih ideala i
algebarskih skupova.
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3. Za svaku funkciju f : X — Y imamo (u odnosu na inkluziju) monotona
preslikavanja f~ : PX — PY i f© : PY — PX, ivrijedi f7 - f©. Na-
dalje, postoji i tre¢a monotona funkcija f; : PX — PY zadanaza A C X s
fi(A):={yeY: fT{y} C A}, ivrijedi f*  f. Posebno slijedi da praslika
komutira i s limesima i s kolimesima, tj. i s presjecima i s unijama, a za sliku
samo da komutira s unijama.

3.3.5 Kanova prosirenja
Za proizvoljnu kategoriju & svaki funktor F : ¢ — & inducira funktor
F*:=[F, &) 19,6 — [€,8).

Ukoliko postoji, lijevo adjungiran funktor funktoru F* ozna¢avamo s Lanr i zovemo
lijevim Kanovim prosirenjem duz F. Dualno govorimo o desnom Kanovom
prosirenju F* 4 Ranr.

Kao i inace kod adjungiranih funktora, moZemo promatrati slucaj kada uni-
verzalni morfizam # : H = F*Lanr H = Lany H o F postoji samo za jedan objekt
H € [2,&], i tada govorimo o lijevom Kanovom prosirenju funktora H duz F i
piSemo isto Lany H. Eksplicitno, imamo transformaciju

H

TN
€ Hiy &
F\‘ 9 /Iiaan

takvu da za svaki drugi funktor G : ¥ — & i transformaciju « : H = GF,
postoji jedinstvena & : Lanp H = G takva da je & = F& o 5. Odgovarajuca bijekcija
hom-skupova je
Nat(H, FG) = Nat(Lanr H, G).
Kanova proSirenja su i opcenito koristan pojam, a neki vazni primjeri adjungi-
ranih funktora su upravo globalno definirana Kanova prosirenja Iz ¢isto formalne

perspektive, vidjet éemo da imamo i dovoljne uvjete za postojanje Kanovih prosi-
renja puno prakti¢nije od opéenitih teorema koje ¢emo obraditi kasnije.

Teorem 3.3.9. Neka su zadani funktori F : € —+ 2 i H : ¢ — &, ineka je kategorija
¢ mala. Ako je kategorija E kopotpuna, onda postoji lijevo Kanovo prosirenje od
H duz F.

Dokaz se mozZe nadi u [10]. Posebno, za & = Set dobivamo da postoje i lijeva i
desna Kanova proSirenja
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Primjer 3.3.10.

1. Lijevo prosirenje funktora F : | — ¢ duz funktora | — 1 upravo je kolimes
of F. Dualno je limes desno prosirenje.

2. Primjer 3.3.8.3 je primjer Kanovih prosirenja. Za funkciju f : X — Y funktor
f¢ izomorfan je funktoru f* = [f,2] : [Y,2] — [X,2], i ve¢ smo pokazali da
je ilijevo i desno adjungiran.

3. Za svaki homomorfizam grupa f : H — G funktor f* : Vect!! — Vect,f je

restrikcija reprezentacija. Njemu lijevo adjungirani funktor, tj. lijevo Kanovo
prosirenje duz f, naziva se indukcijom reprezentacija.

3.4 Teoremi o adjungiranom funktoru

Da bi se konstruirao lijevo adjungiran funktor funktoru G : 2 — € po teoremu
3.1.1 dovoljno je za svaki C € ¥ pronadi inicijalni objekt u kategoriji (C | G).
Zato ¢emo prvo dati nuZan i dovoljan uvjet za postojanje inicijalnoga objekta u
potpunim kategorijama.

Razlog zbog kojega u potpunim kategorijama mozemo reci nesto vise o po-
stojanju inicijalnoga objekta je Sto je inicijalni objekt zapravo primjer i limesa:
jedinstveni morfizmi s inicijalnoga objekta u svaki drugi objekt kategorije su termi-
nalni stoZac na identitetu. Naravno, taj je limes u pravilu velik, ali ako u potpunoj i
lokalno maloj kategoriji 4" pronademo malu kofinalnu potkategoriju S C ¢, onda
znamo da postoji limes im § = lim(Id¢) |5, i zbog kofinalnosti je jednak lim Ids,
tj. inicijalnome objektu.

Ako kategorija ¢ ima povlake, njene kofinalne potkategorije imaju vrlo jedno-
stavan opis. Ako je S kofinalna, onda je za svaki C € ¢ skup (S | C) neprazan, tj.
za svaki C € ¢ postoji objekt S € S i morfizam S — C. Opéenito, ovakve skupove
objekata u nekoj kategoriji nazivamo slabo incijalnima.

Obratno, ako pretpostavimo da je S slabo inicijalan skup u % lako se vidi da
je odgovarajuéa puna potkategorija kofinalna, tj. da je za svaki C € ¥ kategorija
(S | C) povezana. Naime, akosu S — Ci S’ — C morfizmi sa S na C, onda po
pretpostavci postoji i morfizam S” — P sa S na njihov povlak P, i imamo put od
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Sdo S

Dakle, upravo smo dokazali sljede¢u propoziciju:

Propozicija 3.4.1. Potpuna, lokalno mala kategorija 4 ima inicijalni objekt ako i
samo ako postoji mali slabo inicijalan podskup & C 7.

Napomena. Primijetimo da je produkt []S svih objekata u S slabo inicijalan,
pa slijedi da je ve¢ i puna potkategorija od ¢ generirana s []S inicijalna u %.
Dakle, inicijalni objekt iz propozicije dan je eksplicitno limesom te inkluzije, tj.
ujednaciteljem svih endomorfizama produkta objekata od S.

Sljedece pitanje je kada kategorija (C | G) zadovoljava uvjete gornje propozicije,
u prvom redu, kada je potpuna?

Lema 3.4.2. Ako je funktor G : 4 — % neprekidan, onda za svaki objekt C € ¢
projekcija Q : (C | G) — 2 stvara limese.

Dokaz. Neka je C objektu %, a F: ] — (C | G) neki funktor. Promatramo niz

R el o) N N7

Pretpostavimo da postoji limes (1£1 QF, i) funktora QF; zbog neprekidnosti od G
je tada (G lim QF, Gr) limes funktora GQF.

Za svaki objekt j € | oznatimo sa ¢; : C — GF; njegovu sliku po F. Slika
morfizma h : j — k u ] je morfizam u (C | G), tj. komutira dijagram

C
N
GF; GIh

> GFk,
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pa je ¢ je stozac na GQF, i faktorizira se jedinstveno odredenim morfizmom ¢
kroz grani¢ni stoZzac Grt. Dakle, za svaki h : j — k u | komutira dijagram

C
i l@ Pk
G lim QF (3.3)

pa slijedi da su, kao prvo, 7r; morfizmi u (C | G), a kao drugo, ¢ine stoZac sa
p:C—=G 1&1 QF na F. Sljedec¢e dokazujemo da je on granican.

Neka je dan objekt f : C — GD u (C | G) i stozac « s njega na F. Posebno,
komutira dijagram analogan prethodnome, i Stovise, vrijedi Fhoa; = ay, §j. a
je stoZzac sa D na QF. Oznacimo sa & jedinstveni morfizam D — @QF koji
faktorizira a kroz 7t; za svaki h : j — k u | komutira sljede¢i dijagram:

G

Kako je ¢ bio jedinstven takav da komutira dijagram (3.3), slijedi da je Ga o f = ¢,
tj. da je & morfizam sa f na ¢ u (C | G), i da je morfizam sa sto$ca « na stozac 7
nad F. Lako se vidi i da je & jednistveno odreden tim uvjetima.

Dakle, limes od F postoji, i Q ga ¢uva. Kako je funktor Q konzervativan, po
propoziciji 2.1.4 stvara limese. [

Posebno, ako je kategorija 2 potpuna, onda je toi (C | G) za svaki C u .
Drugi uvijet u propoziciji 3.4.1 je postojanje slabo inicijalnoga skupa; u kategoriji
(C | G) to znati da postoji mal skup morfizama {f; : C — GD;},.s u ¢ takav da
se svaki morfizam f : C — GD faktorizira kroz neki f;, tj. postojii € §ig: D; — D
takvi da je f = Gg o f;. Ovaj zahtjev naziva se i uvjetom na skup rjesenja.
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Teorem 3.4.3 (Freyd). Funktor G : 2 — ¥ s lokalno male i potpune kategorije je
desno adjungiran ako i samo ako je neprekidan i ako je za svaki objekt C € ¢
zadovoljen uvjet na skup rjeSenja.

Dokaz. Skup rjeSenja za objekt C € % je slabo inicijalan skup u kategoriji (C | G).
Kako je po prethodnoj lemi ta kategorija i potpuna, po propoziciji 3.4.1 slijedi da
(C | G) ima inicijalni objekt za svaki C € ¥, pa je G desno adjungiran.

Obratno, desno adjungirani funktori su neprekidni po propoziciji 3.1.3, a
jedinica adjunkcije osigurava postojanje jednoclanog skupa rjeSenja. O

Ovaj teorem naziva se i opé¢im teoremom o adjungiranom funktoru, ili skrac¢eno
GAFT! zato §to daje nuZne i dovoljne uvjete za postojanje adjungiranoga funktora
u vjerojatno najsiroj mogucoj klasi kategorija. Posebni teorem o adjungiranom
funktoru (“SAFT”) i njegove varijacije s druge strane daju dovoljne uvjete na nesto
uzim klasama, ali ih je zato Cesto lakSe provijeriti od tehnickoga uvjeta na skup
rjeSenja.

Teorem 3.4.4. Neka su ¢ i Z lokalno male kategorije, i neka je & potpuna wp
kategorija s malim skupom kogeneratora. Funktor G : 4 — ¢ je desno adjungiran
ako i samo ako je neprekidan.

Dokaz. Pretpostavimo da funktor G ¢uva male limese i konstruirajmo za svaki
objekt C € ¢ skup rjeSenja iz uvjeta opceg teorema o adjungiranom funktoru.
Nekaje D € 2, f : C — GD neki morfizam u €, a {S;}c; familija koja kogenerira
2. Promotrimo vanjski kvadrat u sljede¢em dijagramu (koristimo da G ¢uva
limese):

g

C .

-
GS L_(:’l__> Hi(GSi)Hom(C’GSi)
i Gf' lGU’
pri ¢emu su 1y i § kanonski morfizmi definirani kao u dijagramu (2.5) a ¢ morfizam
takav da je 70 = 7Ggof, za svaki morfizam ¢ : D — §;. Dakle, Géo f = Go oy
po konstrukciji, pa se f faktorizira kroz povlak GS morfizama GJ i Go (unutarnji

kvadrat), tj. posebno postoji morfizam 7y : C — GS takav daje Gf' o7y = f. Kako
je 6 monomorfizam, onda je to po propoziciji 2.4.6 i 1, i moZemo pretpostaviti

! General Adjoint Functor Theorem
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da se uvijek nalazi u nekom fiksnom skupu Sc reprezentanata podobjekata od

I; SiHom(C’GSi). Dakle, svaki morfizam f : C — GD se faktorizira na traZeni nacin

kroz neki morfizam u skupu [ [scs. Hom(C, GS), koji je mal po pretpostavkama
teorema. n

Napomena. Nesto jaca verzija ovoga teorema, gdje se ne pretpostavlja da je ¥
nuzno wp kategorija, ve¢ da samo ima presjeke svih familija podobjekata a G ih
¢uva, dokazana je u [10].

Korolar 3.4.5. Neka su ¢ i Z lokalno male kategorije, i neka je Z potpuna kate-
gorija s malim skupom kogeneratora i malim skupom ekstremalnih generatora.
Funktor G : 4 — ¢ je desno adjungiran ako i samo ako je neprekidan.

Dokaz. Slijedi iz prethodnog teorema i propozicije 2.6.4. O

Korolar 3.4.6. Neka je ¢ potpuna lokalno mala kategorija s malim skupom koge-
neratora. Ako je ¢ wp kategorija ili ima mali skup ekstremalnih generatora, onda
je € i kopotpuna.

Dokaz. Kategorija ¢ je kopotpuna ako je za svaku malu kategoriju | funktor
A : ¢ — €’ desno adjungiran. No iz teorema 2.3.1 slijedi da je funktor A
neprekidan, a ¢ i ¢’ zadovoljavaju uvjete posebnog teorema o adjungiranom
funktoru. [

Primjer 3.4.7. Pokazimo da inkluzija CompHaus — Top zadovoljava uvjete po-
sebnog teorema o adjungiranom funktoru, tj. da je kategorija kompaktnih Ha-
usdorffovih prostora reflektivna u Top. Refleksija je, naravno, Stone-Cechova
kompaktifikacija.

Kako je Top potpuna, a CompHaus puna potkategorija, ona ¢e bit potpuna ¢im
je zatvorena na limese u Top. No zatvorenost na produkte slijedi iz Tihonovljevoga
teorema, a zatvorenost na ujednacitelje je o¢ita. Nadalje, Urysonova lema povlaci
da je [0, 1] kogenerator: ako su f,g : X — Y dvije razli¢ite neprekidne funkcije
ix € X takav daje f(x) # g(x), onda postoji neprekidna funkcija i : Y — [0, 1]
takva daje h(f(x)) =0,a h(g(x)) = 1.

Ako je X topoloski prostor u kojem neprekidne funkcije razlikuju tocke (“T51,”)
onda iz univerzalnosti slijedi da je jedinica adjunkcije injektivna. Ako je StoviSe
X potpuno regularan, to je klasi¢ni slu¢aj kada se proutava Stone-Cechova
kompaktifikacija, onda opet iz univerzalnosti jedinice slijedi da X nuZno ima to¢no
potprostornu topologiju u odnosu na kompaktifikaciju.
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Poglavlje 4

Monoidalne i obogacene kategorije

Napomena. U ovom poglavlju dajemo samo povrsan pregled najosnovnijih pojmova
obogacene teorije kategorija. Potpuniji tretman moZe se naci u [9].

4.1 Monoidalne kategorije

Mnoge poznate kategorije prirodno su opremljene funktorijalnim binarnim ope-
racijama, poput produkta skupova x : Set x Set — Set ili tenzorskog produkta
grupa ® : Ab x Ab — Ab. Nadalje, u praksi kada s tim operacijama radimo,
tretiramo ih kao da su asocijativne i kao da imaju jedini¢ni element, iako znamo
da formalno gledano za standardne konstrukcije osim u trivijalnim sluc¢ajevima ne
vrijedini (X xY) xZ =X x (Y x Z) zaskupve X, Y, Zni AR Z = A za Abelovu
grupu A, ve¢ da su ti objekti samo izomorfni na kanonski na¢in. Monoidalne
kategorije apstrahiraju i formaliziraju pojam binarne operacije koja je asocijativna
i ima jedinicu do na “kanonski” izomorfizam.

Monoidalna kategorija &, za koju (¥, ®, I,a, A, p) zadana je sljede¢im poda-
cima:

¢ kategorijom ¢

bifunktorom ® : ¢ X € — ¢ (monoidalni produkt)

istaknutim objektom I € ¢ (jedini¢ni objekt)

prirodnim izomorfizmom a 4pc : (A® B) ® C - A ® (B ® C) (asocijator)

prirodnim izomorfizmima A¢c : I ® C — C (lijevi unitor) i pc : C® I — C
(desni unitor)

Nadalje, zahtijevamo da ti prirodni izomorfizmi zadovoljavaju odredene kohe-
rencijske uvjete. Asocijator i unitori osiguravaju da su izomorfni svi produkti koji
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4. MONOIDALNE I OBOGACENE KATEGORIJE

bi po asocijativnosti i jedini¢nosti bili jednaki, a koherencija je zahtjev da svi izo-
morfizmi konstruirani pomoc¢u asocijatora i unitora budu jednaki, dakle da doista
uvijek postoji jedan, kanonski izomorfizam. Mac Laneov teorem o koherenciji (v. u
[10] za dokaz i precizan iskaz) pokazuje da je za to dovoljno traziti da komutiraju
peterokut

(A®B)®C)®D
a®id o

(A®(B®C))®@D (A®B)® (C®D)

A® ((B®C)® D) aod A® (B® (C®D))

i trokut

(A®I)®B - » A® (I® B)
A®B

zasve A,B,CiDu®.

Monoidalnu kategoriju u kojoj su asocijatori i unitori identitete, dakle suiu
koherencijski uvijeti ispunjeni trivijalno nazivamo strogom.

Za monoidalnu kategoriju kaZemo da je simetri¢na ukoliko je opremljena
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4.1. Monoidalne kategorije

prirodnim izomorfizmom o4 : A ® B — B ® A takvime da komutira Sesterokut

A® (B®C) -+ (BRC)®A

trokut

i da vrijedi cpa0ap = idagp, zasve A, BiCiz €.

Teorem koherencije u ovome slucaju neprecizno govoreci pokazuje da postoji
jedinstven kanonski morfizam s monoidalnog produkt nekog niza objekata u
produkt neke permutacije toga niza.

Primjer 4.1.1.

1. Monoidalna kategorija je autodualan pojam; ako je ¥ monoidalna kategorija
s monoidalnim produktom ®, onda je to i €°P s produktom

R 1 (€ x €)P = G x EP — P,

2. Diskretne monoidalne kategorije (nuzno stroge) ekvivalentne su monoidima.

3. Svaka kategorija s kona¢nim produktima je simetricna monoidalna. Kohe-
rencijske zahtjeve za kanonske izomorfizme dovoljno je provijeriti postkom-
ponirane svakom od projekcija, kada su trivijalni. Posebno je monoidalna
kategorija svaki preduredaj s kona¢nim infimumima ili supremumima.

4. Kategorija R-R-bimodula nad nekim prstenom R s bifunktorom ®g ¢ini mo-
noidalnu kategoriju (nesimetri¢nu za netrivijalan R). Ako je R komutativan,
onda se kategorija Modg modula nad R ulaZe u gRModp i ¢ini simetri¢nu
potkategoriju nje.
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4. MONOIDALNE I OBOGACENE KATEGORIJE

5. Kategorija End ¢ endofunktora na ¢ s kompozicijom funktora kao mnoze-

njem primjer je strogo monoidalne kategorije.

Monoidalni funktor (F, ¢) izmedu monoidalnih kategorija (¢, ®,1)1(2,®,])
dan je funktorom F : 4 — 2, transformacijom ¢4 p : FA ® FB — F(A ® B), gdje
su A, B € €, prirodnom u oba argumenta i morfizmom ¢ : | — FI u & takvima
da komutiraju dijagrami

FA®] JOFA
P lid@q) q)@idl A
FAG®F] FJ®FA
\ Js 7| /
F(A®I), F(I® A),

(FA®FB) o FC 2™ F(A®B)® FC —*— F((A®B)®C)

| J7s

FA® (FBOFC) % FA©F(B® C) —— F(A® (B C)).

Ako su prirodna transformacija monoidalnoga funktora izomorfizmi, onda ga
nazivamo jakim, a ako su identitete, onda kaZemo da je strog.

Primjer 4.1.2.

1. Morfizmi monoida su, naravno, strogi monoidalni funktori izmedu odgova-
rajucih diskretnih monoidalnih kategorija.

2. Ako su ¢ i Z kategorije s kona¢nim produktima, a F funktor koji te limese
¢uva, onda je F jaki monoidalni funktor s (¢, x) u (2, x).

3. Ako je R prsten, onda je zaboravni funktor RkModgr — Ab monoidalan.
Morfizam Z — R je jedinstveno odreden, a pp;n : MO N — M ®g N za
R-bimodule M i N je kanonski kvocijent.

4. Zaboravni funktor (Ab, ®,Z) — (Set, X,1) je monoidalan: morfizam 1 — Z
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4.2. Monoidi

4.2 Monoidi

Asocijativnost mnoZenja i postojanje jedini¢noga elementa za binarnu operaciju
m na skupu M mogu se lako izre¢i i bez eksplicitnoga pozivanja na elemente:
asocijativnost je komutativnost dijagrama

(M x M) x M a » M x (M x M)
mxidl lidxm
M x M MM

\M/

a jedini¢ni element je element e : 1 — M takav da komutira dijagram

mxe exXm

Mx1 — MxM &~ 1xM
m
ST
M.

Sada je ocito da se monoid moZe definirati u proizvoljnoj monoidalnoj katego-
riji jednostavno tako da u gornjim dijagramima zamijenimo kartezijev produkt u
Set i njegovu jedinicu 1 proizvoljnom monoidalnom strukturom.

Nadalje, moZemo definirati morfizam izmedu monoida (M, m,e) i (M',m’,¢’)
u monoidalnoj kategoriji (¢,®,I,a,p,A) kao morfizam f : M — N takav da
komutiraju dijagrami

I > M MoM 29 e M
N o] |
M. f

M—— M

Dakle, svi monoidi u % ¢ine kategoriju Mon(%, ®). Po koherenciji se morfizmi A,
p:1®I — I podudaraju, pa jedini¢ni objekt ima kanonsku strukturu monoida
(I,v,id), gdje je v neki od unitora. Ako je dan drugi monoid (M, m,e), onda je
e : I — M zapravo morfizam monoida, i o¢ito je i jedinstven takav, pa slijedi da je
(I,v,id) inicijalni objekt u Mon(%, ®).

Slicno mozemo direktno prevesti definiciju lijevog djelovanje monoida M u
¢ na neki objekt A € ¢ kao morfizma a: M ® A — A takvog da komutiraju
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4. MONOIDALNE I OBOGACENE KATEGORIJE

<Cd MoA (MM ®AXMe (M®A) 99% M A

x Js meid | l

A/ M®A 4 s M.

I® A

Morfizam a tj. nepreciznije objekt A nazivamo i lijevim modulom nad monoidom
M. Na prirodan nadin definira se i morfizam modula (A, a) i (B,b) nad M kao
morfizam f : A — B takav da komutira

id
Mo A 2 MeB

Lk
A —— B,

pa moZemo govoriti o kategoriji yMod lijevih modula nad M. Takoder moZemo
definirati i desne module i kategoriju jsMod desnih modula, kao i bimodule.
Eksplicitno, struktura M-N-bimodula na objektu A dana je lijevim modulom
[ M®A — Aidesnim modulom r: A ®@ M — A takvima da komutira dijagram

(M®A)@NEM® (A®N) 225 M® A

o] r

AN ! y A.

Primijetimo da je monoid (M, m, e) uvijek M-bimodul na kanonski nacin, s lijevim
i desnim djelovanjem m.

Ukoliko je kategorija simetri¢na, svakom monoidu (M, m, e) moZemo pridruziti
suprotni monoid M°P tako da mnoZenje m : M ® M — M zamijenimo kompo-
zicijom mo, i imamo Modpr = pMod. Za monoid kaZemo da je komutativan
ukoliko je M = M°®P.

Konacno, klju¢no svojstvo monoidalnih funktora je da svaki monoidalni funktor
(F,p) : (¢,®,1) = (2,®,]) preslikava monoide u ¢ u monoide u 2. Ako je
(M, m, e) monoid u ¢, onda moZzemo definirati morfizme Feo ¢ : | — FI — FM i
Fmog@:FM®FM — F(M® M) — FM, uz koje se lako provjeri da FM postaje
monoid. Opéenitije, F inducira funktor F : Mon(%, ®) — Mon(Z, ®), kao i, na
analogan nacin, funktor F : Mod s — Modpy,, za svaki monoid M u 7.

Primjer 4.2.1.
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1. Monoidi u (Set, x) su naravno ekvivalentni obi¢nim monoidima, a moduli
nad njima su djelovanja monoida.

2. Monoidi u (Top, x) su topoloski monoidi, tj. oni za koje je mnoZenje nepre-
kidno u oba argumenta.
3. U (Cat, x) monoidalni objekti su (male) strogo monoidalne kategorije.

4. Za komutativan prsten R su monoidi u (Modg, ®g) R-algebre, a moduli nad
njima su upravo moduli nad algebrama.

4.3 Obogacene kategorije

Obogacene kategorije poopéuju obi¢ne kategorije tako $to se hom skupovi za-

mjenjuju hom objektima neke kategorije &'. Naravno, kako bismo i dalje mogli

govoriti o asocijativnoj operaciji kompozicije i identiteti za nju zahtijevat ¢emo da

kategorija & bude monoidalna. Dakle, obogaéena kategorija ¢ nad monoidalnom

kategorijom (&, ®, I,a,p, A) (krade: &-kategorija) sastoji se od sljedeéih podataka:
¢ skupa Ob ¥ objekata

* &-objekta Hom(A, B) za svaki par (A, B) objekata od ¢

e morfizma id4 : I - Hom(C, C) za svaki objekt C od ¥

e morfizma oypc : Hom(B,C) ® Hom(A, B) — Hom(A,C) za svaku trojku

(A, B,C) objekata od ¥,
nadalje, operacija o je asocijativna, a id4 je lijeva identiteta za o4 4p i desna za
opaa (tj. komutiraju ociti dijagrami).

Obogaceni funktor F izmedu dviju &-kategorija ¢ i & zadan je funkcijom
F:Ob% — Ob 2 i familijom morfizama F4p : Hom(A, B) — Hom(FA, FB) za
svaki par objekata (A, B) u ¢ takvom da je Fy4 oidg =idpqidazasve A, BiC
u ¢ komutira dijagram

Hom(B,C) ® Hom(A, B) ———— Hom(A,C)

F®Fl lp

Hom(FB, FC) ® Hom(FA, FB) —2— Hom(FA, FC).

Konac¢no, obogaéena prirodna transformacija « izmedu dva paralelna &-
funktora F i G je dana familijom morfizama a4 : I = Hom(FA,GA) takvom
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4. MONOIDALNE I OBOGACENE KATEGORIJE

da komutira dijagram

I ® Hom(A, B) Hom(A,B)® I

DCB@F\L lG@lXA

Hom(FB, GB) ® Hom(FA, FB) Hom(GA, GB) ® Hom(FA, GA)

T~

Hom(FA, GB).

Posebno moZemo govoriti i o obogac¢enim funktorskim kategorijama.

Za svaku monoidalnu kategoriju & postoji trivijalna &-kategoriju .# takva
daje Ob.¥ =1, a Hom(1,1) = I. Funktor [.#, —] : Car[&] — Car pridruZuje
&-kategoriji ¢ kategoriju koju oznatavamo s %y, i takvu da je Ob%p = ObC, a
Homg, (A, B) = Homg (I, Homy (A, B)).

Primjer 4.3.1.

1. Set-katgorije su lokalno male kategorije.
2. Postojanje nul-objekta ekvivalentno je obogacenju nad pSet.

3. Preduredaj je kategorija obogacena nad (2, x ). Obogaceni funktori su to¢no
monotona preslikavanja, a prirodna transformacija izmedu funktora f i g je
relacija f < g.

Kategorije obogacene nad kategorijom modula (Modg, ®g) nad komutativnim
prstenom R nazivamo R-linearnima. Eksplicitno svaki hom-skup ima strukturu
R-modula, kompozicija je R-bilinearna, a funktori i prirodne transformacije R-
linearni. Posebno Z-linearne kategorije nazivamo i predaditivnima.

Primjer 4.3.2.

1. Za komutativan R je kategorija Modr R-linearna, i isto vrijedi za R-algebre.
Ako je R nekomutativan, onda je Z(R)-algebra, svaki R-modul i Z(R)-modul,
a kategorija Modg je Z(R)-linearna.

2. Z-linearna verzija korespondencije izmedu monoida i kategorija s jednim
objektom je ekvivalencija kategorije Ring s kategorijom predaditivnih kate-
gorija s jednim objektom. Posebno je [R, Ab] = Modk.
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4.4 Monoidalno zatvorene kategorije

Za monoidalnu kategoriju (¢, ®, I,a, p, A) kaZemo da je desno monoidalno zatvo-
rena ukoliko funktor — ® C ima desno adjungiran funktor [C, —| za svaki objekt
C € ¢, odnosno da je lijevo monoidalno zatvorena ako je funktor C ® — lijevo
adjungiran. Ukoliko je & simetri¢na, lijeva i desna zatvorenost su ekvivalentne.

Po definiciji i propoziciji 3.2.5 za svaka tri objekta A, B, C € € desno monoi-
dalno zatvorene kategorije vrijedi Hom(A ® B,C) = Hom(A4, [B,C]) prirodno u
sva tri argumenta. Stovise, za svaki objekt D vrijedi i

Hom(D, [A, [B,C]]) £ Hom(D ® A, [B,C])
= Hom((D® A) ® B,C)
= Hom(D ® (A® B),C)
= Hom(D, [A ® B, C]),
pa po Yonedinoj lemi slijedi da jei [A ® B,C] = [A, [B,C]] prirodnou A, Bi C.
Klju¢no svojstvo zatvorenih monoidalnih kategorija je $to su na prirodan nacin

obogacéene same nad sobom: objekt [A, B] mozemo uzeti za objekt morfizama sa
A u B. Morfizmu id 4 po bijekciji

[—] : Hom(A, B) = Hom(I ® A, B) = Hom(I, [A, B])

odgovara morfizam [id]4 : I — [A, B]; nadalje, ako s ev ozna¢imo kojedinicu
adjunkcije — ® C 4 [C, —], onda morfizmu

[B,C]® [A,B]® A 95% [B,Cl]®B — C
po adjunkciji odgovara morfizam
c:[B,C]®[A Bl —— [A,C].

Nije tesko provijeriti da ¢ uz kompoziciju ¢ i jedinicu [id] postaje €-kategorija, i
da za svaki par morfizama f : A — Bi g : B — C vrijedi

[sofl=co(lgl®[fou™,

gdje je u neki od unitora.

Kategoriju koja je zatvorena za kartezijski produkt nazivamo kartezijski zatvo-
renom kategorijom. Za objekte A i B kartezijski zatvorene kategorije ¢ umjesto
[A, B] pisemo i B4, i nazivamo ga i eksponencijalnim objektom.
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Sve jednakosti osnovne kardinalne aritmetike, dakle aritmetike na kosturu
kategorije Set, posljedica su apstraktnih svojstava adjunkcije + 4 A - X koja
karakterizira zbrajanje i mnoZenje, i adjunkcije — x B - —5 koja definira ekspo-
nenciranje, pa se poopcuju na prirodne izomorfizme u svim kartezijski zatvorenim
kategorijama. Izomorfizam (A + B) x C = A x C+ B x C na primjer slijedi odmah
iz lijeve adjungiranosti mnoZenja, dok CA+8 2 C4 x CB slijedi iz

Hom(D, CA*8) = Hom (A+B),C)

NHomED x A+ D x B,C)

~ Hom(D x A,C) x Hom(D x B,C)
>~ Hom(D, C*) x Hom(D, C?)

>~ Hom(D, C# x CB).

Ako ¢ ima inicijalni objekt 0, onda je po koneprekidnosti 0 x A = 0, a iz Yonedine
leme dobivamo i A? 2 1.

Primjer 4.4.1. U mnogim kategorijama funktor Hom : €°P x ¥ — ¢ dobivamo
zato $to svaki hom skup objekata u ¢ ima i sam prirodnu strukturu ¢-objekta, i
redovito je upravo unutradnji hom funktor za neku monoidalnu strukturu. Tako je
za komutativan prsten R u kategoriji Modr grupa Homg (M, N) R-linearnih presli-
kavanja izmedu modula M i N uvijek i sama R-modul, s mnoZenjem definiranim
po to¢kama, i unutrasnji je hom u kategoriji (Modg, ®R).

Slicno je kategorija Cat kartezijski zatvorena, kao i njene potkategorije Set,
Preset i Poset skupova, preduredenih, odnosno parcijalno uredenih skupova.

Primjer 4.4.2. U svakoj simetri¢noj monoidalno zatvorenoj kategori (¢, ®) postoji
vazna klasa adjunkcija. Ako su A, B i P objekti od ¢, onda je

Homy (A, [B, P]) = Homg (B, [A, P]) = Homyop ([A, P], B)

iz Cega slijedi da je funktor [—, P] desno adjungiran funktoru [—, P]°P. Primjeri su
funktor dualizacije (—)* : Vect;p — Vecty koji je izomorfan funktoru Homy (—, k) i
funktor P : Set°? — Set koji je izomorfan funktoru 2.

4.5 Bikategorije

U kategoriji Cat, bududi da je obogaéena nad Cat, moZemo govoriti o 0-morfizmima
(objektima), 1-morfizmima (funktorima) i 2-morfizmima (prirodnim transforma-
cijama), dakle kategorija Cat je u odredenom smislu dvodimenzionalna. Op-
¢enito, svaku kategoriju % obogacenu nad Cat (ili po potrebi CAT) nazivamo

68



4.5. Bikategorije

strogom 2-kategorijom. Za objekte A, B, C od # je unutraSnja kompozicija
x : [B,C] x [A,B] — [A,C] bifunktor koji odreduje kompoziciju 1-morfizama i
horizontalnu kompoziciju 2-morfizama. S druge strane, kompozicija o u svakoj
od kategorija [A, B] definira vertikalnu kompoziciju 2-morfizama. Po funkto-
rijalnosti od *, ove dvije kompozicije zadovoljavaju analogon zakona zamjene
opisanoga dijagramom 1.2.

Primjer 4.5.1. Svaka lokalno mala 1-kategorija obogacena je nad Set, pa dakle i
nad Cat tako da se za jedini 2-morfizam uzme jednakost 1-morfizama.

Primjer 4.5.2. Ako je # monoidalna kategorija s jednim objektom e, onda je pot-
puno opisana kategorijom ¢ = [e, ®], a horizontalna kompozicija * ¢ini € strogom
monoidalnom kategorijom. Obratno, svaka je stroga monoidalna kategorija na
ovaj nacin zadana 2-kategorijom s jednim objektom.

Buduc¢i da smo vidjeli da je stroga definicija monoidalne kategorije adekvatna
samo u malom broju slucajeva, ovaj jednostavni primjer istice i bitan problem
strogih 2-kategorija. Kao sto je u 1-kategoriji nepotrebno (i redovito nemoguce)
zahtijevati jednakost 0-morfizama, kada postoje netrivijalni 1-izomorfizmi izmedu
njih, tako ¢e nas i u 2-kategoriji jednakost 1-morfizama zanimati samo do na
2-izomorfizam. Posebno bismo umjesto asocijativnosti i postojanja jedini¢nog
elementa za horizontalnu kompoziciju * trebali traZiti samo asocijativnost i je-
dini¢nost do na koherentne 2-izomorfizme, koji poop¢uju asocijator i unitore iz
definiciju monoidalne kategorije. Sistematic¢an tretman bikategorija daleko nadilazi
okvire ovoga rada, ali ve¢ i na temelju ovoga nepreciznoga opisa mozemo dati
neke jednostavne primjedbe i primjere.

Neke konstrukcije koje smo proucavali u 2-kategoriji Cat klju¢no ovise o tome
da su objekti od Cat kategorije, dakle i sami se sastoje od objekata i morfizama, a
2-morfizmi su dani posebnim familijama tih morfizama. S druge strane, definicija
adjunkcije jedinicom i kojedinicom prevodi se direktno u svaku bikategoriju,
buduéi da samo zahtijeva da odredene kompozicije dvaju 2-morfizama budu
jednake identiteti, a dokaz poput na primjer onoga u propoziciji 3.2.1 se ocito
direktno prevodi, bududi da ovisi samo o zakonu zamjene i identitetama trokuta
(i dovoljno jakoj koherenciji za opéenite bikategorije). Sli¢no vrijedi i za monade,
koje su tema sljedecega poglavlja.

Nadalje, ¢ak i ako radimo samo sa strogim 2-kategorijama, mnogi funktori od
interesa izmedu njih nisu strogo obogacéeni nad Cat. Ako je na primjer ¢ kategorija
s povlacima, onda svaki ¢-morfizam f : A — B definira funktor f* : ¢ /B — ¢/ A,
i otito je id, = Id, a moze se provijeriti da vrijedi i (¢o f)* = f* o ¢* za svaki
g : B — C. No opcenito nemamo ni jednakost id, = Id (npr. za € = Set i povlak
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4. MONOIDALNE I OBOGACENE KATEGORIJE

konstruiran kao podskup produkta), dakle ne moZemo govoriti o strogom funktoru
¢ — CarT, ali ovo preslikavanje, budu¢i da je “funktorijalno do na 2-izomorfizam”,
moZemo nazvati 2-funktorom.

Primjer 4.5.3.

1. Monoidalna kategorija bimodula samo je jedan objekt vece bikategorije,
Bimod, koja ¢e nam biti bitna u poglavlju 6. Objekti bikategorije Bimod su
prstenovi, 1-morfizam izmedu prstenova R i S je R-S-bimodul, a 2-morfizam
izmedu bimodula je uobicajeni homomorfizam bimodula (lijevo R- i desno
S-linearno preslikavanje). Horizontalna kompozicija dana je tenzorskim
produktom bimodula i o¢ito nije stroga.

2. Svakom topoloskom prostoru T moZemo pridruZiti bikategoriju ¢iji su objekti
tocke od T, 1-morfizmi putevi u T, a 2-morfizmi homotopije izmedu puteva.
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Poglavlje 5
Monade

5.1 Monade i morfizmi monada

Monada na kategoriji ¢ je uredena trojka (T, p,7) endofunktora T : € — % i
prirodnih transformacija 7 : Id — Ti u : T> — T takvih da je T monoid u strogoj
monoidalnoj kategoriji (End %, 0) s mnoZenjem p i jedinicom 7. Eksplicitno,
komutiraju sljedeéi dijagrami:

T 1T T T M ™ TT
T.

Analogno definiramo i morfizam monada na ¢ kao morfizam monoida u
End C, a odgovarajucu kategoriju oznacavat ¢emo s Mong .

Prije nego $to kazemo bilo $to drugo o monadama, pokazat ¢emo da je svakom
paru adjungiranih funktora pridruZena monada, $to je ujedno i jedan od razloga
za vaznost adjungiranih funktora, i izvor mnogobrojnih primjera monada.

Propozicija 5.1.1. Neka (F 4 G, 7,¢) : € — 2 adjunkcija. Funktor GF : € — € je
monada na ¢ s jedinicom # i mnoZenjem u := GeF. Ako je (F 4 G',7/,¢') neka
druga adjunkcija, onda je odgovaraju¢a monada (G'F, y’, ") izomorfna monadi
(GF, p,17).
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5. MONADE

Dokaz. Jedini¢nost od 7 slijedi iz identiteta trokuta za adjunkciju F -+ G. Asocija-
tivnost mnoZenja je prirodnost od GeF:

GEGFGFE %% GEGF

GeF GFl leF

GFGF —%¢ , GF.

Za drugi dio, identiteti id : F = F odgovara po propoziciji 3.2.4 izomorfizam
B=G'eon’'G:G = G/, ilako se provjeri da je BF morfizam monada. O

U sljede¢em odjeljku pokazujemo da vrijedi i obrat: svaka monada moZe se na
ovaj nacin dobiti od adjunkcije.

Primjer 5.1.2.

1. Monada na preduredaju P zadana je monotonom funkcijom m : P — P
takvom da je id < m i mom < m, iz ¢ega uz prvu nejednakost slijedi i
m ~ m o m. Na poduredajima partitivnog skupa (PX, C) nekoga skupa X to
su upravo tri najosnovnija svojstva koja trazimo od svake operacija da bi je
smatrali nekim oblikom zatvaraca: npr. topoloskog zatvaraca, linearne ljuske,
o-algebre generirane familijom skupova, itd.

2. Kovarijantnom funktoru partitivhoga skupa moZemo dati strukturu monade:
jedinica je inkluzija X — PX zadana s x — {x}, a mnoZenje je operacija
PPX — PX koja familiji podskupova od X pridruZuje njihovu uniju.

3. Sli¢na je i monada koja dolazi od adjunkcije F +4 U : Set — Mon. Slobodni
monoid nad skupom A je skup svih rije¢i nad alfabetom A s konkatenacijom
kao mnoZenjem. Jedinica monade je trivijalna inkluzija alfabeta u skup rijeci,
a mnoZenje konkatenacija niza rijec¢i u jednu.

Monade (zapravo komonade) prvi su puta definirane u homoloskoj algebri,
u kojoj su vaZzne zbog ¢injenice da svaka komonada inducira tzv. simplicijalni
funktor.

Oznac¢imo s A kategoriju nepraznih kona¢nih ordinala, koja se u ovome kontek-
stu naziva simplicijalna kategorija. Svaki morfizam simplicijalne kategorije dan
je kompozicijom morfizama dviju jednostavnih familija: rubnih i degeneracijskih
preslikavanja, koje su karakterizirane odredenim algebarskim identitetama. Rubno
preslikavanje 47 : [n — 1] — [n] dano je jedinstvenom injektivnom funkcijom u A
takvom da i nije u slici od 67, pri ¢emu je n € N, i € [n] a [n] standardna oznaka
za ordinal n +1 € A. Degeneracijsko preslikavanje ¢/ : [n 4 1] — [n] dano je
jedinstvenom surjekcijom u A za koju je o(i) = (i + 1) = i. Dakle, svaki funktor
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5.2. Moduli nad monadom

A°? — ¢ u neku kategoriju ¢ zadan je nizom (F,),en objekata, i morfizmima
d! : Fy — F,_1, 07" : Fy — F,41 koji zadovoljavaju odgovarajuce identitete. Ovakvi
funktori nazivaju se simplicijalnim objektima u ¢, a kategorija [A°P, €] oznacava
se i sa Sim ¢. Ako simplicijalni objekt F ima prosirenje F’ : A, — % na kategoriju
A, svih kona¢nih ordinala, onda to prosirenje nazivamo augmentiranim simpli-
cijalnim objektom, i ono je zadano objektom F_; € ¢ i morfizmom ¢ : Fy — F_;
(augmentacijom) takvim da je €9} = €01

Ako je dana komonada (G, J,¢) na €, onda mozemo definirati niz funktora
Gy := G"*1 i prirodne transformacije

o' = G'eG" Gy — Gy_1,
o = G'6G" 1 : Gy — G,

i odmah iz svojstava ¢ i € se pokazuje da je na ovaj nacin konstruiran simplicijalni
objekt G, : A°? — [€, €], odnosno ekvivalentno, funktor ¥ — Sim %. Nadalje,
ovaj simplicijalni objekt je i augmentiran: bududi da je eo Ge = €0 &G = e, slijedi
daje e : G — Id augmentacija. O detaljima ove konstrukcije i uvodno o njenoj
ulozi u homologiji moZe se pro¢itati u [10].

5.2 Moduli nad monadom

Ako je (T,u,n) monada na kategoriji 4 onda par (M, «) pri ¢emu je « morfi-
zam TM — M nazivamo modulom nad monadom T ili T-modulom' ukoliko je
A : T o AM — AM modul nad monoidom T. Dakle, komutira dijagra:

TTM - TM « 1 M

'] A

™ —% 5 M,

a morfizam modulaa : TM — M i : TN — N dan je morfizmom f: M — N
takvim da komutira

Tf
TM —— TN

|
M ———— N.

lalternativni naziv je T-algebra
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5. MONADE

Kategorija svih modula nad monadom T naziva se Eilenberg-Mooreova kate-
gorija i oznacavat ¢emo je sa 7 ili sa Modr.

Uotimo odmah da postoji vjeran funktor UT : €T — € koji T-modul (M, «)
Salje u objekt M i da je UT i konzervativan, buduéi da je f morfizam T-modula
ako i samo akoje toi f1.

S druge strane iz definicije monade slijedi da je (TC, yc) T-modul za svaki
objekt C € % (to su upravo komponente djelovanja y : T> — T monoida T na
samoga sebe), a prirodnost od y znadi da je Tf morfizam s T-modula (TC, pic) u
(TD,up) za svaki f : C — D. Dakle, moZemo definirati i funktor FT : ¥ — €T na
objektima s C — (TC, c), a na morfizmima s f — Tf, i vrijedi UTFT = T.

Ako je T-modul izomorfan modulu yc : TTC — TC, nazivamo ga i slobodnim
T-modulom, $to opravdava sljedeca propozicija.

Propozicija 5.2.1. Funktor FT lijevo je adjungiran funktoru U, a T je monada
pridruZena ovoj adjunkciji.

Dokaz. Za svaki T-modul « : TM — M oznac¢imo ¢, = «. Iz definicije T-modula
slijedi da je « morfizam s modula (TM, upr) u modul (M, «), a iz definicije morfi-
zma T-modula slijedi da je ovako definirana familija morfizama prirodna. Lako
je provjeriti da vrijede i identitete trokuta, dakle (FT 4 U7, 7, ) jeste adjunkcija.
Kako je UTeF! = pu, T je upravo njoj pridruzena monada. O

Nadalje, moZemo definirati Kleislijevu kategoriju 4T monade T : € — ¢ s
objektima Ob 61 = Ob % i morfizmima Hom(A, B) = Hom(A, TB). Kompozicija
¢r-morfizama f : A — Big: B — C je ¥-morfizam

f Tg

A TB y TTC — TC.

~

Iz asocijativnosti i prirodnosti od y slijedi da je tako definirana kompozicija asoci-
jativna, i da je ¢r-identiteta na A ¢-morfizam 17 : A — TA. Dobro su definirani
i funktor Ut : 67 — € sa Up(f : A — B) = poTf i funktor Fr : € — 6t sa
Fr(f : A — B) =1 f. Dakle, opet je UrFr = T i vrijedi:

Propozicija 5.2.2. Funktor Fr lijevo je adjungiran funktoru Ur, a T je monada
pridruZena adjunkciji.

Dokaz. Rutinska provjera pokazuje da je transformacija ¢ : UrFr = Idg, takva
da je morfizam €); : TM — M dan %-morfizmom idy; prirodna, zadovoljava

identitete trokuta, i vrijedi UreFr = . l
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Dakle za svaku monadu T na nekoj kategoriji ¢ smo konstruirali dva adjun-
girana para Fr 1 Ur : ¢ — %7 i FT 4 UT : ¥ — %7 koja generiraju T, i kao $to
éemo vidjeti, oni su redovito bitno razli¢iti, tj. kategorije 47 i €T nisu ekvivalentne.
Postavlje se pitanje Sto mozemo re¢i o proizvoljnoj adjunkciji F 4 G : € — Z koja
generira T. Pokazat ¢emo da su Kleislijeva i Eilenberg-Mooreova konstrukcija u
odredenome smislu ekstremalne takve adjunkcije.

Primjer 5.2.3. Ako je (R 4 U,n,¢) : 2 — € reflektivna potkategorija, onda je
mnoZenje y = UeR pripadne monade izomorfizam: za ovakve monade kaZemo
da su idempotentne. Obratno, ako je (T, jt, #7) idempotentna monada na ¢, onda
iz jedini¢nosti od # slijedi da su i T# i #T inverzi od u i posebno jednaki. Ako je
«: TM — M modul, po prirodnosti komutira

™ —% s M

qT—T;yl id=T(an) l’?
Y

TTM —I* & TM,

dakle & = 77!, i posebno je izomorfizam modula (M, «) i (TM, ). Slijedi da je

svaki modul slobodan, tj. da je svaki modul u esencijalnoj slici funktora F’. No
onda iz y = U'eF! imamo da je kojedinica ¢ adjunkcije FT - UT izomorfizam
na cijeloj kategoriji ¢, dakle da je funktor UT potpuno vjeran. Vidimo da su
idempotentne monade i refleksije, odnosno reflektivne potkategorije zapravo
ekvivalentni pojmovi.

Primjer 5.2.4. Zaboravni funktor pSet — Set je desno adjungiran, a pridruZena
monada je funktor P = — U {*}. Funkcije X — PY to¢no odgovaraju parcijalnim
funkcijama s X u Y, i Kleislijeva kategorija Setp izomorfna je kategoriji parcijalnih
funkcija. Sli¢no je Kleislijeva kategorija monade P : Set — Set iz primjera 5.1.2
kategorija multifunkcija s prikladno definiranom kompozicijom. Ovakvi primjeri
monada i odgovarajuc¢ih Kleislijevih kategorija vrlo su korisni u funkcijskom
programiranju, gdje sluZe za jednostavno modeliranje tipova funkcija i osim
onih koje jezik direktno podrzava (npr. funkcija koje ovise o globalnom stanju ili
nedeterministi¢kih funkcija). Vidi [13], gdje je razvijena ova ideja.

5.3 Funktori usporedbe
AkosuFH4G:4 — 2iF 4G : ¢ — 2' dvije adjunkcije koje generiraju istu

monadu T, onda funktor K : 2 — %' nazivamo morfizmom adjunkcija monade
T ukoliko komutiraju dijagrami
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5. MONADE

9 ——— 9 —— 7'
N o N
3 ¢

Primijetimo prvo da takav funktor ima automatski i sljede¢a dodatna svojstva:

Lema 5.3.1. Neka su dane adjunkcije (F 4 G, ¢,1,¢) : ¢ — 21 (F 4G, ¢, 7', €):
% — 9' koje generiraju istu monadu T na ¢, i neka je K : 2 — 2’ morfizam tih
adjunkcija. Tada vrijedi

G'K=G n=rn ¢’ (Kg) = ¢(g)
KF = F' Ke = ¢'K K(f) =9'(f),

pri temu su P i ¢’ inverziredom od ¢ i¢’,a f: C — GDig: F'C — D’ proizvoljni
morfizmi.

Dokaz. Jednakosti G'K = G, KF = F' iy = 1’ vrijede po definiciji. Slijedi

¢'(Kg) = G'Kgon' = Ggon = ¢(3),
paondaiKy(f) = ¢'(f), odakle za f = idgp = idgx dobivamo Ke = ¢'K. O

Tvrdimo da je u kategoriji adjunkcija koje daju monadu T Kleislijeva konstruk-
cija inicijalan, a Eilenberg-Mooreova terminalan objekt.

Propozicija 5.3.2. Neka je (F 1 G, ¢,1,¢) : € — 2 adjunkcija, a (T, u,7) pridru-
Zena monada. Postoje jedinstveni funktori | : 67 — 2 i K : 2 — €' koji su
morfizmi pripadnih adjunkcija monade T. Funktor | je ulaganje.

Dokaz. Neka su et i o1 = P ! = id kojedinica i adjunkcijski izomorfizmi Klei-
slijeve adjunkcije konstruirane u propoziciji 5.2.2, a e’ i ¢ = (¢T)~! podaci
Eilenberg-Mooreove adjunkcije iz propozicije 5.2.1. Kona¢no, stavimo ¢ := ¢~ 1.

Funktor | mora zadovoljavati ¢(f) = Jir(f) = Jf za svaki ¢r-morfizam
f : A — B, iz Cega slijedi da je jedinstveno odreden i potpuno vjeran. S druge
strane lako je provjeriti da Jf := ¢(f) = €F o Ff doista jeste dobro definiran
funktor.

Za funktor K, primijetimo da po definiciji od e’ za D € 2, KD mora biti modul
UTeTK : UTFTUTKD — UTKD, $to bududi da je UTeTK = UTKe = Ge, povlaci
da je K jedinstveno zadan na objektima, dok UTK = G jedinstveno odreduje K
na morfizmima. Opet, lako se provjeri da Gep doista jeste T-modul za svaki
D € 2, daje Gg morfizam T-modula za svaki g : D — D’, i da je K definiran sa
KD = Gep, Kg = Gg funktor. O

76



5.4. Limesi u kategorijama modula

Posebno ako primijenimo tvrdnju teorema na adjunkciju FT - U”, dobivamo
potpuno vjeran funktor I : 67 — € koji svakom objektu A Kleislijeve kategorije
pridruZuje slobodni modul (TA, u) u CT.

Korolar 5.3.3. Kleislijeva kategorija monade T je ekvivalentna kategoriji slobodnih
T-modula.

Primjer 5.3.4. Za trivijalnu monadu Id : Set — Set Kleislijeva i Eilenberg-Mooreova
kategorija se naravno podudaraju (sa Set), no istu monadu ipak induciraju i netri-
vijalne adjunkcije, npr. i adjunkcija F = U : Set — Top.

54 Limesi u kategorijama modula

Propozicija 5.4.1. Neka je (T, #,77) monada na kategoriji ¥, a K : | — €T funktor
takav da T i TT ¢uvaju kolimes funktora UTK. Tada U stvara kolimes od K.

Dokaz. Stavimo U := U i ozna¢imo sa ki := K; : TUK; — UK, j € | strukturni
morfizam modula Kj, a s ; : UK; — lim UK kolimes funktora UK. Buduc¢i da je
x : TUK = UK prirodna transformacija i da je po pretpostavci Tt kolimes od TUK,
postoji jedinstven morfizam lim x takav da za sve j € | komutira dijagram

TUK; —— UK;

Tl]l ll]
ligk
Tlig UK —— liglll(.

Tvrdimo da je limx T-modul i da je : : K = Alimx kolimes od K. Budu¢i da
za svaki j € | komutiraju svi unutrasnji kvadrati dijagrama

Tligx
TT lim UK » Tlim UK
‘m Tk /Tl]
TTUK; — TUK,;

p ul : l’v lim %
TUK]' e UK]

Ti; . Lj

~ ] th
T@UK 5 hAIUK
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i da je po pretpostavci TT: kolimes od TTUK, slijedi da komutira i vanjski kvadrat,
bududi da komutira pretkomponiran s TTy; za svaki j € J. Sli¢no se dokazuje i da
je hg kon =1id, a ¢; su morfizmi modula po definiciji.

Za svaki drugi kostozac ¢ : K = A(A, «) na neki T-modul (M, a) se kostozac

Ug : UK = AM faktorizira kroz jedinstven morfizam ¢ : hg UK — M. Koristeéi
sli¢no kao i prije da su morfizmi sa T @ UK odredeni djelovanjem na koprojekcije,

slijedi da je ¢ morfizam modula, jedinstveno odreden budu¢i da je UT vjeran. [

Posebno, ako kategorija ¢ ima sve kolimese dijagrama sa | i T ih ¢uva, onda i
% ima sve kolimese tipa J.
Sli¢na, ali jednostavnija tvrdnja vrijedi i za limese.

Propozicija 5.4.2. Funktor UT : €T — % s Eilenberg-Mooreove kategorije monade
(T, u,n) stvara sve limese.

Dokaz. Neka je uz oznake kao u prethodnoj propoziciji K : | — CT funktor takav
da UK ima limes 7 : Alim UK = UK. Tada je x o T7t : AT lim UK = UK stoZac na
UK i faktorizira se preko nekog morfizma lim « kroz 7. Slicno kao u prethodnoj
propoziciji dokazuje se da je im K : Tlim K — lim K T-modul, a (716 = &j)jey
terminalni stozac. O

Sada ¢emo opisati jednu posebnu vrstu kolimesa, koja ima istaknuto mjesto u
kategorijama modula Primijetimo da je svaka vilica

f
A—_=B—"=C
3

u kategoriji 4 morfizam (f,e) : g — e u kategoriji morfizama %2, Ukoliko taj
morfizam ima prerez (t,s) : e — g, onda vilicu nazivamo rascijepljenom.

id .
NS
A
e lg e
B

id ’

B B

C C
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5.4. Limesi u kategorijama modula

Ako je h : B — C neki drugi morfizam takav da je hf = hg, onda morfizam
hs : C — D faktorizira h kroz e: hse = hgt = hft = h. Kako je e epimorfizam,
ta je faktorizacija je i jedinstvena, pa je e zapravo koujednacitelj od f i g. Dakle
upravo smo pokazali da je svaka rascijepljena vilica automatski koujednacitelj
— rascijepljeni koujednacitelj. Buduci da svaki funktor preslikava rascijepljenu
vilicu u drugu rascijepljenu vilicu, slijedi da su svi rascijepljeni koujednacitelji
apsolutni kolimesi.

Nadalje, za paralelne morfizme f,g : C — D u nekoj kategoriji ¢ kaZemo
da su refleksivan par ukoliko imaju zajednicki prerez, tj. ako postoji morfizam
s: D — C takav da je fs = gs = idp.

Sljedeca propozicija pokazuje zasto su nam uvedeni pojmovi bitni u kategori-
jama modula.

Propozicija 5.4.3. Neka je (T, u,77) monada na kategoriji ¢, a (M, a) T-modul.

K
1. Par (TTM,uT) —= (TM, ) je refleksivan.
Ta

H
2. Dijagtam TTM —= TM —*— M je rascijepljen koujednacitel;.
Ta
3. €T-morfizam «a : (TM, 1) — (M, &) je koujednacitelj para iz tocke 1.
4. Ako je f : (M,a) — (N,B) morfizam T-modula, onda je f : M — N
jedinstven %’-morfizam takav da komutira dijagram

M
TTM — TM —*— M

TTfl T le lf
TTN Tﬁﬁ; N —F 5 N

Dokaz. U 1. je traZeni zajednicki prerez Ty. Dijagram u 2. je vilica po samoj
definiciji morfizma modula, a njenom cijepanju svjedo¢e morfizmi

™ <" M <1 M.

Tvrdnja 3. slijedi iz 2. i ¢injenice da U7 stvara apsolutne kolimese (5.4.1). Ko-
nacno, kako prvi lijevi kvadrat u 4. komutira po prirodnosti od u, a drugi jer
je f morfizam T-modula, slijedi da je (TTf, Tf) prirodna transformacija izmedu
koujednaciteljskih dijagrama, i f pripadni jedinstveno odredeni morfizam izmedu
koujednacitelja. O

Kratko moZemo re¢i da je cijela Eilenberg-Mooreova kategorija generirana
posebnom klasom koujednacitelja samo iz slobodnih modula.
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5.5 Monadiénost

Pretpostavimo da je G : Z — ¥ lijevo adjungiran nekom funktoru F i da je T
monada pridruzena adjunkciji F 4 G. Kao $to smo vidjeli u propoziciji 5.3.2, postoji
funktor K : 9 — €T takav da je G = UTK. Funktor G nazivamo monadiénim
kada je funktor usporedbe K ekvivalencija.

Nakon sto smo u odjeljku 5.3 pokazali na koji se nacin slobodni T-moduli
ulaZu u 7, i u 5.4 kako slobodni moduli generiraju ostale, lako je dokazati sljedeci
teorem:

Teorem 5.5.1 (Beckov teorem o monadi¢nosti). Neka je G : 4 — ¢ desno adjungi-
ran funktor. G je monadican ako i samo ako stvara koujednacitelje G-rascijepljenih
refleksivnih parova.

Dokaz. Nuznost slijedi iz propozicije 5.4.1 i ¢injenice da su rascijepljeni koujedna-
¢itelji apsolutni.

Obratno, pretpostavimo da G stvara koujednacitelje G-rascijepljenih reflek-
sivnih parova i neka je (F - G,y,¢) adjunkcija, (T, u, ) pripadna monada, a
K : 92 — €7 funktor usporedbe. DokaZimo da je K esencijalno surjektivan i
potpuno vjeran.

Ako je (M, «) modul nad T, po propoziciji 5.4.3, i uz relacije GeF = pi GF =T
je par eF, Fa : FGFM — FM G-rascijepljen refleksivan par, a « koujednacitelj od
GeF i GFa. Slijedi da postoji morfizam q : FM — Q u ¥ takav da je g koujednacitel;
od eF i Fa, a Gg = UTKq koujednatitelj od GeF i GFa izomorfan sa «, i posebno
takoder rascijepljen.

" urk
TTM —— TM — UTKQ
Tw

Kako UT reflektira koujednatitelje U”-rascijepljenih parova, slijedi da je Kgq
koujednacitelj u dijagramu

(TTM,HT) = (TM, ) = KQ,
14
dakle posebno je izomorfan modulu (M, «) od kojeg smo krenuli, pa smo dokazali
esencijalnu surjektivnost.
Za proizvoljan D po definiciji je KD jednak modulu Ge : TGD — GD. Posebno
je Ge rascijepljen koujednacitelj refleksivnoga para uG = GeFG i TGe = GFGg, pa
ga G reflektira u koujednacitel;

FG
FGFGD ——= FGD —*— D.
FGe
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Buducdi da je ep koujednacitelj, onda je posebno i epimorfizam za svaki D € &,
iz ¢ega slijedi da je G vijeran, pa je zbog G = UTK i K vjeran.

Konatno, ako je dan morfizam T-modula f : (GD, Ge) — (GD’, Ge), gdje su D,
D' € 9, onda jef:GD — GD’ po tvrdnji 4. propozicije 5.4.3 jedinstvni morfizam
za koji komutira dijagram

GFGFGD —"% GFGD —% GD

GEGF fl Gree lcp f lf (5.1)
GEGEGD' ~=2% GFGD' -2 G/,
GFGe

pa bududi da je G vjeran, komutiraju i pune linije u dijagramu

FGFGD :; FGD —*5 D

FG
FGF fl lp f 8 (5.2)
FGFGD' —3 FGD' — D

FGe

Kako su gornja i donja vilica koujednacitelji, par (FGFf, Ff) inducira morfizam
¢ : D — D' takav da komutira cijeli dijagram (5.2). Budud¢i da je f jedinstveno
odreden dijagramom (5.1), slijedi Gg = U’ f, dakle i K¢ = f, pa je K pun. O

Korolar 5.5.2 (Grubi teorem o monadic¢nosti). Desno adjungiran funktor koji stvara
koujednacitelje refleksivnih parova je monadican.

Primjer 5.5.3.

1. Iz primjera 4.4.2 znamo da je funktor P : Set®? — Set desno adjungiran, a iz
korolara 5.5.2 lako slijedi da je i monadi¢an. Pretpostavimo da su funkcije
f,g: A — Bobjeprereziod m: B — A,idajee: E — A inkluzija podskupa
{x € A: f(x) = g(x)}, §. ujednacitelj od f i g. Dokazimo da funktor
P preslikava e u rascijepljen koujednacitelj. Budu¢i da su e i f injekcije,
vrijedi e oe” =idi fCof 7 =id, dok g- o f " =e 7 0e" = (EN—)
slijedi iz f(x) = g(y) = x = n(f(x)) = n(g(y)) = y. Dakle, Pe = e
je posebno koujednacitelj od Pf i Pg. Kako je P i konzervativan, slijedi
da je P monadic¢an. Posebno P stvara limese, $to daje alternativan dokaz
kopotpunosti kategorije Set, prednost kojega je Sto se moZe poop¢iti na sve
elementarne topose.
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2. Inkluzija refleksivne kategorije U : 4 — ¢ ocito zadovoljava uvjete teorema:

kako je U potpuno vjeran, svaka U-rascijepljena vilica je i rascijepljena.
Elementarni dokaz ove tvrdnje je zapravo dan u primjeru 5.2.3.

. Kategorija CompHaus monadi¢na je nad Set. Da je zaboravni funktor desno

adjungiran slijedi iz postojanja Stone-Cechove kompaktifikacije (v. primjer
3.4.7), ostatak konstrukcije moze se naéi u [10].

. Algebarske teorije su algebarske strukture aksiomatizirane identitetama

— univerzalno kvantificiranim jednakostima. Primjer algebarske teorije je
teorija grupa, danih kao algebarskih struktura s po jednom nularnom (e),

unarnom ((—)71) i binarnom (-) operacijom koje zadovoljavaju identitete
x(yz) = (xy)z, xx ! = e = x"1x i xe = x = ex. Moduli nad prstenom
R su algebarska teorija s nularnom operacijom 0, unarnom operacijom —,
binarnom operacijom 4, i jo§ po jednom unarnom operacijom za svaki
element prstena R. Sli¢ni primjeri su monoidi, prstenovi, algebre, i mnogi
drugi. Sve kategorije algebarskih teorija su monadi¢ne (s o¢itim zaboravnim
funktorom) nad kategorijom Set. Dokaz i opsezan tretman algebarskih teorija
moZe se nadi u [6].



Poglavlje 6

Afini morfizmi

6.1 Aditivne i Abelove kategorije

Podsjetimo da za kategoriju kazemo da je predaditivna ako je oboga¢ena nad
monoidalnom kategorijom (Ab, ®). Za svaki objekt A predaditivne kategorije
o/ Abelova grupa End A = Hom(A, A) s operacijom kompozicije ¢ini prsten.
Obratno, svaki prsten R moZemo shvatiti kao predaditivnu kategoriju s jednim
objektom *, i skupom morfizama R sa zbrajanjem i kompozicijom morfizama
danima zbrajanjem i mnoZenjem u prstenu R.

Klju¢no svojstvo predaditvnih kategorija je podudaranje konac¢nih produkata i
koprodukata: kona¢na familija (A1, ..., A;) u &/ ima produkt (B! ; A;, 11, .., 7Tn)
ako i samo ako ima koprodukt (@} ; Aj, 11,...,1x). Objekt @} ; A; s kanonskim
projekcijama produkta i inkluzijama koprodukta nazivamo biproduktom familije
(A1,...,Ay),1onje potpuno karakteriziran algebarski: morfizmi 7r; : @ ; A; — A;
i Aj—> @l A zaie{l,... n} ine redom stoZac produkta i kostozac kopro-
dukta ako i samo ako vrijedi 7;t; = 4;; i Z?:j 1i7t; = id. 1z ovoga odmah slijedi da
je biprodukt apsolutan limes i kolimes: ¢uva ga svaki aditivan funktor.

Ako predaditivna kategorija ima sve biprodukte nazivamo je i aditivhom i
tada vrijedi i obrat prethodne primjedbe: buduéi da za f,g : A — B vrijedi
f+g=Vol(f®g)oA,biprodukt rekonstruira aditivnu strukturu kategorije, pa
slijedi da je funktor aditivan ako i samo ako ¢uva binarne produkte ili koprodukte.
Posebno su aditivni svi adjungirani funktori izmedu aditivnih kategorija.

Za predaditivnu kategoriju </ i proizvoljnu ], funktorska kategorija </ je
Ab-obogacena na oc¢in nacin (zbog biaditivnosti kompozicije moZemo prirodne
transformacije zbrajati po komponentama), a ako je ./ aditivna, onda je to po
propoziciji 2.3.1 i «//. Dakle ako postoje funktori @ ili hg\ : o] — o moraju i
oni biti aditivni, bududéi da su adjungirani. I opcenito éemo pretpostavljati da su
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aditivni svi funktori izmedu aditivnih kategorija, a pod funktorskom kategorijom
u tome slucaju podrazumijevati potkategoriju aditivnih funktora.

Beskonacne koprodukte u aditivnim kategorijama oznacavat ¢emo isto s P,
iako se u pravilu ne podudaraju s produktom, buduc¢i da je to u skladu s tradicio-
nalnim oznakama u glavnim primjerima aditivnih kategorija.

Budu¢i da konacne biprodukte ima po pretpostavci, aditivna je kategorija
konac¢no potpuna ako i samo ako ima jezgre, i dualno kona¢no kopotpuna ako i
samo ako ima kojezgre. Aditivnu kategoriju koja je i kona¢no potpuna i kopotpuna
nazivamo predabelovom, a za predabelovu kategoriju kazemo da je Abelova ako
su svi monomorfizmi i epimorfizmi regularni, dakle jezgre odnosno kojezgre.

Abelove kategorije imaju daleko viSe dobrih svojstava nego $to bi se na temelju
ovog jednostavnog posljednjega aksioma moglo ¢initi. Osnovna svojstva Abelovih
kategorija standardan su dio kursa homoloske algebre i ovdje ih ne¢emo navoditi.
Kratki pregled moZe se na¢i u [10], ili opseZnije u [20].

6.2 Moduli

Funktor M : R — &/ s prstena R u Abelovu kategoriju A nazivamo lijevim R-
modulom u kategoriji <7, a kategoriju [R, </ lijevih R-modula u ./ ozna¢avamo
s /. Naravno, ovakav funktor zadan je samo objektom M = M(x) od & i
homomorfizmom prstenova A = M,, : R — End M, a prirodna transformacija
M = N zadana je «/-morfizmom ¢ : M — N takvim da je poA(r) = A(r) o ¢
za sve r € R. Analogno moZemo definirati desne module kao kontravarijantne
funktore R°? — <7, i pripadnu kategoriju . Svaki objekt A € &7 je lijevi i
desni Z modul na jedinstven nacin, ali takoder ima i prirodnu strukturu End A
modula, danu inkluzijom pune potkategorije {A} u ./, odnosno djelovanjem
id : End A — End A.

Klasi¢ni moduli su u ovim terminima moduli u kategoriji Ab, i primijetimo da
su R-S-bimoduli to¢no lijevi R moduli u kategoriji Modg, odnosno ekvivalentno
desni S moduli u kategoriji kMod.

Svaki morfizam prstenova f : R — S inducira funktor [f, —| : [S, /] — [R, &/
koje éemo oznacavati s f i zvati restrikcijom skalara duz f.

Sli¢no, ako je F : &/ — % proizvoljan funktor izmedu Abelovih katego-
rija, onda funktor [—, F] : r& — r&/ preslikava module u & u module u
2. Posebno, za A € &/ hom funktor Hom(—, A) : &/°P — Ab preslikava li-
jeve module u &7 u (obi¢ni) desni modul Hom(M, A), dakle dobivamo funktor
Hom(M, —) : &/ — Modg. Za &/ = Modg, dakle kada je M € gModg, funktor
Hom (M, —) desno je adjungiran tenzorskom produktu — ®g M : Modg — Mods.
Bududi da analogna tvrdnja vrijedi za funktor M ®g — : sMod — rMod, slijedi da
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je tenzorski produkt koneprekidan u oba argumenta. Opcéenitije, za prstenove R, S
i T je tenzorski produkt nad S bifunktor

— Qg —: RMOdS X SMOdT — RMOdT,

bududi da lijevo R-mnoZenje na M ®g N mozemo definirati sa r(m @ n) = rm @ n,
zasvakime M,n € N,r € R.

Primijetimo da je funktor Hom(R, —) : Modr — Modpy uvijek izomorfni identi-
teti, pa isto vrijedi i za njemu lijevo adjungirane funktore — ®r R. Za M € Modg,
izomorfizam M = Hom(R, M) danje s m — — - m ujednom, i ¢ — ¢(1) u dru-
gom smjeru. [zomorfizam M = M ®g R zadanje s r — r ® 1, a inverz je odreden s
m ® r — mr. Analogna tvrdnja vrijedi i za funktore Hom(R, —) : RMod — rMod
iR®R—.

Ako sada pogledamo restrikciju skalara f. : Mods — Modg, onda se po gornjoj
konstrukciji S-bimodul S po f. preslikava u S-R bimodul f.S koji je kao lijevi
S-modul jednak S, a desno djelovanje zadano je s s-r = sf(r), s € S, r € R.
Lako se vidi da opcenito vrijedi f. = — ®s fiS, paje f« + Hom(f.S, —). Funktor
Hom(f.S, —) oznatavamo i s f' i nazivamo koprosirenjem skalara duz f. S
druge strane je S i R-S-bimodul (gdje lijevo R-mnoZenje dobivamo analognom
restrikcijom skalara lijevoga S-modula S) kojega moZemo oznaciti s f*R, i vrijedi
f« 2 Hom(f*R, —), daklei — ®g f*R - f.. Funktor — ®g f*R oznatavamois f*
i nazivamo prosirenjem skalara duz f.

Dakle vidimo da je restrikcija skalara dio adjungirane trojke f* - f. - f*,
a do kraja ovoga poglavlja ¢emo pokazati i da je svaki drugi vjerni funktor
izmedu kategorija modula koji je istovremeno i lijevo i desno adjungiran zapravo
ekvivalentan restrikciji skalara, i posebno da (do na ekvivalenciju) dolazi od
homomorfizma prstenova.

Osnovni primjer restrikcije skalara je duz inicijalnoga morfizma u : Z — R.
Tada je u. : Modgr — Ab zaboravni funktor, proSirenje tenzorski produkt s R nad
Z, a koprosirenje modul aditivnih morfizam s R.

6.3 Generatori u Abelovim kategorijama

Ako je objekt P Abelove kategorije .7 generator, onda je Hom(P, —) : &/ — Ab
vjeran funktor, pa bududi da je svaka Abelova kategorija balansirana i konzervati-
van. Dakle, svaki generator (ili opcenitije i familija generatora) Abelove kategorije
je automatski jak. Nadalje, ako .« ima koprodukte, onda je za svaki objekt A € &7
morfizam x dijagrama 2.5 kvocijent od P! za neki skup I. Stovige, u ovom kon-
tekstu generatori imaju i jace svojstvo: svaki objekt A je kojezgra nekoga morfizma
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P — PP kojega konkretno moZemo dobiti iz dijagrama

peJ 5 K KK, pdl K oA

KaZemo da P konaéno generira A ukoliko za I moZemo odabrati konacan skup,
a da ga kona¢no prezentira ako i ] moZemo odabrati kona¢an. Bududi da je za I
konagan Hom(P%/, P®!) = Hom (P, P)®!*)) imamo da je svaki objekt A kojega P
kona¢no generira kolimes dijagrama morfizama P — P, a svaki A koji je kona¢no
prezentiran je kolimes kona¢noga takvoga dijagrama.

Objekt P takav da funktor Hom(P, —) ¢uva sve koprodukte nazivamo kom-
paktnim. Kako je funktor Hom(P, —) i desno egzaktan ako i samo ako je P
projektivan, slijedi da je Hom(P, —) koneprekidan to¢no kada je P kompaktan i
projektivan.

Odmah iz definicija slijedi da je prsten R kompaktan projektivni generator
u kategoriji modula Modg, no sljede¢a propozicija pokazuje da nije jedini takav
objekt.

Propozicija 6.3.1. Za objekt P € Mody vrijedi:

1. P je generator ako i samo ako je R direktni sumand od P" za neki n € IN.
2. P je projektivan ako i samo ako je direktni sumand od R®! za neki skup I.
3. Ako je P konacno generiran onda je kompaktan.

4. Ako je P projektivan i kompaktan, onda je kona¢no generiran.

Dokaz. 1. Bududi da je R generator, svaki R-modul je direktni sumand slobod-
nog modula R®! za neki I. No ako je R direktan sumand od P", onda isto
ocito vrijedi i za P, dakle i P je generator.

Obratno, postoji kvocijent P! — R, no R je generiran jedinicom koja je
slika neke kona¢ne sume u P®!, dakle moZemo bez smanjenja opéenitosti
pretpostaviti da je I konacan.

2. Ako je P projektivan, onda se cijepa egzaktni niz

0 y K s ROI s P

~
(=]
~

pa tvrdnja vrijedi.
Obratno, pretpostavimo da je za neki R-modul A modul P & A projektivan,
i da su dani morfizam f : P — N i epimorfizam e : M — N. Tada po
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pretpostavci postoji morfizam g koji faktorizira f7r u dijagramu

AGP —— P
| L
ig lf
N c M s 0,

a gt je onda trazena faktorizacija f kroz e, pa slijedi da je i P projektivan.
Posebno je projektivan svaki sumand slobodnoga modula.

3. Za proizvoljnu familiju modula (M;); mozemo &;(P, M;) i Hom(P, &; M;)
shvatiti kao podmodule od Hom(P,T; M;) i odito je:

(D, Hom(P, M;) < Hom(P, (P, M;) < Hom(P, [ [, M;).

Prva inkluzija je jednakost ako je slika svakoga morfizma P — @; M; sadr-
Zana u konac¢noj sumi, $to ocito vrijedi ¢im je P kona¢no generiran.

4. Neka je P direktan sumand slobodnoga modula R¥!. Po prethodnom dijelu
dokaza, slika inkluzije P — R®! sadrZana je u kona¢noj sumi, tj. P je sumand
konac¢no generiranoga modula, pa je i sam kona¢no generiran.

O

Kao $to ¢emo vidjeti, postojanje kompaktnih projektivnih generatora i karakte-
rizira kategorije modula. Svaki objekt P Abelove kategorije </ je prirodno lijevi
End P-modul, a funktor Hom(gnq pP, —) : & — Modgpq p komponiran sa zaborav-
nim funktorom Modg,gqp — Ab to¢no je Hom(zP, —) : &/ — Ab, pa slijedi da je
vjeran i koneprekidan to¢no kada je P kompaktan projektivni generator od <7,
Stovise, vrijedi teorem:

Teorem 6.3.2 (Gabriel-Mitchell). Ako je P kompaktan projektivni generator ko-
potpune Abelove kategorije <7, onda je funktor Hom(P, —) : &/ — Modgngp
ekvivalencija kategorija.

Dokaz. Pokazimo prvo da je funktor Hom(P, —) potpuno vjeran, dakle da je
bijektivna familija funkcija

Hom(P,—)

Hom(A, B) 2%, Hom(Hom(P, A), Hom(P, B)).

Ova je familija prirodna u A, dakle za svaki objekt B € # definira prirodnu
transformaciju « : Hom(—, B) = Hom(Hom(P, —), Hom(P, B)) funktora s «7°P
u Ab. Bududi da je po pretpostavci funktor Hom(P, —) koneprekidan, oba ova
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funktora su neprekidna (dakle prevode kolimese u .7 u limese u Ab). Nadalje,
ako primijenimo propoziciju 2.1.3 na koprezentaciju kogeneratorom P objekta A u
«/°P, dobivamo da je & 4 odredena funktorijalno morfizmom ap, dakle a je cijela
zadana samo komponentom u P, i izomorfizam je ako je i ap izomorfizam. No,
ap : Hom(P, B) - Hom(Hom(P, P), Hom(P, B)) pridruzuje morfizmu b : P — B
funkciju — o b, §to je upravo djelovanje — - b od Hom(P, P) na Hom(P, B), dakle
«p je kanonski izomorfizam.
Uzmimo sada proizvoljan modul M € Modg,q4 p s prezentacijom

Hom(P,P)®) — Hom(P, P)®! y M

e

Kako je Hom(P, —) koneprekidan i pun, slijedi da je ¢ = Hom(P, f) za neki
morfizam f : P®/ — PP a daje M = Hom(P, coker f). Dakle funktor Hom(P, —)
je i esencijalno surjektivan, pa je ekvivalencija kategorija. O

Odgovor na neke od dualnih problema, konkretno postojanja kogeneratora i
injektivnih objekata u kategorijama modula, daje sljedeci teorem:

Teorem 6.3.3. U kategoriji Modg je Hom(R,Q/Z) s prirodnom strukturom de-
snoga R-modula injektivni kogenerator.

Dokaz. Abelova grupa (i opcenitije modul nad domenom glavnih ideala) je injek-
tivna ako i samo ako je djeljiva (v. [20]) pa je posebno i Q/Z injektivan Z-modul.
Funktor Hom(R, —) : Ab — Modp je koprosirenje skalara duz morfizma Z — R,
dakle desno je adjungiran egzaktnom funktoru, i lako je vidjeti da takav funktor
¢uva injektivne objekte.

Pretpostavimo da je f : M — N morfizam u Mody razli¢it od 0, an € N
netrivijalan element slike od f. Bududi da je Q/Z djeljiva, postoji netrivijalan
morfizam sa ciklicke grupe nR u Q/Z, dakle i netrivijalan morfizam i : R — Q/Z.
Preslikavanje

¢ :nR — Hom(R,Q/Z)
g :nr v hr,

je otito R-linearno i po injektivnosti se prosiruje do § : R — Hom(R,Q/2Z).

Posebno je [¢(n)](1) = g(1) # 0, dakle i g¢f # 0, $to dokazuje da je Hom(R,Q/Z)
kogenerator. O
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6.4 Eilenberg—Wattsov teorem

Iz prethodnog odjeljka slijedi da svaka kategorija modula zadovoljava i uvjete po-
sebnog teorema o adjungiranom funktoru i njegovog duala, dakle glavni rezultati
prethodnih poglavlja se bitno pojednostavljuju:

Korolar 6.4.1. Neke je G : Mods — ¢ funktor s kategorije modula u lokalno malu
kategoriju €. G je neprekidan ako i samo ako je desno adjungiran. Ako je G
neprekidan, vjeran i egzaktan, onda je monadi¢an. Sli¢no, funktor F : Modg — ¢
je koneprekidan ako i samo ako je lijevo adjungiran, a komonadican ako je uz to
vjeran i egzaktan.

Ako u ovaj korolar uvrstimo ¢ = Ab, on postaje posebno jednostavan. Nepre-
kidan funktor G : Mods — Ab desno je adjungiran nekom aditivnom funktoru
F - G, pa za svaki S-modul N vrijedi:

Hom(FZ,N) = Hom(Z,GN) = GN,

dakle funktor G je izomorfan kovarijantnom hom funktoru Hom(FZ, —), iz ¢ega
po jedinstvenosti lijevo adjungiranoga funktora slijedi F = — ® FZ. Cilj nam je
poopciti ovaj rezultat s Ab i na proizvoljne kategorije modula.

Lema 6.4.2. Za svaki funktor F : Modr — Mods izmedu kategorija modula,
postoji prirodna transformacija T : — ®g FR = F takva da je tg izomorfizam.

Dokaz. Za svaki modul M € Modr moZemo definirati preslikavanje
)t : M = Hom(R, M) —— Hom(FR,FM),

i ono ¢e biti R-linearno: zam € M, n € N, r € R vrijedi
[a(m)r](n) = [a(m)](rn) = F(m - —=)[F(r- —)(n)] = F(mr - =) = a(mr)(n).

I izomorfizam M = Hom(R, M) i Fry su prirodni u M, pa je « prirodna trans-
formacija kojoj po adjunkciji — ®g FR 4 Hom(FR, —) odgovara prirodna trans-
formacija Ty : M ®g FR — FM. Posebno je g : ¥ @ n — [a(r)](n) = rn upravo
kanonski izomorfizam R ®g FR = FR. l

Naravno, kako je F aditivan, uz propoziciju 2.1.3 slijedi da je T izomorfizam i
na svakom modulu slobodnom nad kona¢nim skupom. Ako je F egzaktan, onda
je to i na kona¢no prezentiranim modulima, a ako je koneprekidan, sto je slucaj
koji promatramo, onda je T izomorfizam — ®g FR = F.
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Teorem 6.4.3 (Eilenberg—Watts). Funktor Hrs : kMods — Fun..(Modg, Mods) s
kategorije R-S-bimodula u kategoriju koneprekidnih funktora sa Modg u Modg
definiran s Hrs = (—®g)— je ekvivalencija kategorija.

Dokaz. Da je funktor H esencijalno surjektivan, tj. da je svaki koneprekidni funktor
Modr — Modg izomorfan tenzoriranju nekim R-S-bimodulom P je glavna tvrdnja
teorema i dokazana je u prethodnoj raspravi. Ako je f : P — P’ homomorfizam
bimodula, onda 0 = Hf = — ®g f povlatidajei0 = R®g f = f, paje H i vjeran.

Preostaje dokazati da za svaku prirodnu transformaciju « : — g P = — ®g P’
vrijedi # = — ®g f za neki homomorfizam R-S-bimodula f : P — P’. Uzmimo
za f kompoziciju P =~ R @g P — R ®g P/ = P'. Znamo da je a desno S-linearno
po definiciji, pa je to i f, a lijeva R-linearnost od f slijedi iz prirodnosti od « i
S-linearnosti R-mnoZenja: komutira dijagram

@id
RopP 2% Repp

)®id
Rag P L% R g P,
Konac¢no, trebamo provijeriti da je « = — ®g f. No ag —idr ®r f = 0 vrijedi po
konstrukciji, pa opet iz ¢injenice da su funktori — ®g P i — ®g P’ koneprekidni
isto vrijedi i za sve druge objekte. O

Napomena. Za P € RModg i Q € sModr imamo da je
HstQo HrsP = (— ®@r P) ®s T = — ®@r (P ®s T) = Hrr(P ®5 Q)

i HrrR = Idg. Dakle, H je uspostavlja ekvivalenciju bikategorije bimodula sa
2-kategorijom koneprekidnih funktora izmedu kategorija (desnih) modula.
Nadalje, ako je &7 kopotpuna Abelova kategorijai N : R — & lijevi R-modul
u &/ i tada se moZe konstruirati funktor — ®g N : Modr — & lijevo adjungiran
funktoru Hom(N, —), i dalje se potpuno analogno dokazuje nesto opcenitija
tvrdnja: kategorije r</ i Func. (<7, Modg) su ekvivalentne. Vidi [14] za detalje.

6.5 Monade na kategorijama modula

Eilenberg—Wattsov teorem nam posebno omogucava klasifikaciju koneprekidnih
monada na kategoriji modula. Svaka takva monada (T, u, 77) na Modpg izomorfna
je tenzoriranju R-bimodulom TR. Nadalje, funktor TT je izomorfan tenzoriranju s
TR ®r TR, a jedinica i mnoZenje monade dane su morfizmima bimodula. Pokazat
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¢emo zapravo da je ova korespondencija koneprekidnih monada i bimodula
ekvivalencija kategorija.

Propozicija 6.5.1. Kategorija Mon..(Modg) koneprekidnih monada nad Modg
ekvivalentna je kategoriji Mon(rModg, ®g) monoida u monoidalnoj kategoriji
( RMOd R, X R) .

Dokaz. Ako je zadan monoid (T,m,e) u gModg, moZemo definirati prirodne
transformacije

n=1d> —®gR =25 —@g T
V:<—®RT)®RT2—®R(T®RT)ﬂ—@RT,

i asocijativnost i jedini¢nost od # i u slijede iz asocijativnosti i jedini¢nosti od e i m.
Dakle (— ®r T, u,7) je monada nad Modg.

Ako je (T',m’,e’) drugi monoid, a (— ®g T', 4/, 1’) analogno konstruirana
monada, onda iz Eilenberg-Wattsovog teorema znamo da je svaka prirodna trans-
formacija A : — ®gr T — — ®r T’ oblika — ®g I za neki morfizam bimodula
1: T — T Jasno jeidaje — ®g [ morfizam monada ako i samo ako je I morfizam
monoida.

Dakle, konstruirali smo potpuno vjeran funktor s monoida u monade, pa
trebamo jo§ pokazati da je svaka monada (T, y,7) nad Modr dolazi na ovaj
nacin od nekoga monoida. Po Eilebnerg-Wattsu, TR ima strukturu R-bimodula i
T = — ®g TR. Sada definiramo m i e tako da komutira

T —— —®rTR (—®RT)®RT1>—®R(T®RT)

T =
UT T*®R€ P‘l l—@Rm
T

Id%—@)RR, >—®RT,

pa je (TR, m,e) monoid, a njemu pridruZzena monada izomorfna s (T, u,7) po
konstrukciji. O

Napomena. 1z bikategorijske perspektive ovaj rezultat je ocit: 2-kategorija modula,
koneprekidnih funktora i prirodnih transformacija ekvivalentna je bikategoriji
modula, bimodula i morfizama bimodula, pa su i monade nad Modr u prvoj
kategoriji ekvivalentne monadama nad Mody u drugoj, a to su upravo monoidi u
(RModg, ®R).
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Trivijalni monoid R je inicijalan u Mon(gModg, ®r), pa zaboravni funktor
U : (rRModg, ®g) — (Ab, ®), bududéi da je monoidalan, daje funktor

R/Mon(gModg, ®g) = Mon(gModg, ®r) — R/Ring,

koji monoidu (S, m,e) u (kModg, ®r) pridruzuje prsten e : R — S pod R. Ovo
preslikavanje je izomorfizam kategorija.

Propozicija 6.5.2. Kategorija Mon(rModg, ®r) monoida u RModg izomorfna je
kategoriji R/Ring prstenova pod prstenom R.

Dokaz. Ako je dan homomorfizam prstenova f : R — S, onda na S moZemo
definirati lijevo i desno R-mnoZenje preko restrikcije skalara, dakle sr = sf(r) i
rs = f(r)szar € Ris € S. Po asocijativnosti mnozenja u S su ova dva djelovanja
kompatibilna, tj. S je R-bimodul. Funkcija f je R-linearna i slijeva i zdesna po
definiciji, a mnoZenje m : S ®z S — S zadovoljava (sr)s’ = s(rs’) zas, s’ € S i
r € R pa se faktorizira jedinstveno kroz kvocijent S ®z S — S ®gr S. Dobiveno
preslikavanje m’ : S®r S — S je R-linerano s obje strane i asocijativno, opet po
asocijativnosti u S, a f je jedinica monoida po definiciji.

U drugome smjeru za monoidu (T,m,e) pridruzujemo morfizam prstenova
e: R — T. Daje e jedinica za m znadi to¢no da je rt = e(r)titr = te(r) zar € R,
t € T, amnoZenje u prstenu T je upravo dano kompozicijom T @z T — T@r T *5 T.
Dakle ove dvije konstrukcije na objektima su inverzne.

Konac¢no ako je dan homomorfizam prstenova i : S — T koji je morfizam sa
f:R—Snag:R— T, onda

h(rs) = h(f(r)s) = h(f(r))h(s) = g(r)h(s) = rh(s)

povlaci da je lijevo, a analogni argument i da je desno R-linearan, dakle morfizam
je R-bimodula R i T. Dalje je jasno da je homomorfizam h : S — T morfizam
monoida pridruZenih morfizmima f i g ako i samo ako je hg = f. O

Napomena. Kategoriju (R | Ring) moZemo nazvati i kategorijom algebri nad nekomu-
tativnim prstenom R, no ako je R komutativan ovaj se pojam ne podudara nuzno
sa standardnom definicijom algebre nad komutativnim prstenom, kao morfizma
f:R — A takvoga dajeim f C Z(A), tj. slabiji je. U terminima monoida, klasi¢ni
pojam odgovara monoidu u kategoriji (Modg, ®r), koja je za netrivijalan R prava
potkategorija od (RModr®gR).

Sada pretpostavimo da nam je dana R-algebra 77 : R — T i pripadna monada
(—®r T, u,1). Restrikcija skalara 7, : Modr — Modpg je vjeran, neprekidan i
koneprekidan funktor, dakle monadic¢na je. U elementarnim terminima, jasno je
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da je M € Modr modul nad monadom — ®g T to¢no ako je i modul nad T, i to
na takav nacin da je .Mt = Mg. Dakle, imamo i sljede¢i rezultat:

Propozicija 6.5.3. Ako je (T, u, 1) koneprekidna monada na kategoriji Modg, onda
jenr : R = TR algebra nad R, a kategorija modula nad T ekvivalentna je kategoriji
Modrg s restrikcijom skalara #. kao zaboravnim funktorom.

6.6 Afini morfizmi

Prateéi terminologiju iz [15], definiramo neprekidni morfizam f : &/ — % izmedu
Abelovih kategorija kao adjungirani par f* - f, : # — </, plosnati morfizam kao
neprekidni morfizam f takav da je f* egzaktan, a afini morfizam kao neprekidni
morfizam f takav da je funktor f. konzervativan (ekvivalentno: vjeran) i lijevo
adjungiran, dakle postoji funktor f' : & — </ takav daje f* - f. - f'.

Po Eilenberg-Wattsovom teoremu, neprekidni morfizmi izmedu kategorija mo-
dula u korespondenciji su s bimodulima, a neprekidni morfizam f : Modg — Modg
je plosnat ako i samo ako je pridruZeni R-S-bimodul M (f* = — @ M) plosnat
nad R. Sada analiziramo posebno situaciju afinoga morfizma.

Naravno, svaki morfizam prstenova f° : R — S inducira afini morfizam
f : Mods — Modg, pri ¢emu su funktori f, i f* redom restrikcija i proSirenje
skalara duz f°.

Obratno, ako je dana Abelova kategorija .27 i afini morfizam f : &/ — Modg,
onda je funktor f, monadican, i ve¢ iz propozicije 6.5.3 slijedi da je ekvivalentan
restrikciji skalara, i mogu se eksplicitno izrac¢unati prsten TR i homomorfizam 7g.
No to ¢e ipak biti lakSe uciniti preko teorema 6.3.2, a primjedbu da je &/ = Modrr
¢emo zasada iskoristiti samo da zaklju¢imo da je ./’ a fortiori kopotpuna.

Otito vrijedi fi = Hom(R, fi—), iz ¢ega po pretpostavci imamo

Uy fx = u, oHom(R, fx—) = Hom(f*R, —),

gdje je u, : Modgr — Ab zaboravni funktor. Iz ovoga slijedi da je funktor
Hom(f*R, —) i sam vjeran i lijevo i desno adjungiran, dakle objekt f*R je kom-
paktan projektivni generator od 7. Nadalje, f*R je lijevi modul nad R u <7, a za
svaki A € &/ je izomorfizam Abelovih grupa ¢4 : Hom(rf*R, A) = f.A zadan s
a — (fiwon)(1l) i R-linearan, dakle funktor Hom(g f*R, —) izomorfan je s f.

S druge strane, ozna¢imo s T prsten Hom(f*R, f*R) i s ¢ morfizam R — T
zadan lijevim djelovanjem R na f*R, tj. eksplicitno s v — f*(r-—), pa je po
konstrukciji ¢«(7f*R) = gf*R. Slijedi i

g« Hom(rf*R, —) = Hom(rf'R, ) = f,,
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ali funktor Hom(rModf*R, —) je po teoremu 6.3.2 ekvivalencija.

Teorem 6.6.1. Neka je R prsten, &/ Abelova kategorija, a f : @/ — Modpg afini
morfizam. Funktor f, ekvivalentan je restrikciji skalara duZ homomorfizma
f°: R — Hom(f*R, f*R) zadanog s f°(r) = f*(r- —) za svakir € R.

Naravno, ako je afini morfizam f iz teorema i plosnat, onda

Precizniji rezultat dobivamo ako u gornjem teoremu uzmemo %/ = Mods i
dodamo zahtjev f*R = S. Tadaje T = End S = S i Hom(sS, —) = Id izomorfizam
kategorija.

Propozicija 6.6.2. Neka su R i S prstenovi, a f : Mods — Modpy afini morfizam
takav da je f*R = S. Tada je f. izomorfan restrikciji skalara duz morfizma
f°: R — S zadanoga sa f°(r) = [f*(r- —)](1) za svakir € R.

Ova korespondencija afinih morfizama i morfizama prstenova je i funktorijalna.
Oznacimo s Aff kategoriju ¢iji su objekti Abelove kategorije, a morfizmi klase
izomorfizama afinih morfizama izmedu njih. PridruZivanje (klase izomorfizama)
restrikcije skalara f morfizmu prstenova f° : R — S odreduje tada kontravarijantan
funktor! s Ring u Aff, a pridruZivanje restrikcije & : Modr — Mods morfizmu
h:S — Talgebri f°: R — Sig°: R — T daje kontravarijantan funktor
R/Ring — Aff/Modg. Ovaj je funktor ocito vjeran, a lako ¢emo vidjeti i da je pun.
Ako su naime zadani morfizmi prstenova f°: R — Sig¢° : R — T i afini morfizam
h : Modr — Modg takav da je f o h = g, onda imamo

WS~ KW f*R= ¢ RT,

pa iz prethodne propozicije znamo da & dolazi od restrikcije skalara.

Ako s pAffMod oznacimo potkategoriju od Aff ¢iji su objekti kategorije modula,
a morfizm f : Mods — Modg je afini morfizam f takav da je f*R = S, onda
moZemo zakljuditi:

Teorem 6.6.3. Kategorija R /Ring kontravarijantno se ulaZe u kategoriju Aff/Modg
i dualna je potkategoriji pAffMod/Modg.
6.7 Moritina ekvivalencija

Buduci da u prethodnom odjeljku afine morfizme karakteriziramo do na ekviva-
lenciju, postavlja se pitanje koliko je prsten R odreden kategorijom R modula, tj.

! Prelazak na klase izomorfizama nam treba upravo kako bi dobili strogu funktorijalnost.
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Sto moZemo re¢i o odnosu prstenova R i S takvih da je Modr = Modg, koje ¢emo
nazivati Morita ekvivalentnima.
Prije svega, primijetimo da je u komutativhom slucaju ovo pitanje trivijalno.

Propozicija 6.7.1. Za svaki prsten R vrijedi End(Idpq,) = Z(R)

Dokaz. Ako je € proizvoljna kategorija, onda je za svaki objekt C € ¢ i prirodnu
transformaciju « : Id = Id pridruZivanje & — «c homomorfizam ec : EndId — End C
monoida. Stovise, bududi da za svaki morfizam f : C — C komutira

c L. c

Décl ac
c-1.c

slika od & je sadrzana u centru od End C.

Ako je objekt objekt R generator od ¢, onda je eg monomorfizam: za «, 8 : Id = 1d
takve daje ag = Brif: R — Cimamo acf = fagr = fBr = Bcf. Bududi da je R
generator, a f proizvoljan, slijedi ac = Bc.

Dakle, za ¢ = Modp je End Id podmonoid od Z(End R) = Z(R). Obratno, lako
se vidi da je djelovanje elementom r € Z(R) prirodna transformacija Id = Id. O

Korolar 6.7.2. Komutativni prstenovi su Morita ekvivalentni ako i samo ako su
izomorfni.

U nekomutativnom je slucaju jos iz teorema 6.3.2 jasno da Moritina ekvi-
valencija ne odreduje potpuno prsten. Naime, ako je R-bimodul P kompaktni
projektivni generator u kategoriji Modg, onda je kategorija Modg ekvivalentna
kategoriji modula nad prstenom End P, a funktor Hom(P, —) restrikciji skalara
duz morfizma f : R — Hom(P, P) zadanoga lijevim djelovanjem od R.

Prsten R" na primjer je R-bimodul (po dijagonali R — R"), i kompaktan je
projektivni generator kategorije Modg za svaki n € N. Odgovaraju¢i morfizam
f : R - Hom(R",R") = M,(R) je inkluzija dijagonalnih matrica. Funktor
usporedbe Modg — Mod,, (g preslikava R u R-M,(R)-bimodul My,(R), i otito
je izomorfan funktoru Hom(M,;(R), —), gdje M;;1(R) ima prirodnu strukturu
M, (R)-R-bimodula, pa je njemu adjungirani, dakle i inverzni funktor dan s
— ®m,(R) Mm (R).

I opcenito, iz Eilenberg-Wattsovog teorema slijedi da je Moritina ekvivalencija
prstenova R i S uvijek zadana S-R-bimodulom P i R-S§ bimodulom Q takvim
da je P kompaktni projektivni generator kategorija Modg i sMod, Q kompaktni
projektivni generator kategorija Mods i kRMod, i P ®s Q = R,a Q®r P = S.
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Sazetak

U ovome radu obradene su osnove teorije kategorija: reprezentabilnost, limesi,
adjungirani funktori i monade, te su izloZeni dokazi nekih klju¢nih rezultata
(teoremi o adjungiranom funktoru, Barr—Beckov teorem). Uveden je jezik mono-
idalnih i obogac¢enih kategorija, i ukratko je opisana bikategorijska perspektiva.
Alat razvijen u prethodnim poglavljima primjenjen je na kategorije modula nad
nekomutativnim prstenom s jedinicom, i obradena su neka svojstva egzaktnosti
funktora koja imaju geometrijske interpretacije. Posebno je dana karakterizacija
afinih morfizama u kategoriju modula.






Summary

The thesis covers the basics of category theory: representability, limits, adjoint
functors and monads, and presents proofs of some of the key results in the field
(adjoint functor theorems, Barr—Beck theorem). The language of monoidal and
enriched categories is introduced, and the bicategorical perspective is briefly
described. The tools developed in the previous chapters are applied to categories
of modules over a unital non-commutative ring, and certain exactness properties
with geometric interpretations are studied. A characterization of affine morphisms
into a category of modules is obtained.
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