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Uvod

Cilj ovog diplomskog rada je upoznati se sa strukturama metrickih i topoloskih prostora.
Sadrzaj je podijeljen na tri cjeline.

U prvom dijelu definiraju se metrika i metricki prostori. Proucavaju se pojmovi kao Sto
su otvoreni 1 zatvoreni skupovi u metrickom prostoru te potprostor metrickog prostora.
Promatraju se neprekidne funkcije u metrickom prostoru, te se proucavaju konvergentni
nizovi, a posebno povezanost neprekidnih funkcija i konvergencije. Promatraju se konver-
gentni nizovi u R, te se u skladu s time definiraju i neki osnovni pojmovi iz matematicke
analize kao Sto su infimum, supremum, gomiliSte itd.

Drugi dio je posvecen osnovnim pojmovima u topoloskim prostorima. Proucavaju se svoj-
stva topologije, metrizabilnost, baza topologije i produktna topologija. Posebno se i ovdje
proucavaju konvergentni nizovi te povezanost neprekidnih funkcija i konvergencije.

U treCem poglavlju se definira uniformna metrika, kompaktnost te uniformna konvergen-
cija. Ovo poglavlje ujedno prikazuje i povezanost metrickih i pripadnih topoloskih pros-
tora.






Poglavlje 1

Metricki prostori

1.1 Metrika, primjeri metrickih prostora
Neka je X neprazan skup, te d : X X X — R funkcija takva da vrijedi:
1) dx,y) >0,V¥x,ye Xid(x,y) =0 x=y,gdjesux,ye X

2) d(x,y)=d(y,x),¥x,ye X
3) d(x,y) <d(x,z) +d(z,y),Vx,y,z € X.

Tada kazemo da je d metrika na X, a za uredeni par (X, d) kaZemo da je metricki prostor.

Primjer 1.1.1. Neka je d : R X R — R funkcija definirana sa d (x,y) = |x —y|, Yx,y € R.
Tada je d metrika na R.

Provjerimo:
1) dx,y)=lx-y=20,|x-y=0&=x=y
2) Imamo d(x,y) = |x =yl i d(y, x) = Iy — x| pa je d(x,y) = d(y, x)

3) Neka su x,y,z € R. Provjerimo je li d(x,y) < d(x,z) + d(z, ).
Imamo |x —y|=|x—z+z—y| <|x—2zl+|z -

=d(x,y) <d(x,z) +d(z,y).

Dakle, d je metrika na R, i to takozvana euklidska metrika na R.
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Primjer 1.1.2. Neka jen € N, te d : R" X R" — R definirana sa

A(X15 o0y )y V1 oo ) = A1 = Y12 + oo+ (X, — Yo)2.

Provjerimo je li ovako definirana funkcija metrika.

Jasno je da vrijede svojstva (1) i (2) iz definicije metrike. No vrijedi li i nejednakost tro-
kuta? Provjerimo:

xv,Z2€R"= x=(x1,..., X,)

y= (yla ""yn)
2= (215 es Zn)

d(x,y) <d(x,2) +d(z,y)
g
\/(xl - y1)2 +...t (xn - yn)2 < \/(X[ - Z1)2 +...t+ (xn - Zn)2+ \/(Zl - yl)2 +..+ (Zn - yn)2

Definiramo: uy = X1 — 21, ey Uy = Xy — 2y
VI=21 = Y155 Vn = Zn — Yne

Uocimo da je xy — Yy = Uy + Vi, e, Xyp — Yy = Uy + V.

Dovoljno je dokazati sljedece: Yuy, ...,u, € RiVvy,...,v, € Rvrijedi:

V@ +vi)? + oo+ (g +v2) < \/u% +o U+ \/1% +.+ 2
)
(g + V)2 + oo+ (U, +v,)* < (u% +o )+ 24 ul.z,/Zviz + (v% +..+1%)
)
(Ui + 2urvy + VD) + e+ (U + 2,V + i) S (U + o+ ) + 2 D1 XV (VT H VD)

U+ A1)+ (P4 AV 200V + o Uty vy) < @+ A U2) +2 X 12 YDV A+ VD)

()
2y + o+ Uugvy) <2403 ul2 A2 vl.2
)
UYL+ e F UV, S (D U7 D VE
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Definiramo funkciju f : R — R sa
f@) = (tuy +v)* + ... + (tu, +v,)>,Vt € R

Uocimo: f(t) >0, Vt € R.

Nadalje, VYt € R vrijedi:

f@) = w3 + 2uvit + v + o+ 12+ 2u, 0,0+ VE =
= U] + .. + u)P + 20U vy + ¥ Uv,) + (V] + V)

= f je kvadratna funkcijai f(t) > 0, Vt e R

= 4y + oo+ uyvy)* — 4ZuPEV? <0

= |uvy + o+ uvy,| < Zuf w/Zlvl.z

Zakljucak: d je metrika na R".
Za d kazemo da je euklidska metrika na R".

Primjer 1.1.3. Neka je X neprazan skup. Definiramo d : X X X — R sa

1, ako je x +y,

Tada je d metrika na X. Provjerimo to:

1) d(x,y) =20
dx,y) =0 x=y

2) d(x,y) = d(y, x)

3) Neka su x,y,z € X. Provjerimo vrijedi li d(x,y) < d(x,z) + d(z,y)?
U slucaju da je x = y nejednakost ocito vrijedi.
Ako je x # y imamo da je ili x # 7 ili y # z, te nejednakost trokuta vrijedi u oba
slucaja.

Za d kaZemo da je diskretna metrika na skupu X.
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1.2 Otvoreni i zatvoreni skupovi u metrickom prostoru

Definicija 1.2.1. Neka je (X, d) metricki prostor, neka je xy € X, ter € R, r > 0. Definiramo
K(xo,r) = {x € X | d(x0,x) < r}

Za K(xo, r) kaZemo da je otvorena kugla oko x, radijusa r. Pisemo jos i K(xo, r; d).

Primjer 1.2.2. Neka je d euklidska metrika na R. Neka je xy € R te r > 0. Tada je

K(xo,r;d) ={x e R | d(x,x0) <r} =
={xeR||x—x| <r}=<{xg—r,x9 + 7).

Dakle K(xy, r;d) = (xo—r, Xo+71), to jest svaka otvorena kugla u metrickom prostoru (R, d)
je otvoren interval (ogranicen).
Obratno, svaki otvoreni interval (ograniceni) je otvorena kugla.

Primjer 1.2.3. Neka je X neprazan skup te neka je d diskretna metrika na X. Neka je
Xxo € X, te r > 0. Pretpostavimo da je r < 1. Tada je K(xy,r) = {x € X|d(x, x9) < r} = {x0}.
Ako je r > 1 onda je K(xy,r) = X.

Definicija 1.2.4. Neka je (X, d) metricki prostor te S C X. Za S kaZemo da je otvoren skup
u metrickom prostoru (X, d) ako za svaki x € S postoji r > 0 takav da je

K(x,r)CS.
Uocimo: X je otvoren u (X, d).

Primjer 1.2.5. Neka je d euklidska metrika na R. Je li skup [0, oo) otvoren u (R,d)?
Ne! Naime, 0 € [0, 00), ali ne postoji r > 0 takav da je K(0,r) C [0, co0).

Primjer 1.2.6. Je li skup {0, oo) otvoren u (R, d)?
Neka je x € (0, 00), tj. x > 0. Definiramo r = x. Imamo:

K(x,r) ={(x—r,x+r) =(0,2x) C {0, o)

Dakle, za svaki x € {0, co) postoji r > 0 takav da je K(x,r) C (0, 00). = (0, 00) je otvoren
u (R,d).

Propozicija 1.2.7. Neka je (X, d) metricki prostor, xy € X te r > 0. Tada je K(xy, r) otvoren
skup.

Dokaz. Neka je x € K(xy, r). Tada je d(x, xp) < r.
= Postoji s > 0 takav da je d(x, xo) + s < r. Tvrdimo da je K(x, s) € K(xo, r).
Neka je t € K(x, s). Tada je d(x, t) < s. Imamo:
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d(t, xp) <d(t,x)+d(x,x)) < s+d(x,x0) <r
= te K(xg,r)

Dakle K(x, s) € K(xp, 1), to jest K(xo, r) je otvoren skup. O

Definicija 1.2.8. Neka je (X,d) metricki prostor. Neka je F C X. Za F kaZemo da je
zatvoren skup u metrickom prostoru (X, d) ako je F© = X \ F otvoren skup u (X, d).

Primjer 1.2.9. @ je otvoren u metrickom prostoru (X, d). Je li zatvoren?
2° = X = @ je zatvoren.

Primjer 1.2.10. X je otvoren u metrickom prostoru (X, d). Je li zatvoren?
X¢ =@ = X je zatvoren.

Primjer 1.2.11. Neka je X = [0, 1] U [2, 3] te neka je d euklidska metrika na X. Imamo:

K(O,%;d):{xEde(x,O)< %}:{xeXl |x] < % = [O,%)}

1 11
Neka je d' euklidska metrika na R. Tada je K(0, 5; d) = (—5, §>'
1
Je li [0, §> otvoren u metrickom prostoru (X, d)?

1
Da, to je otvorena kugla u (X, d). No |0, 5) nije otvoren u metrickom prostoru (R, d").

Je li [0, 1] otvoren u metrickom prostoru (X, d)?
3 3
K(O,E;d) ={xe X |kl < 5} =[0,1]

Dakle, [0, 1] je otvoren u metrickom prostoru (X, d).

Napomena: otvoren skup u metrickom prostoru ne mora biti jednak otvorenoj kugli u
tom metrickom prostoru.

Je li [0, 1] zatvoren u metrickom prostoru (X,d)?
(10, 1) = [2,3]

K(3, %;d) = {x € X|d(3,x) < %} =
:{x€X||3—x|<%}:
:{x€X|—§<x—3<§}:

2
3 9
:{xeX|§<x<§}:
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39
={reX[(5.5)NX}=2,3]
[2,3] je otvoren skup u (X, d) (jer je to otvorena kugla u metrickom prostoru (X, d)), pa je
[0, 1] zatvoren u (X, d).

Propozicija 1.2.12. Neka je (X, d) metricki prostor.

1) @, X su otvoreni skupovi u (X, d)

2) Ako je U,,a € A, indeksirana familija otvorenih skupova u (X,d), onda je | J U,
otvoren skup.

3) Ako su UiV otvoreni, onda je U NV otvoren.
Dokaz. 1) Dokazano u primjeru[1.2.9]

2) Nekaje U,,a € A, indeksirana familija otvorenih skupova u (X, d). Zelimo dokazati
daje |J U, otvoren skup. Neka je x € | J U,. Tada postoji @ € A takav da je x € U,,
a to povlaci da postoji r > 0 takav da je K(x,r) C U,,. Stoga je K(x,r) € | U,.
Dakle, | U, je otvoren skup.

3) Neka su U i V otvoreni u (X, d). Zelimo dokazati da je U NV otvoren skup. Neka
jexeUUYV. Tadajex € Uix € V. Oba skupa Ui V su otvorena. Stoga postoje
r,s > 0 takvidaje K(x,r) € U1 K(x,s) € V. Neka je t = min{r, s}. Tada je t > 0,
t<sit<r. Stogaje K(x,t) € K(x,r)1 K(x,t) C K(x,s).

Slijjedi zaklju€ak: K(x,7) C U NV, odnosno U NV je otvoren.

O

Napomena 1.2.13. Neka je (X, d) metricki prostor. Lako indukcijom dobivamo da je pre-
sjek konacno mnogo otvorenih skupova otvoren skup.

11
Primjer 1.2.14. Neka je d euklidska metrika na R. Za n € N neka je U, = (——, —). U, je
nn

otvoren skup za svaki n. Tvrdimo da je (\ U, = {0}.
Jasno je da je {0} C (N U,. Uzmimo sada x € (\ U,. DokaZimo da je x = 0. Pretpostavimo

1
suprotno, to jest neka je x # 0. Tada je |x| > 0, pa postoji ny € N takav da je — < |x|.
no

1

Iz ovoga slijedi da x ¢ (—— —) Stoga x ¢ U,,, pa x ¢ (U, a to je u kontradikciji sa
no

pretpostavkom. Zakljucujemo da jex=0iNU, =1{0}.
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Je li jednoclan skup {0} otvoren?
Kada bi bio otvoren, postojao bi r > 0 takav da je K(0,r) C {0}, to jest (—r,r) C {0}. No,

% € (—r,ry,ali % ¢ {0}. Zakljucak: {0} nije otvoren.

Propozicija 1.2.15. Neka je (X, d) metricki prostor. Tada vrijedi:
1) @i X su zatvoreni skupovi.
2) Ako je F, indeksirana familija zatvorenih skupova, onda je (\,eq Fo zatvoren skup.
3) Ako su F i G zatvoreni skupovi onda je F U G zatvoren skup.

Dokaz. 1) Ovo je dokazano u primjeru[1.2.9]

2) Imamo: (Moea Fo)* = Uaea Fo
ZakljuCujemo da je ((,ea Fo)© Otvoren, stoga je () ,es Fo zatvoren.

3) FUG)Y =F'UG*
(F U G) je otvoren, stoga je F' U G zatvoren.

1.3 Neprekidne funkcije u metrickom prostoru

Definicija 1.3.1. Neka su (X, p) i (Y, q) metricki prostori, te neka je f : X — Y. Neka je
X0 € X. Za funkciju f kaZemo da je neprekidna u tocki x, s obzirom na metrike p i q ako za
svaki € > 0 postoji 6 > 0 tako da za svaki x € X vrijedi

p(x, x0) <6 = q(f(x), f(x0)) < &

Uoc¢imo:
Funkcija f je neprekidna u x; (s obzirom na metrike p i g) ako i samo ako za svaki & > 0
postoji 0 > 0 tako da vrijedi:

x € K(x0,6; p) = f(x) € K(f(x0), &5 )
to jest f(K(xo,; p)) S K(f(x0), & 9)

Definicija 1.3.2. Neka su (X, p) i (Y, q) metricki prostori, te f : X — Y. Za funkciju f
kaZemo da je neprekidna s obzirom na metrike p i q ako je funkcija neprekidna u svakoj
tocki xy € X.
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Primjer 1.3.3. Neka su (X, p) i (Y, q) metricki prostori. Neka je y, € Y. Definiramo funk-
cijuf: X = Ysa f(x) =y, za svaki x € X. Tada je f neprekidna s obzirom na metrike p i q.

Neka je xy € X. Zelimo dokazati da je f neprekidna u xo. Neka je ¢ > 0. Tada za
svaki 6 > 0 i svaki x € X tako da p(x, xo) < 6 vrijedi

q(f(x), f(x0)) < &

jer je f(x) = f(xo). Dakle, fje neprekidna u xo. Prema tome, f je neprekidna.

Primjer 1.3.4. Neka je (X,d) metricki prostor, te f : X — X funkcija definirana sa
f(x) = x, za svaki x € X. Tada je f neprekidna s obzirom na metrike d i d.

Neka je xo € X. Neka je € > 0. Neka je 6 = e Tada za svaki x € X takav da je
d(x, xp) < 6 vrijedi d(f(x), f(xo)) < &.
Zakljucak: fje neprekidna u x, to jest f je neprekidna.

Propozicija 1.3.5. Neka su (X, p) i (Y,q) metricki prostori, te f : X — Y. Tada je f
neprekidna s obzirom na p i q ako i samo ako za svaki otvoren skup V u (Y, q) vrijedi da je
(V) otvoren skup u (X, p).

Dokaz. Pretpostavimo da je f neprekidna s obzirom na p i q. Neka je V otvoren skup
u (Y,q). Dokazimo da je f~'(V) otvoren skup u (X, p). Neka je xo € f~'(V). Tada je
f(xo) € V. Bududi da je V otvoren u (Y, qg) postoji r > 0 takav da K(f(xy),r) € V. Po
definiciji neprekidnosti postoji ' > 0 takav da je f(K(xo,7")) € K(f(x0),r), a to povlaci
da je f(K(xo,7") C V. Iz ovoga slijedi K(xo,7") € f~1(V) te zakljuujemo da je f~'(V)
otvoren u (X, p).

Pretpostavimo da je f~'(V) otvoren skup u (X, p), za svaki otvoren skup V u (Y, g). Zelimo
dokazati da je tada f neprekidna s obzirom na metrike p i q. Neka je xp € X. Neka je
g > 0. Definirajmo V = K(f(x¢), ). Tada je V otvoren skup u (Y, g), pa je onda prema
pretpostavci f~1(V) otvoren u (X, p). Uo&imo da je xo € f~!(V). Stoga postoji r > 0
tako da K(xo,r) € f~'(V). Iz toga slijedi da je f(K(xo,r)) € K(f(xo),&). Prema tome,
zaklju€ujemo da je f neprekidna u x,. Dakle, f je neprekidna.

m]

Napomena: Opcenito, ako su X 1Y skupovi, f : X — Y funkcija, te A C Y, onda je
X\ f'(A) = f4(Y \ A). Naime ako je x € X \ f~'(A), onda x ¢ f~'(A) povladi f(x) ¢ A,
aiz toga slijedi da je f(x) € Y \ A, tojestx € f~1(Y \ A). Dakle X \ f~'(A) C f~1(Y\ A).
S druge strane, ako je x € f~!(Y \ A) onda je f(x) € Y \ A, a to povladi da f(x) ¢ A, to jest
x ¢ f~'(A), odnosno x € X \ f~1(A).
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Propozicija 1.3.6. Neka su (X, p) i (Y,q) metricki prostori, te f : X — Y. Tada je f
neprekidna funkcija s obzirom na p i q ako i samo ako za svaki zatvoren skup F u (Y, q)
vrijedi da je f~'(F) zatvoren skup u (X, p).

Dokaz. Pretpostavimo da je f neprekidna s obzirom na p i q. Neka je F zatvoren u (Y, ).
Tada je Y \ F otvoren skup u (Y, g), pa je prema propoziciji skup f~1(Y \ F) otvoren
u (X, p). No, prema prethodnoj napomeni vrijedi da je tada X \ f~'(F) = f~}(Y'\ F), dakle
X\ f71(F) je otvoren u (X, p). Dakle f~!(F) je zatvoren u (X, p).

Pretpostavimo sada da je f~!(F) zatvoren skup u (X, p) za svaki zatvoren skup F u (Y, ¢).
Neka je V otvoren skup u (Y, g). Zelimo dokazati da je f~1(V) otvoren skup u (X, p). Ako
to dokaZemo onda e iz propozicije slijediti da je f neprekidna. Uoimo daje Y\ V
zatvoren skup u (Y, g). Stoga je f~1(Y \ V) zatvoren u (X, p). Prema prethodnoj napomeni
vrijedi da je X \ f~(V) = f71(Y \ V). Dakle X \ f~(V) je zatvoren u (X, p) pa mu je
komplement otvoren, to jest f~!(V) je otvoren u (X, p). O

1.4 Ekvivalentne metrike

Propozicija 1.4.1. Neka je X neprazan skup, te neka su d i d’ metrike na skupu X. Pret-
postavimo da postoji M > 0 takav da je

d(x,y) <M -d'(x,y) (1.1)

za sve x,y € X. Tada je svaki skup koji je otvoren u metrickom prostoru (X, d) otvoren i u
metrickom prostoru (X, d").

Dokaz. Neka je x € X te r > 0. Tvrdimo da je

K(x, ﬁ; d) C K(x, r.d) (1.2)

Neka je y € K(x, é;d'). Tada je d’'(x,y) < é, paje M -d'(x,y) < r. 1z (1.1) slijedi da je
d(x,y) < r. Stoga je x € K(x,r;d).

Neka je sada U otvoren skup u (X, d). Dokazimo da je U otvoren u (X, d"). Neka je x € U.
Tada postoji r > 0 tako da je K(x,r;d) C U. Iz slijedi da je K(x, ﬁ; d)cU.
Zakljucak: U je otvoren u (X, d’). O
Definicija 1.4.2. Neka je X neprazan skup, te neka su d i d’ metrike na X takve da postoje

M, N > 0 sa svojstvom da je d(x,y) < Md'(x,y)id (x,y) < Nd(x,y) za sve x,y € X. Tada
za metrike d i d’ kaZemo da su ekvivalentne u smislu Lipschitza.
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Korolar 1.4.3. Neka su d i d’ metrike na skupu X ekvivalentne u smislu Lipschitza. Neka
je U C X. Tada je U otvoren u metrickom prostoru (X, d) ako i samo ako je U otvoren u
metrickom prostoru (X, d").

Dokaz. Dokaz slijedi iz propozicije|l.4.1|i definicije O

Lema 1.4.4. Neka je n € N, te neka su uy, ..., u, nenegativni realni brojevi. Tada je

o+l <+, (1.3)

U+ ety < Ve Jud + L+l (1.4)

Dokaz. je ekvivalentno sa u? + ... + u? < (u; + ... + u,)?, §to ocito vrijedi.

¢emo dokazati indukcijom po n. Uo¢imo da za sve x,y € R vrijedi 2xy < x* + y*.
Zan = 1 relacija (T.4) ocito vrijedi.

Pretpostavimo da (I.4)) vrijedi za neki n € N. Neka su uy, ..., u,+; nenegativni realni brojevi.
Imamo:

2 2 2
(U + ooty )" =+ o+ uy)” + 2 (U + o+ uy) U UL (1.5)

Prema induktivnoj pretpostavci vrijedi
Uy + ..+ uy)> <n- (u% + .ot ud)
Nadalje,
2, .2 2,2
20 (U + o+ uy) gy = 2uipy F o+ 2Uly < (uy )+ (0 ) =

n+
2 2 2
uy+..+u)+n-u,,,

Iz (L.5)) slijedi :

(U + o+ ) < 4+ DS + oo+ u2,)

n

Dakle, tvrdnja je dokazana za n + 1.

Primjer 1.4.5. Neka je n € N, te neka je dy : R" X R" — R funkcija definirana sa
dl((X], cees xn)a @1, ’yn)) = |X1 - )’1| +...t |xn - ynl
Tada je di metrika na R". Naime, za X = (X1, .cey X1), Y = (V15 evs Yn) 1 2 = (215 ver Zn) VFijedi:

di(x,y) = xr =yl + o+ 1 = yal < x =zl + =y + o+ (o = 2l + 120 = yal) =
(X1 =zl + %0 = zal) + (21 =1 [+ o+ |20 = yb) = di(x, 2) + di(2,y)
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Dakle d,(x,y) < di(x,2) + d\(z,y).

Neka je d euklidska metrika na R". DokaZimo da su d i d, ekvivalentne u smislu Lipschitza.
Neka su x,y € R", x = (X1,....,%,) iy = (V15 .., Yn). Definirajmo uy, ..., u, sa: u; = |x; — yil,

zasvakii=1,...,n. Tada je
d(x,y) = Jul + ...+ u?

te di(x,y) = uy+...+u,. Iz prethodne leme slijedi d(x,y) < di(x, ), te di(x,y) < \n-d(x,y).
Prema tome d i d su ekvivalentne u smislu Lipschitza.

Primjer 1.4.6. Neka je n € N, te neka je d, : R" X R" — R funkcija definirana sa
Aoo((X1, ey Xn), (V1,5 w0 Yn)) = maxflxy = yil, .o, |2 — yal}
Tvrdimo da je d., metrika na R".

Neka su x,y,z € R", x = (X1,.e0s %), ¥ = V15 e0s Vn)s 2 = (215 40r2Zn). Za svakii = 1,....,n
vrijedi

i = yil < |xi — zil + |zi = yil < doo(x,2) + doo(2,y)
Zakljucujemo da je d(x,y) < dw(X,2) + ds(z,y). Dakle d., je metrika na R".

Uocimo sljedece:
Ako su uy, ..., u, nenegativni realni brojevi onda je

max{uy, ..., uy} < Jui + ...+ u2 < Vi - max{u,, ..., u,) (1.6)

Naime, nekaje i € {1, ..., n} takav da je u; = max{uy, ..., u,}. Tadaje u? < ui+..+u, < n-u,
pa korjenovanjem slijedi (1.6).

Neka su x,y € R", x = (x1, ..., X,),y = (1, ..., ). Definirajmo brojeve uy, ..., u, sa:

u; = |x; —yil,i € {l,...,n}

Tada je d(x,y) = max{uy, ...,u,}, ad(x,y) = ,/u? w2 1z 1| slijedi

dm(x’y) < d(x,)’) < \/ﬁ : dw(x’y)-
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Prema tome, metrike d i d., su ekvivalentne u smislu Lipschitza.

Neka je X skup, te neka su d,d’ i d”” metrike na skupu X takve da su d i &’ ekvivalentne u
smislu Lipschitza, te da su d’ i d” ekvivalentne u smislu Lipschitza. Tada su i metrike d i
d"” ekvivalentne u smislu Lipschitza. Naime, postoje M, N, P, Q > 0 takvi da:

d(x,y) <M -d'(x,y) (1.7)
d(x,y) <N -d(x,y) (1.8)
d(x,y)<P-d’'(x,y) (1.9
d’(x,y) < Q-d'(x,y) (1.10)

Kada pomnozimo (1.9) s M i iskoristimo (I.7) dobivamo:
d(x,y) < Md'(x,y) < MPd"(x,y)

Dakle d(x,y) < MPd"(x,y).
S druge strane, kada (1.8]) pomnoZimo s Q i iskoristimo (1.10) dobivamo:

d’(x,y) < Qd’(x,y) < ONd(x,y)

to jest d”’(x,y) < QNd(x,y). ZakljuCujemo da su metrike d i d”” ekvivalentne u smislu
Lipschitza.

1.5 Konvergencija nizova u metrickom prostoru

Definicija 1.5.1. Neka je (X, d) metricki prostor. Neka je (x,) niz u X te neka je a € X.
Za niz (x,) kaZemo da teZi ili konvergira tocki a (u metrickom prostoru (X, d)) ako za svaki
e > 0 postoji ny € N takav da je d(x,,a) < € za svaki n > ng. Jos kaZemo i da je a
limes niza (x,) i pisemo

X, — a.

Za niz (x,) u X kazemo da je konvergentan u metrickom prostoru (X, d) ako postoji a € X
takav da x, — a.

Primjer 1.5.2. Neka je (X, d) metricki prostor, te a € X. Definiramo niz (x,) sa x,, = a, za
svaki n € N. Tada niz (x,) teZi prema a.

Uocimo:
Ako je (X, d) metricki prostor, (x,) nizu X te a € X, onda x, — a ako i samo ako za svaki
€ > 0 postoji ny € N takav da
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x, € K(a, €), za svaki n > ny.

Propozicija 1.5.3. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su a,b € X, pri cemu je a # b.
Tada postoje otvoreni skupovi UiV u (X,d) takvidajeac U, beViUNV =@.

d(a,b ) . . .
Dokaz. Neka je r = ﬁ. Tada je r > 0. Pretpostavimo da postoji ¢ € X takav da je

c € K(a,r) N K(b,r). Tada je d(a,c) < rid(b,c) < r. Imamo:
d(a,b) < d(a,c)+d(b,c) <2r

Dakle, d(a,b) < 2r, no ovo je u kontradikciji s definicijom broja r. Zaklju¢ujemo da je
K@a,r)NnK(b,r) = @.
Neka je U = K(a,r) 1V = K(b,r). Tada su U i V otvoreni skupovi u (X, d) takvi da je
acU,beViUNV=0.

O

Propozicija 1.5.4. Neka je (X, d) metricki prostor, (x,) nizu X, te a € X. Tada x, — a ako
i samo ako za svaki otvoren skup U u (X, d) takav da je a € U postoji ny € N takav da je
x, € U za svaki n > ny.

Dokaz. Pretpostavimo da x, — a. Neka je U otvoren u (X, d) 1 neka je a € U. Tada postoji
e > ( takav da je K(a, &) € U. Budu¢i da x, — a postoji ny € N takav da je x, € K(a, &) za
svaki n > ny. Stoga je x,, € U za svaki n > n.

Pretpostavimo sada da za svaki otvoren skup U u (X, d) koji sadrzi a postoji ny € N ta-
kav da je x, € U za svaki n > ny. Dokazimo da x,, — a.

Neka je € > 0. Tada je K(a, €) otvoren skup u (X, d) koji sadrzi toku a, pa stoga postoji
ny € N takav da je x,, € K(a, €) za svaki n > ny. ZakljuCak: x,, — a. O

Propozicija 1.5.5. Neka je (X, d) metricki prostor, (x,) nizu X, te a,b € X. Pretpostavimo
da x, = aix, — b. Tada je a = b.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, to jest a # b. Prema propoziciji postoje otvoreni
skupoviUiVu (X,d)takvidajeac€ Uib e ViUNV = @. Iz propozicije[I.5.4slijedi da
postoje prirodni brojevi ng i my takvi da x,, € U za svakin > ny i x,, € V za svaki n > my.
Neka je n € N takavdajen > nyin > my. Tada je x, € U i x, € V, §to je u kontradikciji s
¢injenicom da je U NV = @. Prema tome, a = b.

m]

Teorem 1.5.6. Neka su (X, p) i (Y, q) metricki prostori, neka je a € X, te nekaje f : X - Y
funkcija neprekidna u tocki a s obzirom na metrike p i q. Pretpostavimo da je (x,) niz u X
takav da x, — a. Tada niz (f(x,)) konvergira prema f(a).
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Dokaz. Neka je & > 0. Buduci da je f neprekidna u tocki a, postoji 6 > 0 takav da je
f(K(a,0)) € K(f(a),e). Buduéi da x, — a postoji np € N takav da je x, € K(a,0) za
svaki n > ny. Prema tome, f(x,) € K(f(a), ) za svaki n > ny. Zaklju¢ujemo da niz (f(x,))
konvergira prema f(a).

O

Lema 1.5.7. Neka je (X,d) metricki prostor, (x,) niz u X, te a € X tocka takva da je

d(x,,a) < —, za svakin € N. Tada x, — a.
n

1
Dokaz. Neka je € > 0. Odaberemo n, € N takav da je — < &. Tada za svaki n € N takav
Ro
1 1
dajen > ng vrijedi — < — < g, paje d(x,,a) < €. Dakle x, — a.
n no

O

Teorem 1.5.8. Neka su (X, p) i (Y, q) metricki prostori, a € X, te f : X — Y funkcija koja
ima sljedece svojstvo: kad god je (x,) niz u X takav da x, — a onda f(x,) — f(a). Tada je
f neprekidna u tocki a.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada postoji € > 0 za kojeg ne postoji 6 > 0 takav da

p(x,a) <6 = g(f(x), f(a) <e&.

Stoga za svaki 6 > 0 postoji x € X takav da je p(x,a) < d 1 q(f(x), f(a)) > €. 1z ovoga

1
slijedi da za svaki n € N postoji x,, € X takav da je p(x,,a) < —1q(f(x,), f(a)) > €. Imamo
n

niz (x,) koji prema lemi tezi prema a. Iz pretpostavke teorema slijedi da niz (f(x,))
tezi prema f(a). Stoga postoji ny € N takav da je q(f(x,), f(a)) < &, za svaki n > ny. No
ovo je u kontradikciji s ¢injenicom da je g(f(x,), f(a)) > €, za svaki n € N. Prema tome, f
je neprekidna u a.

O

Napomena:
Neka je (x,) niz u R te a € R. Neka je d euklidska metrika na R. Tada niz (x,) tezi prema
a (u klasi¢nom smislu konvergencije) ako 1 samo ako x, — a u metricCkom prostoru (R, d).

Napomena:

Neka je f : R — R funkcija, te neka je a € R. Neka je d euklidska metrika na R. Tada je
f neprekidna funkcija u tocki a (u klasicnom smislu) ako i samo ako je f neprekidna u a s
obzirom na metrike d,d.
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1.6 Omedeni skupovi u metrickom prostoru

Definicija 1.6.1. Neka je (X, d) metricki prostor, te S C X. Za S kaZemo da je omeden skup
u metrickom prostoru (X, d) ako postoje xo € X i ry > 0 takvi da je S C K(xo, rp).

Lema 1.6.2. Neka je (X, d) metricki prostor, te neka je S omeden skup u metrickom prostoru
(X, d). Tada za svaki x € X postoji r > 0 takav da je S C K(x,r).

Dokaz. Budu¢i da je S omeden postoje xo € X i ry > 0 takvi da je S € K(xo,rp). Neka
je x € X. Definiramo r = d(x, xy) + ro. Tvrdimo da je K(xy,r)) € K(x,r). Neka je
y € K(xo, r9). Imamo d(x,y) < d(x, xo) + d(x¢,y) < d(x, x9) + ro = r. Dakle d(x,y) < r, pa
jey € K(x, r). Prema tome K(xo,ry) € K(x,r),pajeS C K(x,r).

O

Propozicija 1.6.3. Neka je (X, d) metricki prostor. Neka su S i T omedeni skupovi u (X, d)
Tada je S U T omeden skup u (X, d).

Dokaz. Uzmimo x € X. 1z prethodne leme slijedi da postoje ry,r, > 0 takvi da je § C
K(x,r) 1T € K(x,r,). Neka je r = max{r,,r,}. Tada je K(x,r;) € K(x,r),zai = 1,2.
StogajeS C K(x,r)iT C K(x,r),pajeiS UT C K(x,r). Dakle, S UT je omeden skup u
(X, d).

O

Korolar 1.6.4. Neka je (X,d) metricki prostor, te neka su S,...,S, omedeni skupovi u
metrickom prostoru (X,d). Tada je S| U ... U S ,, omeden skup u (X, d).

Dokaz. Indukcijom iz prethodne propozicije.
O

Korolar 1.6.5. Neka je (X, d) metricki prostor, te neka je S konacan podskup od X. Tada je
S omeden u (X, d).

Dokaz. S je unija kona¢no mnogo jednoclanih skupova, a svaki jednoclani skup je omeden,
pa tvrdnja slijedi iz prethodnog korolara.
O

Definicija 1.6.6. Neka je S C R te a € R. Za a kaZemo da je gornja meda skupa S ako je
x<a,zasvakix €S. Za S C R kaZemo da je odozgo omeden ako postoji gornja meda od
S.

Definicija 1.6.7. Neka je S C R, te a € R. Za a kaZemo da je supremum skupa S ako je a
najmanja gornja meda skupa S, to jest ako vrijedi:
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1) aje gornja meda od S

2) ako je b gornja meda od S, onda je a < b.

Definicija 1.6.8. Neka je S C R, te a € S. Za a kaZemo da je najveéi element skupa S ili
maksimum od S ako je a gornja meda od S.

Uocimo, ako je a maksimum skupa S, onda je a supremum od S. Nadalje, uo¢imo da je
supremum nekog skupa, ako postoji, jedinstven.

Primjer 1.6.9. Skup (—oo,0) ima supremum i to je broj 0. Jasno je da je 0 gornja meda tog
skupa. Nadalje, ako je b gornja meda skupa (—o0,0), onda je 0 < b. U suprotnom bismo
imali b < 0, pa bi postojao c € R takav da je b < ¢ < 0, a Sto bi znacilo da je c element
skupa (—o0,0) koji je veci od b, no to je nemoguce. Dakle, 0 je supremum skupa (—oo,0).
Uocimo da 0 nije maksimum ovog skupa, te da ovaj skup nema maksimum.

Supremum skupa S oznacavamo sa sup S. Primjetimo da ako neki skup ima supremum,
onda je on odozgo omeden. S druge strane, svaki odozgo omeden neprazan skup ima su-
premum.

Aksiom potpunosti: Neka su S i1 7 neprazni podskupovi od R takvi da je x < y za svaki
x € S 1zasvakiy € T. Tada postoji z € R tako da je

xX<z<LYy

zasvakixe SizasvakiyeT.

Teorem 1.6.10. Svaki neprazan odozgo omeden podskup od R ima supremum.

Dokaz. Neka je S neprazan odozgo omeden podskup od R. Neka je T skup svih gornjih
meda od S. Tada je T # @ jer je S odozgo omeden. Imamo stoga S # @, T # @ix <y,
za svaki x € § 1za svaki y € T. Prema aksiomu potpunosti tada postoji z € R takav da je
x<z<y,zasvakix € § izasvakiy € T. Iz ovoga zakljuCujemo da je z supremum od S.
O

Definicija 1.6.11. Neka je S C R, te a € R. Za a kaZemo da je donja meda skupa S ako
jea < xzasvaki x € S. Za skup S kaZemo da je odozdo omeden ako postoji barem jedna
donja meda od S.

Definicija 1.6.12. Neka je S podskup odR. Za a € S kaZemo da je najmanji element skupa
S ili minimum od S ako je a donja meda od S.
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Definicija 1.6.13. Neka je S C Ria € R. Za a kaZemo da je infimum skupa S ako je a
najveca donja meda skupa S, to jest ako vrijedi:

1) a je donja meda od S

2) ako je b donja meda od S onda je b < a

Uocimo sljedece:
Ako infimum skupa S postoji onda je on jedinstven. Nadalje, ako je a minimum skupa S,
onda je a infimum od S. Infimum skupa S oznacavamo sa inf §.

Primjer 1.6.14. 0 je infimum skupa {0, co).

Jasno je da je 0 donja meda ovog skupa. S druge strane, ako je b donja meda ovog skupa
onda je b < 0. Dokazimo to.

Pretpostavimo suprotno. Tada je b > 0 pa postoji x € R takav da je O < x < b. No ovo je u
kontradikciji s Cinjenicom da je b donja meda skupa {0, 00). Prema tome, b < 0 Sto znaci
da je 0 infimum skupa {0, co).

Uocimo da ovaj skup nema minimum!
Propozicija 1.6.15. Svaki neprazan odozdo omeden skup ima infimum.

Dokaz. Neka je S neprazan odozdo omeden skup. Neka je T skup svih donjih meda skupa
S.Imamo S # @,T # @1 x < yzasvaki x € T izasvakiy € §. Prema aksiomu potpunosti
postoji z € R takav da za svaki x € T i za svaki y € S vrijedi x < z < y. Prema tome, z je
infimum skupa S.

O

Propozicija 1.6.16. Neka je S C R, te a € R. Tada je a supremum skupa S ako i samo ako
Jje a gornja meda skupa S, te za svaki € > 0 postoji x € S takav da je a — € < x.

Dokaz. Neka je a supremum skupa S. Jasno je da je tada a gornja meda od S. Neka je
€ > 0. Zelimo dokazati da postoji x € S takav dajea — & < x.

Pretpostavimo suprotno. Tada je x < a—¢, za svaki x € S. To znaci da je a — e gornja meda
skupa S, a Sto povlaci a < a — & (jer je a supremum skupa S). No to je o€ito nemoguce, pa
zakljuujemo da postoji x € S takavdajea — e < x.

Pretpostavimo sada da je a gornja meda od S te da za svaki € > 0 postoji x € S takav da je
a — & < x. Dokazimo da je a supremum od S.

Neka je b gornja meda od S. Tvrdimo da je tada a < b. Pretpostavimo suprotno, to jest
b < a. Definiramo € = a — b. Tada je € > 0, pa postoji x € S takav da je a — € < x. No,
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b = a — &. Slijedi b < x, $to je nemoguce jer je b gornja meda skupa S. Dakle a < b.
Zakljucak: a je supremum od S.
]

Propozicija 1.6.17. Neka je S C R, te a € R. Tada je a infimum skupa S ako i samo ako je
a donja meda skupa S i za svaki € > 0 postoji x € S takav da je x < a + ¢.

Dokaz. Analogno kao u prethodnoj propoziciji.
O

Definicija 1.6.18. Neka je S C R. Za S kaZemo da je omeden skup u R ako je S omeden i
odozgo i odozdo.

Propozicija 1.6.19. Neka je d euklidska metrika na R. Neka je S C R. Tada je S omeden
skup u R ako i samo ako je S omeden skup u metrickom prostoru (R, d).

Dokaz. Neka je x, donja meda skupa S, te yo gornja meda skupa S. Nekaje M e R,M > 0
takavdaje M > yoi M > —x. Tada je

—M<x0$s§y0<M

zasvaki s € §. Iz ovoga slijedi da je S C (—M, M), to jest S € K(0, M;d). ZakljuCujemo
da je S omeden skup u metricCkom prostoru (R, d).

Pretpostavimo sada da je S omeden u (R,d). Tada postoje x, € Rir > 0 takvi da je
S C K(xp,r), to jest
S C{xg—r,x0+71).

Stoga je xo — r donja meda od S, a x( + r gornja meda od S. Dakle, S je omedenuR. O

Definicija 1.6.20. Za niz realnih brojeva (x,) kaZemo da je rastuci ako je x, < X,41, za
svaki n € N.
Za niz realnih brojeva (x,) kaZemo da je padajuci ako je x,, > x,.1, za svaki n € N.

Definicija 1.6.21. Neka je (X, d) metricki prostor, te neka je (x,) niz u X. Za niz (x,) kaZemo
da je omeden u metrickom prostoru (X, d) ako je {x, | n € N} omeden skup u (X, d).

Propozicija 1.6.22. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je (x,) konvergentan niz u ovom
prostoru. Tada je (x,) omeden.

Dokaz. Neka je a € X takav da x, — a. Tada postoji ny € N takav da je x, € K(a,1) za
svaki n > ny. Dakle {x, | n > ng} je omeden skup. S druge strane, skup {x, | n < ny} je
omeden jer je konaCan. Stoga je {x, | n € N} omeden skup kao unija dva omedena skupa.
Dakle, (x,) je omeden u (X, d).

O
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Definicija 1.6.23. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je (x,) niz u X. Za (x,) kaZemo
da je Cauchyjev niz ili C-niz u (X, d) ako za svaki € > 0 postoji ng € N takav da za sve
m,n > ng vrijedi

d(x,, x,) < &.

Propozicija 1.6.24. Neka je (X,d) metricki prostor, te neka je (x,) konvergentan niz u
(X,d). Tada je (x,) Cauchyjev niz u (X, d).

Dokaz. Neka je a € X takav da x, — a. Neka je € > 0. Tada postoji ny € N takav da za
svaki n > ny vrijedi d(x,,a) < g Neka su m,n > ny. Tada je

d(Xm, Xn) < d(Xy, @) + d(x,a) < €

Dakle d(x,,, x,,) < € za sve m,n > ny, to jest (x,) je C-niz.
O

Primjer 1.6.25. Neka je d euklidska metrika na R. Neka je (x,) niz realnih brojeva defini-

ran sa x, = P Tada x, — 0 u metrickom prostoru (R, d). Stoga je (x,) C-niz u (R, d).
Neka je p euklidska metrika na {0, o0). Tada je (x,) C-niz u metrickom prostoru ({0, 0o), p)
(jer je C-niz u (R, d)), no on nije konvergentan u tom metrickom prostoru.

Pretpostavimo suprotno. Tada postoji a € {0, o) takav da x, — a u metrickom prostoru
({0, 00), p). Znamo da je p(x,y) = d(x,y) za svaki x,y € {0,00) . Stoga takoder vrijedi
da x, — a u metrickom prostoru (R, d) pa slijedi da je a = 0 $to znaci da a ¢ (0, o).
Kontradikcija. Dakle, (x,) je C-niz u ({0, 00), p), no nije konvergentan u tom metrickom
prostoru.

Primjer 1.6.26. Neka je (x,) niz u R definiran sa x,, = (—1)". Tada je {x, | n € N} = {—1, 1},
pa je (x,) omeden niz u (R,d), gdje je d euklidska metrika na R. No (x,) nije konvergentan
nizu (R, d).

Pretpostavimo suprotno. Tada je (x,) C-niz u (R,d), pa postoji ny € N takav da je

d(Xp, xp) < 1 (1.11)

za sve m,n > ny. Odaberemo neki paran broj m > ny. Neka jen = m + 1. Tada je x,, = 1 i
x, = —1, pa je
d(Xpm, X,) =1 = (=1)[ =2

$to je u kontradikciji s (I.11)). Dakle, (x,) nije konvergentan u (R, d).
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Propozicija 1.6.27. Neka je (x,) omeden i rastuci niz realnih brojeva. Neka je a supremum
skupa {x, | n € N}. Tada x,, — a.

Dokaz. Nekaje € > 0. Iz propozicije|1.6.16|slijedi da postoji ny € N takav da je a—¢e < x,,.
Buduci da je (x,) rastuci niz, za sve i, j € N takve da je i < j vrijedi x; < x;. Stoga za svaki
n > ny vrijedi x,, < x,, pa imamo:

a—e<x,fa<a+te

Dakle, x, € {a — €,a + &), za svaki n > ny. Prema tome, x,, — a.
Zakljucak: (x,) konvergira prema a.
O

Propozicija 1.6.28. Neka je x, omeden i padajuci niz realnih brojeva. Neka je a infimum
skupa {x, | n € N}. Tada x, — a.

Dokaz. Uo€imo prije svega da Cinjenica da je niz (x,) padajuéi povlaci da je x, > x,, za
sve n,m € N takve da je n < m. Neka je € > 0. Iz propozicije slijedi da postoji
np € N takav da je x,, < a + & Tada zasvakin > ng vrijedia—e <a < x, < x,y <a+¢g, pa
jexe{a—¢g,a+e).
Zakljucak: (x,) konvergira prema a.

m]

Primjer 1.6.29. Neka je g € (0, 1). Neka je (x,) niz definiran sa x,, = q" pri cemu je n € N.
Tada x,, — 0.

Naime q < 1, a to povlaci da je """ < q" za svaki n € N (niz je padajuci). Jasno je da je
ovaj niz omeden. Prema prethodnoj propoziciji je dovoljno dokazati da je 0 infimum skupa
S ={q¢"|neN}.

Jasno je da je 0 donja meda tog skupa. Neka je a infimum skupa S. Tada je O < a. Pretpos-

n+1

tavimo da je 0 < a. Iz g < 1 slijedi 1 < —, pa a > 0 povlaci a < 9 Buduci da je a najveca
q q
donja meda skupa S broj a nije donja meda skupa S, sto znaci da postoji x € S takav da
q

je x < 4. Dakie postoji n € N takav da je q" < g Iz ovoga slijedi da je ¢"*' < a. No
q

gt € S, pa je ovo u kontradikciji s ¢injenicom da je a donja meda od S. Dakle, a = 0.

Lema 1.6.30. Neka je (1,) niz segmenata u R, takvih da je I, C I,,, za svakin € N. Tada

je
ﬂln + 0.
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Dokaz. Za svakin € N neka su a, i b, realni brojevi takvi da je a, < b, 11, = [a,, b,]. Za
svaki n € N imamo /,,; C I, to jest [a,+1,bn+1] C [a,, by] 1z Cega slijedi

an S al’H—l S bn+1 S bn.

Prema tome niz (a,) je rastuci, a niz (b,) je padajuéi. Neka je m € N. Tada za svakin € N
vrijedi a, < b,,. Naime, ako je n > m onda je

a, < bn < bm’

a ako je n < m onda je
a, <a, <b,,.

Iz ovoga zakljucujemo da je b,, gornja meda skupa S = {a, | n € N}. Neka je ¢ supremum
skupa S. Tada je ¢ < b, za svaki m € N. S druge strane vrijedi a, < c, za svaki n € N.
Dakle za svaki n € N imamo

ap < ¢ < by,

to jest ¢ € I,,. Zakljucak: ¢ € m I,.
neN

1.7 GomiliSte niza u metrickom prostoru

Definicija 1.7.1. Neka je X skup, neka je (x,) niz u X, te neka je S C X. KaZemo da je niz
(x,) beskonacan u skupu S ako je skup {n € N | x,, € S} beskonacan, to jest ako za svaki
n € N postoji m € N takavdajem >nix, €S.

Definicija 1.7.2. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je (x,) niz u X. Neka je a € X. Za
a kaZemo da je gomiliste niza (x,) u metrickom prostoru (X, d) ako je za svaki € > 0 niz
(x,) beskonacan u skupu K(a, €).

Propozicija 1.7.3. Neka je (X, d) metricki prostor, (x,) nizu X te a € X. Tada je a gomiliste
niza (x,) ako i samo ako za svaki otvoren skup U u (X, d) takav da je a € U vrijedi da je
(x,) beskonacan u U.

Dokaz. Pretpostavimo da je a gomiliSte niza (x,). Neka je U otvoren skup u (X, d) tako da
je a € U. Tada postoji r > 0 takav da je K(a,r) € U. Buduci da je a gomiliSte od (x,), niz
(x,) je beskonacan u K(a, r), pa je beskonacan i u U.

Obratno, pretpostavimo da ja (x,) beskonacan u U za svaki otvoren skup U takav da je
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a € U. Neka je € > 0. Tada je K(a, €) otvoren skup u (X, d), pa je niz (x,) beskonacan u
K(a, ). Prema tome, a je gomiliSte niza (x;,).
]

Uocimo sljedece:
Ako je (X, d) metricki prostor, (x,) nizu X ia € X, te ako x, — a, onda je a gomiliSte niza

(Xn).

Primjer 1.7.4. Neka je (x,) niz realnih brojeva definiran sa x, = (—1)". Tada su -1 i 1
ocito gomilista ovog niza. S druge strane, ovaj niz nije konvergentan, dakle ni jedna od
ovih toc¢aka nije limes niza (x,).

Primjer 1.7.5. Neka je (x,) niz u R definiran sa x,, = n. Tada (x,) nema gomiliste, to jest
ne postoji a € R takav da je a gomiliste niza (x,).

Pretpostavimo suprotno, neka je a € R gomiliste niza (x,). Tada je niz (x,) beskonacan u
K(a,1), to jestu{a—1,a+ 1). Neka je n € N takav da je a + 1 < n. Tada za svaki m € N
takav dajem > nvrijedia+1 <m, pam ¢ {(a—1,a+ 1), to jest x,, ¢ (a—1,a+ 1). Ovo
Jje u kontradikciji s Cinjenicom da je (x,) beskonacan u {(a — 1,a + 1).

Uocimo sljedece:
Ako je X skup, (x,) niz u X, te ako su S i T podskupovi od X tako da je (x,) beskonacan u
S UT, onda je (x,) beskonaCan u S ili je beskonacan u T.

Definicija 1.7.6. Neka je (X, d) metricki prostor, te S neprazan omeden skup u (X, d). De-
finiramo

diam$S = sup{d(x,y)| x,y € S}

Za broj diamS kaZemo da je dijametar skupa S.

Lema 1.7.7. Neka je I segment u R, te neka je (x;) niz u R koji je beskonacan u I. Tada

postoji segment J takav da je (x;) beskonacan u J, te J C I i diamJ = Ediaml.

+b
Dokaz. Tmamo I = [a,b] gdje sua,b € R,a < b. Neka je ¢ = aT. Tad jea < ¢ < b, pa

je I =la,b] =[a,c] U [c, b]. Budu¢i da je (x;) beskonacan u I imamo da je (x;) beskonacan
b—
u [a,c]iliu [c, b]. UoCimo da je diam[a,c] =c—a = > a‘
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1 1
Dakle, diam]|a, c] = Ediaml . Analogno dobivamo diam|c, b] = Ediaml .
O

Lema 1.7.8. Neka je (X, d) metricki prostor. Neka je x, € X, te r > 0. Ako je A C X takav
daje xy € AidiamA < r, onda je A C K(xy,r).

Dokaz. Nekajea € A. Tada je d(xy,a) < diamA < r. Dakle d(xy,a) < r,pajea € K(xy,r).
Zakljucak: A C K(xo,r).
O

Lema 1.7.9. Neka je (x,) niz realnih brojeva, te neka je a € R takav da x, — a. Neka je
ceR Tadac- x, - c-a.

Dokaz. Ako je ¢ = 0 tvrdnja je jasna. Pretpostavimo da je ¢ # 0. Neka je € > 0. Tada
postoji ny € N takav da je

E
|'xl’l - al < T
||

za svaki n > ny. Stoga je |cx, — cal < € za svaki n > ny. Zakljucak: cx, — ca.

Teorem 1.7.10. Neka je (x;) omeden niz u R. Tada (x;) ima gomiliste.

Dokaz. Nekasua,b € R,a < btakvidaje{x; | i € N} C [a, b]. Definiramo niz segmenata
(1,,)n>0 na sljedeci nacin:

Iy = [a, b]. Uocimo da je (x;) beskonacan u I,.

Pretpostavimo da je n € Ny te da smo definirali segment 7, tako da je niz (x;) beskonacan u
I,. Prema lemi postoji podsegment J od 7, takav da je (x;) beskonacan u J i diamJ =
—diaml,,.

Definirajmo 7,,;; = J. Na ovaj nacin smo definirali niz (/,) segmenata takav da je
. L.
L. €1, diaml,. = Edlaml,,,
za svaki n € Ny, te takav da je (x;) beskonacan u I, za svaki n € Ny. Prema lemi [.6.30]
postoji ¢ € R takav da je ¢ € ﬂ I,. Imamo:

neN

1 1
diaml, = Ediamlo = E(b —-a)

. 1. 1
diaml, = Edzamll = é_l(b —-a)
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1
Lako indukcijom dobivamo da je diaml, = E(b — a), za svaki n € Ny. Znamo da niz

1
(?)neN tezi u 0, pa stoga i niz (diaml,),en tezi u 0. Dokazimo da je ¢ gomiliSte niza (x;).
Neka je € > 0. Budud¢i da diaml, — 0 postoji n € N takav da je diaml, < €. Imamo c € I,
i diaml, < & palemal[l.7.3povlaci da je
I, C K(c,¢).

Iz ovoga slijedi da je niz (x;) beskonacan u K(c, €). Zakljucak: c je gomilisSte niza (x;).

O

Neka je X skup te neka je (x,) niz u X. Neka je a : N — N strogo rastuca funkcija.
Tada za niz (x,, )nen (to jest zaniz x o a : N — X) kazemo da je podniz niza (x,).

Primjer 1.7.11. Neka su (x,) i (y,) nizovi realnih brojeva definirani sa:

1, 1
Xp=—1y, = —.
n Y 2n
Neka je a : N — N funkcija definirana sa
a(n) = 2n.

Ocito je a strogo rastuéa funkcija, te vrijedi y, = X2, = X, za svaki n € N. Dakle
(Vn) = (x,,). Prema tome, (y,) je podniz niza (x,).

Lema 1.7.12. Neka je a : N — N strogo rastuca funkcija. Tada za svaki n € N vrijedi
n < a,.

Dokaz. Ovo dokazujemo indukcijom po n.
Zan = 1 tvrdnja je jasna. Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi n < a,. 1z a, < a,4;
slijedi n < a,,. Stogajen+ 1 < a,.

O

Propozicija 1.7.13. Neka je (X, d) metricki prostor, te neka je (x,) niz u X koji teZi prema
b € X. Tada svaki podniz od (x,) teZi prema b.

Dokaz. Neka je a : N — N strogo rastuca funkcija. Dokazimo da niz (x,,) teZi prema b.
Neka je € > 0. Budu¢i da (x,) tezi prema b postoji ny € N takav da je x,, € K(b, €) za svaki
n = ny.
Neka je n > ny. Prema prethodnoj lemi vrijedi a, > n, pa je a, > ny. Stoga je x,, € K(b, €).
Dakle, x,, € K(b, €) za svaki n > ny. Zaklju€ak: Niz (x,, ) teZi prema b.

O
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Primjer 1.7.14. Neka je (x,) niz u R definiran sa x, = (—1)". Neka je (y,) niz u R definiran
say, =1za svakin € N.

Za svaki n € N vrijedi y, = x,, pa zakljucujemo da je (y,) podniz od (x,). Niz (y,) teZi
prema 1, no (x,) ne teZi prema 1, ¢ak Stovise niz (x,) nije ni konvergentan.

Propozicija 1.7.15. Neka je (X, d) metricki prostor, neka je (x,) niz u X, te neka je b € X.
Pretpostavimo da postoji podniz od (x,) koji teZi prema b. Tada je b gomiliste niza (x,).

Dokaz. Neka je a : N — N strogo rastuca funkcija tako da niz (x,,) teZi prema b. Neka je
€ > (. Tada postoji ny € N tako da je

Xq, € K(b, &)

za svaki n > ny. Zelimo dokazati da je niz (x,) beskonacan u K(b, ).
Neka je m € N. Odaberimo prirodan broj n € N tako da je n > min > ny. Tada je a, > n,
pajea, > m. Iz n > ny slijedi

Xq, € K(b, &).

Dakle postoji / € N,/ > m tako da je x; € K(b, €) (ovdje smo uzeli da je [ = a,), Sto znaci
da je (x,) beskonacan u K(b, €) , pa je prema tome b gomiliste od (x,,).
O

Propozicija 1.7.16. Neka je (X, d) metricki prostor, neka je (x;) niz u X, te neka je b go-
miliste niza (x;). Tada postoji podniz niza (x;) koji tezi prema b.

Dokaz. Definiramo funkciju a : N — N induktivno. Neka je a; prirodan broj tako da je
X4, € K(b, 1). Pretpostavimo da je n € N te da smo definirali a,. Budu¢i da je b gomiliSte
niza (x;) postoji m > 1 + a, tako da je

1
€ K(b, ——).
. ( n+1)

Definiramo a,,; = m. Na ovaj nacin smo induktivno definirali funkciju a. Uo¢imo da je
a, < ap.1 zasvakin € N, te da je

1
X, € K(b,—), za svakin € N.
n

Stoga je (x,,) podniz niza (x;), a iz prethodne leme slijedi da (x,, ) tezi prema b.
O

Korolar 1.7.17. Neka je (X, d) metricki prostor, neka je (x,) nizu X. Tada (x,,) ima gomiliste
ako i samo ako (x,) ima konvergentan podniz. O
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Korolar 1.7.18. Svaki omeden niz u R ima konvergentan podniz.

Dokaz. Prema teoremu [1.7.10] omeden niz u R ima gomiliSte, pa prema korolaru |1.7.17
ima konvergentan podniz.
]

Primjer 1.7.19. Neka je d diskretna metrika na N. Neka je (x,) niz u N definiran sa
X, = n, za svaki n € N.

Tada je (x,) omeden niz u (N, d) jer je {x, | n € N} = N, a N je omeden skup u (N, d).
Naime, za svaki n € N i za svaki r > 1 vrijedi da je K(n,r) = N.
Pretpostavimo da niz (x,) ima gomiliste b. Tada postoji m > b + 1 takav da je

1
K(b, =).
Xn € K(b, 2)

1
No K(b, =) = {b}. Prema tome x,, = b, to jest m = b, sto je u kontradikciji sa m > b + 1.

Dakle niz (x,) nema gomiliste, pa nema ni konvergentan podniz.

Neka je n € N, te neka je (x;) nizu R”. Neka su (-x,-l)ieN, .o (X)iery nizovi realnih brojeva
takvi da za svaki i € N vrijedi
X = (x,-l, e X7,

Za nizove (x}), ..., (x!) kaZemo da su komponentni nizovi od (x;).

Propozicija 1.7.20. Neka je n € N, neka je (x;) niz u R”, te neka su ay, ...,a, € R. Neka je
d euklidska metrika na R". Tada niz (x;) teZi prema n-torci (ay, ..., a,) u metrickom prostoru
(R",d) ako i samo ako komponentni nizovi realnih brojeva (xl.l), ..., (X!) teZe redom prema
brojevima ay, ..., a,.

Dokaz. Pretpostavimo da (x;) tezi prema a = (ay,...,a,). Neka je € > 0. Tada postoji
no € N takav da za svaki i > ng vrijedi d(x;,a) < €. Neka je i > ny. Imamo:

d(x;,a) = d((x},..x"), (ai, ...,a,)) = \/(xl.l —a)?+ ..+ (' —a,)’

Uocimo sada sljedece: ako su uy, ..., u, € R onda je za svaki j € {1, ..., n}

luj| = ,/u? < Ui+
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Stoga za svaki j € {1, ..., n} imamo

Ix{ —ajl < \/(xl.l —a)) 4.+ (X —a,)? <e.
Dakle, za svaki j € {1, ...,n} 1 za svaki € > 0 postoji ny € N takav da je
|xlj —aj| < gzasvakii > n.
Zakljucujemo da niz (x{ )ien teZi prema (a;) za svaki j € {1, ...,n}.

Pretpostavimo sada da nizovi (xl.l), ..., (x!) teze redom prema brojevima ay, ...,a,. Neka
je £ > 0. Neka je j € {1,...,n}. Buduéi da (x/);a teZi prema a; postoji k; takav da je

: £ .
Ix/ —a;| < —, zasvakii > k;.

\/ﬁ,

Neka je N = maxtky, ..., k,}. Tada za svaki i > N vrijedi i > ky,...,i > k,, pa je

| £ £
lx; —a| < — lx} —a,l < —

\/ﬁ’ L] \/ﬁ,
1z Cega slijedi

g’ g’
d(x;,a) = \/(xl.l —a))’+ .+ (=g, <[—+.+—=Ve==¢
n n

Dakle d(x;,a) < € za svaki i > N, pa zakljuCujemo da niz (x;) tezi prema a.
O

Napomena 1.7.21. Neka je X skup, te neka je (x,) niz u X. Neka je (y,) podniz od (x,), te
neka je (z,) podniz od (y,). Tada je (z,) podniz od (x,).

Naime, postoje strogo rastuce funkcije a,b : N — N takve da je y, = x,, te 2, = y»,, za
svaki n € N. Stoga je

Zn = Yb(n) = Xa(n)) = X(aob)(n)»

za svaki n € N. Buduci da je ao b : N — N strogo rastuca funkcija imamo da je niz (z,)
podniz od (x,).

Teorem 1.7.22. Neka je (x;) omeden niz u metrickom prostoru (R",d), pri cemu je d euk-
lidska metrika. Tada (x;) ima konvergentan podniz.



30 POGLAVLIJE 1. METRICKI PROSTORI

Dokaz. Dokazimo ovu tvrdnju indukcijom po n.

Zan = 1 tvrdnja slijedi iz teorema[1.7.22] Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N.
Neka je (x;) omeden niz u (R"*!, d). Tada je skup {x; | i € N} omeden u (R"*!, d) pa postoji
M > 0 takav da je {x; | i € N} C K((O, ...,0), M), pa je

d((0, ...,0), (x], ..., x'*1)) < M, za svaki i € N,

Iz ovoga slijedi da za svaki i € N vrijedi

VD2 ot (42 < M, (1.12)
Stoga je |x]| < M, ..., |x"*'| < M, za svaki i € N. Iz ovoga slijedi da je
-M <X < M,

za svaki i € N, pa je skup {x/*! | i € N} omeden u R. Dakle niz (x/*') je omeden u R.
Neka je (y;) niz u R” definiran sa y; = (x;, ..., /). Tada prema za svaki i € N vrijedi

A0, .1 0),3) = \J(& + o + (222 < M.

Dakle y; € K((O, ..., 0), M). Prema tome, (y;) je omeden niz u (R", d).
Prema induktivnoj pretpostavci postoji strogo rastuca funkcija a : N — N takva da je (i)
konvergentan niz u (R", d).
Promotrimo niz (xgz.)l). On je podniz niza (x'*!) koji je omeden, pa je i on sam omeden.
Prema teoremu taj niz ima konvergentan podniz, pa postoji strogo rastuc¢a funkcija
b : N — N takva da je (x%l(i») konvergentan niz. Prema propoziciji niz (Yapiy) Je
konvergentan kao podniz niza ().
Neka je ¢ = a o b. Tada je ¢ : N — N strogo rastuca funkcija, te imamo da su nizovi (y.)
i (xZ(t.)l) konvergentni. Za svaki i € N imamo

Yeth) = (xcl(i)’ oo X))

Dakle (xi(i)), -.-» (X)) su komponentni nizovi od y.(; pa su prema propoziciji 1.7.20}1 oni
konvergentni. Za svaki i € N imamo

xc‘(i) = (xi([)a eeey ng)1)9
pa iz propozicije [1.7.20| slijedi da je niz (x.;) konvergentan u (R™', d). Jasno, (x.;) je
podniz od (x;).

O
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1.8 Potprostor metrickog prostora

Definicija 1.8.1. Neka su (X,d) i (Y, p) metricki prostori takvi da je Y C X, te p(a,b) =
d(a,b) za svaki a,b € Y. Tada za (Y, p) kaZemo da je potprostor metrickog prostora (X, d).

Uocimo sljedece: Ako je (X, d) metricki prostor, te ¥ C X, Y # @, onda postoji jedins-
tvena metrika p na Y takva da je (¥, p) potprostor od (X, d).

ObrazloZenje:
Ako su p; i p, metrike na Y tako da je (Y, p;) potprostor od (X, d) i (Y, p,) potprostor od
(X, d) onda su funkcije pi, p> : Y X Y — R jednake jer za sve a, b € Y vrijedi

pi(a,b) = d(a,b) = p>(a,b).

S druge strane, ako definiramo funkciju p : Y X Y — R sa p(a,b) = d(a,b) zasvea,b € Y,
onda je ocito p metrika na Y, te imamo da je (¥, p) potprostor od (X, d).

Propozicija 1.8.2. Neka je (Y, p) potprostor metrickog prostora (X,d). Neka je V C Y.
Tada je V otvoren skup u (Y, p) ako i samo ako postoji otvoren skup U u (X, d) takav da je
V=YnU.

Dokaz. Uocimo prije svega sljedece: Akojey € Yir > Oondaje K(y,r; p) = YNK(y, r; d).
Naime,
xeK(y,rip) @ xe Y plxy <r

o xeldxy <r
oS xeYNK@y,r;d).

Pretpostavimo da je V otvoren u (Y, p). Tada za svaki y € V postoji r, > 0 takav da je
K(y,ry; p) € V. Slijedi da je
V= U K(y, ry; p).

yev

Neka je U = U K(y, ry;d). Tada je U otvoren skup u (X, d) kao unija otvorenih skupova.
yev
Imamo:

v=|JKorip = nkGirsdy =yl Jko.niap =Y nU

yev yev yev
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Pretpostavimo sada da postoji otvoren skup U u (X, d) takav da je V = Y N U. Neka je
ye V. Tadajey € U, pa postoji r > 0 takav da je K(y,r;d) C U. Iz ovoga slijedi:

YNK@y,rnd)CcYnU,

to jest K(y, r; p) € V. Prema tome, V je otvoren u (Y, p).



Poglavlje 2

Topoloski prostori

2.1 Topologija, primjeri topologija

Definicija 2.1.1. Neka je X neprazan skup, te neka je T familija podskupova od X takva
da vrijedi sljedece:

1) 0,XeT

2) Ako je (Uy)aea indeksirana familija elemenata od T, onda je U U, €T

acA

3) Akosu U,V € T ondajeUNV eT.

Tada za T kaZemo da je topologija na skupu X, a za uredeni par (X,7T) kaZemo da je
topoloski prostor.

Primjer 2.1.2. Neka je X = {1,2,3}, te neka je T = {@,{1},{1, 2}, X}. Tada je T topologija
na X.

Primjer 2.1.3. Neka je (X,d) metricki prostor. Oznacimo sa T, familiju svih otvorenih
skupova u (X, d). Tada je T, topologija na X prema propoziciji|l.2.12} Za T ; kaZemo da je
topologija inducirana metrikom d.

Primjer 2.1.4. Neka je X neprazan skup. Tada je P(X) topologija na X. Za P(X) kaZemo
da je diskretna topologija na X.

Nadalje, {@, X} je takoder topologija na X. Za {@, X} kaZemo da je indiskretna topologija
na X.

33
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Primjer 2.1.5. Neka je X neprazan skup te neka je d diskretna metrika na X. Tada je
T4 =PX).

Ocito je T4 € P(X). S druge strane, neka je S € P(X). Tada je S C X. Neka je x € S.
Imamo K(x, E;d) = {x} pa je ocito K(x, E;d) C S. Dakle S je otvoren u (X, d), to jest

S € Ty. Zakljucak: T, = P(X).
Drugim rijecima, diskretna topologija na X je inducirana diskretnom metrikom na X.

Definicija 2.1.6. Neka je (X,T) topoloski prostor. Za (X,T") kaZemo da je metrizabilan
topoloski prostor ako postoji metrika d na X koja inducira topologiju T, to jest takva da je
T = Td.

Primjer 2.1.7. Neka je X neprazan skup. Tada je (X, P (X)) metrizabilan topoloski prostor.

Definicija 2.1.8. Za topoloski prostor (X, T") kaZzemo da je Hausdorffov ako za sve a,b €
X,a # b postoje U,V € T takvidajeac UbeViUNV =@.

Propozicija 2.1.9. Neka je (X, T ) metrizabilan topoloski prostor. Tada je (X, T ) Hausdor-
[fov.

Dokaz. Bududi da je (X, 7)) metrizabilan postoji metrika d na X takva da je 7 = 7,. Neka
sua,b € X,a # b. Prema propoziciji [1.5.3 postoje otvoreni skupovi U,V u (X, d) takvi da
jeacUbeViUNV =g.SlijedidasulU,VeTy,pasul,VeT. O

Napomena 2.1.10. Ako je (X,T") topoloski prostor, n € N, te U,,...,U, € T, onda je
un.nU,eT.

Ovo dokazujemo indukcijom po n. Za n = 1 tvrdnja je jasna. Pretpostavimo da tvrdnja
vrijedi za neki n € N.

Neka su Uy, ...,U,., € T. Tada je

U1 Nn..N Un+1 = (U] Nn..N Un) N Un+1-
Prema induktivnoj pretpostavci je Uy N ...N U, € T, a znamo da je U, € T, pa je stoga

Un..nU,,€7.

Je 1i svaki topoloski prostor metrizabilan, to jest ako je (X, 7) topoloski prostor, mora
li tada postojati metrika d na X koja inducira topologiju 7 (to jest takva da je 7 upravo
familija svih otvorenih skupova u metrickom prostoru (X, d))?
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Primjer 2.1.11. Neka je X skup koji ima barem dva elementa. Tada topoloski prostor
(X, {2, X}) nije metrizabilan.

Pretpostavimo suprotno. Tada postoji metrika d na X tako da je {2, X} = 7,4 Odaberimo
a,b € X tako da je a # b.

Neka je r = d(a, D). Tada je r > 0 jer je a # b. Neka je U = K(a,r). Tada je U otvoren skup
u metrickom prostoru (X,d), pa je U € T,. Stoga je U € {@,X}, pajeU = @ ili U = X.
No U # @ jerac U, te U # X jer b ¢ U. Kontradikcija. Topoloski prostor (X,{@, X}) nije
metrizabilan.

Primjer 2.1.12. Neka je X skup koji ima barem dva elementa. Tada topoloski prostor
(X, {2, X}) ocito nije Hausdorffov. Uocimo da ovo i propoZzicija povlace da (X, {2, X})
nije metrizabilan.

Neka je X neprazan skup, te neka su d i d’ metrike na X ekvivalentne u smislu Lipsc-
hitza. Iz korolara[I.4.3|slijedi da je 7, = 7.
Naime, ako je U € 7, onda je U otvoren skup u metricCkom prostoru (X, d), pa korolar
povlaci da je otvoren i u (X,d’), Sto znaCi da je U € T,. Dakle 7, € T,. Isto tako
Ta €Ta,paimamo T, =T 4.

Definicija 2.1.13. Neka je n € N, te neka je d euklidska metrika na R". Za T, kaZemo da
Jje euklidska topologija na R”".

Primjer 2.1.14. Neka je & euklidska topologija na R. Tada je {0,1) € &,(—00,0) € &, no
[0,1) ¢ &

Definicija 2.1.15. Neka je (X, T") topoloski prostor, te U C X. Za U kaZemo da je otvoren
skup u (X,7) ako je U € T .

2.2 Potprostor topoloskog prostora
Neka je (X, 7) topoloski prostor, te neka je ¥ € X, Y # @. Neka je
p={YNU|U€eT)

Tada je p topologija na Y. Dokazimo to.
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1) Imamo @ e pjerje @ = YN®,a@ € 7. Istotako, X € T,paje Y NX € p, a
YynxX=yY.

2) Neka je (V,)aea indeksirana familija elemenata iz p. Znaci da za svaki @ € A postoji
U, € 7 takodaje V, = YN U,. Imamo

Uve={UJnuvn=vnd Jun.

€A a€cA a€cA

Iz Einjenice da je | | U, € T slijedi daje [ ]V, €.
acA €A
3) Nekasu Vi, V, € p. Tada postoje Uy, U, € 7 takvidaje Vi =Y NU 1V, =Y NU,.
Stoga je
V] ﬂVz = (Yﬁ U])O(Ym U2) = Yﬂ(Ul N Uz)

Buduéidaje Uy NU, € 7, vrijedidaje Vi NV, € p.

Dakle p je topologija na Y. Za p kazemo da je relativna topologija na Y (odredena s 7).
Za (Y, p) kazemo da je potprostor topoloskog prostora (X, 7).

Propozicija 2.2.1. Neka je (Y, p) potprostor metrickog prostora (X,d). Tada je (Y,T,)
potprostor topoloskog prostora (X, T ).

Dokaz. Trebamo dokazati da je
T,={YnU|UceT,. (2.1)

Neka je V € 7,. Tada je V otvoren skup u metriCkom prostoru (¥, p). Prema propoziciji
[1.8.2] postoji otvoren skup U u (X, d) takavdaje V= U N Y. OCito je U € T.
Pretpostavimo sada da je U € 7. Tada je U otvoren skup u metrickom prostoru (X, d), pa
jeUNYotvorenu (Y, p),tojestUNY € T,.

Zakljucak: vrijedi. Time je tvrdnja propozicije dokazana.

2.3 Neprekidne funkcije u topoloSkim prostorima

Definicija 2.3.1. Neka su (X, 7)) i (Y,S) topoloski prostori. Neka je f : X — Y. Za funkciju
f kaZemo da je neprekidna s obzirom na topologije T i S ako za svaki V € S vrijedi da je
WV eT.
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Propozicija 2.3.2. Neka su (X, p) i (Y, q) metricki prostori. Neka je f : X — Y. Tada
je f neprekidna s obzirom na metrike p i q ako i samo ako je f neprekidna s obzirom na
topologije T, i T,

Dokaz. Pretpostavimo da je funkcija f neprekidna s obzirom na metrike p i q. Neka je
V € 7,. To znaci da je V otvoren skup u metriCkom prostoru (Y, g). Prema propoziciji
MVrijedi da je f~'(V) otvoren u (X, p), to jest f~'(V) € T,. Ovime smo dokazali da je
f neprekidna s obzirom na topologije 7,1 7.
Pretpostavimo sada da je f neprekidna s obzirom na topologije 7, 1 7,.To povlaci da je za
svaki otvoren skup V u (Y, ¢) skup f~}(V) otvoren u (X, p). Sada prema propoziciji m
zakljucujemo da je f neprekidna s obzirom na metrike p i q.

]

Primjer 2.3.3. Neka su (X,7) i (Y,S) topoloski prostori, neka je yy € Y, te neka je f :
X — Y funkcija definirana sa

£(x) = yo, za svaki x € X.

Tada je f neprekidna s obzirom na topologije 7 i S.

Neka je V € S. Ako je yy € V, ondaje f~'(V) = X, aakoy, ¢ V onda je f'(V) = 0. U
svakom slucaju vrijedi da je f~'(V) € T. Dakle vrijedi da je f neprekidna s obzirom na T
iS.

Primjer 2.3.4. Neka je (X,7T") topoloski prostor. Tada je id, : X — X funkcija neprekidna
s obzirom na topologije T i T .
Naime, za svaki V C X vrijedi id;'(V) = V.

Propozicija 2.3.5. Neka su (X,7), (Y,S) i (Z,V) topoloski prostori, neka je f : X —» Y
funkcija neprekidna s obzirom na metrike T i S, te neka je g : Y — Z funkcija neprekidna
s obziromna S i V. Tada je funkcija g o f neprekidna s obziromna T i V.

Dokaz. Uoc¢imo prvo sljedeée: ako je A C Z onda je

(g0 /)'(A) = (g7 (A)).
Naime, za x € X vrijedi:

xe(goNA) & (go N eA
& g(f(x) €A
e f(x) e g '(A)
e xe f(g(A)
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Neka je W € V. Prema dokazanom vrijedi

(go )”'W) = f (g7 (W)).

Bududi da je g neprekidna, vrijedi g~!(W) € S, a buduéi da je f neprekidna vrijedi da je
f Y g '(W)) € T. Dakle, (go )" (W) e T.
Zakljucak: g o f je neprekidna funkcija.

2.4 Baza topologije

Definicija 2.4.1. Neka je (X,7T") topoloski prostor, te neka je B familija podskupova od X
koja ima sljedeca svojstva:

1) BCT

2) Svaki neprazan element od T je unija nekih elemenata od B, to jest ako je U €
T,U # @, onda postoji indeksirana familija (B,)aeca elemenata od B takva da je
U = U B,.

a€cA

Tada za B kaZemo da je baza topologije T .

Primjer 2.4.2. Neka je (X, d) metricki prostor, te neka je B = {K(x,r) | x € X, r > 0}. Tada
Jje B baza topologije T ,.

Jasno je da je B C T.

Neka je U € T4, U + @. Tada je U otvoren u metrickom prostoru (X,d). Za svaki x € U
postoji r, > 0 tako da je K(x,r,) C U. Vrijedi

U= U K(x, 7).

xeU

Zakljucak: B je baza topologije T ;.
Primjer 2.4.3. Neka je (X,T") topoloski prostor. Tada je T baza topologije T .

Propozicija 2.4.4. Neka je (X,T) topoloski prostor, te neka je B C T . Tada je B baza
topologije T ako i samo ako za svaki U € T i za svaki x € U postoji B € B tako da je
xeBCU.
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Dokaz. Pretpostavimo da je 8 baza topologije 7. Neka je U € 7, te neka je x € U. Tada
postoji familija (B,)ses €lemenata od B tako da je U = U B,. Stoga je x € U B,, pa

B . . . acA a€cA
postoji @y € A takav da je x € B,,. OCito je B,, C U.

Pretpostavimo sada da za svaki U € 7 i svaki x € U postoji B € Btakodajexe€ BC U.
Dokazimo da je 8 baza topologije 7. Nekaje U € 7,U # @. Za svaki x € U postoji

B, e Btakodaje x € B, C U. Vrijedi U = U B,. Prema tome, B je baza topologije 7 .

xeU
O

Uocimo sljedece: Ako je X skup, 77 1 7 topologije na X, te B familija podskupova od
X takva da je B baza topologije 7 1 8 baza topologije 7>, onda je 77 = 7.

Naime, ako je U € 77 onda postoji indeksirana familija (B,).ca €lemenata od 8 takva

daje U = U B,. Buduc¢i da je 8 baza topologije 7>, za svaki @ € A vrijedi B, € 75.
a€A

Stoga je U B, € T, (jer je T, topologija), dakle U € 7. Prema tome 7 C 7,. Analogno

acA

dobijemo da je 7, € 7, paslijedi 7, = 7.

Propozicija 2.4.5. Neka je X neprazan skup, te B familija podskupova od X sa sljedecim
svojstvima:

1) UB:X

BeB
2) Ako su By, B, € B, te x € B; N B,, onda postoji B; € B takav da je x € B; C B N B,.
Tada postoji jedinstvena topologija na X kojoj je B baza.

Dokaz. Jedinstvenost slijedi iz prethodne napomene. Dokazimo da postoji takva topolo-
gija. Neka je 7 familija svih podskupova U od X koji imaju sljedece svojstvo:

Za svaki x € U postoji B€ Btakodajexe BC U.

Tvrdimo da je 7 topologija na X, te da joj je B baza.

1) Ocitoje @ € 7. Daje X € 7 slijedi iz svojstva (1) propozicije.
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2) Neka je (U,)qea indeksirana familija elemenata iz 7. Zelimo dokazati da je
U U,eT.

Neka je x € U U,. Tada postoji @y € A tako da je x € U,,. Budu¢idaje U,, € T
a€A

postoji B € Btakodajex € B € U,,. Stogajex € B C U U,. Prema tome,
a€cA
U U,eT.

3) Nekasu U,V €7 .Nekajexe UNV.Tadajex€ Uix € V,papostoje B;,B, € B
takvidajex € By CU1ix € B, CV. Iz ovoga slijedi da je

xeBiNB,CcUNV.

Prema svojstvu (2) iz propozicije postoji B3 € B takav da je x € B; C B; N B,. Stoga
jexeB;cUNV.Prematome, UNV € 7.

Dakle, 7 je topologija na X. Iz definicije od 7 je jasno da je B € 7, za svaki B € 8. Dakle
B C 7. Nadalje, iz definicije od 7" i propozicije [2.4.4]slijedi da je 8 baza topologije 7.
i

2.5 Produktna topologija
Neka su (X, 7)1 (Y, S) topoloski prostori. Neka je
B={UxV|UeT,VeS}L

Vrijedi UB = X x Y. Naime, za svaki B € B vrijedi BC X X Y, paje UBQXXY. S
BeB BeB

drugestraneXxYEB,pajeXngUB.

BeB
Uocimo da opéenito vrijedi sljedece:

AkosuA,CC X, te B, DCY,ondaje AXB)N(CxD)=(ANC)x (BN D).
To slijedi iz Cinjenice da za svaki x € X 1y € Y vrijede sljedece ekvivalencije:

(x,y) € (AX B) N (C x D)

g
(x,y)eAXBi(x,y)eCXxD
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()
xeAiyeBixeCiyeD

()
xeANnCiyeBnD

g
(x,y) €e(ANC)x (BN D)

Neka su By,B, € B. Tadaje By = Uy X V|,B, = Uy, X V5, gdje su U, U, € T 1
Vi,V5 € S. Imamo

BN By =(U; X V) N(Uxx V) = (U NUp) X (Vi N V),
paje B; N B, € B. 1z ovoga ocito slijedi:

Ako su By, B, € B1ix € B; N B, onda postoji B; € Btakavdajexe€ B3 C BiN B,
(uzmemo B; = B; N By).

Iz propozicije [2.4.5] slijedi da postoji jedinstvena topologija R na X x Y kojoj je B baza.
Za R kazemo da je produktna topologija odredena topologijama 7 i S, a za topoloski
prostor (X X Y, R) kaZzemo da je produkt topoloskih prostora (X, 7) i (¥, S).

Propozicija 2.5.1. Neka su (X,7) i (Y,S) topoloski prostori, te neka je (X X Y, R) njihov
produkt. Neka je W C X X Y. Tada je W € R ako i samo ako za svaki z € W postoje U € T
iVeStakvidajeze UxV CW.

Dokaz. Nekaje B={UxV |U e 7T,V e S8}. Pretpostavimo da je W € R. Nekajez € W.
Budu¢i da je B baza topologije R propozicija [2.4.4 povlaci da postoji B € B takav da je
z€ BC W.Dakle postoje U € T 1V eStakvidajeze UXV CW.

Obratno, pretpostavimo da za svaki z € W postoje U € 7 i V € S takvi da je

zeUXVCW
Ovo znaci da za svaki z € W postoji B, € Btakavdajez € B, C W. Tadaje W = U B..
zeW
Za svaki z € W vrijedi B, € R (jer je B C R). Stoga je U B, e R, tojest W e R.
zeW
O

Propozicija 2.5.2. Neka su (X,7) i (Y,S) topoloski prostori, te neka je (X X Y, R) njihov
produkt. Neka sup : XXY — Xiq: XXY — Y projekcije (to jest p(x,y) = x,q(x,y) = y).
Tada je funkcija p neprekidna s obzirom na topologije R i T, a funkcija q je neprekidna s
obzirom na topologije R i S.
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Dokaz. Nekaje U € 7. Tada je p~'(U) = U x Y. Naime,
xeplU)yepxyeclU oxelU o (x,y) eUXY.

Vrijedi UXY € Rjerje U € T 1Y € S. Dakle, p~!(U) € R za svaki U € 7. Zakljucujemo
da je funkcija p neprekidna s obzirom na topologije R1i 7.
Analogno dobivamo da je q neprekidna s obzirom na topologije Ri S.

O

Propozicija 2.5.3. Neka su (X, p) i (Y, q) metricki prostori. Nekajed : (XXY)X(XXY) —» R
funkcija definirana sa

d((xl’yl)a (-XZ’ )72)) = max{p(-xla x2)7 6]@1,)’2)}a X1, X2 € X,)’l,)’Z € Y
Tada je d metrika na X X Y.
Dokaz. Provjerimo da je d metrika:

1) Ocito je d(a,b) > 0, za sve a,b € X x Y. Nadalje, ocito je d(a,b) = 0 ako je
a = b. S druge strane , pretpostavimo da je d(a,b) = 0 zaneke a,b € X X Y. Imamo
a = (x1,y1),b = (x2,), gdje su x;, x, € X,y;,y, € Y. Dakle vrijedi da je

max{p(xy, x2),q(y1,y2)} = 0.

Prema tome, p(x;, x;) = 01 g(y1,y2) = 0, Sto povlaci da je x; = x, 1 y; = y», paje
a=b.

2) Jasnoje dajed(a,b) =d(b,a)zasvea,be X X Y.

3) Neka su a,b,c € X X Y. Tadaje a = (x1,y1),b = (x2,y2),¢ = (x3,y3), gdje su
X1, X2, x3 € X1Yy1,y2,y3 € Y. Znamo da je d(a, b) = max{p(xi, x2), g(y1,y2)}

a) slucaj: d(a,b) = p(x1, x2)
Imamo d(a, b) = p(x1, x2) < p(x1, x3) + p(x3,x2) < d(a,c) +d(b,c)
b) slucaj: d(a,b) = q(y1,y»)
Analogno dobivamo d(a, b) = q(y1,y2) < q(y1,y3) + q(y3,y2) < d(a,c) +d(b, c)
Dakle, d(a, b) < d(a,c) + d(c, b).

Zakljucak: d je metrikana X X Y.
|

Teorem 2.5.4. Neka su (X, p) i (Y,q) metricki prostori, te neka je d metrika na X X Y
definirana kao u prethodnoj propoziciji. Tada je (X X Y, T ;) produkt topoloskih prostora
(X, Tp) i (Y, T ).
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Dokaz. Nekaje B={UXV |U €T,V eT,. Zelimo dokazati da je B baza topologije
Ta
Uocimo prije svega sljedece: Akoje x € Xiy e Y, te r > 0, onda je

K((x,y),r;d) = K(x,r, p) X K(y, 1 q). (2.2)

Neka je a € K((x,y),r;d). Tadaje a = (x1,y1),x; € X,y; € Y, te je d((x1,y1), (x,y)) < r.
To povlaci da je
ma-x{p(-xlax)’ C](Vl,y)} <r,

paje p(x;,x) <rigq(y;,y) <r,Sstoznacidaje x; € K(x,r; p)iy; € K(y,r;q). Stoga je

a € K(x,r,p) X K(y,r; q).

Obratno, ako je a € K(x, r; p) X K(y,r; q), onda je a = (x1,y1), gdje je x; € K(x,r; p),y; €
K(y,r; q). Slijedi da je p(x;,x) < riqg(y;,y) <r,paje

max{p(x;, x), gy, y)} <1,
Sto povlaci d((xy, y1), (x,y)) < r, to jest
a € K((x,y),r;d).

Time je dokazano da vrijedi (2.2).
Dokazimo sada da je B baza topologije 7.

(1) Najprije provjerimo dalije B C 7,. Nekaje U € 7,1V € 7. Zelimo dokazati da
je U XV € Ty, tojestdaje U XV otvoren skup u (X X ¥,d). Nekajea € U X V.
Tada je a = (x,y), gdjeje x € Uiy € V. Buduci da je x € U te U otvoren skup u
metrickom prostoru (X, p), postoji r > 0 tako da je K(x,r; p) C U.

Isto tako, Cinjenica da je y € V te da je V otvoren u metrickom prostoru (Y, g) povlace
da postoji s > 0 tako da je K(y, s; g) € V. Neka je t = min{r, s}. Tada je

K(x,t;p) € K(x,r;p) CU1K(y,1;p) CK(y,s;p) CV,
paje
K(x,t; p) X K(y,t;q) C U X V.

Prema (2.2) vrijedi da je K((x,y),t;d) € U x V, to jest K(a,t;d) C U x V. Dakle
U x V jeotvoren u (X X Y, d).
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(2) Tvrdimo da za svaki W € 7,1 svaki a € W postoji B € Btakavdajeac BC W.
Nekaje W € T,1a € W. Tada je W otvoren skup u (X X Y, d) pa slijedi da postoji
r > 0 takav da je
K(a,r;d) C W. (2.3)

Imamo a = (x,y),x € X,y € Y. Prema (2.2)) i (2.3)) vrijedi
K(x,r;p) x K(y,r;q) € W.
Neka je B = K(x,r; p) X K(y,r;q). Tadajea € BC W, aocito je B € B.

Iz (1) 1 (2) 1 propozicije slijedi da je B baza topologije 7. Time je dokazana tvrdnja
teorema.
O

Korolar 2.5.5. Neka su (X,7) i (Y,S) topoloski prostori, te neka je (X X Y,R) njihov
produkt. Pretpostavimo da su (X, 7T), (Y, S) metrizabilni. Tada je i (X X Y, R) metrizabilan.

Dokaz. Bududi da su (X,7) i (¥, S) metrizabilni, postoje metrike p na X i ¢ na Y takve
daje7 =7,17 =8, Neka je d metrika na X X Y definirana kao u propoziciji m
Tada je prema teoremu (X x Y, 7T,) produkt topoloskih prostora (X,7,) 1 (¥,7,), to
jest produkt topoloskih prostora (X, 7) i (¥, S). Stoga je R = 7. Dakle topoloski prostor
(X x Y, R) je metrizabilan.

O

Primjer 2.5.6. Neka je &, euklidska topologija na R, te neka je &, euklidska topologija na
R2. Tada je (R?, E,) produkt topoloskih prostora (R, &) i (R, E,). DokaZimo to.
Neka je p euklidska metrika na R. Neka je d metrika na R* definirana sa

d((x1,y1), (x2,y2)) = max{p(x1, x2), p(y1,y2)}-

Prema teoremu (R%,T) je produkt topoloskih prostora (R, T,) i (R,T,), to jest pro-
dukt R, &) i (R, Ey).

Preostaje dokazati da je T, = &,.

Neka je dg euklidska metrika na R?. Tada je dg ekvivalentna u smislu Lipschitza metrici
d.. na R?. Iz definicije od d slijedi

d((x1,y1), (x2,¥2)) = max{|x; — x|, [y1 — y2l}

pajed = d.
Dakle, metrike d i dg su ekvivalentne u smislu Lipschitza, pa slijedi da je T4 = T, (korolar

. Zakljucvak: Td = 82.
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Propozicija 2.5.7. Neka su (X,7), (Y, S) topoloski prostori, te neka je B baza topologije
S. Pretpostavimo da je f : X — Y funkcija takva da je f~'(B) € T, za svaki B € B. Tada
je f neprekidna s obzirom na T, S.

Dokaz. Nekaje V € S. Zelimo dokazati da je f~!(V) € 7. Bududi da je B baza topologije
S postoji (By)een indeksirana familija elemenata od 8 tako daje V = U B,. Vrijedi:

a€cA

o= =@

a€cA a€A

Bududéi da je f~'(B,) € 7 zasvaki a € A, te da je 7 topologija, imamo da je U (B, e
a€A
T,pajei fY(V)eT.
Zakljucak: f je neprekidna s obzirom na 7, S.
]

Propozicija 2.5.8. Neka su (X,7),(Y,S) topoloski prostori, te neka je (X X Y,R) njihov
produkt. Neka su p : xXY — Xiqg: X XY — Y projekcije na prvu, odnosno drugu
koordinatu. Nadalje, neka je (Z, W) topoloski prostor, te f : Z — X X Y funkcija. Tada je
[ neprekidna s obzirom na ‘W, R ako i samo ako je p o f neprekidna s obzirom na W, T,
te q o f neprekidna s obzirom na ‘W, S.

Dokaz. Pretpostavimo da je f neprekidna. Za funkcije p i q znamo da su neprekidne (prema
propoziciji[2.5.2). Stogasui po f i go f neprekidne kao kompozicije neprekidnih funkcija.
Nekaje B={UXV | U € 7,V € S}. Znamo da je 8 baza topologije R. Da bismo dokazali
da je f neprekidna s obzirom na W, R dovoljno je dokazati, prema prethodnoj propoziciji,
daje

f1(B) € W zasvaki B € B.
Nekasu U € 71V € 8. Tada je:

AUXV)={zeZ| f(eUxV}=
={z€Z|p(f(2) e Uig(f(x) € V)=
={z€Z|(pof)m)elUinizeZ|(go f)z) €V} =
=(po HTW)N(go HHV)

Bududida su p o f1gq o f neprekidne funkcije vrijedi:
(po/)'(U)eWi(go f) (V) eW.

Prema tome i skup f~'(U x V) je, kao presjek ova dva skupa, element od “W. Time smo
dokazali da je f neprekidna.
O
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2.6 Nizovi u topoloSkom prostoru

Definicija 2.6.1. Neka je (X, T") topoloski prostor, neka je (x,) niz u X, te a € X. KaZemo
da niz (x,) teZi ili konvergira prema a u topoloskom prostoru (X, T) ako za svaki otvoreni
skup U u (X, T") takav da je a € U postoji ny € N takav da je x,, € U, za svaki n > ny.

Propozicija 2.6.2. Neka je (X, d) metricki prostor, (x,) nizu X, te a € X. Tada niz (x,)
teZi prema a u metrickom prostoru (X, d) ako i samo ako (x,) teZi prema a u topoloskom
prostoru (X, T ).

Dokaz. Ovo slijedi direktno iz propozicije [I.5.4]i prethodne definicije.
O

Definicija 2.6.3. Ako je (X, 7) topoloski prostor, (x,) nizu X te a € X, onda za a kaZemo
da je limes niza (x,) ako x, — a.

Primjer 2.6.4. Neka je X neprazan skup, neka je (x,,) bilo koji niz u X, te a bilo koji element
od X. Tada niz (x,) konvergira prema a u topoloskom prostoru (X, {2, X}).

Napomena 2.6.5. Iz ovog primjera zakljucujemo da limes niza u topoloskom prostoru ne
mora biti jedinstven.

Propozicija 2.6.6. Neka je (X,7) Hausdorffov topoloski prostor. Neka je (x,) niz u X, te
neka su a,b € X takvida x,, — ai x, — b. Tada je a = b.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, a # b. Buduci da je (X, 7)) Hausdorffov, postoje U,V € 7
takvidajeae U,be V,UNV = @.
Iz x, = a1a € U slijedi da postoji ny € N tako da x,, € U za svaki n > ny.
Iz x, = b1 b € V slijedi da postoji my € N tako da x,, € U za svaki n > my.
Neka je n = max{ng,mp}. Tadajen > noin > my, paje x, € Uix, € V. No ovo jeu
kontradikciji s time da je U NV = @. Dakle, a = b.

O

Definicija 2.6.7. Neka je (X, 7T ) topoloski prostor, neka je a € X, te neka je U € T takav
da je a € U. Tada za U kazemo da je okolina tocke a u topoloskom prostoru (X, 7).

Uocimo sljedece:
Ako je (X, T") topoloski prostor, (x,) niz u X te a € X, onda x, — a ako 1 samo ako za
svaku okolinu U tocke a postoji ny € N takav da je x,, € U za svaki n > n.
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Definicija 2.6.8. Neka je (X, T") topoloski prostor, (x,) nizu X te a € X. Za a kaZemo da je
gomiliste niza (x,) ako je niz (x,) beskonacan u svakoj okolini od a u (X, 7).

Propozicija 2.6.9. Neka je (X, d) metricki prostor, (x,) nizu X te a € X. Tada je a gomiliste
niza (x,) u metrickom prostoru (X, d) ako i samo ako je a gomiliste niza (x,) u topoloskom
prostoru (X, T ).

Dokaz. Slijedi direktno iz propozicije
O

Propozicija 2.6.10. Neka je (X, T") topoloski prostor, (x,) niz u X te a € X. Pretpostavimo
da x; — a. Tada je a gomiliste niza (x,).

Dokaz. Neka je U okolinaod au (X, 7). Zelimo pokazati da je niz (x,) beskonacan u U.
Znamo da x,, — a, pa postoji ny € N takav da je x,, € U za svaki n > ny. Ovo znaci da skup
{n e N | x, € U}sadrzi skup {n € N | n > ng}.

Zakljucak: niz (x,) je beskonacan u U. Time je dokazano da je a gomiliSte od (x;,).






Poglavlje 3

Kompaktnost 1 uniformna metrika

3.1 Uniformna metrika

Propozicija 3.1.1. Neka je (X, d) metricki prostor, te neka je S neprazan omeden skup u
(X, d). Tada je {d(x,y) | x,y € S} odozgo omeden skup u R.

Dokaz. Budu¢i da je S omeden postoje xo € X i ryg > 0 takvi daje S € K(xo,rp). Neka
sux,y € S. Tada je d(x,y) < d(xo,y) + d(x9, x) < ry + ro. Dakle, d(x,y) < 2ry za svaki
x,y € §. Time je dokazana tvrdnja propozicije.

O

Definicija 3.1.2. Neka je (X, d) metricki prostor, S skup te f : S — X. Za funkciju f
kaZemo da je omedena (s obzirom na metriku d) ako je slika funkcije (Im f) omeden skup
u metrickom prostoru (X, d).

Propozicija 3.1.3. Neka je (X, d) metricki prostor, te neka je S skup. Neka su f,g : S — X
funkcije omedene s obzirom na metriku d. Tada je skup {d(f(s),g(s)) | s € S} odozgo
omeden u R.

Dokaz. Prema propoziciji skup f(S) U g(S) je omeden u (X, d). 1z propozicije[3.1.1]
slijedi da je skup {d(x,y) | x,y € f(S)Ug(S)} odozgo omeden uR. No {d(f(s),g(s))|s€ S}
je podskup ovog skupa, pa je stoga i on odozgo omeden u R.

|

Propozicija 3.1.4. Neka je (X, d) metricki prostor, xo € X te r > 0. Tada je
diamK (xq, r) < 2r.
Dokaz. Neka su x,y € K(xy,r). Tada je
d(x,y) < d(x, xp) +d(y, xo) <2r.

49
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Dakle, d(x,y) < 2r za sve x,y € K(xo, r). Znamo da je diamK(x,, r) supremum skupa

{d(x,y) | x,y € K(xo,1)}.
Prema pokazanom, broj 2r je gornja meda ovog skupa, pa je stoga

diamK (xq, r) < 2r.

O

Definicija 3.1.5. Neka je (X, d) metricki prostor, te S neprazan skup. Oznacimo s B(S, (X, d))
skup svih funkcija sa S u X koje su omedene s obzirom na metriku d. Neka je p : B(S, (X, d))x
B(S, (X,d)) — R funkcija definirana sa

p(f,8) = supld(f(s),8(s)) | s € S}

Za p kazemo da je uniformna metrika na skupu B(S, (X, d)) odredena metrikom d.

Napomena 3.1.6. Funkcija p je zaista metrika na skupu B(S, (X, d)). DokaZimo to.

Dokaz. Nekasu f, g € B(S, (X,d)). Jasno je da je p(f, g) > 0. Nadalje, ako je f = g onda
je p(f, g) = sup{0} = 0. S druge strane, ako je p(f, g) = 0 to znaci da je 0 supremum skupa
{d(f(s),g(s)) | s € S} Stoga za svaki s € S vrijedi d(f(s), g(s)) < 0. Dakle za svaki s € §
vrijedi d(f(s), g(s)) = 0, to jest f(s) = g(s). Prema tome, f = g.

Ocito je p(f,g) = p(g, f) zasvaki f,g € B(S, (X,d)). Neka su f,g,h € B(S, (X,d)). Neka
je s € S. Tadaje

d(f(s),8(s)) < d(f(s), h(s)) + d(h(s),g(s)) < p(f,h) + p(h,g)

Dakle d(f(s), g(s)) < p(f,h) + p(h, g). Ovo znaci da je broj p(f,h) + p(h, g) gornja meda
skupa {d(f(s),g(s)) | s € §}. Tada je supremum toga skupa manji ili jednak od p(f, h) +
p(h, g). Dakle p(f, g) < p(f, h)+p(h, g). Ovim smo dokazali da je p metrika na B(S, (X, d)).

O

3.2 Kompaktni metricki prostori

Definicija 3.2.1. Neka je (X, d) metricki prostor. Za (X, d) kazemo da je kompaktan metricki prostor
ako svaki niz u (X, d) ima konvergentan podniz.
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Primjer 3.2.2. Neka je d euklidska metrika na R. Tada (R, d) nije kompaktan metricki
prostor. Naime, niz (x,) definiran sa x, = n nema konvergentan podniz.

Definicija 3.2.3. Za metricki prostor (X, d) kaZemo da je omeden ako je skup X omeden u
metrickom prostoru (X, d).

Definicija 3.2.4. Za metricki prostor (X,d) kaZemo da je potpuno omeden ako za svaki
e > 0 postojin e Nixy,...,x, € X takvi da je

X =K(x,e)U...UK(x,,¢&).

Propozicija 3.2.5. Neka je (X, d) potpuno omeden metricki prostor. Tada je (X, d) omeden.
Dokaz. Uzmimo & > 0 (na primjer € = 1). Tada postoje n € Ni xy, ..., x, € X takvi da je
X = K(x1,e) U ...UK(x,,¢8).

Jasno je da su skupovi K(xy, &), ..., K(x,, €) omedeni u (X, d), pa stoga korolar [I.6.4] povlaci
da je X omeden u (X, d). Dakle (X, d) je omeden metricki prostor.
|

Primjer 3.2.6. Neka je X beskonacan skup, te neka je d diskretna metrika na X. Tada je
(X, d) omeden metricki prostor jer za svaki x € X vrijedi K(x,2) = X.

Pretpostavimo da je (X, d) potpuno omeden. Tada za € = 3 postojin € Nixy,..,x, €X
takvi da je

X =K(x1,e) U...UK(x,,&).
No za svaki x € X vrijedi K(x,e) = {x}. Prema tome X = {x;} U ... U {x,}, fo jest

X = {x1,..., x,}. Ovo je u kontradikciji s Cinjenicom da je X beskonacan. Prema tome,
(X, d) nije potpuno omeden.

Teorem 3.2.7. Neka je (X, d) kompaktan metricki prostor. Tada je (X, d) potpuno omeden.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, to jest da (X, d) nije potpuno omeden. Tada postoji £ > 0
takav da ne postoje n € N i xy,...,x, € X takvida je X = K(x1,&) U ... U K(x,, €). Stoga
za svakin € Nisve xy,...,x, € X vrijedi K(x;,&) U ... U K(x,,&) & X. Odaberimo tocku
b € X. Definirajmo niz (x,) induktivno na sljede¢i nacin:
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1) )C]Zb

2) Pretpostavimo da je n € N te da smo definirali xy, ..., x,,. Tada postoji y € X takav da
yé U K(x;, €). Definiramo x,,,; = y.

1<i<n
Na ovaj nacin smo definirali niz (x,) koji ima svojstvo da x,,; ¢ K(x;,€), za svaki i €
{1,...,n}. Iz ovoga slijedi da za sve i, j € N,i < j vrijedi

d(xi, x;) > &. (3.1

Buduc¢i da je (X, d) kompaktan, niz (x,) ima konvergentan podniz.
Postoji strogo rastuc¢a funkcija a : N — N takva da je (x,,)) konvergentan. Stoga je taj niz
i Cauchyjev, pa postoji ny € N takav da za sve m,n > ny vrijedi

d(xa(n)’ xa(m)) <eé.

Odaberimo n i m takve da je np < n < m. Nekajei = a(n), j = a(m). Tadajei < j1
d(x;, x;) < €. No to je u kontradikciji s
Zakljucak: (X, d) je potpuno omeden.

3.3 Kompaktni topoloski prostori

Definicija 3.3.1. Neka je (X, T") topoloski prostor, te neka je U C T tako da je

Ju=x

UelU

Tada za ‘U kaZemo da je otvoreni pokrivac topoloskog prostora (X, 7).

Primjer 3.3.2. Neka je & euklidska topologija na R. Neka je U = {{(—n,n) | n € N}. Tada
Jje U otvoreni pokrivac od (R, E).

Definicija 3.3.3. Neka je (X,7) topoloski prostor. Za (X,T") kaZemo da je kompaktan
topoloski prostor ako se svaki otvoreni pokriva¢ od (X,T ) moZe reducirati na konacan
pokrivac, to jest ako za svaki otvoreni pokrivac U od (X, T") postojen e Ni Uy, ...,.U, € U
tako da je

X=UV..UU,.
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Primjer 3.3.4. Neka je (X,T) topoloski prostor, pri Cemu je T konacna familija (skup).
Tada je (X, T") kompaktan topoloski prostor.

Naime, ako je U otvoreni pokrivac¢ od (X, T ) onda je U C T, sto znaci da je U konacna
familija. Dakle U = {U,,...,U,}, gdje su n € Ni Uy,..,U, € T. Jasno je da je
U,V ..U U, =X, pa zakljucujemo da je (X, T") kompaktan.

Primjer 3.3.5. Neka je (X,T) topoloski prostor, pri cemu je X konacan skup. Tada je
(X, T) kompaktan.

Naime, c¢injenica da je X konacan povlaci da je T konacan, pa tvrdnja slijedi iz prethodnog
primjera.

Teorem 3.3.6. Neka je (X,7T) kompaktan topoloski prostor. Tada svaki niz u X ima go-
miliste u (X, 7).

Dokaz. Neka je (x,) niz u X. Pretpostavimo da (x,) nema gomiliste u (X, 7).
Neka je a € X proizvoljna tocka. Tada a nije gomiliSte niza (x,), pa postoji okolina U, od
a takva da niz (x,) nije beskonacan u U,. To znaci da postoji n, € N takav da x,, ¢ U, za
svaki m > n,.
Neka je

U={U,|acX}

Tada je U otvoreni pokrivac od (X, 7). Bududi da je (X,7 ) kompaktan postoje k € N i
ai,...,a; € X takvi da je
U,v..uU, =X

Neka je m = max{n,,, ...,n, }. Tada je
mz2ng,..,m2ng,
pa slijedi da
Xm & Uqps ooy Xy & Uy,

Stoga x,, ¢ U,, U ... U U,,, to jest x,, ¢ X. Kontradikcija.
Zakljucak: (x,) ima gomiliSte u (X, 7).
O

Definicija 3.3.7. Neka je (X,d) metricki prostor. Za U kaZemo da je otvoreni pokrivac
metrickog prostora (X, d) ako je svaki element od U otvoren u metrickom prostoru (X, d),

te ako je
Ju=x.
uel
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Uocimo da je U otvoreni pokriva¢ metrickog prostora (X, d) ako i samo ako je U otvo-
reni pokrivac topoloskog prostora (X, 7).

Korolar 3.3.8. Neka je (X, d) metricki prostor koji ima svojstvo da se svaki otvoreni po-
krivac¢ od (X, d) moZe reducirati na konacan pokrivac. Tada je (X, d) kompaktan metricki
prostor.

Dokaz. Neka je (x,) niz u X. Prema pretpostavci korolara topoloski prostor (X, 7,) je kom-
paktan. Prema teoremu [3.3.6| postoji a € X tako da je a gomiliSte od (x,,) u (X, 7). Tada je
a gomiliSte od (x,) 1 u metriCkom prostoru (X, d). Prema propoziciji postoji podniz
od (x,) koji konvergira prema a. Ovime smo pokazali da svaki niz u (X, d) ima konvergen-
tan podniz.
Zakljucak: (X, d) je kompaktan.

]

Definicija 3.3.9. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je U otvoren pokrivac od (X, d).
Neka je A € R,A > 0. Za A kaZemo da je Lebesgueov broj pokrivaca U ako za svaki
neprazan podskup A od X takav da je diamA < A postoji U € U tako da je A C U.

Primjer 3.3.10. Neka je d euklidska metrika na R te neka je U = {(—o0, 1), (0, co0)}. Tada
je U otvoreni pokrivac od (R, d) te je I njegov Lebesgueov broj. Dokazimo to.
Neka je A neprazan podskup od R tako da je diamA < 1. Imamo 2 slucaja:

1) Za svaki x € A vrijedi x < 1. Tada je ocito A C (—oo, 1).

2) Postoji a € A tako da je a > 1. Neka je x € A. Tvrdimo da je x > 0. Pretpostavimo
suprotno. Tada imamo:
x<0<l<a=>1<a-x

Noa—x=|a—x|, pajelx—al>1,tojestd(a,x)> 1. Noiza,x € A slijedi da je

d(a, x) < diamA < 1.

Kontradikcija. Dakle x > 0 za svaki x € A. To znaci da je A C 0, co).

U svakom slucaju postoji U € U takav da je A C U. Prema tome, 1 je Lebesgueov broj od
Uu.

Teorem 3.3.11. Neka je (X, d) kompaktan metricki prostor. Neka je U otvoreni pokrivac
od (X, d). Tada U ima Lebesgueov broj.
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada za svaki A > 0 vrijedi da A nije Lebesgueov broj od

1
U. Posebno, ako je n € N, onda — nije Lebesgueov broj od U, pa postoji neki neprazan
n

podskup A, od X takav da je diamA, < —, te takav da nije sadrZan ni u jednom ¢lanu od
n

Uu.

Za svaki n € N odaberemo x, € A,. Ovako smo dobili niz (x,) u X. Budu¢i da je (X, d)
kompaktan postoji a € X takav da je a gomiliSte niza (x,).

Buduci da je U otvoreni pokrivac od (X, d) postoji U € U takav da je a € U. 1z Cinjenice
da je U otvoren skup, slijedi da postoji r > 0 tako da je K(a,r) C U.

2
Neka je N € N takav da je N > —. Budu¢i da je a gomiliSte od (x,) postoji n € N takav da
r

jen>Niux, eK(a,%).
Iz n > N slijedi:

1
Sada iz diamA, < — slijedi diamA,, < % Tvrdimo da je A, € K(a,r).
n

Iz x, € K(a, %) slijedi da je d(x,, a) < % a iz diamA, < % slijedi da je d(x,, x) < % za
svaki x € A,,. Iz ovoga slijedi da je
r r
d(a, x) <d(a, x,) + d(x,, x) < 3 + 5= r.
Dakle, A, € K(a,r),a K(a,r) C U,pajeiA, C U. Kontradikcija.
m|

Teorem 3.3.12. Neka je (X, d) metricki prostor. Tada je (X, d) kompaktan ako i samo ako
se svaki otvoreni pokrivac od (X, d) moZe reducirati na konacan pokrivac.

Dokaz. Ako je (X, d) metricki prostor u kojem se svaki otvoreni pokriva¢ moze reducirati
na konacan pokriva¢ onda je (X, d) kompaktan prema korolaru [3.3.8

Pretpostavimo da je (X, d) kompaktan metricki prostor. Neka je U otvoreni pokriva¢ od
(X, d). Zelimo dokazati da se U moZe reducirati na kona¢an pokrivag.

Prena prethodnom teoremu U ima Lebesgueov broj, to jest postoji 4 > 0 tako da je A
Lebesgueov broj za U. Prema teoremu [3.2.7] metricki prostor (X,d) je potpuno omeden.
Stoga postojin € N1 xy, ..., x, € X takvi da je

X = O K(x;, g).
i=1
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Neka jei € {1, ..., n}. Prema propoziciji vrijedi
A, 22
diamK(x,-, g) < ? < A

A
Stoga postoji U; € U tako da je K(x;, §) C U;. Slijedi:

n n

X:OK(xi,g)QUUi:X:UUi.
i=1

i=1 i=1

Time je tvrdnja teorema dokazana.
O

Korolar 3.3.13. Neka je (X, d) metricki prostor. Tada je (X, d) kompaktan metricki prostor
ako i samo ako je (X, T ;) kompaktan topoloski prostor.
O

3.4 Uniformna konvergencija

Definicija 3.4.1. Neka je (X,7T") topoloski prostor, te neka je F C X. Za F kaZemo da je
zatvoren skup u (X, T) ako je X \ F otvoren, to jest ako je X \ F € T .

Propozicija 3.4.2. Neka je (X,T) topoloski prostor, te neka je F zatvoren skup u (X, 7).
Pretpostavimo da je (x,) nizu F, te a € X tako da vrijedi x, — a. Tada je a € F.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, a ¢ F. Tadajea € X \ F. Dakle X \ F je okolina od a, pa
postoji ny € N tako da je
x, € X\ F, za svaki n > ny.

Ovo je u kontradikciji s ¢injenicom da je (x,) niz u F. Prema tome, a € F.
O

Korolar 3.4.3. Neka je (X, d) metricki prostor, te neka je F zatvoren skup u (X,d). Pret-
postavimo da je (x,) nizu F, te a € X, tako da vrijedi x,, — a. Tada je a € F.

Dokaz. 1z x,, — au (X,d) slijedi da x, — au (X, 7,). Nadalje, iz Cinjenice da je F zatvoren
u (X, d) slijedi da je X \ F otvoren u (X, d), pa je otvoren i u (X, T,;). Stoga je F zatvoren u
(X, T4). 1z prethodne propozicije slijedi da je a € F.

O
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Propozicija 3.4.4. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je F C X. Pretpostavimo da
vrijedi sljedece: Kad god je (x,) nizu Ftea € Xix, — a, onda je a € F. Tada je F
zatvoren.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada F nije zatvoren, pa X \ F nije otvoren. Tada postoji
a € X \ F za koji ne mozemo naéi r > 0 tako da je K(a,r) C X \ F.
Stoga za svaki r > 0 vrijedi K(a,r) N F + @.

1 1
Posebno za svaki n € N vrijedi K(a, —) N F # @ pa postoji x,, € F tako da je x, € K(a, —).

n n
Tada je

1
d(x,,a) < —
n

za svakin € N, pa iz leme[1.5.7]slijedi da x, — a. No (x,) je niz u F pa prema pretpostavci
teorema vrijedi a € F. Kontradikcija. Prema tome F je zatvoren.
i

Primjer 3.4.5. Nekaje S = [0, 1], te neka je d euklidska metrika na R. Neka je p uniformna
metrika na skupu B(S, (R, d)) odredena metrikom d. Neka su f,g : [0,1] — R funkcije
definirane sa

f(x)=xig(x) =0, za svaki x € [0, 1].
Tada je f(S) =[0,1]i g(S) = {0}. Ocito suf(S)i g(S) omedeni skupovi u (R, d). Dakle,
fi g su omedene funkcije s obzirom na metriku d. Prema tome, f,g € B(S, (R, d)). Imamo:

p(f.8) = supld(f(x), g(x)) | x € [0, 1]} =

= sup{lf(x) — gl | x € [0,1]} =
= sup{lx -0l | x € [0,1]} =
= sup{x | x € [0,1]} =
= sup[0,1] = 1

Dakle p(f,g)=1.
Nadalje, neka je h : [0,1] —» R, h(x) = 1, za svaki x € [0,1]. Ocito je h € B(S, (R, d)).
Imamo:

p(g, h) = sup{lg(x) — h(x)| | x € [0, 1]} = sup{l} =1
Nadalje,

p(h, f) = sup{la(x) = f(0)l | x € [0, 1]} = sup{lx = 1] | x € [0, 1]} = sup[0, 1] = 1



58 POGLAVLIJE 3. KOMPAKTNOST I UNIFORMNA METRIKA

0, x € [0, 1),

L x=1 Tada je k([0,1]) = {0, 1}, pa slijedi

Neka je k : [0,1] —» R,k(x) = {
k € B([0, 1], (R, d)). Imamo:

p(k, g) = sup{lk(x) — g(0)[ | x € [0, 1]} = sup{0, 1} = 1
p(k, h) = sup{lk(x) — h(x)| | x € [0, 1]} = sup{0, 1} =1
p(k, f) = sup{lk(x) = f(0)] | x € [0, 1]} = sup({{0 — x| [ x € [0, 1)} U {0}) = sup[0, 1) =1

Neka je X neprazan skup te (Y, d) metricki prostor. Neka je (f,).en niz u B(X, (Y, d)) te
neka je g € B(X, (Y, d)) tako da f,, — g u metrickom prostoru (B(X, (Y, d)), p), pri Cemu je p
uniformna metrika na B(X, (Y, d)). Tada kaZemo da niz funkcija ( f,,) uniformno konvergira
funkciji g (s obzirom na metriku d).

Propozicija 3.4.6. Neka je X neprazan skup te (Y,d) metricki prostor. Neka je (f,)nen niz
u B(X, (Y, d)), te neka je g € B(X, (Y,d)). Tada niz (f,) uniformno konvergira prema g ako i
samo ako za svaki € > 0 postoji ny € N tako da je

d(g(x), f(x)) < € za svakin > ny i za svaki x € X. (3.2)

Dokaz. Neka je p uniformna metrika na B(X, (¥,d)). Pretpostavimo da (f,) uniformno
konvergira prema g. To znaci da f, — g u metrickom prostoru (B(X, (Y,d)), p).Neka je
g > (. Tada postoji ny € N takav da je p(g, f,) < € za svaki n > ny.

Neka je n > ny. Bududi da je p(g, f,,) = sup{d(g(x), f,(x)) | x € X}, za svaki x € X vrijedi

d(8(x), fa(x)) < p(8, fn) < &, to jest d(g(x), fu(x)) < &.

Obratno, pretpostavimo da za svaki € > 0 postoji ny € N tako da vrijedi (3.2). DokaZimo
da f, — g u metrickom prostoru (B(X, (Y, d)), p). Neka je € > 0. Tada postoji ny € N tako
da je
g
d(g(x), fu(2)) < 5.
>

za svaki n > np i1 za svaki x € X. Neka je n no. Tada je ; gornja meda skupa

{d(g(x), f,(x))|x € X}, pa je supremum tog skupa manji ili jednak ;

Dakle p(g, f,) < g, pa je p(g, f,) < €. Time je dokazano da (f,) uniformno konvergira
prema g.
]
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Definicija 3.4.7. Neka je X neprazan skup te (Y, d) metricki prostor. Neka je (f,)nen niZ u
B(X, (Y,d)), te neka je g € B(X, (Y,d)). KaZemo da niz (f,) teZi prema g po tockama ako za
svaki x € X vrijedi da

Ja(x) = g(x)

u metrickom prostoru (Y, d).

Uocimo da, uz oznake iz prethodne propozicije, vrijedi sljedece:
Ako (f,) konvergira uniformno prema g, onda ( f,,) konvergira prema g po to¢kama. Naime,
neka je xo € X. Neka je € > 0. Tada prema propoziciji [3.4.6| postoji ny € N takav da je

d(g(x), fn(x)) < &, za svaki n > ng i za svaki x iz X.

Posebno, d(g(xy), f.(x0)) < € za svaki n > ny. Dakle, f,(xo) — g(xo).

Primjer 3.4.8. Za n € N neka je f, : [0, 1] — R funkcija definirana sa
Ja(x) = X",
Nadalje, neka je g : [0, 1] — R definirana sa

_ | 0, akoje x €[0,1),
8(x) = { 1, ako je x = 1.

Ocito je f, € B([0,1],R) za svaki n € N, te takoder g € B([0, 1],R). Tvrdimo da (f,)
konvergira prema g po tockama.
Neka je x € [0,1]. Ako je x = 0ili x = 1 onda ocito f,(x) — g(x).
S druge strane, ako je x € {0, 1), onda prema primjeru vrijedi da x" — 0, to jest
Jfu(x) = g(x). Dakle (f,) teZi prema g po tockama.

Teorem 3.4.9. Neka su (x,), (y,) nizovi realnih brojeva, te neka su a,b € R takvi da x, — a
i y, = b. Tada vrijede sljedece tvrdnje:

1) |x,| — lal
2) —x, > —a
3) x,+y, > a+b

4) x,-y, > a-b
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1
5) Ako je x, # 0 za svakin € N, te a # 0 onda — — —
a
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1

Xn
Dokaz. 1) Uocimo prije svega da za sve «, B € R vrijedi
laf = 18] < la = B.

2)

3)

4)

Naime imamo

lal =la - B+ Bl < la-pl+IBl,
pa slijedi || — |8] < | — B]. Zamjenom mjesta & 1 8 dobivamo || — |o| < | — ). 1z
ovoga slijedi

llal = 18Il < |l - B (3.3)

Neka je € > 0. Tada postoji ny € N takav da je |x, — a| < & za svaki n > ny. Iz (3.3)
slijedi da je
l|x,| — |al| £ €, za svaki n > ny.

Time je tvrdnja (1) dokazana.
Za svaki n € N vrijedi [(—x,) — (—a)| = |x, — al, pa tvrdnja slijedi kao pod (1).

Neka je € > 0. Tada postoji ny € N tako da je |x, — a| < g za svaki n > ny. Nadalje,

postoji my € N tako da je [y,, — b| < g za svaki m > my. Neka je n > max{ng, my}.

Tada je n > ng i n > my pa dobivamo:

£
(X +yn) =@+ D) =6 = @) + G = D) < w —al + yu = bl < 5+ 2 =&

e
2
Dakle, |(x, + y,) — (a + b)| < € za sve n > max{ngy, my}. Prema tome x, +y, — a + b.

Prema (1) niz (|x,|) je konvergentan. Prema propoziciji i[3.2.5 niz (|x,|) je
omeden u R, pa postoji M > 0 takav da je |x,| < M, za svaki n € N.

Neka je K = max{M, |b|}. Tada je ocito K > 0.
Neka je € > 0. Tada postoje ngy, my € N takvi da je |x, — a| < %{ za svaki n > ng, i

[y, — b| < iZa svakin > my.
Neka je n > max{ngy, mp}. Tada je n > my i n > ny pa vrijedi:
|xn'yn_a'b|zlxn'yn_xn'b'i'xn'b_a'bl:
=X n = b) + (X, — @) - bl < |, |y = D)+ |(x, — @) - D] <
<K lyy—bl+K-|x—a <K —+K -2 =¢

2K 2K
Dakle |x, - y, — a - b| < & za svaki n > max{ng, my}. Time je tvrdnja (4) dokazana.
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5) Prema (1) vrijedi |x,| — |a|. Stoga za & = % > () postoji ny € N takav da je za svaki

n = ny
Ix,| € {lal — &, lal + &).
- lal _ lal . .1 |al .
Slijedi |x,| > |a| — € = |a| — — = —, za svaki n > ny. stoga je < — za svaki
22 X, 2
n = ny.

1 2
Neka je M = max{—,..., ,—}. Tadaje M > 01
|1 1Xn| " la Xn

za svaki n € N vrijedi:

< M zasvakin € N, pa

1 1 |x, — al 1 M
——=I= =l —al - — <y, —al = (3.4)
Xpooa x| -lal x| lal lal

Neka je € > 0. Tada postoji m € N takav da za svaki n > my vrijedi

glal
|x, —a|l < —.
M
Tada za svaki n > mg prema (3.4) vrijedi
1 1 M &-la M
I— - —I<bn-d < ==
X, a lal M |a]

1 1
Dakle, | — — —| < &. Time je tvrdnja dokazana.
a

n

O

Definicija 3.4.10. Neka je X skup te f,g : X — R funkcije. Tada definiramo funkcije
lfl,-f.f+8f-g:X—>Rsa:
If1(x) = 1f (0l

(=Nx) = -f(x)
(f +9x) = f(x) + g(x)
(f -9 = f(x) - g(x)

1
za svaki x € X. Ako je f(x) # 0 za svaki x € X onda definiramo i funkciju ? : X > Rsa

1
(=)(x) = ——, za svaki x € X.

f J)
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Teorem 3.4.11. Neka je (X, d) metricki prostor, te neka je xy € X. Pretpostavimo da su
f,g : X — R funkcije neprekidne u tocki xy (s obzirom na metrike d i dg, pri Cemu je
dg euklidska metrika na R). Tada su i funkcije |f|,—f, f + g, f - g neprekidne u tocki x.

Nadalje, ako je f(x) # 0 za svaki x € X, onda je i F neprekidna u tocki x.

Dokaz. Neka je (x,) niz u X takav da je x, — xo. Iz teorema[I.5.6|slijedi da f(x,) — f(x0)
te takoder da g(x,) — g(xo). Prema teoremu [3.4.9 vrijedi da

f(xn) + g(xn) - f(X()) + g(XO)a

to jest (f + &)(xx) = (f + &)(xo)

Dakle kad god je (x,) niz u X takav da x, — xo onda (f + g)(x,) — (f + g)(xp). Prema
teoremu [I.5.8| funkcija f + g je neprekidna u xy. Analogno dokazujemo i ostale tvrdnje iz
teorema.

O

Korolar 3.4.12. Neka je (X, d) metricki prostor, te neka su f,g : X — R neprekidne funk-
cije. Tada su i funkcije |f|,—f, f + g, f - g neprekidne. Nadalje, ako je f(x) # 0 za svaki

x € X, onda je i ? neprekidna funkcija.

Primjer 3.4.13. Neka je f : R — R funkcija definirana sa f(x) = x> — 5x + 2. Tada je f
neprekidna funkcija i do tog zakljucka dolazimo koristeci prethodni korolar i to na sljedeci
nacin:

Neka su u,v,w : R — R funkcije definirane sa:

u(x) =x
v(x) = =5
w(x) =2

Funkcije u,v,w su ocito neprekidne, a vrijedi f = (u-u+ v -u) + w, pa iz korolara slijedi
da je f neprekidna.

Definicija 3.4.14. Neka je n € N, te neka su ay,...,a, € R. Neka je f : R — R funkcija
definirana sa
f)=ax"+---+ax+ay

za svaki x € R. Tada za funkciju f kaZemo da je polinom.
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Primjer 3.4.15. Za n € N neka je f, : R — R funkcija definirana sa f,(x) = x". Tada je f,
neprekidna funkcija za svaki n € N i to dokazujemo indukcijom po n.

Za n = 1 tvrdnja je jasna ( f, je identiteta).

Pretpostavimo da je f, neprekidna za neki n € N.

Tada iz fy1 = fu - fi i korolara[3.4.12]slijedi da je f,.\ neprekidna funkcija. Nadalje, ako
sun € NiaeR, onda je funkcija g : R — R, g(x) = a- x" takoder neprekidna kao produkt
neprekidnih funkcija.

Uocimo i sljedece: ako je n € N te ako su hy, ..., h, : R — R neprekidne funkcije, onda je
funkcija g : R — R definirana sa g(x) = hyo(x) + - - - + h,(x) neprekidna za svaki x € R. Ovo
lako slijedi iz prethodnog korolara i indukcijom po n. Sada imamo i sljedeci zakljucak:
Svaki polinom je neprekidna funkcija.

Propozicija 3.4.16. Neka su (X, d) i (Z, q) metricki prostori te neka je f : X — Z funkcija.
Neka je (Y, p) potprostor od (X, d) te neka je yy € Y tocka takva da je funkcija f neprekidna
uyo s obzirom na metrike d, q. Tada je f|, : Y — Z funkcija neprekidna u y, s obzirom na
metrike p, q.

Dokaz. Neka je € > 0. Tada postoji 6 > 0 takav da za svaki x € X takav da je d(x,yy) <o

vrijedi g(f(x), f(yo)) < &.
Tada ocito za svaki x € Y takav da je p(x,yy) < ¢ vrijedi g(f(x), f(9)) < &, to jest

g(fly(x), fly(»o)) < &.

Zakljucak: f], je neprekidna u yj.
|

Korolar 3.4.17. Neka su (X, d) i (Z,q) metricki prostori te neka je f : X — Z neprekidna
funkcija s obzirom na d, q. Neka je (Y, p) potprostor od (X, d). Tada je f|, : Y — Z funkcija
neprekidna s obzirom na metrike p, q.

Neka su (X, p) i1 (Y, d) metricki prostori. Neka je BC((X, p), (¥, d)) skup svih funkcija
f : X — Y koje su neprekidne s obzirom na metrike p i d, te koje su omedene (s obzirom
na metriku d). Uo¢imo da je BC((X, p), (Y,d)) € B(X, (Y,d)).

Primjer 3.4.18. Neka je p euklidska metrika na [0, 1], te d euklidska metrika na R. Neka
je za n € N funkcija f, : [0,1] — R definirana sa f,(x) = x". Prema primjeru [3.4.15i
korolaru[3.4.17funkcija f, je neprekidna (s obzirom na metrike p,d) za svaki n € N. Jasno
Jje da su funkcije f,,n € N omedene (primjer[3.4.8).
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Stoga je f, € BC(([0, 1], p), (R, d)) za svaki n € N. Prema primjeru[3.4.8niz f, konvergira
po tockama prema funkciji g € B([0, 1], (R, d)) koja je definirana na sljedeci nacin:

0, ako je x € [0, 1),
8(x) = { 1, ako je x = 1.
No g ¢ BC(([0, 1], p), (R, d)), to jest g nije neprekidna funkcija. Zasto?
Tvrdimo da g nije neprekidna u tocki 1. Pretpostavimo suprotno. Tada za € = % postoji
0 > 0 tako da za svaki x € [0, 1] takav da je |x — 1| < 6 vrijedi |g(x) — 1| < &.
MoZemo pretpostaviti da je 6 < 1. Neka je x = 1 — > Tada je 0 < x < 1 pa je x € [0, 1].

Imamo: 5 5
-1=1-=-1]=|-=| <.
lx = 1] = | > = 2|
. 1 . g . 1
Stoga je |g(x) — 1| < € = X No x < 1 povlaci da je g(x) = 0, pa slijedi |0 — 1| < X
Kontradikcija.

Teorem 3.4.19. Neka su (X, p), (Y, d) metricki prostori, neka je (f,,),en nizu BC((X, p), (Y, d))
te neka je g € B(X, (Y, d)) tako da niz (f,) uniformno konvergira prema g (s obzirom na me-
triku d). Tada je g € BC((X, p), (Y,d)).

Dokaz. Treba dokazati da je g neprekidna funkcija. Neka je xo € X. Neka je € > 0. Neka
je d uniformna metrika na B(X, (Y, d)). Tada postoji ny € N takav da je d..(f,, &) < g za

svaki n > ny.
Odaberimo neki n > n( (na primjer n = ny).
Vrijedi da je do(f;, &) < g paje d(f.(x), g(x)) < g za svaki x € X. Prema pretpostavci f;, je

neprekidna funkcija pa postoji 6 > 0 takav da za svaki x € X vrijedi sljedeca implikacija:

px.30) < 6 = d(f,(0, fu(xo)) < =
Za svaki x € X takav da je p(x, x;) < 6 imamo:
d(g(x), §(x0)) < d(g(x), £,(x)) + d(f(x), g(x0)) <
< d(g(x), f,(0) + d(f, (0. fu(x0)) + d(fy(x0), g(x0)) <

e, € & _
=3 + 3 + 3= e

Dakle d(g(x), g(xp)) < € za svaki x € X takav da je p(x, xo) < 6. Prema tome, g je nepre-

kidna u x.

O
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Primjer 3.4.20. Neka su f, i g funkcije definirane kao u primjeru|3.4.18, Znamo da je
fn € BC(([0, 11, p), (R, d)), da je g € B([0, 1], (R, d)), te da niz (f,) teZi po toc¢kama prema
g

No (f,) ne teZi uniformno prema g. Naime, kada bi (F,) teZio uniformno prema g onda bi,
prema teoremu |3.4.19, vrijedilo da je g € BC(([0, 1], p), (R, d)), to jest da je g neprekidna

funkcija, a znamo da g nije neprekidna (primjer|3.4.18)).

Propozicija 3.4.21. Neka su (X, p), (Y, d) metricki prostori, te neka je d., uniformna me-
trika na B(X, (Y,d)). Tada je BC((X, p), (Y,d)) zatvoren skup u metrickom prostoru
(B(X, (Y. d)), dw).

Dokaz. Dovoljno je, prema propoziciji dokazati sljedece:
Ako je (f,) nizu BC((X, p), (Y,d)) te g € B(X, (Y,d)), te ako f, — g u metricCkom prostoru
(B(X, (Y,d)), d), onda je g € BC((X, p), (Y, d)).
No ovo vrijedi prema teoremu [3.4.19] Time je propozicija dokazana.
O

Napomena 3.4.22. Ako su (X,d) i (Y, p) metricki prostori tako da je (Y, p) potprostor od
(X,d), te ako je (x,) nizu Y ia €Y, onda x, — a u metrickom prostoru (Y, p) ako i samo
ako x, — a u metrickom prostoru (X, d).

3.5 Kompaktni skupovi u metrickom prostoru

Definicija 3.5.1. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je K C X,K # @. Za skup K
kaZemo da je kompaktan u metrickom prostoru (X, d) ako je metricki prostor (K, p) kom-
paktan, pri cemu je p metrika na K takva da je (K, p) potprostor od (X, d), to jest

D = d|kxk-

Propozicija 3.5.2. Neka je (X,d) metricki prostor, te neka je K C X,K # @. Tada je K
kompaktan skup u (X, d) ako i samo ako svaki niz u K ima podniz koji u metrickom prostoru
(X, d) konvergira nekoj tocki a € K.

Dokaz. Neka je p = d|gxk.
Pretpostavimo da je K kompaktan u (X, d). Neka je (x,) niz u K. Budu¢i da je K kompaktan
u (X, d), metricki prostor (K, p) je kompaktan, pa postoji (y,) podniz od (x,) tako da je (y,)
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konvergentan u metrickom prostoru (K, p). To znaci da postoji a € K takavday, — au
(K, p), pavrijediiy, — au (X, d).
Obratno, pretpostavimo da svaki niz (x,) u K ima konvergentan podniz koji u (X, d) ko-
nvergira nekoj tocki iz K.
Neka je (x,) nizu K. Tada postoje podniz (y,) od (x,) 1a € K takvida y, — a u metrickom
prostoru (X, d). No tada vrijedi i da y, — a u metrickom prostoru (K, p).
Dakle svaki niz u K ima podniz koji je konvergentan u (K, p). Prema tome, (X, p) je kom-
paktan metricki prostor, to jest K je kompaktan skup u (X, d) i time je tvrdnja dokazana.

]

Uoc¢imo:
Metricki prostor (X, d) je kompaktan ako i samo ako je X kompaktan skup u (X, d).

Propozicija 3.5.3. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je K kompaktan skup u (X, d).
Tada je K zatvoren u (X, d).

Dokaz. Pretpostavimo da je (x,) niz u K, te da je a € X to¢ka takva da x, — a. Zelimo
dokazati da je a € K. Ako to dokazemo iz propozicije ¢e slijediti da je K zatvoren
skup.
Bududi da je K kompaktan, prema propoziciji postoje (v,) podniz od (x,), te b € K
takvi day, — b. Iz propozicije [I.7.13]slijedi y, — a. Bududi da je limes niza u metrickom
prostoru jedinstven imamo a = b. Prema tome, a € K i time smo dokazali da je K zatvoren
skup.

O

Propozicija 3.5.4. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je K kompaktan skup u (X, d).
Tada je K omeden u (X, d).

Dokaz. Neka je p = d|gxx. Imamo da je (K, p) kompaktan metricki prostor. Iz teorema
i propozicije slijedi da je (K, p) omeden metricki prostor. To znaci da postoje
xo € Kir > 0takvidaje

K = K(xo,1; p).

No ocito je K(x,,r; p) € K(xo,7;d) pa je
K C K(Xo, r, d)

Prema tome, K je omeden u (X, d).
O

Korolar 3.5.5. Ako je (X,d) metricki prostor, te K kompaktan skup u (X, d), onda je K
zatvoren i omeden.
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Primjer 3.5.6. Neka je X beskonacan skup te neka je d diskretna metrika na X. Odaberimo
X0 € X. Tada je K(xy,2) = X. Dakle X je omeden skup u (X, d). Ocito je X zatvoren skup u
(X,d). No X nije kompaktan skup u (X, d), to jest (X, d) nije kompaktan metricki prostor.

Naime, kada bi (X,d) bio kompaktan onda bi bio i potpuno omeden, a prema primjeru

(X, d) nije potpuno omeden.

Teorem 3.5.7. Neka je n € N, te neka je K neprazan, zatvoren i omeden skup u (R",d),
gdje je d euklidska metrika na R". Tada je K kompaktan u (R", d).

Dokaz. Neka je (x,) nizu K. Tada je (x,) omeden nizu (R",d) jerje {x, |n e N} C K,a K
je omeden u (R", d).
Iz teorema|[1.7.22]slijedi da postoji podniz (y,) od (x,) koji je konvergentan u (R", d). Dakle
postoji a € R” takav da y, — a. No (y,) je niz u K, pa budu¢i da je K zatvoren imamo
a € K (korolar(3.4.3)).
Dakle svaki niz u K ima podniz koji konvergira nekoj tocki iz K. Prema tome, K je kom-
paktan skup u (R”, d).

O

Propozicija 3.5.8. Neka su (X, p) i (Y, q) metricki prostori te neka je f : X — Y funkcija
neprekidna s obzirom na metrike p i q. Neka je K kompaktan skup u (X, p). Tada je f(K)
kompaktan skup u (Y, q).

Dokaz. Neka je (y,) nizu f(K). Za svaki n € N vrijedi y, € f(K) pa postoji x, € K takav
dajey, = f(x,). Naovaj naCin smo dobili niz (x,) u K, a budu¢i da je K kompaktan postoji
strogo rastuca funkcijaa : N — N te xy € K takav da x,, — xo.
Iz injenice da je f neprekidna slijedi da f(x,,) — f(xo), to jesty, — f(xo).
Uocimo da je f(xp) € f(K) te da je (y,,) podniz od (y,). Time smo dokazali da je f(K)
kompaktan.

O

Korolar 3.5.9. Neka su (X, p) i (Y,q) metricki prostori te neka je f : X — Y funkcija
neprekidna s obzirom na metrike p i q. Pretpostavimo da je (X, p) kompaktan metricki
prostor. Tada je f omedena funkcija.

Dokaz. Budu¢i da je (X, p) kompaktan, X je kompaktan skup u metrickom prostoru (X, p).
Iz prethodne propozicije slijedi da je onda f(X) kompaktan u metrickom prostoru (Y, g).
Slijedi da je f(X) omeden skup u (Y, g). Prema tome, f je omedena funkcija.

O

Definicija 3.5.10. Neka su (X, p) i (Y, q) metricki prostori. Oznacimo sa C((X, p), (Y, q))
skup svih funkcija X — Y koje su neprekidne s obzirom na metrike p i q. Iz prethodnog
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korolara slijedi da je C((X, p), (Y, q)) = BC((X, p), (Y, q)) ako je (X, p) kompaktan.

Propozicija 3.5.11. Neka je K neprazan kompaktan podskup od R. Tada K ima minimum
i maksimum.

Dokaz. Buduci da je K kompaktan imamo da je K omeden u R pa postoji a € R takav da
jea=supK. Tvrdimo dajea € K.

Pretpostavimo suprotno. Tada a ¢ K pa je a € K°. Budu¢i da je K zatvoren (jer je
kompaktan) imamo da je K otvoren pa postoji r > 0 takav da je

K(a,r;d) C K¢,

gdje je d euklidska metrika na R. Dakle (a — r,a + r) C K°. Budu¢i da je a = sup K postoji
x € K takav da je a — r < x. Imamo

a—-r<x<a<a+r

paje x € {(a — r,a + r) iz Cega slijedi da je x € K. Kontradikcija.
Dakle a € K pa je a maksimum od K.
Analogno dobivamo da K ima minimum.
]

Teorem 3.5.12. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je f : X — R neprekidna funkcija.
Neka je K kompaktan skup u (X,d). Tada f poprima minimum i maksimum na K, to jest
postoje a, b € K takvi da je f(a) < f(x) < f(b) za svaki x € K.

Dokaz. 1z propozicije [3.5.8] slijedi da je f(K) kompaktan skup u R. Stoga iz propozicije
[3.5.11]slijedi da f(K) ima minimum i maksimum. Neka je m = min f(K) i M = max f(K).
Izm e f(K)1 M € f(K) slijedi da postoje a,b € K takvidajem = f(a)1 M = f(b).
Tada ocito vrijedi da je f(a) < f(x) < f(b) za svaki x € K.

O

Korolar 3.5.13. Neka su a,b € R,a < b te neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija.
Tada f poprima minimum i maksimum na [a, b].

Dokaz. Neka je p euklidska metrika na [a, b] te neka je d euklidska metrika na R. Znamo
da je [a, b] kompaktan skup (jer je omeden i zatvoren). To povlaci da je ([a, b], p) kompak-
tan metricki prostor.
Neka je K = [a, b]. Imamo da je K kompaktan u ([a, b], p), a f je neprekidna s obzirom
na p id. Iz prethodnog teorema slijedi da f poprima minimum i maksimum na K. Time je
tvrdnja korolara dokazana.

m]
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Propozicija 3.5.14. Neka je (X,d) kompaktan metricki prostor te neka je p uniformna
metrika na BC((X,d), (R, dg)), pri emu je di euklidska metrika na R. Neka su
f,g € BC((X,d), (R,dg)). Tada postoji x, € X takav da je

p(f,8) = 1f(xo0) — g(xo)l.

Dokaz. Definirajmo funkciju i : X — R sa h(x) = |f(x) — g(x)| za svaki x € X. Funkcija
h je neprekidna jer je kompozicija funkcija f + (—g) : X — R i funkcije R — R, x — |x].
Iz teorema [3.5.12] slijedi da /& poprima maksimum na X, to jest postoji xo € X takav da je
h(x) < h(xp) za svaki x € X.

Ovo znaci da je

1) = ()| < 1f(x0) = g(xo)l (3.5)

za svaki x € X. Znamo da je p(f, g) = sup{|f(x) — gx)| | x € X}. Iz (3.5) slijedi da je
o(f58) = 1f(x0) — g(xo0)l-

O
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Sazetak

U prvom poglavlju se definiraju metrika i metricki prostori. Prou¢avaju se otvoreni, za-
tvoreni i omedeni skupovi u metrickom prostoru. Specijalno se promatraju neprekidne
funkcije u metrickom prostoru te povezanost neprekidnih funkcija i konvergencije.

U drugom poglavlju se upoznajemo sa osnovnim pojmovima iz topologije. Definira se
topoloski prostor, potprostor topoloSkog prostora i baza topologije. I ovdje se najvise
proucavaju neprekidne funkcije.

Trece poglavlje je posveceno kompaktnosti i uniformnoj metrici. Definira se uniformna
metrika te kompaktni metricki 1 topoloski prostor. Osobito se proucava uniformna ko-
nvergencija. Ovo poglavlje ujedno prikazuje povezanost metric¢kih i pripadnih topoloSkih
prostora.






Summary

The first chapter defines the metric and metric spaces. Open, closed and bounded sets in
a metric space are studied here. Continuous functions in a metric space and convergent
sequences in a metric space are especially observed.

The second chapter is an introduction to the basic concepts of topology. We define the
topological space, subspace of an topological space and the base of topology. Even here
are continuous function and convergent sequences specially observed.

The third chapter is devoted to compactness and uniform metrics. We define the uniform
metric and compact metric and topological spaces. Special emphasis is on the study of uni-
form convergence. This section also shows the connection between metric and associated
topological spaces.
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