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Uvod

wDjeca uce igrajuci se. Jos vaznije, igranjem djeca uce kako uciti.”

O. Fred Donaldson

Matematika se kao Skolski predmet Cesto svrstava u skupinu predmeta koji uenicima nisu
najdrazi. Tome je najceSce tako jer ucenici nisu dovoljno motivirani i zainteresirani za
istrazivanje matematike. Ucenici nisu svjesni da je matematika svuda oko nas, pa ¢ak i u
onome $to im je blisko i drago a to je igra. Prema definiciji, igra je aktivnost koja sluzi za
razonodu ili zabavu, a njezina bit je postici cilj pridrzavajuci se pravila. Ako sve navedeno
uzmemo u obzir, zaSto matematiku u¢enicima ne bi u€inili zanimljivijom upravo kroz igru?

Jedna od dobro poznatih igara su slagalice ili puzzle, a najpoznatija matematicka slagalica
je tangram. Tangram u nastavi moZemo ucenicima predstaviti ve¢ od najniZih razreda.
Slaganjem raznih likova i predmeta, te proucavanjem dijelova tangrama ucenici ¢e razviti
pozitivan odnos prema matematici te apstraktno i prostorno misljenje.

Matematicke slagalice su igre koje koje u ucenicima pobuduju znatizelju i koje nece ispus-
titi iz ruke dok ne sloZe odredenu figuru, a pritom ¢e nauciti mnogo toga. A to i je bit igre,
jer igra je i ucenje.

Diplomski rad podijeljen je u dva dijela. U prvom su opisane matematicke slagalice tan-
gram, Sei Shonagon Chie no Ita, stomahion i pentomino te njihova zanimljiva matematicka
svojstva. Naglasak je na slagalici tangram pa je u prvom dijelu dokazano da se od sedam
dijelova tangrama moZe sloZiti tocno 13 konveksnih likova. U drugom dijelu rada nalaze
se primjeri aktivnosti s matematickim slagalicama koje se mogu provesti u nastavi mate-
matike a sve u svrhu razvoja razli¢itih matematickih koncepata kod ucenika. Sve slike u
diplomskom radu su napravljene osobno ili u programu dinamicke geometrije Geogebra.



Poglavlje 1

Tangram i druge slagalice

1.1 Sto je tangram?

Tangram (slika 1.1.) je jedna od najstarijih kineskih slagalica, a vjeruje se da je nastala prije
1780. godine [2]. Tangram ili sedam plo¢ica mudrosti (kin. Qigiaoban), sastoji se od se-
dam dijelova, ,,tanova”, koji sloZeni daju odredeni lik (figuru). Cilj slagalice je sloziti svih
sedam dijelova tako da tvore odredenu prepoznatljivu figuru i da se dijelovi ne preklapaju.

i
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Slika 1.1: Tangram

O nastanku tangrama i njegovoj povijesti ne zna se puno. Jedna od legendi vezana uz
tangram kaZe da je sluga jednog kineskog cara zasluZan za nastanak tangrama tako $to je
sluc¢ajno razbio vrijednu keramicku plocicu. Sluga je pokuSao sastaviti razbijene dijelove
u kvadrat, a u tim pokuSajima sloZzio je razne druge figure ljudi, Zivotinja i stvari.
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Tangram se sastoji od sedam dijelova (plocica) od kojih pet ima oblik jednakokracnog
pravokutnog trokuta, jedna oblik kvadrata i jedna oblik paralelograma. Tangram-plocice
mogu se sloZiti u kvadrat.

Odredimo duljine stranica ploCica tako da uzmemo da je duljina stranice malog kvadrata
jednaka 1. Tada imamo (slika 1.2.):

e dva mala jednakokra¢na pravokutna trokuta kateta duljine 1 i hipotenuze duljine V2,
e jedan jednakokra¢ni pravokutni trokut kateta duljine V2 i hipotenuze duljine 2,
e dva jednakokra¢na pravokutna trokuta kateta duljine 2 i hipotenuze duljine 2 V2,

e jedan paralelogram stranica duljine 11 V2.
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Slika 1.2: Dimenzije dijelova tangrama

Svaki od likova, osim dva najmanja jednakokracna pravokutna trokuta, moZemo dobiti
spajanjem dvaju malih jednakokra¢nih pravokutnih trokuta (srednji trokut i paralelogram)
ili slaganjem kvadrata i dvaju malih jednakokracnih trokuta (dva velika trokuta). Ako tako
promatramo likove, tada mozemo uociti da se tangram moze ,rastaviti” na 16 sukladnih
jednakokrac¢nih pravokutnih trokuta.

Sada moZemo uociti da su duljine stranica iz razli¢itih skupova brojeva: racionalni brojevi
(1, 2) 1 iracionalni brojevi ( V2,2 \/E). Takoder, stranice koje ¢ine pravi kut u svakom od
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sedam likova su ili obje racionalne duljine ili obje iracionalne duljine, a stranice koje ¢ine
kut od 45° ili 135° su jedna racionalna, a druga iracionalna.

1.2 Koliko konveksnih likova mozemo sloziti?

Od sedam dijelova tangrama mozZe se sloziti mnogo razli€itih figura — ljudi, Zivotinje, pred-
meti (slika 1.3.) te razni geometrijski likovi.

f 2

Slika 1.3: Neki likovi sloZeni iz dijelova tangrama

Pitanje koje si sada moZemo postaviti je koliko konveksnih likova se moZe sloziti od sedam
plocica, odnosno koliko geometrijskih likova mozZemo sloziti takvih da skup tocaka izmedu
bilo koje dvije tocke tog lika takoder pripada liku.

Odgovor na to pitanje su 1942. godine dali kineski matematicari Fu Traing Wang i1 Chuan-
Chih Hsiung. Njihov zajednicki rezultat, kojeg su nazvali Teorem o tangramu, daje dokaz
sljedeéeg teorema [9].

Teorem 1.2.1. Od sedam dijelova tangrama moZe se sloZiti tocno 13 konveksnih likova.

S obzirom na to da se tangram zapravo sastoji od 16 sukladnih jednakokrac¢nih pravokut-
nih trokuta, teorem moZemo dokazati tako da najprije odredimo koliko konveksnih likova
(mnogokuta) mozemo sloziti od danih 16 takvih trokuta te odbacimo one mnogokute koji
su nemoguci za tangram.

Kako bismo to dokazali koristit cemo sljedece Cetiri leme.

Lema 1.2.2. Ako 16 sukladnih jednakokracnih pravokutnih trokuta tvore konveksni mnogo-
kut, tada stranica racionalne duljine jednog trokuta ne leZi duZ stranice iracionalne duljine
drugog trokuta.
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno: 16 sukladnih jednakokracnih trokuté ¢ini konveksan mno-
gokut i stranica racionalne duljine jednog trokuta leZi duZ stranice iracionalne duljine dru-
gog trokuta.

Uzmimo dva trokuta od danih 16 i posloZimo ih tako da stranica racionalne duljine jednog
trokuta leZi duz stranice iracionalne duljine drugog trokuta. Iz pretpostavke da svih 16 tro-
kuta tvore konveksni mnogokut, mozemo zakljuciti da se prvi vrh prvog trokuta podudara
s prvim vrhom drugog trokuta kao na slici (slika 1.4.).

Slika 1.4: Slika uz dokaz leme 1.2.2.

Tada postoji barem joS jedan par trokuta od preostalih 14 koji su sloZeni na isti nain. Sada
moZemo oba para sloZiti tako da tvore mnogokut kao na slici (slika 1.5)

Slika 1.5: Slika uz dokaz leme 1.2.2.
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Uoc¢imo dva vanjska kuta dobivenog mnogokuta koja mozemo popuniti s preostalim troku-
tima. Uc¢inimo li tako opet e stranica racionalne duljine jednog trokuta lezati duz stranice
iracionalne duljine drugog trokuta.

Ponavljanjem postupka moZemo uociti da mnogokut dobiven od danih trokuta nije konvek-
san, $to je u kontradikciji s danom pretpostavkom. Dakle, 16 sukladnih jednakokra¢nih
pravokutnih trokuta mozemo sloZziti u konveksan mnogokut tako da stranica racionalne
(iracionalne) duljine jednog trokuta lezi uz stranicu racionalne (iracionalne) duljine dru-
gog trokuta.

O

Iz Leme 1.2.2. direktno slijedi sljede¢a Lema:

Lema 1.2.3. Neka je konveksan mnogokut sastaviljen od 16 sukladnih jednakokracnih pra-
vokutnih trokuta. Tada vrijedi:

1. Svaka stranica mnogokuta sastoji se ili samo od racionalnih ili samo od iracionalnih
stranica trokutd.

2. Ako stranice mnogokuta sastavljene od racionalnih stranica trokutd nazovemo raci-
onalnim, a one druge iracionalnim, onda u tom mnogokutu racionalne i iracionalne
stranice alterniraju, osim ako zatvaraju pravi kut. Stranice koje zatvaraju pravi kut
su ili obje racionalne ili obje iracionalne.

Lema 1.2.4. Ako 16 sukladnih jednakokracnih pravokutnih trokuta tvore konveksni mno-
gokut, tada broj stranica mnogokuta nije veci od 8.

Dokaz. Zbroj veliCina svih kuteva u konveksnom mnogokutu s # stranica jednak je (n—2)-
180°. Znamo da je najveci kut Sto ga mogu tvoriti dva jednakokracna pravokutna trokuta u
ovom slucaju jednak 135°. 1z toga slijedi da je (n —2) - 180° < 135° - n. Sredivanjem izraza
dobivamo da je n < 8. Dakle, broj stranica mnogokuta nije ve¢i od osam. O

S obzirom na to da kutevi konveksnog mnogokuta dobiveni slaganjem danih trokuta mogu
biti veli¢ine 135°, 90° 1 45°, koriStenjem Leme 1.2.2. 1 Leme 1.2.3. slijedi:

Lema 1.2.5. Ako 16 sukladnih jednakokracnih pravokutnih trokuta tvore konveksni mnogo-
kut, tada taj mnogokut moZemo upisati u pravokutnik tako da se ili sve stranice racionalne
duljine ili sve stranice iracionalne duljine mnogokuta nalaze na stranicama pravokutnika.

Sada dokaZimo teorem uz pomo¢ navedenih lema, pri ¢emu koristimo pojednostavljeni
pristup [7].
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Dokaz. Teorem ¢emo dokazati tako Sto ¢emo pronaci konveksne mnogokute koji se mogu
sloZziti od 16 sukladnih jednakokra¢nih pravokutnih trokuta te po potrebi odbaciti one mno-
gokute koje ne moZemo sloZiti od dijelova tangrama.

Koriste¢i Lemu 1.2.4. moZemo pretpostaviti da je traZzeni konveksni mnogokut osmerokut
ABCDEFGH. Iz Leme 1.2.3. i Leme 1.2.5. moZemo takoder pretpostaviti da je osmerokut
upisan u pravokutnik PORS na nacin kako je prikazano na slici 1.6.:

Slika 1.6: Slika uz dokaz Teorema 1.2.1.

Bez smanjenja opcCenitosti, uzmimo da je osmerokut kojeg trazimo upisan u pravokutnik
sa stranicama racionalnih duljina x, y. Neka su odsjecci koje ¢ini osmerokut upisan u
pravokutnik oznaceni kao na slici (slika 1.7.):

R

s d G I
d ’
H
Ly

A b
a

P as c /Q

—

m o

o

F e
b

x

Slika 1.7: Slika uz dokaz Teorema 1.2.1.
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Uocimo da moraju vrijediti sljedeci uvjeti:
a+b<x,c+d<x,b+c<y,a+d<y (1.1)

Promotrimo povrSine:

e povrsina pravokutnika je Ppogrs = Xy;

e povrSina osmerokuta jednaka je zbroju povrSina svih dijelova tangrama, odnosno
Papcpercr = 8;

e povrsine malih trokuta koji nastaju kao odsjecci osmerokuta upisanog u pravokutnik
. a? b? 2 d?
sw: Pppa = 5,Popc = 5, Prre = 5, Pson = 5-

Stijedi:
Ppors — Papcpercn = Pppa + Popc + Prre + Psch, (1.2)

a? b A &
xXy—-8=—+—+4+ =+ =

2 2 2 2 13)

2xy — 16 = a*> + b* + ¢* + d*. (1.4)

Sada smo problem sveli na traZenje cjelobrojnih (racionalnih) rjeSenja jednadzbe (1.4) uz
uvjete (1.1).

Bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da je a < b, ¢, d (inace po potrebi zrcalimo
ili rotiramo pravokutnik PORS). S obzirom na to da zbroj svih stranica racionalnih duljina
svih dijelova tangrama nije veéi od 10, moZemo zakljuciti da je x < 10.

Slijedi y < x < 10. Dakle, za 2 < x < 9 gledamo sve y takve daje 2 <y < x. Za
svaku takvu kombinaciju (x,y), to¢nije 44 takve kombinacije, mora vrijediti: 0 < a <y,
a<b,c,d<y.

Sada za svaku kombinaciju ratunamo xy — a* — b> — ¢* — d*. Ako rjesenje nije jednako 16
tada ga odbacimo, a ako jest onda moramo provjeriti uvjete (1.1). Nakon tog postupka
preostat ¢e nam samo 23 moguce kombinacije.

Kako bi §to jednostavnije i brZe dobili sve kombinacije, moZemo napisati kratki programski
kod koji ¢e nam dati rjeSenja. Slika 1.8. prikazuje programski kod, a zatim su u tablici
prikazane 23 moguce kombinacije.
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0 -1 Mmotn b WL

21

F T I Y S I R S
H O o m -] oMo b W R

#include<stdio.h>
[Flint main(){
int a, b, ¢, d, %, v, M, =z=1;
printf (" I I ¥1lalb]c]|dmam):;

printf (™ ") ;
[Hfor (z=2; %<=20; X++){

= for(v=2; v<=x: v++){

= for (a=0; a<=y: a++){

= for (b=a; b<=y: b++){

= for{c=a; c<=y; c++){

= for(d=a; d<=y; d++){

M=2*x*y- (a*a+ b*b+ c*c+ d*d);

—] if (atb<=x && c+d<=x && atd<=y && btc<=y && M==16){

printf(":02d. | %d
z++;

return 0;

| 3d | %d | %d

}

Slika 1.8: Programski kod

I %d

H redni broj x

y a b ¢ d
1. 3 3 0 0 1 1 Tangram
2. 3301 0 1 Tangram
3. 3301 10
4. 4 2 0 0 0 O Tangram
5. 4 3 0 0 2 2 Tangram
6. 4 3 0 2 0 2 Tangram
7. 4 4 0 0 0 4 Tangram
8. 4 4 0 0 4 0
9. 4 4 0 4 00
10. 4 4 2 2 2 2 Tangram
11. 5 2 0 0 0 2 Tangram
12. 5200 20
13. 520200
14. 5 2 1 1 1 1 Tangram
15. 5 3 0 1 2 3 Tangram
16. 5 3 0 2 1 3 Tangram
17. 550305
18. 5505 0 3
19. 551 41 4
20. 6 2 0 0 2 2 Tangram
21. 6 2 0 2 0 2 Tangram
6 4 0 4 0 4
9 8 0 8 0 8

| #d\n",z, %X, ¥, &, b, c, d);
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Od dobivene 23 kombinacije odbacujemo njih 10 i to na sljedeci nacin:

3. slucaj ekvivalentan je 1. slucaju,
slucajevi 8. 19. ekvivalentni su 7. slucaju,
sluc¢ajevi 12.1 13. ekvivalentni su 11. slucaju,

23. slucaj je dugacki tanki paralelogram koji se ne moze sloziti od dijelova tangrama
pa ga odbacujemo,

u 19. sluéaju zbroj duljina iracionalnih stranica iznosi 10 V2, §to je jednako zbroju
duljina svih iracionalnih stranica dijelova tangrama, no u ovom slu¢aju ne moZemo
koristiti obje iracionalne stranice paralelograma,

slucajeve 17. 1 22. moZemo odbaciti na slican nacin, u oba slucaja traZzi se osam
stranica iracionalne duljine kao rubne stranice mnogokuta, Sto je nemoguce,

18. slucaj ekvivalentan je 17. sluCaju.

Dakle, od sedam dijelova tangrama moZemo sloZiti tocno trinaest konveksnih mnogokuta.

1.3

O

Sei Shonagon Chie no Ita

Sei Shonagon Chie no Ita je matematicka slagalica vrlo sli¢na tangramu. PotjeCe iz Japana,
a ime je dobila po japanskoj spisateljici i pjesnikinji Sei Shonagon (966. — 1017./1025.),
1ako ne postoje dokazi da je slagalica postojala ve€ za vrijeme njezinog Zivota. Chie no Ita
u prijevodi znaci ,,plo¢e mudrosti”. Smatra se da je slagalica dobila ime po mudrosti Sei
Shonagon. Ime slagalice se u literaturi prvi put pojavljuje 1742. godine.[3]] Slagalica se,
kao i tangram, sastoji od sedam dijelova (slika 1.9.):

e jedan mali jednakokrac¢ni pravokutni trokut,

dva veca jednakokra¢na pravokutna trokuta,

e jedan kvadrat,

e jedan paralelogram,

e jedan pravokutni trapez,

e jedan jednakokraCni trapez.
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Slika 1.9: Sei Shonagon Chie no Ita

Iako se sastoje od razliCitih likova, Sei Shonagon Chie no Ita se takoder kao 1 tangram
moZe rastaviti na 16 sukladnih jednakokra¢nih pravokutnih trokuta.

U Japanu je tangram popularniji od Sei Shonagon Chie no Ita, no slagalica je zanimljiva
zato Sto se od njezinih dijelova mogu sloZiti figure koje se od dijelova tangrama ne mogu
sloziti (slika 1.10.).

Slika 1.10: Neki likovi sloZeni od dijelova Sei Shonagon Chie no Ita

Kao i kod tangrama, prirodno je upitati se koliko konveksnih mngokuta mozemo sloziti
od dijelova slagalice Sei Shonagon Chie no Ita. Odgovor moZemo dobiti koristeci se vec
navednim rezultatom Teorema o tangramu. Od sedam dijelova slagalice Sei Shonagon Chie
no Ita mozemo sloZiti to¢no 16 konveksnih mnogokuta (slika 1.11.)[3].
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Slika 1.11: Sesnaest konveksnih mnogokuta sloZenih od dijelova Sei Shonagon Chie no Ita

1.4 Stomahion

Stomahion je vjerojatno jedna od najstarijih matematic¢kih slagalica, a sastoji se od 14
dijelova dobivenih iz kvadratne mreze 12 X 12, od kojih su dva lika duplicirana (slika
1.12.).

Slika 1.12: Dijelovi stomahiona
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Smatra se da stomahion potjece joS iz doba Arhimeda (287. — 212. prije Krista), StoviSe da
ga je on i osmislio. Stomahion je slagalica koju moZemo pronaci i pod nazivima: Ostomac-
hion, Syntemachion, a poznata je i pod nazivom Loculus of Archimedes $to moZemo pre-
vesti kao Arhimedov kvadrat. Jedini pisani izvor o stomahionu iz tog doba je Palimpsest,
rukopis (izbrisan 1 ponovo napisan) koji sadrzi neke Arhimedove rezultate. Palimpsest je
od svoga nastanka pa sve do danas proSao kroz ruke mnogo ljudi i razne nepovoljne uvjete,
no 1998. godine dosao je u ruke nepoznatog vlasnika koji je znanstvenicima dopustio is-
traZivanje palimpsesta.

Tada su znanstvenici vec bili upoznati sa slagalicom naziva ,,stomach-ache’ koja se sastoji
od 14 dijelova koji se mogu sloziti tako da Cine kvadrat. Cilj igre, barem za veéinu ljudi,
bio je sloziti Sto vise razliCitih prepoznatljivih figura, primjerice slona, kucu ili ratnika.

S druge strane, jedan od znanstvenika sa Stanforda, Reviel Netz, smatrao je da stomahion
Arhimedu nije bila igra. Arhimed je stomahion promatrao jer je zanimljiv geometrijski
i kombinatorni problem. Vjeruje se da je Arhimed proucavao nacine na koje se od 14
dijelova stomahiona moze sloziti kvadrat. S obzirom na to, Reviel Netz je kontaktirao
matematicare i rekao im je o kojem problemu je rijec [5].

Odgovor na pitanje dali su matematicari sa Stanforda 2003. godine, a kao rezultat svog
istrazivanja dobili su 17152 moguca nacina. Pritom su tu ukljucene i konfiguracije koje
su ekvivalentne obzirom na rotaciju ili zrcaljenje. U isto vrijeme odgovor na pitanje dao
je 1 matematicar Bill Cutler, koji je pomocu racunalnog programa doSao do rezultata od
536 moguca nacina za sloziti kvadrat. Naravno, oba rezultata su to¢na, jedan ukljucujuci
rotacije i zrcaljenja, a drugi ne [6].

Sliku koja pokazuje svih 536 nacina mozZe se pogledati .

Ne moZemo znati je li Arhimed uspio pokazati koliko nac¢ina ima, no sama spoznaja da se
Arhimed u 3. stoljecu pr. Kr. bavio problemima iz kombinatorike (prebrojavanjem) je vrlo
znacajna 1 pokazuje koliko je Arhimed bio ispred svog vremena.

Jo§ jedno zanimljivo svojstvo stomahiona je Cinjenica da je povrSina svakog dijela sto-
mahiona proporcionalna povrsini cijelog kvadrata.

IzraCunajmo najprije povrSinu svakog lika stomahiona (desno naslici 1.13.) te uo¢imo da
svaki iznos povrSine svakog lika mozemo podijeliti s najvecim zajednckim djeliteljem 3
(lijevo na slici 1.13.).


http://www.gamepuzzles.com/536solt.htm
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Slika 1.13: Dijelovi stomahiona i njihove povrSine

Sada mozemo uociti da je povrSina svakog dijela Stomahiona viSekratnik od ﬁ povrsine
cijelog kvadrata.

1.5 Pentomino

Pentomino (ili pentamino) je poliomino. Pojam poliomino prvi je predstavio matematicar
Solomon W. Golomb u svom ¢lanku ,,Checker Boards and Polyominoes™ koji je objavljen
1954. godine. Poliomino je figura (lik) sastavljen od n kvadrata istih dimenzija duz njiho-
vih stranica. Najjednostavniji poliomino je monomino kojeg Cini jedan kvadratié, od kojeg
su sastavljenji svi ostali poliomini. Domino je sastavljen od dva kvadratiéa, trimino od tri,
tetramino od Cetiri, pentomino od pet kvadratica, itd.

Monomino i domino su jedinstveni, odnosno mozemo re¢i da imaju samo po jedan tip. Tri-
mino i svi ostali poliomini nisu jedinstveni, primjerice postoje dva tipa trimina (L-trimino,
I-trimino), pet tipova tetramina (I-tetramino, L-tetramino, T-tetramino, Z-tetramino, O-
tetramino). Pentomino ima 12 razlilitih tipova prikazanih na slici 1.14.
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Slika 1.14: Dvanaest pentomina

Uz poliomine veZe se pojam prekrivanja (poploCavanja) ploce dimenzija m X n. Jedan od
prvih takvih problema zadao je H. E. Dudeney u svojoj knjizi The Canterbury Puzzles
iz 1907. godine. Problem zapocinje anegdotom o Sahovskoj ploci iz vremena Williama
Osvajaca kada je njegov brat princ Henry plocu slomio udarivsi ga plocom u glavu. Ploc¢a
se slomila na trinaest dijelova, to¢nije dvanaest pentomina i kvadratni tetramino. Zadatak
je bio sastaviti plocu od razbijenih dijelova.

Problem se moZe postaviti na sljedeci nacin: ,,Kako prekriti Sahovsku plocu 8 X 8 pomocu
zadanih poliomina?” (slika 1.15.)

Slika 1.15: Prekrivanje Sahovske ploce pentominima
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Dudeney je u svojoj knjizi dao i rjeSenje problema u kojem kvadratni tetramino zauzima
boc¢ni poloZaj na ploci. Trideset godina nakon Dudeneyeve knjige i danog rjesSenja za pro-
blem su se poceli interesirati Citatelji britanskog Casopisa za ljubitelje Saha The Fairy Chess
Review te su najzanimljiviji rezultati bili objavljeni 1954. godine u navedenom casopisu.

Prvi koji je pokazao da Dudeneyev problem moZe biti rijeSen neovisno o polozaju kva-
dratnog tetramina na ploci bio je T. R. Dawson, osniva¢ spomenutog ¢asopisa. Dawson je
pokazao da kvadratni tetramino slozen uz L-pentomino tvori kvadrat 3 x 3. Na slici 1.16.
mozZemo vidjeti poloZaje kako ih je postavio Dawson.

Slika 1.16: Dawsonovo rjeSenje Dudeneyevog problema

Rotacijom cijelog kvadrata (Sahovske ploce), kvadratni tetramino moZemo dovesti u Cetiri
razli¢ita polozaja na svakoj od tri Sahovske ploce. S obzirom na to da cijelu plocu (nje-
zine dijelove) moZemo rotirati i zrcaliti lako je vidjeti da kvadratni tetramino moZe biti
postavljen na bilo koje mjesto na ploci.

Tocan broj razlictih rjeSenja ovog problema nije poznat ni dan danas, no pretpostavlja se
da ima viSe od 10000 razli¢itih rjeSenja. Problem u kojem se traZi broj razli¢ith rjeSenja,
ali tako da je kvadratni tetramino u sredini ploce, rijesila je matematicarka Dana S. Scott
1958. godine. Scott je pomocu racunalnog programa koji je tada raCunao tri i pol sata
dosla do rezultata od 65 razli¢itih rjeSenja ne racunajuci one koji se jedni iz drugih mogu
dobiti rotacijama i zrcaljenjima. Dobivenih 65 rjeSenja moZemo razvrstati u tri kategorije
prikazane na slici 1.17.
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Slika 1.17: Scottina rjeSenja Dudeneyevog problema

Pregledavajuci rjeSenja doSlo se do zanimljivih ¢injenica:
e ne postoji rjeSenje u kojem I-pentomina ne leZi duz ruba ploce;
e sedam rjeSenja, koja se nalaze u prvoj i trecoj kategoriji, su takva da nemaju , kriZanje”,
odnosno ne postoji to¢ka u kojoj se dodiruju rubovi Cetiri plo€ice (prva kategorija na
slici 1.17.).
Navedimo jos neke zanimljive probleme s pentominama:
1. Pentomine je moguce sloZiti u pravokutnike sljede¢ih dimenzija: 6x10,5x12,4%15

13x%20 (slika 1.18.), od kojih je najteze sloziti posljednji te postoje samo dva razlicita
rjeSenja ne raCunajudi rotacije i zrcaljenja.

Slika 1.18: Pravokutnici sloZeni iz pentomina
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2. Problem utrostru€enja predstavio je matemati¢ar Raphael M. Robinson. Problem je
sljedeci: Izaberimo jedan pentomino, zatim od preostalih jedanaest izaberimo njih
devet i od njih slozimo veliki model prvog izabranog pentomina. Model Ce biti tri
puta $iri i dulji od prvog izabranog pentomina (slika 1.19.). MoZe se pokazati da se
problem moZe rijesiti za sve pentomine.

Slika 1.19: Problem utrostrucenja

3. Double double problem predstavio je jedan od Citatelja spomenutog Casopisa Harry
Brueggemann, a problem glasi: Izaberemo dvije pentomine i sloZimo bilo koji lik,
zatim od preostalih deset pentomina izaberemo jo§ dvije pentomine i napravimo isti
takav lik. Preostalih osam pentomina se tada mogu sloZiti u lik koji je dva puta veci
od prvog lika (slika 1.20.)

Slika 1.20: Double double problem

4. Citatelj spomenutog asopisa Paul J. Slate postavio je problem u kojem se koristenjem
svih dvanaest pentomina mora sloZiti pravokutnik 5 X 13 s prazninom unutar pravo-
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kutnika koja ima oblik jedne od pentomina. Problem je rjeSiv za sve pentomine.
Jedno rjesenje prikazano je na slici 1.21.

Slika 1.21: Slateov problem

5. Problem koji je postao igra postavio je ve¢ spomenuti S. W. Golomb, a problem glasi:
,,K0ji je najmanji broj pentomina sloZenih na plocu tako da je nemoguce smjestiti os-
tale pentomine?”. Golomb je dao 1 odgovor na problem, a odgovor je pet pentomina.
Od tog problema Golomb je napravio natjecateljsku igru za dvoje ili viSe igraca:
Igrac¢i redom uzmaju pentomine i slaZzu ih na plocu na mjesto koje Zele, prvi igrac
koji ne moZe smjestiti pentominu je gubitnik. Golomb je rekao da igra moze trajati
najmanje pet poteza, odnosno najviSe dvanaest [4].



Poglavlje 2

Upotreba matematickih slagalica u
nastavi matematike

2.1 Primjena matematickih slagalica u skoli

Matematicke slagalice nastavnici ve¢ dugo primijenjuju u nastavi. Pokazalo se da su u
nastavi matematicke slagalice vrlo korisne, medu njima naravno tangram kao najcesca.
Postoji niz aktivnosti koje se mogu primijeniti u nastavi, posebice u osnovnoj Skoli.
Tangram, stomahion i pentomino uklopljeni u proces u¢enja pomazu ucenicima u razvija-
nju:

geometrijskog znanja i miSljenja;

rasudivanja i rjeSavanja geometrijskih problema;

vizualno - prostornih vjestina;

kreativnosti 1 maste [[1]].

Van Hielove razine geometrijskog misljenja

Najpoznatiji opis razvoja geometrijskog misljenja kod ucenika, neovisno o godinama sta-
rosti, dao je nizozemac Pierre van Hiele. Prema njegovoj teoriji ucenici kroz razne aktiv-
nosti razvijaju svoje geometrijsko misljenje i napreduju po odredenim razinama. Razine
su sljedece:

1. vizualizacija;

2. analiza;

20
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3. neformalna dedukcija;

4. dedukcija;

5. strogost [8].

Tangram je, kao geometrijska matematicka slagalica, odlian materijal za razne aktivnosti
po pojedinim razinama. Aktivnosti nisu namijenjene za posebnu dob, ali najbolje su za
provodenje u dobi od 7 do 10 godina, to jest u prva Cetiri razreda osnovne Skole. Primjeri
aktivnosti koje mozemo provesti po razinama su sljedece:

1.

Svakom uceniku podijelimo tangram set. Pustimo ucenike da istraZe dobivene li-
kove, te ih pitamo Sto mogu uciniti s dobivenim dijelovima. U ovoj fazi uCenike treba
pustiti da Sto viSe sami istrazuju i pokusSaju sloziti razne likove. Time ih poti¢emo na
razmiSljanje o svojstvima i vezama medu likovima.

. Na ovoj razini Zelimo ucenike usmjeriti na odredena svojstva dijelova tangrama.

Ucenike moZemo uputiti da od nekih dijelova tangrama (primjerice od malog tro-
kuta 1 paralelograma) probaju sloZiti Sto viSe razli€itih likova. Potaknemo raspravu
medu ucenicima o tome koje likove su dobili, znaju li nekima ime ili imaju ideju
kako bi se zvali. UCenici ¢e tijekom aktivnosti uociti razna svojstva likova kao $to su
paralelne stranice, stranice jednake duljine, itd. Sto ¢e dovesti do boljeg razumijeva-
nja svojstava likova.

. Cilj aktivnosti na ovoj razini je razviti uenicki vokabular vezan uz geometriju. Nas-

tavnik moZe ucenicima zadati da uz svaki od likova napiSe nekoliko svojstava koje
vrijede za taj lik. Ucenicima mozemo zadati da izdvoje one likove koji imaju pravi
kut, pa one koji imaju paralelne stranice ili one koji imaju dvije stranice iste duljine,
itd. Nastavnik moZe osmisliti igru u kojoj neki ucenici opisuju lik koristeci njegova
svojstva, a ostali u€enici pogadaju o kojem je liku rijec.

. Na ovoj razini u¢enicima moZemo dati zadatke otvorenog tipa, cilj toga je da ucenici

povezu sve Sto su do sada usvojili 1 primjene u rjeSavanju zadatka. Primjeri zadataka:
Na koliko nacina moZete sloZiti kvadrat od svih dijelova?, Slaganje plocica tako da
tvore neki zadani lik — zec, kuca, brod.

. Ucenici koji su dosli do ove razine trebali bi biti u moguénosti rezimirati i repro-

ducirati do sad nauceno. S ucenicima moZemo igrati razne igre (memory, kartice
pogadanja) kojima ¢e do izrazaja doci sve Sto su usvojili o likovima koji tvore tan-
gram.
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2.2 Koje aktivnosti provesti?

U ovom, posljednjem poglavlju, navodimo konkretne primjere Skolskih aktivnosti.

Aktivnost 1. Razlomci i Tangram

Cilj aktivnosti: ucenici Ce otkriti koji dio tangrama zauzimaju pojedini dijelovi
Oblik rada: samostalan rad

Nastavne metode: heuristicka metoda, metoda dijaloga

Potreban materijal: tangram za svakog ucenika, nastavni listi¢, pribor za pisanje

Tijek aktivnosti: Svakom uceniku podijeliti tangram (ukoliko ima vremena ucenici mogu
sami izraditi tangram) 1 nastavne listice s pitanjima koja ¢e uCenika dovesti do zakljucka.

Primjer pitanja na nastavnom listicu:

1. Od dobivenih sedam likova pokusajte sloziti kvadrat tako da se dijelovi ne prekla-
paju.

2. Za svaki od dijelova tangrama odredite koji je taj lik dio cijelog tangrama:

Veliki pravokutni trokut zauzima cijelog kvadrata.

Srednji pravokutni trokut zauzima cijelog kvadrata.

Mali pravokutni trokut zauzima cijelog kvadrata.

Mali kvadrat zauzima ____ cijelog kvadrata.

Paralelogram zauzima cijelog kvadrata.

3

3. Od danih dijelova tangrama napravite lik koji ima povrsinu 3.

Ova aktivnost je zanimljiva jer se moZe po potrebi prilagoditi u¢enickom znanju i nastav-
nim situacijama, primjerice moze se ucenicima postaviti zadatak u kojem ¢e biti promije-
njene veli¢ine (npr. veliki kvadrat je jedno cijelo) ili se moZe iskoristiti za usporedivanje
razlomaka. Aktivnost je primjerena za ucenike 5. i 6. razreda.

AKktivnost 2. Kutovi i stranice tangrama

Cilj aktivnosti: ucenici Ce otkriti kakvi su kutovi i stranice dijelova tangrama
Oblik rada: rad u paru
Nastavne metode: heuristicka metoda, metoda dijaloga

Potreban materijal: tangram za svakog ucenika, nastavni listi¢, pribor za pisanje
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Tijek aktivnosti: Ucenike podijelimo u parove kako sjede u klupi te podijelimo svakom
uceniku tangrame i nastavne listice. Nastavni listi¢i su koncipirani tako da svaki ucenik
ima svoj listi¢: jedan ucenik ¢e razvrstavati dijelove tangrama po kutovima, a drugi ucenik
po stranicama.

Primjer listi¢a ,,po kutovima”:

Razvrstajte dijelove tangrama na sljedece nacine:
1. Pravi kut
2. Siljasti kut
3. Tupi kut

4. Jeste li neke likove mogli staviti u viSe skupina? Koja skupina je imala samo jedan
lik?

5. Usporedite Siljaste kutove svih dijelova? Kakvi su?

Primjer listi¢a ,,po stranicama’:

Razvrstajte dijelove tangrama na sljedece nacine:

1. Trokut

a) Raznostrani¢ni
b) Jednakostrani¢ni

¢) Jednakokracni
2. Cetverokut

a) Sve stranice jednake duljine
b) Nasuprotne stranice paralelne

c) Nasuprotne stranice jednake duljine

3. Kakvi su svi trokuti tangrama s obzirom na stranice i kutove? Kakvi su ¢etverokuti?
Kako nazivamo te Cetverokute?

Ova aktivnost primjerena je za 6. razred osnovne Skole. Aktivnost se moZe realizirati i
drugacije, primjerice ucitelj moZe na ploci ispisati sve kategorije koje bi u€enici popunja-
vali tako da izlaze pred plocu i lijepe svoj dio tangrama u odredenu kategoriju.
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Aktivnost 3. Slicnost i tangram

Cilj aktivnosti: ucenici Ce otkriti §to je sli¢nost te koeficijent slicnosti pomocu tangrama i
proporcionalnosti

Oblik rada: rad u paru

Nastavne metode: heuristicka metoda, metoda dijaloga

Potreban materijal: tangram za svakog ucenika, nastavni listi¢, pribor za pisanje

Tijek aktivnosti: Ucenike podijelimo u parove te jedan uc¢enik mora izrezati dijelove tan-
grama koji Cine kvadrat 20 X 20, a drugi ucenik mora izrezati dijelove tangrama koji Cine
kvadrat 10 x 10. Zatim moraju spariti dijelove tangrama prema vrsti mnogokuta (odgo-
varajuce trokute, odgovarajuce kvadrate i odgovarajuce paralelograme). UCitelj tada moze
postaviti sljedeca pitanja:

1. Kako mozete odrediti jesu li parovi proporcionalni?
2. Postoji li koeficijent proporcionalnosti?
3. Koje podatke bi trebali imati da bi odredili koeficijent proporcionlanosti?

Nakon postavljenih pitanja ucenici izraduju tablicu u koju ucrtavaju sparene dijelove tan-
grama i racunaju koeficijent proporcionalnosti kao omjer duljine stranice dijela veceg tan-
grama i duljine stranice dijela manjeg tangrama. S u€enicima komentiramo rezultat i even-
tualna odstupanja u mjerenju zbog nepreciznosti. Ucenicima sada postavljamo sljedeca
pitanja:

1. Kakvi su kutovi sparenih dijelova?

2. U kakvom su odnosu stranice sparenih dijelova?

3. Kako bi nazvali takve parove likova?

4. Tada koeficijent proporcionalnosti moZemo zvati i koeficijent

U diskusiji treba dopustiti ucenicima da sami dodu do definicije sli¢nosti 1 koeficijenta.
Aktivnost je predvidena za 7. razred osnovne Skole. Ucitelj moze aktivnost proSiriti na
nacin da ucenici usporeduju i povrSine i opsege likova te utvrduju kako se odnose povrsine
i opsezi slicnih likova. Ova aktivnost se moZe primijeniti i u 1. razredu srednje skole kao
ponavljanje o sli¢nosti. Sli¢na aktivnost moze se napraviti s GeoploCom tako da ucenici
pomocu gumica naprave tangram, a zatim usporeduju dijelove.
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AKktivnost 4. Tangram i jednadzbe

Cilj aktivnosti: ucenici ¢e pomocu tangrama uvjeZzbati rjeSavanje sustava linearnih jed-
nadzbi

Oblik rada: rad u paru, natjecateljski

Nastavne metode: metoda dijaloga

Potreban materijal: tangram za svakog ucenika sa zadacima, biljeZnica, pribor za pisanje

Tijek aktivnosti: Svakom uceniku podijelimo dijelove tangrama, na svakom dijelu nalazi
se ili rjeSenje sustava ili sustav kojeg treba rijesiti. Ucenici slazu dijelove tangrama tako da
stranica na kojoj se nalazi rjeSenje sustava lezi duZ stranice na kojoj se nalazi sustav. Prvi
ucenik koji dobije prepoznatljivi lik (stvar, Zivotinja, itd.) je pobjednik.

Primjer takvog tangrama vidimo na slici 2.1.
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Slika 2.1: Tangram i sustav linearnih jednadzbi

RjeSavanjem i slaganjem dijelova ucenici bi trebali dobiti sljedece likove (slika 2.2.):
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Slika 2.2: RjeSenje

Ova aktivnost moze se primijeniti 1 u srednjoj Skoli, u obliku ponavljanja ili novog gra-
diva. Navedena aktivnost bila je dio projekta Vecer matematike, u organizaciji Hrvatskog
matemati¢kog drusStva, 2016. godine.

Aktivnost 5. Iracionalni brojevi i tangram

Cilj aktivnosti: ucenici Ce otkriti iracionalne brojeve

Oblik rada: samostalan rad

Nastavne metode: heuristicka metoda, metoda dijaloga

Potreban materijal: tangram za svakog ucenika, nastavni listi¢, pribor za pisanje

Tijek aktivnosti: Svakom uceniku podijelimo tangram i nastavne listiCe na kojima e
racunati. Ucenicima damo uputu o rjeSavanju i vrijeme rjesavanja. Nakon §to je vecina
ucenika rijesila listi¢ zapo€injemo diskusiju.

Primjer nastavnog listica:

1. Duljina stranice malog kvadrata iznosi 5 cm. Izracunajte duljine stranica svih likova
koji ¢ine tangram.

2. Kakve brojeve ste dobili? Jeste li ve¢ vidjeli takve brojeve?
3. Kako bi nazvali takve brojeve?

4. U kojem skupu brojeva se ti brojevi nalaze?
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S ucenicima treba prokomentirati dobivene rezultate i na taj nacin uvesti iracionalne bro-
jeve. Aktivnost je pogodna za 8. razred osnovne $kole.

Aktivnost 6. Stomahion

Cilj aktivnosti: ucenici ¢e uvjezbati raCunanje duljina stranica i opsega likova koristeci
Stomahion

Oblik rada: rad u paru, natjecateljski

Nastavne metode: metoda dijaloga

Potreban materijal: nastavni listi¢, pribor za pisanje

Tijek aktivnosti: Ucenike podijelimo u parove kako sjede u klupama, te svakom uceniku
podijelimo nastavni listi¢ na kojem se nalaze likovi koji se mogu sloziti od dijelova stoma-
hiona. Ucenici ¢e raCunati opsege svih likova (za neke likove ¢e najprije morati izraCunati
duljinu stranice) te usporedivati opsege. Na kraju zadatka jedan ucenik slaze lik s najveéim
opsegom, a drugi uenik lik s najmanjim opsegom.

Primjeri likova za koje ucenici racunaju opseg prikazani su na slici 2.3.

LY
L/

Slika 2.3: Primjer likova za raCunanje opsega
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Aktivnost je primjerena za ucenike 8. razreda ili starije, jer pri rjeSavanju ucenici moraju
koristiti Pitagorin pouak. Navedena aktivnost bila je dio projekta Vecer matematike, u
organizaciji Hrvatskog matemati¢kog drustva, 2016. godine.

Aktivnost 7. Pentomino

Cilj aktivnosti: ucenici ¢e ponoviti pojmove translacija, rotacija i zrcaljenje pomocu pen-
tomina

Oblik rada: rad u paru

Nastavne metode: heuristicka metoda, metoda dijaloga

Potreban materijal: 60 ploCica za svakog ucenika, nastavni listi¢, pribor za pisanje

Tijek aktivnosti: Ucenike podijelimo u parove kako sjede u klupama, te svakom uceniku
podijelimo 60 plocica oblika kvadra (Cija je osnovica kvadrat). Ucenike prvo podsjetimo
na domine (od Cega su sastavljene), zatim ih upitamo kako bi sastavili trimine, tetramine
1 na kraju kako bi sastavili pentomine. Dakle, od dobivenih 60 ploc¢ica ucenici Ce slagati
pentomine (njih 12). Prije samog pocetka slaganja ucenike upitamo sjecaju li se pojmova
translacija, rotacija i zrcaljenje te znaju li svojim rije¢ima objasniti $to navedeni pojmovi
znace. Nakon uvodnog ponavljanja ucenici slazu pentomine. Ucenik koji slozi svih 12
javlja se 1 nastavnik provjerava dobivene pentomine. Ovaj trenutak je najzanimljiviji jer
¢e sigurno biti ucenika koji su dobili duplicirane pentomine, ali nisu primijetili. Za kraj
aktivnosti u€enicima mozemo podijeliti nastavni listi¢ s nekoliko kratkih zadataka vezanih
uz translacije, rotacije i zrcaljenja. Primjerice, nastavnik moZe postaviti istu petominu u
nekoliko razli¢itih poloZaja te pitati u€enike kako je dobiven odredeni polozaj.

Ova aktivnost je zanimljiva jer se moze prilagoditi za bilo koji uzrast ucenika. Takoder,
pentomine mogu posluZiti i u proucavanju povrsSine, opsega, geometrijskih tijela (primje-
rice od kojih pentomina se moZe sastaviti otvorena kocka), itd.

Aktivnost 8. Konveksnost i tangram

Cilj aktivnosti: ucenici Ce otkriti konveksne mnogokute koriste¢i se tangramom
Oblik rada: rad u paru

Nastavne metode: heuristicka metoda, metoda dijaloga

Potreban materijal: tangram set za svakog ucenika

Tijek aktivnosti: Svakom uceniku podijelimo tangram set (mogu ga i sami izraditi) i
nastavne listice. Sve upute za rjeSavanje pisu na listicu.

Primjer nastavnog listica:
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1. Koristeéi sve dijelove tangrama slozi kvadrat. Na koliko razli¢itih na¢ina moZze$
sloziti kvadrat? Usporedi dobiveni rezultat s u¢enikom do sebe.

2. Mozes li od samo dva dijela tangrama sloziti kvadrat?

3. Mozes i s tri dijela tangrama sloziti kvadrat? PokusSaj sloziti kvadart sa samo Cetiri
dijela tangrama i zatim samo s pet dijelova.

4. Od svih sedam dijelova pokusaj sloziti nekoliko razli¢itih mnogokuta, te nacrtaj do-
bivene mnogokute ovdje.

Konveksni mnogokut je onaj u kojemu spojnica dviju po volji odabranih to¢aka mno-
gokuta lezi unutar tog mnogokuta. Crveni mnogokut je konveksan, a plavi nije (slika

2.4).
o
U

Slika 2.4: Konveksnost

5. Koliko razli¢itih konveksnih mnogokuta mozes sloziti od svih dijelova tangrama?
Nacrtaj sve dobivene mnogokute ovdje.

6. Usporedi svoje mnogokute s u¢enikom do sebe. Dodaj one koje nemas.

Ova aktivnost moze se provesti u prvom razredu srednje Skole kao aktivnost otkrivanja, ali
1 kasnije u obliku ponavljanja.



Poglavlje 3
Zakljucak

Naposljetku mozemo reci da je matematika igra i da je igra u€enje. Svi ucenici, neovisno
o dobi, vole igru i izazov. Matematicke slagalice su igra, izazov 1 matematika. One na
zabavan nacin mogu pridonijeti razvoju kreativnosti i originalnosti, razvijanju prostornih
vjestina, proSirivanju matemati¢kog rjecnika te osposobljavaju ucenike za rjeSavanje mate-
matiCkih problema i primjenu matematike u razli¢itim kontekstima. Odrastanjem igra ne
smije biti zanemarena, a nastavnici matematike imaju moguénost igru uklopiti u nastavu te
na taj nain matematiku uciniti zanimljivijom i bliZzom uenicima.

Svaka od navedenih slagalica se moZe u nastavi matematike koristiti kroz razne aktivnosti.
Tangram, kao najpoznatija slagalica, je najzastupljenija u nastavi, te se zaista moze koristiti
kroz razne aktivnosti pomocu kojih kod ucenika razvijamo koncepte povrSine, opsega,
kutova, sli¢nosti, konveksnosti, razlomaka, iracionalnih brojeva i drugih.

Koristeci slagalice na taj naCin matematika zaista je zabavna, a igra postaje ucenje.
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Sazetak

U ovome radu matematika je predstavljena kao igra. Predstavljene su Cetiri matematicke
slagalice: tangram, Sei Shonagon Chie no Ita, stomahion te pentomino. Za svaku slagalicu
navedena su svojstva i zanimljivosti, a naglasak je na najpoznatijoj slagalici, a to je tan-
gram. Za tangram je dokazano da se od njegovih dijelova moze sloziti tono 13 konvesnih
likova.

U drugom dijelu rada dani su razni primjeri aktivnosti s matematickim slagalicama koje se
mogu provesti u nastavi.



Summary

In this thesis, mathematics is presented as a game. Four dissection puzzles are described:
Tangram, Sei Shonagon Chie no Ita, Stomachion and Pentomino. For each puzzle, we have
described properties and certain curiosities, with emphasis on the most famous of them, the
tangram. It is proved that exactly 13 convex shapes can be made from the tangram pieces.
In the second part of the thesis, one can find different examples of classroom activities
involving dissection puzzles.
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