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Uvod

U radu ¢e biti prikazani glavni rezultati o topoloSkim bazama normiranih, odnosno Ba-
nachovih prostora. Kako je svaki Banachov prostor ujedno vektorski prostor, za njega
postoji Hamelova baza. No, ona bi nas ogranicila na koriStenje kona¢nih linearnih kom-
binacija vektora, Sto nije pogodno kada radimo sa beskonacnodimenzionalnim prostorima.
U beskonacnodimenzionalnom Banachovom prostoru X prirodnije je raditi sa topoloSkom
bazom, koju ¢emo skraceno nazivati samo bazom, odnosno nizom (x,), iz X za koji vri-
jedi da za svaki x € X postoji jedinstven niz skalara (a,(x)), takav da je x = 3,7, a,(x)x,,.
Nadalje, proucavat cemo topoloske baze u Banachovim prostorima umjesto u normiranima
jer u njima svaki Cauchyjev niz konvergira dok, s druge strane, niSta ne gubimo jer svaki
normirani prostor ima jedinstveno upotpunjenje koje je Banachov prostor.

Rad se sastoji od pet poglavlja. U prvom poglavlju ¢e biti navedene osnovne definicije
te osnovni rezultati iz teorije normiranih prostora pomocu kojih ¢e biti pokazane tvrdnje u
kasnijim poglavljima. U drugom poglavlju Ce biti izloZene osnovne Cinjenice o bezuvjet-
noj konvergenciji redova te ¢e biti dana karakterizacija bezuvjetne konvergencije redova.
U tre¢em poglavlju e biti definiran pojam topoloske baze u Banachovim prostorima te ¢e
biti pokazana osnovna svojstva topoloskih baza, poput neprekidnosti koeficijentnih funk-
cionala. Zatim Ce biti definiran trigonometrijski sustav, te slabe i slabe* baze u Banac-
hovim prostorima. Potom Ce biti opisani razliCiti oblici nezavisnosti nizova, nakon toga
osnovna svojstva biortogonalnih nizova te ¢e na kraju biti pokazana dualnost izmedu to-
poloskih baza i njima biortogonalnih nizova. U Cetvrtom poglavlju ¢e biti opisana vazna
klasa topoloskih baza, a to su bezuvjetne baze. Bit ¢e pokazana njihova osnovna svojstva i
karakterizacija. Takoder, bit ¢e definiran Schauderov sustav, koji je uvjetna baza za prostor
CI0, 1]. U petom poglavlju €e biti opisani bazama sli¢ni sustavi u Hilbertovim prostorima,
odnosno Rieszove baze. Takoder e biti dana njihova karakterizacija, koja je ujedno i ka-
rakterizacija ogranicenih bezuvjetnih baza u Hilbertovim prostorima.



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi i rezultati

1.1 Oznake

U radu su koriStene standardne oznake. Skup cijelih brojeva Z = {...,—1,0, 1, ...}, skup
prirodnih brojeva N = {1, 2, 3, ...}, skup realnih brojeva R, skup kompleksnih brojeva C. F
oznacava polje skalara, odnosno R ili C. Za nizove ili redove sa nenavedenim granicama
pretpostavlja se da su indeksirani po skupu N, odnosno

(5) = (G = (B2, D Xn = D Xy = ixn.
n n=1

Koristen je 1 Kroneckerov delta simbol, koji je definiran sa

5= 1, ako je m = n,
™) 0, ako je m # n.

1.2 Osnovni pojmovi teorije normiranih prostora

Definicija 1.2.1. Norma na vektorskom prostoru X nad poljem F je preslikavanje || - || :
X — R sa sljedecim svojstvima:

(i) llx|l >0, Vx € X;

(ii) x| =0 x=0;
(iii) |lax|| = || ||x||, Ya € F, ¥x € X;
(v) llx +yll < llxll + [Iyll, Yx,y € X.

Ureden par (X, || - ||) se naziva normiran prostor.

2



POGLAVLIJE 1. OSNOVNI POJIMOVI I REZULTATI 3

Definicija 1.2.2. Skalarni produkt na vektorskom prostoru X nad poljem F je preslikavanje
(-, : X X X — F sa sljedecim svojstvima:

(i) {(x,x) >0, Vxe X;
(ii) (x,x) =0 x=0;
(iii) {ax,y) = a{x,y), Ya € F, Yx,y € X;
(v) (X1 +X2,¥) = (X1, ) + (X2, ), VX1, X2,y € X
(v) (x.y) = (.0, Yxy e X
Ureden par (X, -, -)) se naziva unitaran prostor.

Napomena 1.2.3. Svaki unitaran prostor je normiran prostor. Naime, ako je (X, (-, -)) uni-
taran prostor, moZe se pokazati da skalarni produkt -, -) inducira normu na X; preciznije,
Sfunkcija x — ||x|| := V{x, x) je norma na X.

Definicija 1.2.4. Polunorma na vektorskom prostoru X nad poljem F je preslikavanje p :
X — R sa sljedecim svojstvima:

(i) p(x) >0,Vx € X;
(ii) plax) = |a|p(x),Ya € F,Vx € X;

(iii) p(x+y) < p(x) + p(y),¥x,y € X.

Definicija 1.2.5. KaZemo da su norme || - || i |l - I, definirane na vektorskom prostoru X,
ekvivalentne ako postoje m, M > 0 takvi da vrijedi m||x|| < |x|l < M||x||, Vx € X.

Definicija 1.2.6. Neka je (x,), niz u normiranom prostoru X.
(a) KazZemo da niz (x,), konvergira prema x € X i pisemo x = lim,_,, x, ako
Ye>0dnyeNtakodany<n = ||x,—x|]| < e.
U tom slucaju koristimo i oznaku x, — x, gdje se podrazumijeva da n — oo.
(b) KaZemo da je niz (x,), Cauchyjev ako

Ye > 0 dng € N tako da ng <m,n = ||x,, — x| < &.

Definicija 1.2.7. Neka je (x,), niz u normiranom prostoru X.
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(a) KaZemo da red Y., x; konvergira (obicno) i da mu je suma jednaka x € X ako
parcijalne sume sy = 221:1 Xy konvergiraju k x, odnosno preciznije, ako vrijedi

N
Iim ||x — sy|| = lim X—Z)C =0.
Jim el = fim e = 3

(b) KaZemo da red Y., x; konvergira apsolutno ako konvergira red nenegativnih bro-
jeva $2 1l

Definicija 1.2.8. KaZemo da je normiran prostor potpun ako svaki Cauchyjev niz u njemu
konvergira. Potpun normiran prostor zove se jos i Banachov prostor. Potpun unitaran
prostor zove se jos i Hilbertov prostor.

Definicija 1.2.9. KaZemo da je normiran prostor X separabilan ako postoji prebrojiv skup
S C X ¢iji zatvarac, u oznaci S, je jednak citavom skupu X, to jest, takav da vrijedi S = X.
Tada se kaZe jos i da je S gust u (na) X.

Propozicija 1.2.10. Svaki normiran prostor X s topoloskom bazom (b,), je separabilan.
Dokaz. [1], Propozicija 1.4.9. O

Definicija 1.2.11. Neka je X normiran prostor. Skup svih ogranicenih linearnih funkci-
onala na X, B(X,F), zove se dualni prostor prostora X i oznacava se s X'.

Definicija 1.2.12. Neka su X i Y normirani prostori, te neka je L : X — Y operator.
Djelovanje operatora L na elementu x € X oznacavamo sa Lx ili L(x). KaZemo:

o L je linearan ako vrijedi: L(ax + By) = aL(x) + BL(y), Vx,y € X,Va,B € F;

L je antilinearan ako vrijedi: L(ax + By) = aL(x) + BL(y), Vx,y € X,Ya,B € F;

L je neprekidan u tocki xy € X ako vrijedi

Ye > 036 > 0 tako da ||x — xollx < 0 = ||Lx — Lxylly < &;

e Jezgra operatora L je KerL = {x € X : Lx = 0};

e Rang operatora L je dimenzija njegove slike, to jest, r(L) = dim(ImL);

L je funkcional ako je Y = F.
Nadalje pretpostavimo da je L linearan. KaZemo:

e L je ogranicen ako postoji konacan K > 0 tako da vrijedi: |Lx|ly < K||x||x, Vx € X;
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Operatorska norma, ili samo norma, operatora L je ||L|| = supjy=1lLx|ly;
o L je izometrija, ili L ’¢uva normu’, ako vrijedi: ||Lx|ly = ||xllx, Yx € X;
o L je izometricki izomorfizam ako je linearan, bijektivan, i izometrija;

o X i Y su izometricki izomorfni, oznaka X = Y, ako postoji izometricki izomorfizam
L:X->Y.

Propozicija 1.2.13. Neka su X i Y normirani prostori i L : X — Y linearan operator.
Sljedece tvrdnje su medusobno ekvivalentne:

(a) L je neprekidan u nekoj tocki xy € X;

(b) L je neprekidan na X;

(c) L je uniformno neprekidan na X;

(d) L je ogranicen.
Dokaz. |11, Propozicija 1.3.2. O
Definicija 1.2.14. Neka su X i Y normirani prostori.

(a) KazZemo da je linearan operator T : X — Y topoloski izmorfizam ako je T bijekcija
te ako sui T i T~ neprekidni.

(b) KaZemo da su X i Y topoloski izomorfni ako postoji topoloski izomorfizam T : X —
Y.

Teorem 1.2.15. Neka je X normiran prostor te neka je za svaki x € X definirano preslika-
vanje X : X’ — F sa
() =x"(x), x eX.
Tada je x ogranicen linearni funkcional na X', i njegova je operatorska norma dana sa
[1Xl1x = [lxllx-
Nadalje, preslikavanje “: X — X", x — X, je linearna izometrija prostora X i X"

Dokaz. [2], Teorem 2.6. O

Definicija 1.2.16. Neka je X Banachov prostor i X" njegov bidual. Preslikavanje ": X —
X" definirano sa X(x*) = x*(x),Vx € X,Vx* € X’, zovemo kanonsko ulaganje X u X".

Definicija 1.2.17. KaZe se da je normiran prostor X refleksivan ako je Im”= X.
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Definicija 1.2.18. Upotpunjenje normiranog prostora X je ureden par (Y, ) pri cemu je Y
Banachov prostor, a ¢ : X — Y je linearna izometrija takva da je Img =Y.

Teorem 1.2.19. Neka je X normiran prostor. Tada vrijede sljedece tvrdnje:
(a) Postoji upotpunjenje od X.
(b) Ako je X unitaran prostor, njegovo upotpunjenje je Hilbertov prostor.

(c) Ako su (Y1, 1) i (Ya, @) dva upotpunjenja od X, onda postoji jedinstven izometricki
izomorfizam  : Y\ — Y, takav da vrijedi Yo, = ;.

Dokaz. [1], Teorem 1.4.2. m|

Definicija 1.2.20. Neka su X i Y Banachovi prostori i T : X — Y ogranicen linearan
operator. Operator T* € B(Y’, X") za koji vrijedi

v(Tx)=Tv(x), Yxe X,¥YveY’, (1.1)
zovemo adjungirani operator operatora T.

Teorem 1.2.21. Neka su X i Y Banachovi prostorii T : X — Y ogranicen linearan opera-
tor. Tada postoji jedinstven operator T* € B(Y’, X") koji je adjungirani operator operatora
T ivrijedi ||T|| = ||T"]|.

Dokaz. Fiksirajmo v € Y’ i definirajmo p : X — F sa
ux) =v(Tx),x € X,
tojest,u = voT. KakosuviT linearni, slijedi da je i i linearan. Nadalje, vrijedi
ol = (T0)| < Vlly ITxlly < IT1HIxlxvIly
paje

llllx: = sup [uCOl < I} Vlly < oo. (1.2)

llxllx=1

Dakle u je ogranicen, to jest, vrijedi u € X’. Time je pokazano da smo za svaki v € Y’
definirali funkcional 1 € X’. Stoga moZemo definirati operator 7" : Y’ — X’ formulom

T"v = p.
T* je ocito linearan i prema|l.2imamo

1T Vllx = llullx < ITI VI
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Uzimanjem supremuma po svim jedini¢nim vektorima v € Y’ dobivamo da je 7 ograni¢en
i vrijedi ||T*|| < ||T||. Odaberimo sada proizvoljan x € X takav da je ||x|][y = 1. Prema
Korolaru[I.4.5| vrijedi

ITxlly = sup M(Tx),

IVllyr =1

pri cemu se supremum postiZze. Neka je v € Y’ neki funkcional jedini¢ne norme u kojem
se postize supremum. Tada imamo

ITxlly = Tl = |l = 1TV < Xl T Vi < xlxI T Iy = el 7.

Kako to vrijedi za svaki x € X, slijedi da je ||T|| < ||T*||. Dakle, vrijedi ||T|| = ||T7|.
Pretpostavimo sada da je C € B(Y’, X’) neki drugi operator koji je takoder adjungirani
operator operatora 7. Tada vrijedi

T*v(x) = Cv(x),¥xe X,YveY’

odakle slijedi da je T* = C, to jest, adjungirani operator operatora 7" je jedinstven. O

1.3 Osnovni rezultati o Hilbertovim prostorima

Definicija 1.3.1. KaZemo da su skalarni produkti {-,-) i (-,-) na Hilbertovom prostoru H
ekvivalentni ako su norme inducirane njima, 112 = ¢, i ll- 7 = G, °), ekvivalentne norme.

Definicija 1.3.2. Neka je H Hilbertov prostor i (e,), niz u H.
(a) (e,), je ortogonalan niz ako vrijedi (e, e,) = 0 kad je m # n.
(b) (en), je ortonormiran niz ako vrijedi {e,,, €,) = O, za sve m,n € N,

(c) Ortonormiran niz (e,), je ortonormirana baza za H ako svaki vektor x € H dopusta
prikaz oblika x = ) a,e, (obicna konvergencija u normi prostora H), gdje je (a,)
niz skalara.

Teorem 1.3.3. Neka je H unitaran prostor i (e,), ortonormiran niz u H. Sljedece tvrdnje
su medusobno ekvivalentne:

(a) (e,), ortonormirana baza za H;
(b) (e,), fundamentalan niz u H;
() x> = X2, (x, e, Vx € H;

(d) <x,)’> = Z;O:1<x’ en><en’y>a VX,y € H
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Dokaz. [1]], Teorem 2.1.7. O

Propozicija 1.3.4. Neka je H Hilbertov prostor i (e,), ortonormiran niz u H, te neka je
(a,) niz skalara. Sljedece tvrdnje su medusobno ekvivalentne:

(a) Red Y, a,e, konvergira u H;
(b) Red ), a,e, konvergira bezuvjetno u H;

(c) (an) € %, odnosno vrijedi Y |a,|* < .

Dokaz. |(a) & (c)|[1]], Propozicija 2.1.11.
(b) = (a) | Trivijalno.

Pretpostavimo da red )} a,e, konvergira u H. Pokazali smo da je to ekviva-
lentno sa Y |a,|* < co. Kako je to apsolutno konvergentan red realnih brojeva, po Teoremu
2.2.3|slijedi da on konvergira bezuvjetno. Neka je sada o proizvoljna permutacija skupa
N. Vrijedi Y |@ym|* < co. Pokazali smo da je to ekvivaletno sa tvrdnjom da Y, @y(m)€om
konvergira u H. Zbog proizvoljnosti permutacije o, slijedi da red }’ a,e, konvergira bezu-
vjetno u H. Dakle, vrijedi tvrdnja (b). m|

Teorem 1.3.5. Svaki separabilan unitaran prostor ima ortonormiranu bazu. Svaki separa-
bilan beskonacnodimenzionalan Hilbertov prostor je izometricki izomorfan s €.

Dokaz. [1]], Teorem 2.1.9. |

Definicija 1.3.6. Neka je H Hilbertov prostor. Za operator A € B(H) kazemo da je pozi-
tivno semidefinitan i pisemo A > 0 ako je A hermitski i ako vrijedi (Ax,x) > 0, Yx € H.
Za A, B € B(H) definiramo uredajs A < B B—-A > 0.

Teorem 1.3.7. Neka je H Hilbertov prostor i A € B(H), A > 0. Tada postoji jedinstven
operator B € B(H) takav da je B > 0 i B> = A. Ako za operator C € B(H) vrijedi
AC = CA, onda je i BC = CB.

Dokaz. [1]], Teorem 5.5.3. O

Teorem 1.3.8 (Orlicz). Neka je H Hilbertov prostor i (x,), niz u H. Ako ), x, konvergira
bezuvjetno, onda je (||x,|), €>-niz, to jest, vrijedi 3. ||x,|* < oco.

Dokaz. [2], Teorem 3.16. O

Propozicija 1.3.9. Neka je X unitaran prostoria € X. Tada je formulom f,(x) = (x,a), Vx €
X, zadan ogranicen linearan funkcional na X.
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Dokaz. Uzmimo proizvoljne @, € F i proizvoljne x,y € X. Vrijedi
Jaolax + By) = (ax + By, a) = {ax,a) + By, a) = alx, a) + 5y, a) = afu(x) + Bfa(y).
Dakle, f, je linearan. Nadalje, za proizvoljan x € X vrijedi
lfa(0l = [Kx, @)l < IxI| llall,
odakle slijedi ||f;]| < |lal|. Dakle, f, je ogranicen linearan funkcional na X. |

Teorem 1.3.10 (Rieszov teorem o reprezentaciji). Neka je H Hilbertov prostori f € H'.
Tada postoji jedinstven vektor a € H takav da vrijedi f(x) = {(x,a), Yx € H, to jest, f = f,.

Dokaz. [1], Teorem 2.2.7. m|

Korolar 1.3.11. Neka je H Hilbertov prostor. Preslikavanje ¢ : H — H’ definirano sa
w(a) = f, je antilinearan izometricki izomorfizam.

Dokaz. [1], Korolar 2.2.9. m|

Napomena 1.3.12. Iz Teoremal|l.3. 10, slijedi da, ako je H Hilbertov prostor, moZemo iden-
tificirati prostore H i H'.

1.4 Hahn-Banachov teorem

Teorem 1.4.1 (Hahn - Banachov teorem za normirane prostore). Neka je X normiran pros-
tor i Y < X pravi potprostor od X. Za svaki ogranicen linearan funkcional f, € Y’ postoji
ogranicen linearan funkcional f € X' takav da je fly = fo i llfll = |l foll-

Dokaz. [1]], Teorem 4.1.5. O
Korolar 1.4.2. Neka je X normiran prostor. Pretpostavimo da vrijedi:
(i) M je zatvoren potprostor od X;
(ii) xo € X\ M;
(iii) d = d(x9, M) = inf{||xo — m|| : m € M}.

Tada postoji f € X’ takav da je

1
f =1, flu=0, i||f||X/=2-

Dokaz. [2], Korolar 2.4. m|
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Korolar 1.4.3. Neka je X Banachov prostor i (x,), nizu X. Tada je (x,), fundamentalan
niz u X ako i samo ako vrijedi

feXif(x,)=0,YneN = f=0.

Dokaz. |1], Korolar 4.2.5. O
Napomena 1.4.4. Neka je X normiran prostor i x* € X'. Tada je operatorska norma od x*
dana sa
Ix*llx = sup [x"(x)].
xeX,|lxlx=1

Korolar 1.4.5 (Hahn - Banach). Neka je X Banachov prostor i x € X. Tada vrijedi

Ixllx = sup  [x"(x)l,
xreX’ |lxlxr =1

pri Cemu se supremum postize.

Dokaz. [2]], Korolar 2.3. |

1.5 Princip uniformne ogranicenosti

Teorem 1.5.1 (Princip uniformne ogranicenosti). Neka je X Banachov, a Y normiran pros-
tor, te neka je ¥ C B(X,Y) proizvoljna familija operatora s X u Y. Pretpostavimo da za
svaki x € X vrijedi sup{||Tx|| : T € F} < oo. Tada je i sup{||T||: T € F} < oo.

Dokaz. [1]], Teorem 5.3.2. O

Teorem 1.5.2 (Banach - Steinhaus). Neka su X i Y Banachovi prostori. Ako je A, € B(X,Y)
za sve n € N i Ax = lim, . A,x postoji za svaki x € X, onda je A € B(X,Y) i vrijedi
IAll < sup, [|A,]l < .

Dokaz. Kako je za svaki x € X (A,x), konvergentan niz u Banachovom prostoru Y, slijedi
da je on ogranicen. Stoga za svaki x € X vrijedi sup, ||A,x|| < co. Prema Teoremu
slijedi da je sup, ||A,|| < co. Sada za proizvoljan x € X imamo

|Ax]| = || lim A, x|| = lim [|A,x]| < sup [|A,x]| < sup [|A,]] [lx]l.
n—0oo n—o00 n n

Odavde slijedi tvrdnja. O



POGLAVLIJE 1. OSNOVNI POJIMOVI I REZULTATI 11

1.6 Teoremi o otvorenom preslikavanju i zatvorenom
grafu

Teorem 1.6.1 (Teorem o inverznom preslikavanju). Neka su X i Y Banachovi prostori i
neka je A € B(X, Y) bijekcija. Tada je i A~' ogranicen operator:

Dokaz. [1]], Teorem 6.1.3. O

Teorem 1.6.2 (Teorem o otvorenom preslikavanju). Neka su X i Y Banachovi prostori i
neka je A € B(X,Y) surjekcija. Tada je A otvoreno preslikavanje.

Dokaz. [1]], Teorem 6.1.3. O

Teorem 1.6.3 (Teorem o zatvorenom grafu). Neka su X i Y Banachovi prostoriiA : X — Y
linearan operator sa zatvorenim grafom. Tada je A ogranicen.

Dokaz. [1], Teorem 6.1.3. |

1.7 Ostali pomo¢ni rezultati

Teorem 1.7.1 (Carathéodory). Konveksna ljuska skupa S C R", u oznaci conv(S), sastoji
se od svih konveksnih kombinacija n + 1 vektora iz S, to jest, vrijedi

n+l n+l
conv(S) = {Z Xkt By ey byl = O,Ztk =1,x1,...,Xy41 € S}.
k=1 k=1
Dokaz. [5], Teorem 10.3. O

Korolar 1.7.2. Neka je N € N te neka su Ay, ...,Ay € R takvi da vrijedi |1,| < 1 za sve
n € {1,...,N}. Tada postoje realni brojevi ¢, > 0 i predznaci & = +1, zak =1,..,N+ 11
n=1,..,N, takvi da vrijedi

N+1 N+1

ch: 11i Zech:/ln zan=1,...,N.

k=1 k=1

Dokaz. Uzmimon = N, S = {(',...eY) : & = +1,i = 1,..,N} i oznaimo A =
(A1, ..., Ay). Kako je |4;| < 1, vrijedi 2 € conv(S). Prema Teoremu postoje nene-
gativni realni brojevi cy, ..., ¢y takvi da vrijedi ZQ’:II a=1lil=Y, *! &xck, 0dnosno po

komponentama, 1, = Y/ gler,zan=1,..,N. O



Poglavlje 2

Sumabilnost i konvergencija redova

2.1 Sumabilne familije u normiranim prostorima

Definicija 2.1.1. Usmjeren skup je ureden par (A, <) koji se sastoji od nepraznog skupa A
i binarne relacije < definirane na A za koju vrijedi:

(i) a<a,Va €A;
(ii) a <B,p<y = a<vy
(iii) Za sve a, B € A postojiy € A sa svojstvoma <y if3 <.
Primjer 2.1.2. (a) Skup N sa svojim prirodnim uredajem je usmjeren skup.

(b) Neka je S neprazan skup. Partitivni skup P(S) je usmjeren relacijom A < B & A C
B.

(c) Neka ja X normiran prostor, x € X, i O(x) skup svih otvorenih okolina tocke x (dakle,
svih otvorenih skupova u X koji sadrZe toc¢ku x). Skup O(x) je usmjeren relacijom
A<BS A2B

Definicija 2.1.3. Neka je (A, <) usmjeren skup. Svako preslikavanje x : A — X se na-
ziva hiperniz u X. Obicaj je, kao i kod nizova, da umjesto x(a) pisemo x, i da hiperniz
oznacavamo s (Xy)qea-
Ako je X normiran prostor, kazemo da hiperniz (x,)aea u X konvergira ako postoji x € X
takav da

Ve>03dayeAtakodaay <a = ||x—x,|| <e.

U tom slucaju pisemo x = lim,ey X,.
Hiperniz (x4)qea u normiranom prostoru X je Cauchyjev ako vrijedi

Ve >0 day € A tako da ap < a1, = ||x4, — Xo,ll < €.

12
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Propozicija 2.1.4. U Banachovom prostoru svaki Cauchyjev hiperniz konvergira.
Dokaz. (1], Propozicija 3.1.5. O

Napomena 2.1.5. U daljnjem je J beskonacni indeksni skup. Za svaku danu familiju vek-
tora xj, j € J, u normiranom prostoru X promatramo familiju ¥ svih konacnih podskupova
od J usmjerenu inkluzijom: za Fi,F, € F pisat ¢emo F\ < F, ako vrijedi F\ C F,. Za
tako usmjeren skup (F, <) prirodno je gledati hiperniz (sp)rer, gdje je Sp = ) jep Xj.

Definicija 2.1.6. Neka je dana funkcija x : J — X pri emu je J proizvoljan beskonacan
skup, a X normiran prostor. KaZemo da je familija {x(j) = x; : j € J} sumabilna te da
je njezina suma vektor xy € X ako je xy limes hiperniza (sg)reg. U tom slucaju pisemo

X0 = Zjej Xj.

2.2 Bezuvjetna konvergencija

Definicija 2.2.1. Neka je X Banachov prostor i (x,), niz u X. KaZemo da red ;. x;
konvergira bezuvjetno u X ako red Y| X, konvergira (obicno) u X za svaku permutaciju
o skupa N.

Napomena 2.2.2. U definiciji bezuvjetne konvergencije se ne zahtijeva da suma permuti-
ranog reda Y. | X, bude neovisna o permutaciji o no pokazat éemo kasnije da jest.

Teorem 2.2.3. Neka je (c,), niz u polju F. Tada red Y}, ¢y konvergira apsolutno ako i
samo ako konvergira bezuvjetno.

Dokaz. [1]], Teorem 3.2.2. O
Korolar 2.2.4. Ako u Banachovom prostoru red konvergira apsolutno, onda konvergira i
bezuvjetno.

Dokaz. |1], Korolar 3.2.3. O

Teorem 2.2.5. Neka je X Banachov prostor i (x,), nizu X. Sljedece tvrdnje su medusobno
ekvivalentne:

(a) Red Y, x, konvergira bezuvjetno;
(b) Familija {x, : n € N} je sumabilna;

(c) Za svaki € > 0 postoji N > 0 tako da vrijedi

YF e F, min(F) > N = HZX <&
ner
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(d) 2. x,, konvergira za svaki rastuci niz0 <n; <np <...;
(e) >, &.x, konvergira za svaki izbor predznaka €, = +1;
(f) X Aux, konvergira za svaki ograniceni niz skalara (A,,);

(g) 2. |x"(x,)| konvergira uniformno obzirom na jedinicnu kuglu u X', odnosno preciznije

lim sup Z ()l X' € X, Il < 1) = 0.
n=N

Dokaz. |(a) = (b)|Nekared ., x, konvergira bezuvjetno; stavimo x = Y., x;. Pokazat
¢emo da vrijedi i x = limgeg Sp, to jest, x = limpeg D jep Xi-
Pretpostavimo suprotno. To znaci da postoji € > 0 sa sljede¢im svojstvom:

VF, € F IF € F tako da FOQFin—ZkaZe. @.1)
keF

S druge strane, za isti & postoji n; € N takav da n > n; povladi ||x — X7_; x| < £

Sad ¢emo pokazati da ovo vodi na kontradikciju tako Sto ¢emo konstruirati permutaciju u
kojoj polazni red nece konvergirati.

Stavimo F; = {1,2,...,n} € . Koristeci 2.1 nadimo G, € ¥ za koji vrijedi F; € G,
1lx = Xgeg, Xl = £. Neka je sad n, = max(G;)1i F, = {1,2,...,ny}. Sad opet prema
postoji G, € F tako da vrijedi F> € G, 1 ||x — X4eq, Xkl = €. Nastavimo induktivno.
Na taj nacin dobivamo niz skupova u ¥ za koji vrijedi F; € G; € F, € G, C .., te
Il = Sker, ll < £ i llx = Syeq, xll > £. Odavde je

| 20 sl =l 2w 2wl 2 - 2 == 2wz 2= 5 =5

keG,l\F,l keG, keF, keG, keF,

Uoc¢imo sada permutaciju o skupa N koju dobijemo tako da, slijedeci niz inkluzija F; C
G, C F, € G, C ..., redom ispiSemo skupove Fi,Gy \ F1,F>\ G1,G, \ F,.... Ako s |F,| i
|G| ozna¢imo redom kardinalne brojeve skupova F, i G,, onda imamo

&
x(r(k) > 5
k: keGn\F,,

Ovo pokazuje da niz parcijalnih suma reda ;7 x, nije Cauchyjev i stoga ne moze biti
konvergentan. Dakle, dosli smo do kontradikcije; vrijedi tvrdnja (b).
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(b) = (c) | Pretpostavimo da je familija {x, : n € N} sumabilna, odnosno da postoji
x = limg )},cp x,, 1 odaberimo proizvoljan € > 0. Po definiciji, mora postojati konacan
skup Fyy € N takav da

&
< —.

VF € F td. Fy C F vrijedi Hx -3, -

neF

Neka je N = max(Fy), i pretpostavimo da je G bilo koji podskup od N za koji vrijedi
min(G) > N. Kako je Fp N G = (), imamo

ISl =le- S0 3

nekFy neFoUG
< flr= 2w <= 35
neF, neFoUG
€ + &
< -+-=€
2 2

Dakle, vrijedi tvrdnja (c).

Pretpostavimo da vrijedi tvrdnja (¢). Neka je o proizvoljna permutacija
skupa N. Zelimo pokazati da je Y Xon Cauchyjev.
Odaberimo proizvoljan € > 0 i neka je N € N onaj koji postoji po pretpostavci, odnosno
po tvrdnji (¢). Definirajmo

Ny = max{o~ (1), ..., (N)}.

Neka su L, K € N takvi da vrijedi L > K > Ny, i stavimo F = {o(K + 1), ...,0(L)}. Ako je
k> K +1,ondajeik > Ny pa vrijedi k # o~ !(1), ..., 0~ (N); stoga vrijedi o-(k) # 1, ..., N.
Sada vidimo da vrijedi

min(F) = min{oc(K + 1),...,0(L)} > N.

Tvrdnja (c) sada povlaci da vrijedi

L
| 2 s = | 25
n=K+1 neF

Dakle, }; x,(, je Cauchyjev, pa i konvergentan, odnosno vrijedi tvrdnja (a).
Pretpostavimo da vrijedi tvrdnja (¢). Odaberimo proizvoljan € > 0 i neka

je N € N onaj koji postoji po pretpostavci, odnosno po tvrdnji (c). Neka sudani L, K € N

takvi da vrijedi L > K > N ineka je dan x* € X’ takav da vrijedi ||x*|| < 1. Definirajmo

< E&.

Ft={neN:K<n<LiRe(x'(x,) >0},
F ={neN:K<n<LiRe(x"(x,) <0}
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Kako je min(F*) > K > N, imamo

D IR (5 = > Re(x' () = Re( D x(x)

neF+ neF+ neF+

= Re(x*( Z x,,)) < x*( Z xn) < |1x"| ‘ Z Xp

neF+ neF+ neF*

<é&.

Analogna nejednakost vrijedi i za F~. Kakoje F* U F~ ={K,..,L}i F* N F~ = (), imamo

L

D UIRe(x (o)l = > IRe(x (el + ) Re(x'(x)| < & + & = 26.

n=K neF+ neF-
U slucaju da je F = C, analogno se dobiju ocjene za imaginarne dijelove. Tada imamo
Zﬁ:K |x*(x,)| < 4e. Kako to vrijedi za svaki x* € X’ takav da je ||x*|| < 1, imamo

L
sup{ )" ' ()l x* € X', W'l < 1) <4e, VL > K > N.
n=K

Pustanjem L — oo, potom uzimanjem limesa kad K — oo, te, napokon, pustanjem £ — 0,
dobivamo tvrdnju (g).

(g) = (f) | Pretpostavimo da vrijedi tvrdnja (g). Neka je (4,) proizvoljan niz skalara
takav da vrijedi |4,| < 1 za sve n € N. Za dani € > 0, po pretpostavci postoji Ny € N takav
da vrijedi

VK > No, sup{ > Ix¥'(x,)l - x" € X/, Il < 1} < &
n=K
Neka su N,M € N takvi da vrijedi N > M > N,. Prema Korolaru |1.4.5] moZemo nadi
x" € X' takavdaje x| =11
N

N
H Z A,x, :x*( Z /l,,xn).

n=M+1 n=M+1

Sada imamo

N N N
PREED R e
n=M+1 n=M+1 n=M+1

N N
< IS Y G
n=M+1 n=M+1

[o0)

< ) WGl <e.

n=M+1
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Dakle, }’ 4,x, je Cauchyjev, pa je 1 konvergentan; vrijedi tvrdnja (f).

Trivijalno.

(e) = (d) | Pretpostavimo da vrijedi tvrdnja (e). Neka je (n;); € N proizvoljan rastuci
niz. Definirajmo g, = 1 za sve n € N, 1 stavimo
1, ako je n = n; za neki j,
Yn = _ . _ .
1, ako je n # n; za sve j.
Po pretpostavci, i ) €,x, 1 ), y,x, konvergiraju. Stoga konvergira i

o0 [>9) (o9

D= 5D ewnt D ym)

j=1 n=1 n=1

Dakle, vrijedi tvrdnja (d).

(d) = (c¢)| Ovu implikaciju ¢emo dokazati po kontrapoziciji. Pretpostavimo da ne
vrijedi tvrdnja (c). Dakle, vrijedi

de > 0 takav da VN € N 1 konacan Fy C N takav da je min(Fy) > N i || Z Xl > €.
neFy

Neka je G| = F; 1 N; = max(G,). Zatim, neka je G, = Fy, i N, = max(G,). Nastavljajuci
induktivno, dobivamo niz konac¢nih skupova G takvih da za svaki K € N vrijedi

max(Gy) < min(Gg,,) i H >,

neGg

> & (2.2)

Neka je sada O < n; < n, < ... niz svih elemenata od | Gg. Kada bi Z;‘;l x,,; bio Ca-
uchyjev, onda bi postojao Ny € N takav da za sve M, N € N takve daje M > N > N,
vrijedi || 3V, | x|l < €. No, postoji K € N takav da je Ny € Gg. Kako je po konstrukeiji
min(Ggy1) > No, vrijedi || X jeg,.,, Xa,ll < €. To je kontradikcija sapa slijedi da Z;’;l Xn;
nije Cauchyjev. Stoga nije niti konvergentan, odnosno ne vrijedi tvrdnja (d). O

Korolar 2.2.6. Neka je X Banachov prostor i (x,), niz u X. Ako red Y., x; konvergira
bezuvjetno, onda je Y ;>\ Xo) = Yoo Xk 2a Svaku permutaciju o skupa N.

Dokaz. Neka red ) ;. x; konvergira bezuvjetno. Prema Teoremu slijedi da je x =
limpes Sp, to jest, x = limper X 1er Xk Neka je o proizvoljna permutacija skupa N i neka
je € > 0 proizvoljan. Po definiciji postoji konacan F, C N takav da za svaki F € F,
Fo C F vrijedi ||x — X 4er Xkll < & Neka je np € N dovoljno velik da vrijedi Fy =
{o(1),0(2), ..., 0(ngy)}. Odaberimo proizvoljan n > nyidefinirajmo F' = {o(1), 0°(2), ..., o(n)}.
Kako je Fy C F, vrijedi ||x — Xer Xkl < & to jest, |lx — X7_; xowll < €. Dakle, vrijedi
X = ) Xy(n za svaku permutaciju o~ skupa N. |
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Definicija 2.2.7. Neka je X Banachov prostor, (x,), nizu X, F C N konacan skup, € =
(&€)ner niz skalara takvih da vrijedi €, = 1 za sve n, te neka je A = (A,),er niz skalara
takvih da vrijedi |A,| < 1 za sve n. Definiramo

R = sup Zx,,

F neFr
R, = sup E Enxnll,
Fe neF

RA = sup le,,xn .

F.A

Napomena 2.2.8. Ocitoje 0 < R. Nadalje, vrijedi R = sup; || Y e Xull = SUpp || Yer €554l,
gdje je eX = 1 za sve n. Kako je (e®) C {(&,) : &, = £1,n € F}, vrijedi R < R,. Takoder
vrijedi R, < Rp jerje {(g,) : €, = £1,n € F} C{(4,) : |1,| £ 1,n € F}. Stoga, opcenito
vrijedi

0<R<R, <Ry < 0. (2.3)

Propozicija 2.2.9. Neka je X Banachov prostor i (x,), niz u X. Tada vrijede sljedece
tvrdnje:

(a) R<R: <2R
(b) Ako je F =R, onda je R, = Ra.
(c) Ako je F = C, onda je R, < Ry < 2R..

Dokaz.  (a) Prema[2.3] vrijedi R < R,. Pokazujemo da vrijedi i R, < 2R.
Neka je F C N proizvoljan konacan skup i neka je (&,),cr proizvoljan niz skalara
takvih da vrijedi g, = £1 za sve n. Definirajmo

Fr={n:g, =1},
F ={n:g =-1}

Kakoje FFUF~ =FiF'*NF~ =0, imamo

H anxn = H Z EnXy — Z EnXnll < H E EnXy|| + H E EnXn
nerF+ nekF~- neF+* nekF~

nelF
Sada uzimanjem supremuma po F C N, dobivamo traZzenu nejednakost.

<2R.

(b) Premal2.3] vrijedi R, < Ry. Pokazujemo da vrijedi i Ry < R,.
Neka je F C N proizvoljan konacan skup i neka je A = (4,) proizvoljan niz realnih
skalara takvih da vrijedi [4,] < 1 za sve n. Ozna¢imo sa N kardinalni broj skupa
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F. Prema Korolaru postoje realni skalari ¢; > 0 i predznaci & = =+, za
k=1,..,N+1in € F, takvi da vrijedi

N+1 N+1
ch: 11 Zsﬁck:/ln zane€F.
=1 k=1

Stoga imamo

H Z AnXy
neF

N+1
= [ > ster
neF k=1
N+1
—_ n
= el 3t
k=1

neF

N+1 N+1
n n
:H E Ck E Xy SZ”ck E Ep Xy
k=1 neF k=1 neFr
N+1

N+1
= E ckHZEan = E i R = R..
k=1

neF k=1

Sada uzimanjem supremuma po F' C N, dobivamo trazenu nejednakost.

(c) Prema[2.3] vrijedi R, < Ra. Pokazujemo da vrijedi i Rp < 2R..
Neka je F' C N proizvoljan konacan skup i neka je A = (4, proizvoljan niz komplek-
snih skalara takvih da vrijedi |4,| < 1 za sve n. Svaki 4, moZemo zapisati u obliku
A, = @, +16,, gdje su @, i B, realni. Analogno kao u dijelu (b) se dobiju ocjene

1> @

neF

|56

ner
Stoga je

ISR SRR B ) e BY)
neF neF neF neF

Sada uzimanjem supremuma po F C N, dobivamo traZzenu nejednakost.

< Re.

< R..

<R+ R, =2R..

O

Propozicija 2.2.10. Neka je X Banachov prostor i (x,), niz u X. Ako ) x, konvergira
bezuvjetno, onda su i R i R, i R konacni.

Dokaz. Prema Propoziciji dovoljno je pokazati da je jedan od R, R., Rx konacan.
PokaZzimo da vrijedi R < oo.

Pretpostavimo da )’ x, konvergira bezuvjetno. Tada, prema Teoremu [2.2.5] moZemo naci
N > 0 takav da vrijedi

¥ konatan G C N, min(G) > N = HZX <1

neG
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Definirajmo Fy = {1, ..., N} i stavimo

M = max
FCFy

S,

nekF

Kako je F konacan, vrijedi M < co.
Odaberimo sada proizvoljan F' € N. Vrijedi F' = (FNFp)U(F\Fyo) 1 (FNFy)N(F\Fy) =0

pa imamo
L PIREEIIE B DI DIES

|2
neF neFNFy neF\F, neFNFy neF\F,

Sada uzimanjem supremuma po F C N dobivamo R < M + 1 < oo, §to je i trebalo
pokazati. O

<M+1.




Poglavlje 3

Topoloske baze

3.1 Koeficijentni funkcionali i Schauderova baza

Definicija 3.1.1. Niz (x,), u Banachovom prostoru X se naziva (topoloska) baza za X ako
za svaki x € X postoji jedinstven niz skalara (a,(x)), takav da vrijedi

x= ) ayx)x, 3.1)
n=1
(pri cemu se ovdje podrazumijeva obicna konvergencija navedenoga reda u normi prostora
X).
Definicija 3.1.2. Neka je X Banachov prostor i (x,), baza za X. KaZemo da je:

(a) (x,), bezuvjetna baza ako red u konvergira bezuvjetno za svaki x € X. Za bazu
koja nije bezuvjetna kazemo da je uvjetna baza.

(b) (x,), apsolutno konvergentna baza ako red u[3.1\konvergira apsolutno za svaki x € X.

(c) (x,), ogranicena baza ako je (x,), ogranicen odozdo i odozgo; preciznije, ako vri-
jedi: 0 < inf|x,|| < supl|x,|| < oo.

(d) (x,), normirana baza ako je ||x,|| = 1,Yn € N.

Definicija 3.1.3. Neka je X Banchov prostor. Niz (x,), u X je bazni niz u X ako je on baza
za span{x,}.

Definicija 3.1.4. Neka je X Banachov prostor i (x,), baza za X. Niz linearnih funkcionala
(a,), definiran jednadZbom zove se pridruZeni niz koeficijentnih funkcionala, ili samo
koeficijentni funkcionali, za (x,),.

21
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Napomena 3.1.5. Linearnost koeficijentnih funkcionala (a,), nije trivijalna, no lagano
slijedi iz uvjeta jedinstvenosti niza skalara u definiciji baze; neka su a, € F,x,y € X
proizvoljni. Vrijedi

[ee)

ax+py = Z a,(ax + By)x,.

n=1

S druge strane, kako je

(o)

x = i (X% Y= D @),
n=1

n=1

imamo

ax+By = a ) a()%, +B ) a()x = Y (ay(x) + fa (),
n=1 n=1

n=1

Sada, zbog jedinstvenosti zapisa od ax + By, mora vrijediti

a,(ax + By) = aa,(x) + Ba,(y),
itozasvea,peF xyeX

Definicija 3.1.6. Neka je X Banachov prostor, (x,), baza za X i (a,), pridruZeni niz koefi-
cijentnih funkcionala. KaZemo da je (x,), Schauderova baza za X ako je svaki koeficijentni
funkcional a, neprekidan.

Napomena 3.1.7. Teorem[3.1.16|pokazuje da je svaka baza za Banachov prostor Schaude-
rova baza.

Napomena 3.1.8. Neka je X Banachov prostor i (x,), baza za X. Odaberimo proizvoljan
m € N. x,, moZemo zapisati na dva nacina:

(o)
Xm = Z an(xm)xn,

n=1
[ee)

Xy = E OnXn.
n=1

Zbog jedinstvenosti prikaza u bazi mora vrijediti
a,(xp) = Opmn, Ym,n € N,

Definicija 3.1.9. Neka je X Banachov prostor. Za nizove (x,), € X i (a,), € X’ kaZemo da
su biortogonalni ako je a,(x,,) = O, za sve m,n € N. U tom slucaju kaZemo da je (a,),
biortogonalni sustav, ili dualni sustav, za (x,),.
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Definicija 3.1.10. Neka je X Banachov prostor i (x,), baza za X sa koeficijentnim funkci-
onalima (a,),. Operatori parcijalne sume pridruZeni nizu (x,), su preslikavanja Sy : X —
X definirana sa:

N
Syx = Z a,(X)x,, x € X. (3.2)
n=1

Napomena 3.1.11. Linearnost operatora parcijalne sume S y slijedi iz linearnosti funkci-
onala a,. Takoder, vrijedi

a, je neprekidan za svaki n & S y je neprekidan za svaki N.

Dokaz. Ovaj smjer vrijedi odmah iz definicije S y.

Ovaj smjer je pokazan u Teoremu [3.1.16 O

Teorem 3.1.12. Neka je X Banachov prostor, (x,), niz u X, te pretpostavimo da je x, # 0
za sve n € N. Neka je

Y= {(cn) : i cp X, konvergira u X},
n=1

te neka je

N
lenlly = sup | D e,
N n=1

Tada vrijedi sljedece:
(a) Y je Banachov prostor.

(b) Ako je (x,), baza za X, onda je Y topoloski izomorfan sa X; topoloski izomorfizam
je dan preslikavanjem T : (c,) & 2, Xy

Dokaz.  (a) Y je vektorski prostor. Nadalje, uzmimo proizvoljan (c,) € Y. Po definiciji
od Y, vrijedi da } 7, c,x, = limy_e ZnNzl cnXx, konvergira. Kako su konvergentni
nizovi ograniceni, slijedi da je ||(c,)|ly < oo. Zbog proizvoljnosti poCetnog niza, to
vrijedi za sve (c¢,) € Y. Dakle, || - ||y je dobro definirano. PokaZimo sada da je to
normana Y.
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Neka su (¢,), (d,) € Y, @ € F proizvoljni. Vrijedi:

N
n d, = n t+d, = n + dy)Xy
Ien) + (@lly = len + d)ly sng;(c +d,)x

N N
= sup H Z CpX, + Z d,x,
N n=1 n=1
N N
< sg}p (H Z CoXnl| + ” Z d,x, )
n=1 n=1
N N
= S%p (H HZ:; CpXn ) + 511\1/p (H ; d,x, )

= [Itea)lly + 1 @Dlly,

N
= |a| sup H Z CnXn
N n=1

Pretpostavimo da je ||(c,)lly = 0. Tada je || ZnNzl cnXnll = 0 za sve N. Posebno je
llc1x1]l = 0. Kako je x; # 0, slijedi da je ¢; = 0. Sada je ||cox;|| = || Zizl cuXnll = 0 pa
analogno slijedi da je ¢, = 0, itd. Dakle, vrijedi da je ¢, = 0 za sve n € N. S druge
strane, ako je ¢, = 0 za sve n € N, onda vrijedi da je [|(c,)|ly = supy || Zﬁ:’:] 0| =
Dakle, pokazali smo da je || - ||y norma na ¥, odnosno da je Y normiran prostor.
Trebamo joS$ pokazati da je Y potpun u odnosu na normu || - ||y.

Pretpostavimo da je Ay = (cy(n))nenw € Y 1 (Ay)yen je Cauchyjev niz u Y. Za svaki
fiksirani n > 2 te za sve M, N € N vrijedi

N
latenlly = el = sup || Y ac,x, = lo el
N n=1

lew(n) — en(m)] {1xall = ll(epr(r) = en(m))x, |

n—1

- | Z en) = en()i = Y (cath) = et

k=1
<| Z eutk) = ex0)x| +|| 2 (cmth) = eno)x
k=1
< 2||AM — Anlly.

Zan = 1 imamo [cy(n) — ex(m)| [Ix1]] < [|Ay — Anlly.

Kako je (Ay)venw Cauchyjev niz u Y, te kako je ||x,|| # O za sve n, zakljuCujemo
da je (cy(n))yenw Cauchyjev niz skalara. Stoga on konvergira prema nekom skalaru
c(n) e Fkada N — oo.
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Zelimo pokazati da Ay konvergira prema A = (c(n)),en u || - ||y kada N — oo.
Odaberimo € > 0. Znamo da

L
ANy e N t.d. YM,N > Ny ||Ay — Anlly = sup|| Z(CM(I’Z) —cy(n)x,|| < e.
L n=1

Neka je L > 0 fiksan. Definiramo

L

yun = ) (eu(n) = ey(m)x,,

n=1

L
= ) (cn) = en(m)x.
n=1

Uoc¢imo da je |[yynll < € zasve M, N > N,. Nadalje, vrijedi:

L
Iy =yl = || 3 enm) = entm) = ) + e,
n=1

= | i(cM(n) - cm)x,
n=1

L
< D lew(m) = el x|l
n=1

Kako cy(n) — c(n) kada M — oo, slijedi da yy vy — yny kada M — oo. Sada slijedi
da za sve N > Ny imamo
ywll =" lim flypnll < e.

Odnosno, iz definicije yy, za sve N > N, imamo

<e&.

| i(cm) - en(m)s,
n=1

Uzimanjem supremuma po L, za sve N > Ny imamo

L
sup H > et - enm),| < e (3.3)
n=1
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Sada uoc¢imo da je (cy,(n))nen € Y. Dakle, red 3, cn,(n)x, konvergira po definiciji
prostora Y pa postoji M, > 0 tako da za svaki N > M > M, vrijedi

N
H Z Ny (1),

<é&.
n=M+1
Stoga, ako je N > M > My, Ny, imamo
N N M N

| > conml| = || Do = enyomm+ 3 et = enpmn + 3 en(or,
n=M+1 n=1 n=1 n=M+1

N M N

< || D et = ey + || D et = enyom| + || D enstm,
n=1 n=1 n=M+1

<eg+e+e=3e

Dakle, },,”, c¢(n)x, konvergirau X pa je A = (c¢(n)) € Y. Sada iz[3.3|zaklju¢ujemo da
Ay — A (kad N — o0) u normi prostora Y, odnosno da je Y potpun.

(b) Zelimo pokazati da je T : ¥ — X linearna bijekcija takva da su 7' i 7~ neprekidni.

Po pretpostavci je X Banachov prostor te je pokazano da je i Y Banachov prostor.
Stoga je, prema Teoremu [I.6.1] dovoljno pokazati da je T neprekidna linearna bijek-
cija. Tada ée slijediti da je i 7~! neprekidan.
Za (c,) € Y vrijedi T(c,) = >, cuXy < oo po definiciji prostora Y, odnosno
T : Y - X. Kako je (x,), baza za X, za svaki x € X postoji jedinstven niz ska-
lara (c,) tako da je x = X7, ¢,X,, odnosno x = T(c,). Dakle, T je bijekcija. Nadalje,
za proizvoljne a, 8 € F, (c,), (d,) € Y vrijedi

[ee)

T(@(cn)+B(d,) = ) (@cn)+Bd))x, = @ D (c)x+B ) (dn)x, = aT () +T(d,),
n=1 n=1

n=1

paje T linearna bijekcija. Takoder, za (c,) € Y vrijedi

0 N N N
Il = || Z} eof| = 11 lim Z; el = Jim || Zl | < sup| Z} e = ey
Dakle, T je neprekidna linearna bijekcija te je tvrdnja dokazana.
]

Korolar 3.1.13. Neka je X Banachov prostor, (x,), baza za X, te neka je (a,), pridruZeni
niz koeficijentnih funkcionala. Neka su, kao u prethodnom teoremu,

Y = {(cn) : i cnX, konvergira u X},

n=1
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]

N
lenlly = sup| > e,
N n=1

(o)

T(c,) = Z CnXp-

n=1

Tada vrijedi sljedece:
(a) Operatori parcijalne sume su ograniceni, i vrijedi ||S y|| < [IT7!|, za sve N € N.
(b) C = supy |ISnll < oo.
(c) llxll = supy IS yx|| je norma na X i ekvivalentna je normi || - ||; vrijedi
-r=<um-m=cl-l.

Dokaz.  (a) Za fiksirani x € X je
X = Z a,(X)x,.
n=1

Kako su skalari a,(x) jedinstveni, T~! je dan sa
T 'x = (a,(x)).

Stoga imamo:

= @,y = 1T~ xdly < 1T~} Il < co.

N
sup I8 vl = sup | 3 ay(x)x,

n=1

Dakle, S y je ogranicen i vrijedi ||S y|| < |77}
(b) Iz dijela (a) vidimo da je C = supy [IS |l < 1T < oco.

(c) U (a)dijelu je pokazano daje [|x||l = ||(a,.(x))|ly, a u prethodnom teoremu je pokazano
daje | -|ly normana Y. Iz toga vidimo da je || - || norma na X. Nadalje, za proizvoljan
x € X vrijedi
llxll = Sl:/p”SNx” < Sl}i]p”SN“ x|l = Clixll,

1 takoder
0 N N
Il = | 3 anom| = Il im > @l = lim || > a0,
N—oo N—oo
n=1 n=1 n=1
= lim ||S yxI| < sup IS nx]| = llxIl.
N—ooo N
Dakle, || - || i [I - I su ekvivalentne norme i vrijedi navedena nejednakost.
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Definicija 3.1.14. Neka je X Banachov prostor i (x,), baza za X. Konacan broj C =
supy IS nll zovemo bazna konstanta. Ako je bazna konstanta C = 1, kaZemo da je baza
monotona.

Napomena 3.1.15. Iz Korolara|3.1.13|vidimo da vrijedi 1 < C < oo.

Teorem 3.1.16. Neka je X Banachov prostor i (x,), baza za X sa pridruZenim nizom koefi-
cijentnih funkcionala (a,),. Tada je (x,), Schauderova baza za X i vrijedi

1 < llaall lIx,]l < 2C, n e N.
Nadalje, (a,), € X' je biortogonalan niz nizu (x,),.

Dokaz. Zan > 2 imamo

n n—1
(0%, = > ax(0x— ) a()x = S,x =S, 1.
k=1 k=1
Stoga je
|, COl |xn]] = llan (X)Xl = IS 5 x = S oy x|l < IS ]| + 1S i x| < 2C1 x|

Kako je (x,), baza, vrijedi x,, # 0, Yn. Stoga imamo

llanll < <o

[l
Zan = 11imamo a;(x)x; = §;x pa vrijedi ista ocjena.
Dakle, a, je ogranicen za sve n, odnosno (x,), je Schauderova baza za X, te je pokazana
traZena gornja ocjena. Iz Napomene [3.1.§|slijedi biortogonalnost nizova (a,), i (x,),. Stoga
imamo
1 = ay(x,) < lanll 1|xall.

Napomena 3.1.17. U Lemi Jje pokazana jedinstvenost biortogonalnog niza (a,),.

Teorem 3.1.18. Neka je X Banachov prostor i (x,), baza za X. Tada je (x,), monotona
baza za X obzirom na ekvivalentnu normu || x|| = supy |IS yx||.

Dokaz. Zelimo pokazati da vrijedi supy IS yll = 1. Znamo da za baznu konstantu C uvijek
vrijedi C > 1. Stoga trebamo pokazati da je supy [IS yll < 1. Pokazimo najprije pomocnu
tvrdnju: za kompoziciju operatora parcijalne sume S, 1 S y vrijedi

SMSN = Smin{M,N}-
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Odaberimo proizvoljan x € X 1 M, N € N. Vrijedi

N N N M
SMSNx:SM(EjaAme:= SM@Aan::EZEEaMﬂA@%Jm
n=1 n=1 n=1 m=1
N M N M N M
= Z Z an(x)am(xn)xm = Z Z an(x)émnxm = Z Cln(X) Z é‘mnxm
n=1 m=1 n=1 m=1 n=1 m=1
min{M,N}
= Z an(x)xn = Smin{M,N}x-
n=1
Time je pomoc¢na tvrdnja pokazana i imamo
IS vxll = sup IS S nxll = supflIS 1 xl, ..., [|S pxI[}.
M
Stoga je
sup IS yxll = sup IS vxll = llxIl,
N N
odakle slijedi supy ISyl = 1. |

3.2 Ekvivalentne baze

Lema 3.2.1. Neka su X i Y Banachovi prostori, (x,), baza za X, te nekaje T : X — Y
topoloski izomorfizam. Tada je (T x,,),, baza za Y.

Dokaz. Zasvakiy € Y vrijedi
T 'yeX.

Stoga postoji jedinstven niz skalara (c,) tako da vrijedi

T_ly = i CnXp-

n=1
Kako je T neprekidan, vrijedi

o0

y= T(T_ly) = T(i cnx,,) = Z c,Tx,.

n=1 n=1

Da bi pokazali da je (Tx,), baza za Y, trebamo pokazati jedinstvenost gornjeg zapisa.
Pretpostavimo da za neki drugi niz skalara, (b,), vrijedi

y = i b,Tx,.
n=1
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Kako je T~! neprekidan, vrijedi

T 'y = T‘l(ibnTxn) = i b, T 'Tx, = ib,,x,,.
n=1 n=1 n=1

Stoga je b, = ¢, za svakin € N jer je (x,), baza za X. Dakle, (T x,), je bazaza Y. m|

Definicija 3.2.2. Neka su X i Y Banachovi prostori. KaZemo da je baza (x,), za X ekviva-
lentna bazi (y,), za Y ako postoji topoloski izomorfizam T : X — Y takav da je Tx, =y,
za sve n € N,

Ako je X =Y, pisemo (x,), ~ Vn)n-

Teorem 3.2.3. Neka su X i Y Banachovi prostori. Ako je (x,), baza za X, a (y,), baza za
Y, onda su sljedece tvrdnje ekvivalentne:

(a) (x,),je ekvivalentna (y,),;

(b) > cnx, konvergira u X ako i samo ako ) c,y, konvergirau Y.

Dokaz. |(a) = (b)| Pretpostavimo da je (x,), ekvivalentna (y,),. To znaci da postoji to-

poloski izomorfizam T : X — Y takav da vrijedi Tx, = y, za sve n € N. Zelimo pokazati

Z cuX, konvergira u X & Z cnyn konvergira u Y.

Kako je (x,), baza za X, postoji x € X tako da vrijedi

(o]
X = E CpXy < 0.
n=1

1z definicije od T sada imamo

Kako je T neprekidan, vrijedi

Tx = T(i ch"yn) = i exTT 'y, = i CnYn
n=1 n=1 n=1

17Xl < 171} {lxll < oo,
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odakle slijedi

o0

Z CpYn < 0.

n=1

Obrat slijedi analogno iz &injenica da je (v,), baza za Y i da je T~! neprekidan.

(b) = (a) | Pretpostavimo da vrijedi

Z cnX, konvergira u X & Z Cnyn konvergira u Y.

Neka su (a,), € X’ koeficijentni funkcionali za (x,), i neka su (b,), C Y’ koeficijentni
funkcionali za (y,),. Neka je dan x € X. Tada

(o)
X = Z a,(x)x,
n=1

konvergira u X. Stoga

[e9)

Tx= Z An(X)Yn

n=1
konvergirau Y. T je dobro definiran zbog jedinstvenosti prikaza x u bazi. Pokazimo da je
T linearan. Za proizvoljne «, 8 € F, x, z € X vrijedi

(o)

T(@x+2) = ) an(@x+BR)y, = ) (@ay()+Bay(@)yn = @ D an(x)yu+B )| an(@)yn = aTx+BTz.
n=1 n=1 n=1

n=1

Ako je Tx = 0, imamo

(o)

i 0y, =0=Tx= Z a,(X)y,.

n=1 n=1
Zbog jedinstvenosti prikaza u bazi slijedi a,(x) = 0 za sve n € N. Dakle, T je injekcija.
Odaberimo proizvoljan y € Y. Tada

y= i bn(¥)yn

konvergira u Y. Stoga
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konvergira u X.
S druge strane, imamo

(o)
X = Z a,(x)x,
n=1

i(x,), je baza za X pa slijedi b,(y) = a,(x) za sve n € N. To povlaci Tx = y. Dakle, T je
surjekcija.
PokaZimo joS i da je T neprekidan.
Za N € N definiraqmo Ty : X — Y sa

N

Tnx = Z an(x)yn-

n=1
Kako je a, neprekidan za sve n € N, slijedi da je 1 Ty neprekidan za sve N € N. Za svaki
x € X vrijedi

lim Tyx = Tx.

N>

Sada po Teoremu[I.5.2]slijedi da je T neprekidan. m|
Korolar 3.2.4. Sve ortonormirane baze Hilbertovog prostora su medusobno ekvivalentne.

Dokaz. Neka su (e,), 1 (f,), dvije proizvoljne ortonormirane baze Hilbertovog prostora H
i neka je (c,) proizvoljan niz skalara. Ako pretpostavimo da }, ¢,e, konvergira, onda,
prema Propoziciji vrijedi 3°°°, |c,* < co. Prema istoj propoziciji, to je ekvivalentno
¢injenici da ), , ¢, f, konvergira. Analogno, ako pretpostavimo da )., ¢, f, konvergira,
dobivamo da )}, c,e, konvergira. Prema Teoremu to je ekvivalentno tvrdnji da su
(en)n 1 (fn)n ekvivalentne baze. Kako su (e,), i1 (f,), odabrane proizvoljno, slijedi tvrdnja.

O

3.3 Trigonometrijski sustav

Definicija 3.3.1. Trigonometrijski sustav je niz 1-periodickih funkcija (e,),cz definiranih
sa .
e (t) =™, teT,

gdje T oznacava torus.
Napomena 3.3.2.
C(T)={f € CR): f je 1-periodicka},
1
LP(T)={f:R > C: f je 1-periodicka i f lf(O)Pdt < o0}, zal < p < oo,
0

L>(T)={f :R — C: f je 1-periodicka i ||f]|lc < oo}.
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Definicija 3.3.3. Za f € L'(T) su sa

1
f(l’l) — <f’ eZﬂ'int> — f f(t)e—Zﬂ'intdt, nez,
0
definirani Fourierovi koeficijenti funkcije f. Nadalje, niz definiran sa

J = )ez
se naziva Fourierova transformacija funkcije f.

Teorem 3.3.4. (a) (e*™"),cz je ortonormirana baza za L*(T). Stoga se svaki f € L*(T)
moZe zapisati u obliku

fo =" fme,

nez
gdje navedeni red konvergira bezuvjetno u L*-normi i vrijedi

12 = > 1o,

nez

(b) (¥, je uvjetna baza za LP(T), 1 < p < 2i2 < p < oo, obzirom na poredak
Z=1{0,-1,1,-2,2,...} = {k, ko, ...}. Posebno, za svaki od navedenih p se f € LP(T)
moZe jedinstveno zapisati u obliku

fy =) flkye,
n=1

gdje navedeni red konvergira u LP-normi, ali konvergira uvjetno za neki f € LP(T).

(c) (€77 je fundamentalan niz, ali nije baza za L'(T) i C(T), no svaka funkcija iz
LY(T) je jedinstveno odredena pripadnom Fourierovom transformacijom f.

Dokaz. Dokaz teorema moze se pogledati u [2]. O

3.4 Slabe i slabe* baze u Banachovim prostorima

Definicija 3.4.1. Neka je X Banachov prostor i (x,), nizu X. KaZemo da je (x,), slaba baza
za X ako za svaki x € X postoje jedinstveni skalari a,(x) takvi da vrijedi x = ), a,(x)x,,
gdje navedeni red konvergira u slaboj topologiji, to jest,
N
Vx* e X, I\Igr‘)lo(Z;an(x)xn,x > = (x,x"). (3.4)
KaZemo da je slaba baza slaba Schauderova baza ako je svaki koeficijentni funkcional
a,, slabo neprekidan na X.
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Definicija 3.4.2. Neka je X Banachov prostor. Niz funkcionala (x)), u X’ je slaba* baza za
X' ako za svaki x* € X' postoje jedinstveni skalari a,(x*) takvi da vrijedi x* = } a,(x")x],
gdje navedeni red konvergira u slabo* topologiji, to jest,

N
VxeX, lim (x. Z_; ay(x)x) = (x,x0).
KaZemo da je slaba* baza slaba* Schauderova baza ako je svaki koeficijentni funkci-
onal a;, slabo* neprekidan na X'.

Teorem 3.4.3. Neka je X Banachov prostor. Ako je (x,), baza za X, onda je (x,), slaba
baza za X. Nadalje, u tom slucaju je (x,), slaba Schauderova baza za X sa koeficijentnim
funkcionalima koji su neprekidni na X obzirom na normu.

Dokaz. Neka je (x,), baza za X te neka je (a,), pridruZeni niz koeficijentnih funkcionala.
Prema Teoremu (x,)n je Schauderova baza za X, odnosno pridruzeni koeficijentni
funkcionali a, su jako neprekidni. To povlaci da su i slabo neprekidni. Nadalje, za svaki
x € X vrijedi x = ) a,(x)x,, gdje navedeni red konvergira u normi, odnosno vrijedi

N
Hx - Z a,(x)x,

n=1

— 0, kad N — oo.

Zelimo pokazati da navedeni red konvergira i u slaboj topologiji, odnosno da za svaki
x* € X’ vrijedi

1\171—{20 < i an(x)x,, x*> ={(x, x").
n=1
Za proizvoljni x* € X’ imamo
N N
K Z a,(x)x,, x*> —{(x,x")| = K Z a,(x)x, — x, x*>
=1 n=1

N
<l || 3 o, - o
n=1

Kako je x* € X’, vrijedi ||x*|| < oo, pa iz pretpostavke ||x—ZnN:1 a,(x)x,|| = 0, kad N — oo,
slijedi traZzeno. Pokazimo jedinstvenost zapisa u obliku x = }’ a,(x)x,, gdje navedeni red
konvergira slabo.

Neka za neki drugi niz skalara (c,) vrijedi x = ) ¢,x,, gdje navedeni red konvergira slabo.
Odaberimo proizvoljan m € N. Kako vrijedi a,, € X’, imamo

N

%) N N
a,(x) = am( E c,,xn) = am( lim E c,,xn) = lim Culpm(x,) = lim E CrOpm = Cip-
1 N—oo : N—oo . N—oo 1
n= n= n= n=
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Zbog proizvoljnosti m € N, slijedi da je a,,(x) = ¢,,, Ym € N, odnosno (x,), je slaba baza
za X. Ranije je pokazano da su (a,), slabo neprekidni, pa stoga vrijedi da je (x,), slaba
Schauderova baza za X. O

Teorem 3.4.4. Neka je X Banachov prostor, (x,), niz u X, te pretpostavimo da je x,, # 0 za

sve n € N. Neka je

Y= {(cn) : i cuX, konvergira slabo u X},

n=1

te neka je

N
Ienlly = sup | D e,
N n=1

Tada vrijede sljedece tvrdnje:
(a) Y je Banachov prostor.

(b) Ako je (x,), slaba baza za X, onda je Y topoloski izomorfan sa X; topoloski izomor-
fizam je dan preslikavanjem T : (c,) & D CpX,.

Dokaz. Uz Cinjenicu da su slabo konvergentni nizovi ograniceni, dokaz je analogan dokazu

Teorema[3.1.12] O

Korolar 3.4.5. Neka je X Banachov prostor, (x,), slaba baza za X i (a,), pridruZeni niz
koeficijentnih funkcionala. Tada vrijede sljedece tvrdnje:

(a) supy IS nx|| < oo za svaki x € X.
(b) Svaki Sy je (jako) neprekidan, i C = supy ||S || < oo.

(c) lxll = supy |IS nx|| definira normu na X ekvivalentnu inicijalnoj normi || - ||, i vrijedi
H-1<-m=<Cl-l.

(d) Svaki koeficijentni funkcional a, je (jako) neprekidan, i vrijedi

I < lagll [|x,ll £ 2C, n € N, (3.5)

(e) (x,),je slaba Schauderova baza za X.
Dokaz. Analogno Korolaru [3.1.13(i Teoremu O

Teorem 3.4.6. Neka je X Banachov prostor i (x,), nizu X. (x,), je baza za X ako i samo
ako je (x,), slaba baza za X.
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Dokaz. Prema Teoremu sve baze su slabe baze.

Pretpostavimo da je (x,), slaba baza za X, te neka je (a,), pridruZeni niz koeficijentnih
funkcionala. Po Teoremu vrijedi a, € X’ za svaki n € N. Stovise, zbog jedinstvenosti
zapisa u[3.4] mora vrijediti a,(x,,) = 6,,,. Dakle, niz (a,), je biortogonalan nizu (x,),. Na-
dalje, prema Korolaru [3.4.5] vrijedi sup, [IS v|| < co. Stoga je, po Teoremu dovoljno
pokazati da je (x,), fundamentalan niz u X.

Neka je x* € X’ takav da vrijedi x*(x,) = 0 za svaki n € N. Sada iz definicije slabe baze,

po[3.4] imamo

N N
x(x) = lim x (Zl a,(0)x,) = lim Zl a, ()" (x,) = 0.
Stoga je x* = 0. Po Korolaru slijedi da je (x,), fundamentalan niz. O

3.5 Biortogonalnost, minimalnost i nezavisnost

Definicija 3.5.1. Neka je X Banachov prostor i (x,), nizu X. (x,), je minimalan niz ako je
X & Span{x,}nzm, za sve m € N.
Za niz (x,), koji je i minimalan i fundamentalan kaZemo da je egzaktan.

Lema 3.5.2. Neka je X Banachov prostor i (x,), nizu X. Tada vrijedi sljedece:
(a) Postoji niz (a,), € X’ biortogonalan nizu (x,), < (x,), je minimalan niz.
(b) Postoji jedinstven niz (a,), € X' biortogonalan nizu (x,), & (x,), je egzaktan niz.

Dokaz.  (a) Pretpostavimo da je (a,), € X’ biortogonalan niz nizu (x,),. Za fiksni
m e Nize span{x,},zmje z = Z?’zl CnXn; 1

N
am(z) = Z anam(xnj) =0

J=1

jer susvin; # m. Kako je a,, neprekidno preslikavanje, slijedi da je a,,(z) = 0, za sve
z € span{x,},+m- No, kako je a,(x,,) = 1, slijedi da je x,, ¢ span{x,},m, odnosno da
je (x,), je minimalan niz.

Pretpostavimo da je (x,), minimalan niz. Kako je x,, ¢ span{x,},+n, tada po
Korolaru |1.4.2| postoji a,, € X’ takav da je a,(x,) = 11 a,(x,) = 0,Yn # m.
Napravimo li ovaj postupak za sve m € N, dobivamo biortogonalan niz (a,), nizu
(xn)n-
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(b) Pretpostavimo da postoji jedinstven niz (a,), € X’ biortogonalan nizu (x,),. 1z
dijela (@) znamo da je (x,), minimalan. Da bi pokazali da je egzaktan, trebamo jos
pokazati da je fundamentalan, to jest, da vrijedi span{x,} = X. Uzmimo a, € X'.
Zbog biortogonalnosti nizova (x,), 1 (a,), vrijedi da je a,(x,;,) = 0.

Neka je x* € X’ takav da je x*(x,) = 0,Vn. Tada za proizvoljan m € N vrijedi
(a, + x*)(xp) = an(x,) + X" (x,,) = O, 0dakle slijedi da je (a, + x*), biortogonalan
niz nizu (x,),. 1z pretpostavke jedinstvenosti slijedi da je x* = 0. Sada po Korolaru
[1.4.3]slijedi tvrdnja.

Pretpostavimo da je (x,), egzaktan niz, to jest, minimalan i fundamentalan niz.
1z dijela (a) znamo da postoji biortogonalan niz (a,), nizu (x,),.

Pokazujemo jedinstvenost. Neka je (b,), neki drugi niz biortogonalan nizu (x,),, to
jest, takav da vrijedi b,,,(x,) = 6,,,. Vrijedi da je a,, — b,, € X’ 1 imamo

(am - bm)(xn) = am(xn) - bm(xn) = 6nm - 6nm = 0, Vn.

Po Korolaru [1.4.3|slijedi da je a,, — b,, = 0. Kako to vrijedi za sve m € N, vrijedi
tvrdnja.
|

Teorem 3.5.3 (Miintz-Szasz). Neka je 0 < ny < n; < np < ... rastuci niz nenegativnih
prirodnih brojeva.

0o L_
Vl:lnk_

(a) Niz (X))o je fundamentalan u C[0, 1] ako i samo ako je no =01 ),

(b) Ako je 0 < a < b < oo, onda je niz (X" )i>o fundamentalan u Cla, b] ako i samo ako
. 0 1 _
.]e Zn:() a =0
Dokaz. 4], Teorem 15.26. O

Definicija 3.5.4. Neka je X Banachov prostor i (x,), nizu X. KaZemo da je (x,),:

. . . 1. , . N v .
(a) konacno linearno nezavisan (ili, krace, nezavisan) ako ),,_, c,x, = 0 povlaci da je
cp=..=cy=0.

(b) (*(tP)-nezavisan ako Y., c,x, konvergira i suma mu je jednaka nuli za neki niz
(cp)n € CX(LP) poviaci da je c, = 0,¥n € N.

(c) w-nezavisan ako Y, | c,X, konvergira i suma mu je jednaka nuli samo kada je c, =
0,VneN.

Teorem 3.5.5. Neka je X Banachov prostor i (x,), nizu X. Tada vrijede sljedece tvrdnje:

(a) Ako je (x,), bazni niz, onda je (x,), minimalan.
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(b) Ako je (x,), minimalan, onda je (x,), w-nezavisan.
(c) Ako je (x,), w-nezavisan, onda je (x,), konacno nezavisan.

Dokaz.  (a) Pretpostavimo da je (x,), bazni niz u X. Tada je (x,), baza za M = span{x,}.
Stoga postoji niz (a,), C M’ koji je biortogonalan nizu (x,,),. Fiksirajmo m € N 1 de-
finirajmo E,, = span{x,},+». Tada je a,(x,) = 0,Vx € E,,, a kako je a,, neprekidan,
onda je a,(x) = 0,Vx € E,.. Kako je an(x,) = 1, slijedi da je x,, ¢ E,,. Dakle, (x,).
je minimalan.

(b) Neka je (x,), minimalan, ) >, c¢,x, konvergira i suma mu je jednaka nuli. Pretposta-
vimo da je ¢,, # 0 za neki m € N. Tada je

1
Xm = _C_ § CnXn,s
m yntm

odakle slijedi da je x,, € span{x,},+mn Sto je u kontradikciji s minimalno$¢u niza (x,,),.
Dakle (x,), je w-nezavisan.

(c) Pretpostavimo da je (x,), w-nezavisan. To znaci da ) c¢,x, konvergira i suma mu
je jednaka nuli samo ako je ¢, = 0 za sve n. Posebno, za svaki fiksan N € N je
ZnNzl cnXx, =01c; = ... = cy = 0. Dakle, (x,), je kona¢no nezavisan.

O

Napomena 3.5.6. Obrati u prethodnom teoremu ne vrijede cak ni uz dodatne pretpostavke;
na primjer, da je prostor Hilbertov ili da je niz fundamentalan. To je pokazano u sljedeca
tri primjera.

Primjer 3.5.7 (minimalan i fundamentalan = baza). Neka je (e,), ortonormirana baza
Hilbertovog prostora H i stavimo x, = };_, %ek,n € N. Primijetimo da je x, = X,_1 +

rllen, n > 2, i konstruirajmo niz (y,), biortogonalan nizu (x,),. Fiksirajmo m > 2 i neka je
n €N\ {m,m+ 1}. Tada je

1 1 1
O = <yma xn> = <ym’ Xp-1 + _en> = <ym’ xn—1> + —Q’m, en) = _<yma en)-
n n n
Dakle, (y,,e,) =0 za svakin € N\ {m,m + 1}. Za n = m imamo

1 1
1= <ym’ xm> = <ym’ Xp—1 + _em> = _<ym’ em>’
m m

odakle slijedi da je (y,,, e,,) = m. Takoder je

1
0= <ym,-xm+l> = ()’m, Xy + m em+l> =1+ <ym, em+1>a

+1 m+1
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odakle slijedi da je (y,,, €ns1) = —(m + 1). Za m = 1 imamo sljedece:
zan=1je
L=<, x1) =, en);
zan=2je
1 1
0 =1, x2) = i x1) + yis §€2> =1+ 5()’1,62%

odakle je (yi,e;) = —
zan>3je

1
= V1, X)) = V1o Xn-1) + 01 — €n> = <)’1,€n>,

odakle slijedi da je (yi, e,) = 0 za sve n > 3. Dakle, vrljediyl = e) — 2e,. Sve skupa, dobili
smo da je y, = ne, — (n + 1)e,,1, Yn. Sada se lako provjeri da su nizovi (x,), i (y,), doista
biortogonalni. Prema Lemi[3.5.2slijedi da je (x,), minimalan niz.

Da bismo dokazali da je (x,), fundamentalan, pretpostavimo da je postoji a € H takav da
je {x,,ay =0,¥n € N. Tada je

(er,a) =0

1
(ej,a) + §<ez,a> =0

1 1
(e1,a)y + §<€2,a> + §<€3,a> =0

Slijedi da je {e,,a) = 0,Yn € N pa je a = 0. Prema Korolaru sijedi da je (x,),
fundamentalan niz.

Sada pretpostavimo da se x .= Y, %ek moZe prikazati kao x = Y, | @,X,, za neke skalare
ay,n € N. Neka je m € N proizvoljan i pomnoZimo zadnju jednakost skalarno sa y,,. Tada

imamo
i~ © 1 i~
;a’ xn’ym - ; % ’ym> = <Z

k=1

er, me,, — (m + 1)em+1> —1-1=0.

x| —

Kako to vrijedi za svaki m € N, dobili smo da je x = ), 0x, = 0 sto je kontradikcija.
Dakle, (x,), nije topoloska baza za H.

Primjer 3.5.8 (w-nezavisan i fundamentalan =» minimalan). Prema Teoremu niz
(F)iso je fundamentalan u C[0, 1]. No, prema istom Teoremu je i niz (x**)iso fundamenta-
lan u istom prostoru. Stoga (x")o nije minimalan.

Pretpostavimo da je f(x) = Yoo ax* = 0, gdje navedeni red konvergira uniformno na
[0,1]. Tada je cy = f(0) = 0. Deriviranjem dobivamo da su i ostali koeficijenti jednaki 0.
Dakle, (x*)s0 je w-nezavisan.



POGLAVLIJE 3. TOPOLOSKE BAZE 40

Primjer 3.5.9 (kona¢no nezavisan i fundamentalan = w-nezavisan). Neka je X Banachov
prostor i (x,), baza za X. Neka je (a,), C X' biortogonalan niz nizu (x,), i neka je x € X
element takav da je a,(x) # 0,¥Yn; na primjer, x = },,°, m Primijetimo da za svaki
n € Nvrijedi x # x, jer je a,,(x,) = 0 zam # n. Tada je niz (x,), U (x) fundamentalan niz
i vrijedi —x + Y;7, a,(x)x, = 0 pa nije w-nezavisan. PokaZimo da je konacno nezavisan.
Pretpostavimo da je cox + Z,ZN:] cpXx, = 0. Uvrstimo li x = ) a,(x)x, dobivamo

N 00
Z(cOan(x) + )Xy + Z cotn(X)X, = 0.
n=1

n=N+1

No, (x,), je baza pa mora biti coa,(x)+c, =0zan=1,...,Nicoa,(x) =0zan > N. Kako
su svi a,(x) # 0, mora biti ¢y = 0 pa slijedi da je c; = ... = cy = 0. Dakle, (x,), U (x) je
konacno nezavisan.

3.6 Karakterizacija Schauderovih baza i minimalnih
nizova

Teorem 3.6.1. Neka je X Banachov prostor i (x,), nizu X. Sljedece tvrdnje su medusobno
ekvivalentne:

(a) (x,),je baza za X;

(b) Postoji biortogonalan niz (a,), € X' nizu (x,), takav da je
x = lim Syx = Z a,(x)x,, Yx € X,

N—oo
n=1

(c) (x,)n je fundamentalan i postoji biortogonalan niz (a,), € X' nizu (x,), takav da red
> a,(x)x, konvergira za svaki x € X;

(d) (x,), je egzaktan i supy ||IS yx|| < 0o za sve x € X;

(e) (x,)nje egzaktan i supy ||S n|| < oo.

Dokaz. |(a) = (b)| Pretpostavimo da je (x,), baza za X. Tvrdnja (b) slijedi iz definicije
3.1.16}

baze i Teorema

(b) = (a) | Pretpostavimo da vrijedi tvrdnja (b). Da bi pokazali da je (x,), baza za X,
trebamo pokazati jedinstvenost prikaza x = ) a,(x)x, za sve x € X.
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Neka je (c,), neki drugi niz skalara takav da vrijedi x = ) ¢,x,. Za proizvoljan m € N,
zbog neprekidanosti funkcionala a,,, imamo:

(o) (e8] (o)
Clm(.X) = am(Z Cnxn) = Z Cnam(-xn) = Z CnOmn = Cpy.
n=1 n=1 n=1

(e) = (b) | Pretpostavimo da vrijedi tvrdnja (e).

Odaberimo x € span{x,}, x = 224:1 cnXx,. Tada, kako je S y linearan za svaki N € N te su

(x,), 1 (a,), biortogonalni, za svaki N > M vrijedi

M M M
Syx = SN( E cmxm) = E CoS N Xy = E CnXn = X.
m=1 m=1 m=1

Stoga za svaki x € span{x,} vrijedi

(o8]

x=lim Syx = E a,(x)x,.
N—> -
n=

Neka je C = supy |IS vl te neka je x € X proizvoljan. Kako je span{x,} gusto u X, slijedi da
za svaki & > 0 moZemo odabrati y € span{x,} tako da vrijedi [[x—yl| < 55,y = Z,’ZIZI CinXom-
Sada za N > M imamo

llx = Snxll < llx =yl + lly = Swyll + IS vy = Snxll
< [l =yll+ 0+ (ISl llx =yl
<1 +0) [lx =yl
< E&.

Stoga je x = limy_,e S yx = ), a,(x)x, za proizvoljan x € X. Dakle, vrijedi tvrdnja (b).

(a) = (c) |Pretpostavimo da je (x,), baza za X. Tada za svaki x € X postoji jedinstven

niz skalara (c,), takav da je x = ) c,x,. Posebno, vrijedi sy = ZnNzl CpXp, € span{x,} i
limy_,. sy = x. Stoga je span{x,} = X, odnosno (x,), je fundamentalan niz. Drugi dio
tvrdnje (c) opet slijedi izravno iz definicije baze i Teorema

Pretpostavimo da je (x,), baza za X. Kao i maloprije, pokaZe se da je (x,),
fundamentalan niz. Osim toga, prema Teoremu [3.1.16] (x,), je Schauderova baza za X,
odnosno (x,), je bazni niz. Sada iz Teorema [3.5.5](a) slijedi da je i minimalan niz. Dakle,
(x,)n je egzaktan niz. Drugi dio tvrdnje (c) slijedi iz Korolara [3.1.13](c).
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(a) = (e) |Pretpostavimo da je (x,), baza za X. Kao i maloprije, pokaze se da je (x,),
egzaktan niz. Takoder, iz Korolara [3.1.13[(b) slijedi da je supy IS y|| < oo. Dakle, vrijedi
tvrdnja (e).

(d) = (e)| Neka je (x,), egzaktan i vrijedi supy ||Snx|| < oo za sve x € X. Tada iz
Teorema slijedi supy, [|S x|l < oo. Dakle, vrijedi tvrdnja (e).

Pretpostavimo da vrijedi tvrdnja (c). Iz pretpostavke egzistencije biorto-
gonalnog niza (a,), nizu (x,),, po Lemi [3.5.2] slijedi da je (x,), minimalan. Kako je po
pretpostavci niz (x,), i fundamentalan, slijedi da je egzaktan. Konvergencijareda )’ a,(x)x,
za svaki x € X je ekvivalentna konvergenciji niza (S yx)yen za svaki x € X. Stoga je niz
(S yX)nvenw ograniCen za svaki x € X, odnosno vrijedi supy, [|S yx|| < oo, za svaki x € X.
Dakle, vrijedi tvrdnja (d). O

Teorem 3.6.2. Neka je X Banachov prostor i (x,), niz u X takav da je x, # 0, Vn € N.
Sljedece tvrdnje su medusobno ekvivalentne:

(a) (x,),je minimalan niz;

(b) YM € NACy > 1tako da N > M Ncq, ...,cy vrijedi || XM, coxall < Cull 2 coxall.
Dokaz. |(a) = (b)| Pretpostavimo da vrijedi tvrdnja (a), odnosno da je (x,), minimalan

niz. Iz Leme [3.5.2] slijedi da postoji niz (a,), S X’ biortogonalan nizu (x,),. Za dani
N > M i skalare cy, ..., cy imamo

M N
H ; CnXn|| = HS M( Z cnxn)

n=1
Stavimo Cy; = ||S y|| pa slijedi tvrdnja (b).
(b) = (a)| Pretpostavimo da vrijedi tvrdnja (b). Neka je E = span{x,} 1 stavimo
Cy = 0. Nadalje, neka je dan x = SN epx, € Eil < M < N. Imamo

n=1
M-1
5 e
n=1
N N
< CMH Z CoXnl| + CM_1H Z CnXn
n=1

n=1
= (Cy + Cy-p)llx]|-

N
< ISl || enr,
n=1

M
leul Il = llewul < || 3 ca
n=1

Kako je x, # 0, Vn, imamo

Ciy+Cyy
MMSJ%H%WmISMSN (3.6)
M
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Posebno, za x = 0 imamo ¢; = ... = ¢y = 0 pa vrijedi da je (x,), konacno linearno
nezavisan. Kako je E konacna linearna ljuska od (x,),, slijedi da je (x,), Hamelova baza
za E; dakle, za svaki x € E postoji jedinstveni prikaz oblika x = Y| a,(x)x,, gdje je samo
kona¢no mnogo skalara a,(x) netrivijalno. Iz @ imamo

a9 < SFEC i xe . 3.7)

(B

Dakle, a, su neprekidni na potprostoru E. Po Teoremu [1.4.1] a, se mogu na jedinstven
nacin prosSiriti po neprekidnosti na cijeli X (ostavimo iste oznake za proSirenja). Kako je
niz (a,), € X’ biortogonalan nizu (x,), € X, slijedi da je (x,), minimalan, to jest, vrijedi
tvrdnja (a). O

Teorem 3.6.3. Neka je X Banachov prostor i (x,), niz u X. Sljedece tvrdnje su medusobno
ekvivalentne:

(a) (x,),je baza za X;

(b) (x,), je fundamentalan, x, # 0 za sve n € N, i postoji konstanta C > 1 takva da

vrijedi
N
e
n=1

Nadalje, u slucaju kada to vrijedi, optimalna konstanta C u (3.8) je bazna konstanta
C =C = supy [ISyll

VYN >MNVcy,...,cy H icnx,, . (3.8)
n=1

Dokaz. |(a) = (b)| Pretpostavimo da je (x,), baza za X. Kao u dokazu Teorema [3.6.1}
pokaze se da je tada (x,), fundamentalan niz. Takoder, iz svojstva baze slijedi da je x,, #
za sve n € N. Nadalje, za N > M 1 skalare cy, ..., ¢, vrijedi

N N N

M
I35 ol sl 3 <151 | 35 on] 5 ] 5o
n=1 n=1 n=1

n=1
gdje je C = sup,, IS »||. Iz Napomene znamo da je C > 1.

b

(b) = (a)| Pretpostavimo da vrijedi tvrdnja (b). Iz Teorema [3.6.2slijedi da je (x,),

minimalan niz. Prema Lemi [3.5.2] postoji biortogonalan niz (a,), € X’ nizu (x,),. Po
pretpostavci je niz (x,), fundamentalan. Stoga je, prema Teoremu [3.6.1] dovoljno pokazati
da vrijedi supy [|S y|| < 0.

Pretpostavimo da je x = ZnM:1 cnXn € span{x,}. Sada, N < M povlaci

N M
IS vl = | > enn| < €|
n=1 n=1

= ClIxl,
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dok N > M povlaci

Kako je C > 1 imamo
Vx € span{x,} VN € N ||S yx|| < Cl|x||.
Zasvaki N € N je S y neprekidan 1 vrijedi da je span{x,} gust u X pa slijedi
IS vl < Cllxll, Vx € X, VN € N.

Odavde slijedi da je supy (IS v|| < C < oo, 1 takoder, da je najmanja vrijednost za C upravo
C =C =supylISnll- O

3.7 Baze dualnih prostora

Lema 3.7.1. Neka je X Banachov prostor, (x,), minimalan niz u X, te neka je niz (a,), € X’
biortogonalan nizu (x,),. Tada je (a,), minimalan niz u X' i niz (X,), € X" je njemu
biortogonalan niz.

Dokaz. Pretpostavimo da je (x,), minimalan niz u X. Prema Lemi[3.5.2] postoji biortogo-
nalan niz (a,), € X’ nizu (x,),. Zam,n € N vrijedi

‘i"l’l(am) = am(xn) = 6}11’}’!‘

Dakle, niz (%,), € X” je biortogonalan niz nizu (a,), u X’. Prema Lemi (an)n je
minimalan niz u X’. |

Teorem 3.7.2. Neka je X Banachov prostor.

(a) Ako je (x,), baza za X s pridruZenim nizom koeficijentnih funkcionala (a,),, onda
je (ay), baza za spanf{a,} u X’ te je (X,), njemu pridruZeni niz koeficijentnih funkci-
onala.

(b) Ako je (x,), bezuvjetna baza za X s pridruZenim nizom koeficijentnih funkcionala
(an)n, onda je (ay,), bezuvjetna baza za spania,} u X’ te je (X,), njemu pridruZeni niz
koeficijentnih funkcionala.

(c) Ako je (x,), ogranicena baza za X s pridruZenim nizom koeficijentnih funkcionala
(a,)n, onda je (ay,), ogranicena baza za span{a,} u X' te je (x,), njemu pridruZeni niz
koeficijentnih funkcionala.



POGLAVLIJE 3. TOPOLOSKE BAZE 45

Dokaz.  (a) Pretpostavimo da je (x,), baza za X s pridruzenim nizom koeficijentnih funk-
cionala (a,),. Prema Lemi (a), je minimalan niz u X’ i (X,,), € X” je njemu
biortogonalan niz. Dakle, niz (a,), je egzaktan niz u spanf{a,}. Stoga je, prema Te-
oremu [3.6.1] dovoljno pokazati da su operatori parcijalnih suma 7'y, pridruZeni nizu
(a,)n, uniformno ograniceni u operatorskoj normi. Oni su sljedeceg oblika:

N N
NX = Z E(x)a, = Z x'(xp)a,, x* € span{ay}.
n=1

n=1

Neka su sa Sy oznaCeni operatori parcijalnih suma pridruZeni bazi (x,),. Kako su
Sy neprekidna linearna preslikavanja sa X u samog sebe, ona imaju adjungirana
preslikavanja S, : X" — X', Stovise, za x € X, x* € X’ i N € N je sada, po definiciji
adjungiranog preslikavanja,

N N
Syx'(x) = x*(S Nx) (Z an(x)xn = Z a,(x)x*(x,)
. n=1 n= N
= > X (aan(x) = Z X (2,1 ) ()
n=1 n=
= Thx"(x).

Dakle, vrijedi S}, = Ty, YN € N. Kako je [|S Il = [ISnll, slijedi [ Tx]l = IS {1l = IS -
Stoga je supy [Tyl = supy |IS nl| < 0.

(b) Pretpostavimo da je (x,), bezuvjetna baza za X s pridruZenim nizom koeficijentnih
funkcionala (a,),. 1z dijela (a) znamo da je tada (a,), baza za spanf{a,} u X’ te je (X,),
njemu pridruZeni niz koeficijentnih funkcionala. Neka je x* € span{a,} proizvoljan.
Tada za njega postoji jedinstven prikaz oblika x* = ) X,(x")a,. Pokazujemo da
navedeni red konvergira bezuvjetno.

Neka je o proizvoljna permutacija skupa N i x € X proizvoljan. Imamo

() = (D] 20 = D 2 an(x) = ) X (o)an(x)
n=1 n=1 n=1
Z (Cln(X)Xn) =X (Z an(x)xn) = X*( Z a(r(n)(-x)x(r(n))
n=1 n=1

(o0 (o)

aa’(n)(x)x (xa'(n)) - Z ao-(n)(x)je(r(n)(X*) = (Z -X*(x(r(n))ao-(n))(x)-

n=1 n=1

M 2

=
1l
—_
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Kako je x € X bio proizvoljan, vrijedi da je x* = X7, x*(Xo(m))dom). Kako je per-
mutacija o skupa N bila proizvoljna, slijedi da red x* = } %,(x")a, konvergira bez-
uvjetno, a kako je i x* € X’ bio proizvoljan, slijedi da je (a,), bezuvjetna baza za
span{a,} u X’ s pridruzenim nizom koeficijentnih funkcionala (X,,),.

(c) Pretpostavimo da je (x,), ograni¢ena baza za X s pridruZzenim nizom koeficijentnih
funkcionala (a,),. 1z dijela (a) znamo da je tada (a,), baza za span{a,} u X’ te je
(%,),» njemu pridruZeni niz koeficijentnih funkcionala. Iz Teorema [3.1.16| znamo da
vrijedi

1 < laull llx,]l < 2C, Vn,

gdje je C bazna konstanta baze (x,),. Kako po definiciji ograni¢ene baze vrijedi
0 <inf ||lx,|l < sup [|lx,|| < oo,
posebno je
M, < |lx|l < Ma, Vn,
zaneke 0 < M|, M, < co. Stoga vrijedi
1 2
L Cllall <32, v
M, M,
Sada slijedi
0 <inf[la,|| < supla,|| < oo,

odnosno, (a,), je ogranicena baza za span{a,} u X’ s pridruzenim nizom koeficijent-
nih funkcionala (%,),.
O

Korolar 3.7.3. Neka je X refleksivan Banachov prostor i neka je (x,), baza ili bezuvjetna
baza ili ogranic¢ena baza za X. Tada je niz (a,),, koji je biortogonalan niz nizu (x,),, baza
ili bezuvjetna baza ili ogranicena baza za X', respektivno.

Dokaz. Pretpostavimo da je (x,), baza ili bezuvjetna baza ili ograni¢ena baza za X. Tada
iz Teorema slijedi da je (a,), baza ili bezuvjetna baza ili ogranic¢ena baza za spania,}
u X', respektivno. Dakle, dovoljno je pokazati da je (a,), fundamentalan niz u X’.
Pretpostavimo da za x** € X" vrijedi

x*(a,) =0,Yn € N.
Kako je X refleksivan, vrijedi X" = Im”. Stoga je x** = % za neki x € X. Sada imamo
an(x) = &(a,) = x"(a,) = 0,Yn.

Stoga je x = Y} a,(x)x, = 0, odakle slijedi da je x** = % = 0. Po Korolaru [1.4.3] (a,), je
fundamentalan niz u X”. O
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Korolar 3.7.4. Neka je H Hilbertov prostor, (x,), baza za H i (a,), biortogonalan niz nizu
(X)) te neka je (v,), baza za H i (b,), njemu biortogonalan niz. Ako je (x,), ~ (Y,)n, onda

je (an)n ~ (bn)n

Dokaz. Prema Napomeni H je refleksivan. Stoga je, po Korolaru (a,), baza
za H 1 (x,), je biortogonalan nizu (a,),, te je (b,), baza za H i (y,), je njemu biortogonalan
niz.

Akoje (x,), ~ (Vn)n, onda postoji topoloski izomorfizam T : H — H takav da vrijedi T'x,, =
v, za svaki n € N. Njemu adjungirano preslikavanje T* je takoder topoloski izomorfizam
sa H na samog sebe. Nadalje, za proizvoljne m,n € N vrijedi

T*bn(xm) = bn(Txm) = bn(ym) =0 = an(xm)-

Kako je (x,), fundamentalan niz, slijedi da je 7"b, = a, za svaki n € N. Dakle, vrijedi
(an)n ~ (bn)n O



Poglavlje 4

Bezuvjetne baze

4.1 Osnovna svojstva

Lema 4.1.1. Neka je X Banachov prostor i (x,), baza za X. Sljedece tvrdnje su medusobno
ekvivalentne:

(a) (x,),je bezuvjetna baza za X;
(b) (Xgn))n je baza za X za svaku permutaciju o skupa N.

U tom slucaju, ako je (a,), pridruZeni niz koeficijentnih funkcionala baze (x,),, onda je
(@gn)n niz koeficijentnih funkcionala od (Xy))n-

Dokaz. Neka je (x,), bezuvjetna baza za X. To znaci da postoji jedinstven niz
skalara (a,), takav da za svaki x € X vrijedi x = ), a,(x)x,, gdje red )] a,(x)x, konvergira
bezuvjetno. Dakle, }’ aq(;)(X)Xs(,) konvergira i vrijedi ) @) (X)X = X, za svaki x € X i
svaku permutaciju o skupa N. Odaberimo proizvoljnu permutaciju o- od N. Da bi pokazali
da je (xym)n baza za X, trebamo pokazati jedinstvenost zapisa x = ) dg ) (X)X n) Za svaki
x € X. Neka je x € X proizvoljan te neka je (a,), neki drugi niz skalara takav da vrijedi

X = ), @yXym). Tada je
N
x = lim AnXg(n)-

N—ooo
n=1

48
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Za proizvoljan m € N imamo

N
a(r(m)(x) = ao'(m)( ]\1/1_11}0 Z a’nx(r(n))

n=1

N
= lim @y Ao (m) (xtr(n))
N—> ————
n=1
:50'()1)0'(771)
= Aog(m)-

Dakle, a,(;) = a@,, Yn € N. Nadalje, zbog proizvoljnosti x € X slijedi da je (xy(,)), baza za
X; iz proizvoljnosti permutacije o slijedi tvrdnja (b).

Pretpostavimo da je (x,(,), baza za X za svaku permutaciju o skupa N.
Posebno, (x,), je baza za X. Dakle, svaki x € X ima jedinstven zapis oblika x = )’ a,(x)x,.
Neka je o proizvoljna permutacija od N. Kako je po pretpostavci 1 (X)), baza za X,
za proizvoljan x € X vrijedi x = ) @,X,n), gdje je (a,), pridruZeni niz koeficijentnih
funkcionala. Sli¢no kao maloprije, pokaze se da vrijedi @, = dq(;)(x), Vn € N. Dakle,
red ) agym) (X)X konvergira. Zbog proizvoljnosti permutacije o, vrijedi da red ; a,(x)x,
konvergira bezuvjetno, odnosno da je (x,), bezuvjetna baza za X. O

Lema 4.1.2. Neka su X i Y Banachovi prostori, te neka je T : X — Y topoloski izomorfi-
zam.

(a) Ako je (x,), bezuvjetna baza za X, onda je (T x,,), bezuvjetna baza za Y.

(b) Ako je (x,), ogranicena bezuvjetna baza za X, onda je (T x,,),, ogranicena bezuvjetna
bazazaY.

Dokaz.  (a) Neka je (x,), bezuvjetna baza za X. Prema Lemi to je ekvivalentno
tvrdnji da je (x,(,)), baza za X za svaku permutaciju o skupa N.
Neka je sada o proizvoljna permutacija od N te neka je (x,(,)) baza za X. Prema Lemi
slijedi da je (T'x(,)), baza za Y. Zbog proizvoljnosti odabira permutacije o, to
vrijedi za svaku permutaciju o skupa N. Opet prema Lemi to je ekvivalentno
tvrdnji da je (T'x,), bezuvjetna baza za Y.

(b) Neka je (x,), ograniCena bezuvjetna baza za X. Iz dijela (a) slijedi da je (Tx,),
bezuvjetna baza za Y. Trebamo jo$ pokazati da je i ograni¢ena. Vrijedi ||T]| < oo i
sup ||x,|]| < co pa imamo

0 < inf||Tx,|| < sup[|Tx,[| < sup || [lx,ll = IT]| sup [|x,|| < 0.
Dakle, vrijedi tvrdnja (b).
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Definicija 4.1.3. Neka je X Banachov prostor, (x,), baza za X, te (a,), niz biortogonalan
nizu (x,),-

(a) Za svaki konacan skup F C N definiramo operator parcijalne sume Sr : X — X
formulom

Sr(x) = Z a,(x)x,, x € X.

neF

(b) Za svaki konacan skup F C N i svaki skup skalara € = (&,),cr takav da vrijedi
&, = £1 za sve n, definiramo operator parcijalne sume S g : X — X formulom

S Fe(x) = Z Enan(X)X,, x € X.

neF

(c) Za svaki konacan skup F C N i svaku kolekciju skalara A = (A,,),cr takvu da vrijedi
|4, < 1 za sve n, definiramo operator parcijalne sume S gp : X — X formulom

SpA() = D Auan(x)x,, x € X.

nekF

Teorem 4.1.4. Neka je X Banachov prostor i (x,), bezuvjetna baza za X. Tada vrijede
sljedece tvrdnje:

(a) Za svaki x € X vrijedi:
llxll = sup IS p(0)II < oo,
F

llxlle = sup IS re(0)ll < oo,
Fe

Xl = sup IS pa()Il < co.
F.A
(b) Vrijedi:
K = sup IS £l < oo,
F

7(8 = sup ”SF,s” < 00,

Fe
K = sup|lS pall < co.
FA
(c) Vrijedi:
W< e <200,

K <K, <2K.
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(d) AkojeF =R, ondajell - ll: = Il - lla i K = Ka.
(e) AkojeF=C,ondaje |l -llc <l -lla <20 llsiKs < Ka <2K..
) WM M- MWeill- Na su norme na X ekvivalentne normi || - ||; vrijedi:
-1 < - <K,
1< le < Kl - s
A< - Ma < Kall - I

Dokaz.  (a) Slijedi iz Propozicije (2.2.10
(b) Slijedi iz dijela (a) 1 Teorema|l.5.1
(c) Slijedi iz Propozicije[2.2.9(a).

(d) Slijedi iz Propozicije [2.2.9(b).
(e) Slijedi iz Propozicije[2.2.9(c).

(f) Kakosu [l -1ll, Il - s i Il - lla definirani pomocu inicijalne norme || - ||, trivijalno slijedi
da svaki zadovoljava svojstva norme na X. Navedene nejednakosti slijede iz dijela

(a) i dijela (b).
O

Napomena 4.1.5. Neka je X Banachov prostor i (x,), bezuvjetna baza za X. Konstante K,
K. i Ka, te norme |l - I, Il - Nl i I - s su definirane kao u Teoremu4.1.4)

Definicija 4.1.6. Neka je X Banachov prostor i (x,), bezuvjetna baza za X. Tada ‘K,
nazivamo bezuvjetna bazna konstanta baze (x,),.

Napomena 4.1.7. Vrijedi 1 <C <K < K..

4.2 Karakterizacija bezuvjetnih baza

Teorem 4.2.1. Neka je X Banachov prostor i (x,), fundamentalan niz u X takav da je
x, # 0 za svaki n € N. Sljedece tvrdnje su medusobno ekvivalentne:

(a) (x,), je bezuvjetna baza za X;

(b) Postoji konstanta C, > 1 takva da za svaki N € N, svaki izbor skalara cy, ...,cy i
svaki izbor predznaka €1, ..., ey = 1 vrijedi

N N
[ e sl
n=1 n=1

; 4.1)
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(c) Postoji konstanta C, > 1 takva da za svaki N € N i svaki izbor skalara cy, ...,cy, by, ..., by
takvih da je |by| < |cyl, ..., |by| < |en| vrijedi

N N
|32 = S
n=1 n=1

(d) Postoje konstante C;3i C4, 0 < C3 < 1 < C4 < 00, takve da za svaki N € N i svaki
izbor skalara c, ..., cy vrijedi

N N N
Y DTN By DY | S
n=1 n=1 n=1

(e) (x,). je baza i za svaki ogranicen niz skalara A = (A,) postoji neprekidan linearan
operator Ty : X — X takav da je Tx(x,) = A,Xx, za sve n € N.

; 4.2)

; 4.3)

Nadalje, u sluc¢aju kada ovo vrijedi, optimalna konstanta u jednadZbild. 1| je bezuvjetna
bazna konstanta Cy = K = supy, |IS rell.

Dokaz. Pretpostavimo da je (x,), bezuvjetna baza za X, te neka su (a,), pri-
druZeni koeficijentni funkcionali. Odaberimo proizvoljan N € N, proizvoljne skalare
C1,...,Cy 1 proizvoljne predznake &y, ...,ey = =1, te stavimo x = ZnNzl cnX,. Sada je
cpn=ay(x)zan<Nic,=0zan> N. Stoga je

ZN: EnCnXn = Z Enln(X)Xn = S Fe(X),

n=1 neF

gdjeje F ={1,..,N}ie={e,..,en}
Sada iz definicije od || - [l i iz Teorema . 1.4(f) slijedi

N
H E EnCnXn
n=1

Dakle, vrijedi tvrdnja (b) uz C; = K.

= ”SF,s” < I”xms < 7(s”x” = 7<s

N
E CnXn
n=1

Pretpostavimo da vrijedi tvrdnja (b). Odaberimo proizvoljan N > 0 i pro-
izvoljne skalare b,, ¢, takve da vrijedi |b,| < |c,|, zan = 1,..., N. Neka je |1,] < 1 takav
da vrijedi b, = A,c,, te stavimo a, = Red, 1B, = Imd, (n = 1,...,N). Kako su @, € R i
zadovoljavaju |a,| < 1, iz Korolara[I.7.2]slijedi da moZemo naci skalare 7,, > 0 i predznake
g==xl,zam=1,.,N+1in=1,..,N, takve da vrijedi

N+1 N+1

Ztm =1i Ze%tm =, zan=1,...,N.

m=1 m=1



POGLAVLIJE 4. BEZUVJETNE BAZE 53

Stoga imamo

N N+l
_ n
—HZ E EntmCnXn

n=1 m=1

N
“ E ApCpXp
n=1
N+1 N

= H Z thancnxn ‘
m=1

= n=1
N+1

N
n
<SS e
m=1

n=1

N+1 N

< Z thlH Z CnXy,
m=1 n

=1

N
:C1H E CnXn
n=1

Analogno se pokaZze slicna ocjena za imaginarne dijelove £, koji su nula u slu¢aju kad je
F =R, pa imamo

AnCnXp

N
< H Z OpCpXy
n=1
N
< 2C1H Z CnXn
n=1

Dakle, vrijedi tvrdnja (c¢) uz C, = 2C;.

N
H Z bnx,
n=1

+

‘ﬁn CnXn

(c) = (a) | Pretpostavimo da vrijedi tvrdnja (c), te neka je o proizvoljna permutacija
skupa N. Zelimo pokazati da je (Xm))n baza za X. Po pretpostavci je (xq(,)), fundamentalan
niz u X sa netrivijalnim elementima. Stoga je, po Teoremu [3.6.3] dovoljno pokazati da
postoji konstanta C,, takva da vrijedi

M
Z C(r(n)xa(n)

n=1

VN > M, VCO-(l), cees Co(N)»

N
< Co’” Z Con)Xo(n)
n=1

Fiksirajmo proizvoljne N,M € N takve da je N > M i odaberimo proizvoljne skalare
Co(l)s -+ Covy- Definirajmo ¢, = 0 zan ¢ {o(1), ...,0(N)}. Neka je L = max{o (1), ...,0(N)}
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te definirajmo
{ I, nefo(D),..,aM)},
Ay = o
0, inace.

Sada imamo

M L
| 22 comn] = || 2 Arcun]
n=1 n=1
L
< | 3 e
n=1
N
)|
n=1

To je upravo ono Sto smo htjeli pokazati, uz C, = C,. Stoga vrijedi tvrdnja (a).

(c) = (d) | Pretpostavimo da vrijedi tvrdnja (¢). Odaberimo proizvoljan N € N te
proizvoljne skalare cy, ..., cy. Neka je b, = |c,|, zan = 1,..., N. Tada vrijedi i

|bn| S |cn|’ n= 13 -~'9N9 (4'4)

1
lcnl < 1bul, n=1,...,N. 4.5)
Po pretpostavci, 4.4 povlaci

N N
Sl <cd el
dok .5 povlaci

N N
|2 ] = e )}
n=1 n=1

Sve skupa, imamo

N N N
2
| 28] < | 3 com| < &3] 3 i
n=1 n=1 n=1

odnosno, jer je C; > 1 > 0, imamo

1 3 N
C_ZH > bnan < H chan < Cz“ > bnan~
n=1 n=1 n=1
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Vrijedi 0 < CLZ < 11C;, > 1 pa vidimo da vrijedi tvrdnja (d) uz C; = c% 1Cy = Cs.

(d) = (b) | Pretpostavimo da vrijedi tvrdnja (d). Odaberimo proizvoljan N € N, pro-
izvoljne skalare cy, ..., cy 1 proizvoljne predznake &y, ..., ey = £1. Prema tvrdnji (d), vrijedi

N N N N
Z Z Z Cy Z
EnCpXp|| < Cy lencalXa|| = Cy |CalXa|| < = CnXn
G
n=1 n=1 n=1 n=1

Dakle, vrijedi tvrdnja (b) uz C; = g—;‘

Neka je (x,), bezuvjetna baza za X te neka je (a,), niz pridruzenih koefi-
cijentnih funkcionala. Neka je A = (4,) proizvoljan ograni¢en niz skalara, te stavimo
M = sup|d,|. Fiksirajmo proizvoljan x € X. Tada red x = } a,(x)x, konvergira bez-
uvjetno. Sada, prema Teoremu [2.2.5(f), slijedi da red )} A,a,(x)x, konvergira. Stoga je
dobro definiran T : X — X formulom

TAG) = ) Auttn(X)%,.
n=1

Nadalje, T, je ocito linearan i vrijedi

sl = | 3 danom)| = | 3 a0,
n=1 n=1

N
-l 3 o,

n=1

= MH i ;—;an(x)xn
n=1

52
= M}\lll_l}go H Z_; Man(x)xn

Stavimo F = {1,..,N} i A’ = (). Vrijedi ‘% =kl < M = 1 pajei A’ ograni¢en niz.

Stoga dalje imamo

() =M lim [|IS o (0)l| £ M sup IS £a (Ol < M sup [|S - (X)|
N—eo NeN F

< M sup |IS pa(x)l] < M sup||S gall [1x]l
FA FA
= MKA|x]| < 0.

Dakle, T, je neprekidan. Na kraju, Zelimo pokazati da za svaki n € N vrijedi Th(x,) =
A, x,. To slijedi iz biortogonalnosti nizova (x,), 1 (a,),. Naime, za proizvoljan n € N imamo

TA(xn) = Z /lm am(xn) Xm = /lnxn-

m= 1 671"1
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Dakle, vrijedi tvrdnja (e).

(e) = (a) | Pretpostavimo da vrijedi tvrdnja (e), te neka je (a,), pridruzen niz koefici-

jentnih funkcionala. Dakle, svaki x € X ima jedinstven prikaz oblika x = }’ a,(x)x,. Da bi
pokazali tvrdnju (a), trebamo pokazati da navedeni red konvergira bezuvjetno.

Neka je A = (4,) proizvoljan niz skalara takvih da vrijedi |4,| < 1 za sve n € N. Po pret-
postavci, postoji neprekidno preslikavanje 7, : X — X takvo da vrijedi Tx(x,) = 4,x, za
sve n € N. Zbog neprekidnosti od T vrijedi

TA(x) = Ta( i a,(X)x,) = i a,(OTA() = i () A% = i A (X%
n=1 n=1 n=1 n=1

Dakle, pokazali smo dared ) 4,a,(x)x, konvergira za svaki izbor ograni¢enih skalara (4,,).
Stoga, po Teoremu [2.2.5(f), vrijedi da red } a,(x)x, konvergira bezuvjetno. Kako je x € X
bio proizvoljan, slijedi da je (x,), bezuvjetna baza za X, odnosno vrijedi tvrdnja (a). O

4.3 Schauderov sustav

Definicija 4.3.1. Schauderov sustav u C[0, 1] je

gdje su

x() = xp0,11(0),
o) =t,

Sn.x je neprekidna funkcija definirana sa

linearno, na |5, —5:=1ina [=5=,5;

1/2

1, t= %,

_ k k+1/2 k+1/2  k+1

sn,k(t) - ]a
0, inace.

Tvrdnja 4.3.2. Schauderov sustav je uvjetna baza za C[0, 1].

Dokaz. Dokaz tvrdnje i viSe detalja mogu se pogledati u [2]. O



Poglavlje 5

Rieszove baze Hilbertovih prostora

5.1 Definicija i osnovna svojstva

Definicija 5.1.1. Neka je H Hilbertov prostor i (x,), niz u H.
(a) (x,),je Rieszova baza za H ako je on ekvivalentan nekoj ortonormiranoj bazi za H.
(b) (x,), je Rieszov niz u H ako je on Rieszova baza za span{x,} u H.

Napomena 5.1.2. Neka je H Hilbertov prostor i (x,), Rieszova baza za H. Iz definicije
Rieszove baze i Korolara[3.2.4)slijedi da je (x,), ekvivalentan svim ortonormiranim bazama
prostora H. Takoder slijedi i da su sve Rieszove baze prostora H medusobno ekvivalentne.

Lema 5.1.3. Neka su H i K Hilbertovi prostori, te neka je T : H — K topoloski izomorfi-
zam. Ako je (x,), Rieszova baza za H, onda je (T x,,), Rieszova baza za K.

Dokaz. Neka je (x,), Rieszova baza za H. Tada postoje ortonormirana baza (e,), za H 1
topoloski izomorfizam U : H — H takav da vrijedi Ue, = x, za svaki n € N. Po Te-
oremu H je separabilan. Kako je, po pretpostavci, K topoloski izomorfan prostoru
H, slijedi da je i on separabilan. Prema Teoremu [1.3.5] svi separabilni Hilbertovi prostori
su izometric¢ki izomorfni, pa postoji izometrija Z koja preslikava H na K. Kako je Z izo-
metricki izomorfizam, niz (Zx,), je ortonormirana baza za K. Stoga je TUZ™' topoloski
izomorfizam prostora K sa samim sobom i vrijedi TUZ"'(Ze,) = TUe, = Tx,. Dakle,
niz (T'x,), je ekvivalentan ortonormiranoj bazi za K, odnosno (7 x,), je Rieszova baza za
K. O

Teorem 5.1.4. Neka je H Hilbertov prostor i (x,), Rieszova baza za H. Tada je (x,),
ogranicena bezuvjetna baza za H.

57
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Dokaz. Prema definiciji Rieszove baze, postoji ortonormirana baza (e,), za H i topoloski
izomorfizam T : H — H takav da vrijedi Te, = x, za svaki n € N. Nadalje, (e,), je
ocito ograni¢ena baza, a prema Propoziciji[[.3.4]je i bezuvjetna baza za H. Sada po Lemi
M.1.2[b) slijedi da je (x,), bezuvjetna ograni¢ena baza za H. |

Lema 5.1.5. Neka je H Hilbertov prostor, (x,), baza za H i (y,), biortogonalan niz nizu
(x,)n. Sljedece tvrdnje su medusobno ekvivalentne:

(a) (x,),je Rieszova baza za H;
(b) (¥p)n je Rieszova baza za H;
(C) (-xn)n ~ (yn)n-

Dokaz. Pretpostavimo da je (x,), Rieszova baza za H. To znaci da vrijedi
(X)) ~ (en)n, gdje je (e,), neka ortonormirana baza za H. Prema Korolaru slijedi da
(x,)n 1 (e,), imaju ekvivalentne biortogonalne nizove. Kako je (e,), sam sebi biortogonalan
niz, vrijedi (v,), ~ (e, ~ (x,),. Dakle, vrijede tvrdnje (b) i (c).

(b) = (a), (c) | Prema Korolaru[3.7.3| vrijedi da je (y,), baza za H 1 (x,), je biortogona-
lan niz nizu (y,),. Stoga, ako pretpostavimo da je (y,), Rieszova baza za H, analogno kao
u prethodnom paragrafu slijede tvrdnje (a) i (c).

(c) = (a), (b)| Pretpostavimo da vrijedi tvrdnja (c). Tada postoji topoloski izomorfi-
zam T : H — H takav da vrijedi T'x, =y, za svaki n € N. Za proizvoljan x € H imamo

= i (X, Y) % = Z<x T%,)%,.
n=1

Stoga je

(Tx,x) = Z(x Tx,,)xn = Z(x Tx,)Tx,, >

[ee)

= > (%, Tx,)(Tx,, x) = Z [(x, Tx)f > 0.
n=1

n=1

Kako je T neprekidan, slijedi da je 1 pozitivan operator na H. Sada po Teoremu

.. . . .. 2 . 2 1,1 A T
postoji neprekidan i pozitivan operator S° na H tako da je S = T27T2 =T, te je1 T2
neprekidan i pozitivan operator na H. Analogno se pokaZe da je i T~! pozitivan operator
na H te stoga i za njega postoji neprekidan i pozitivan operator B> takav da je B> = T,
Vrijedi B> = (T"H2(T™): = T2T2 = (T2 (T?)" te je (T?)"! neprekidan i pozitivan
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operator na H. Dakle, T3 je topoloski izomorfizam. Nadalje, vrijedi T3 = (T%)* pa za
proizvoljne m,n € N imamo

<T%xm9 T%xn> = <xm’(T%)*T%xn> = <xm’ T%T%xn> = <Xm’ TXn) = <-xmayn> = 5mn-

Time je pokazano da je (T%xn)n ortonormiran niz u H. Kako je po pretpostavci (x,), baza
za H te je T: topoloski izomorfizam, prema Lemi m slijedi da je (T%x,,),, ortonormirana
baza za H. Dakle, niz (x,), je ekvivalentan ortonormiranoj bazi za H, odnosno (x,), je
Rieszova baza za H.

Prema Korolaru vrijedi da je (y,), baza za H 1 (x,), je biortogonalan niz nizu (y,),.
Stoga analogno slijedi da je (y,), Rieszova baza za H.

Dakle, vrijede tvrdnje (a) i (b). O

Definicija 5.1.6. Neka je H Hilbertov prostor. Niz (x,), u H je Besselov niz ako vrijedi

D K x)P < w0, Vx € H.

n=1

Teorem 5.1.7. Neka je H Hilbertov prostor i (x,), bezuvjetna baza za H koja je ogranicena
odozgo u normi. Tada je (x,), Besselov nizu H.

Dokaz. Neka je (x,), bezuvjetna baza za H takva da vrijedi sup ||x,|| < oo, te neka je (,),
pridruZeni niz koeficijentnih funkcionala. Prema Teoremu [3.1.16] vrijedi

L < Ixall lyall < 2C, V¥,

gdje je C bazna konstanta baze (x,),. Odavde slijedi da vrijedi inf ||y,|| > O.

Nadalje, kako je H refleksivan, prema Korolaru je (v,), bezuvjetna baza za H i
(x,)» je njemu pridruzen niz koeficijentnih funkcionala. Stoga za svaki x € H vrijedi
X = Y{x, x,)yn, pri cemu navedeni red konvergira bezuvjetno. Sada iz Teorema [1.3.8| sli-
jedi da je 311, x,)yalP < oo. Kako vrijedi 3 1€x, x)ylP = X166 x)Plyall, 1 0o je
ograni¢en odozdo u normi, slijedi da je Y |(x, x,)|> < oo za svaki x € H. Dakle, (x,), je
Besselov niz u H. O

Propozicija 5.1.8. Neka je H Hilbertov prostor i (x,), Besselov niz u H. Tada je preslika-
vanje definirano sa Ux = ({x, x,,)) za svaki x € H neprekidan linearan operator sa H u >
Posebno, postoji konstanta B za koju vrijedi

IKx, x,) < Bllx|%, ¥x € H.
=1

n

Dokaz. |11, Propozicija 9.1.8. O
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5.2 Karakterizacija Rieszovih baza

Teorem 5.2.1. Neka je H Hilbertov prostor i (x,), nizu H. Sljedece tvrdnje su medusobno
ekvivalentne:

(a) (x,),je Rieszova baza za H;
(b) (x,), je ograni¢ena bezuvjetna baza za H;

(c) (xp)n je baza za H i vrijedi

(%9

(6]
. 2 .
E cuX, konvergira & E lc,|” < o0

n=1 n=1

(d) (x,). je fundamentalan niz u H i postoje konstante A, B > 0 takve da za svaki N € N
i svaki izbor skalara c, ..., cy vrijedi

N N
A el < || Y e,
n=1 n=1

(e) Postoji ekvivalentan skalarni produkt (-, -) na H takav da je (x,), ortonormirana baza
za H obzirom na taj skalarni produkt;

2 N
<B )l (5.1)
n=1

(f) (x,).je fundamentalan Besselov niz i postoji niz (y,), koji je biortogonalan nizu (x,),
te je (y,), takoder fundamentalan Besselov niz.

Dokaz. |(a) = (b)|Ovo je upravo tvrdnja Teorema|5.1.4[

(b) = (f)| Pretpostavimo da je (x,), ograniCena bezuvjetna baza za H. Prema Te-
oremu|3.6.1] (x,), je fundamentalan niz u H, a prema Teoremu je1Besselovnizu H.

Nadalje, kako je H refleksivan, iz Korolara [3.7.3|slijedi da je (y,), ograniena bezuvjetna

baza za H. Sada, analogno kao za (x,),, slijedi da je (y,), fundamentalan Besselov niz u
H. Dakle, vrijedi tvrdnja (f).

(f) = (c) | Pretpostavimo da vrijedi tvrdnja (f). Tada prema Propoziciji [5.1.8| postoje
konstante C, D > 0 tako da vrijedi

DK, x)P < CllxdP, Vx € H,

n=1

D Kx, )P < DIlxP, Vax € H.

n=1
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Pokazujemo da je (x,), baza za H i (y,), njemu pridruZen niz koeficijentnih funkcionala.
Kako je po pretpostavci (x,), fundamentalan niz u H i (y,), je njemu biortogonalan niz,
prema Teoremu [3.6.1] dovoljno je pokazati da vrijedi supy [|S vl < oo, gdje je Sy operator
parcijalne sume. Za proizvoljan N € N imamo

IS vl = sup (S wx, ) = sup |( Z<x yxs)| = sup |Z<x yo |

lIyll=1 lyll=1 lIyll=1
N
< sup (D Kxynl? Z|<xn,y>| ) < sup DIXIPCIMP = CDIlxi.
Iyl=1 4= o lyli=1

Stoga je supy ISyII?> € CD < 0. Dakle, (x,), je baza za H.

PokaZimo jos da Y’ ¢,x, konvergira ako i samo ako 3 |c,|* < co.

Pretpostavimo da }] ¢, x, konvergira i neka je x = ) c¢,x,. Kako je (x,), baza za H i
(y,)» njemu njemu pridruZen niz koeficijentnih funkcionala, za svaki n € N mora vrijediti

cn = (X, yn). Stoga je
Dl = > Kyl < Dl < oo.
n=1 n=1

Obratno, pretpostavimo da je Y |c,|*> < oo. Tada je (|c,|*) Cauchyjev niz u R. Za proizvoljne
M, N € N takve da je M < N imamo

N 2 2
Hn M+1cnxn - Iall\lg anzmlcnxmy>‘ - IISIIIlpl n= M+1cn<xmy>'
N N N
<sup (D leaP)( D) Ko nP) < sup (] lel)Clyi?
IVI=1 2 a7 n=M+1 =T 2 hr
N
=C ), laf.
n=M+1

Dakle, 3’ c,x, je Cauchyjev u H pa slijedi da je konvergentan.

(c) = (a) |Pretpostavimo da vrijedi tvrdnja (c) 1 neka je (e,), neka ortonormirana baza
za H. Prema Propoziciji[I.3.4] vrijedi

[ee)

(o)
Z cqe, konvergira & Z leal? < 0.

n=1 n=1

Kako prema pretpostavci vrijedi

[ee)

(o8]
Z cn X, konvergira & Z lcal* < o0,

n=1 n=1
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imamo

(o) o0
Z cp X, konvergira & Z cpe, konvergira.

n=1 n=1

Prema Teoremu [3.2.3] to je ekvivalentno sa (x,), ~ (e,),. Dakle, (x,), je Rieszova baza za
H.

Pretpostavimo da je (x,), Rieszova baza za H. Tada postoje ortonormirana
baza (e,), za H i topoloski izomorfizam T : H — H takvi da vrijedi Te, = x, zasven € N.
Definirajmo

(x,y) =(Tx,Ty), VYx,y € H,

llx* = (x,x) = (Tx, Tx) = ||Txl, Vx € H.

Za proizvoljne x,y,z € H i proizvoljan a € F vrijedi
(i) (xx) =T 20,
() (,x) =0 ||TxP=0Tx=0 x=0,
(i) (ax,y) = (T(ax),Ty) = (aTx,Ty) = (Tx,Ty) = a(x,y),
(V) (x+y,2) ={T(x+y),T2) ={Tx+Ty,T2) ={Tx,T2) +(Ty,T2) = (x,2) + (,2),
V) (x,y) =<Tx,Ty) =Ty, Tx) = (y, X).

Dakle, (-,-) je skalarni produkt na H i || - || je norma na H inducirana tim skalarnim pro-
duktom. Nadalje, za proizvoljan x € H vrijedi

2 2 20112
Ml = N7l < (71171l

Idl? = (17T Ol = T~ X < TN,

Stoga je

W70 1xll < Ml < N7 11l
odnosno || - || 1 Il - Il su ekvivalentne norme na H. To upravo po definiciji znaci da su (:, -)
i (+,-) ekvivalentni skalarni produkti na H. Pokazujemo da je (x,), ortonormirana baza za

H obzirom na skalarni produkt (-, ). Prema Teoremu [I.3.3] dovoljno je pokazati da je niz
(x,), ortonormiran i fundamentalan. Za proizvoljne m, n € N vrijedi

(xmaxn) = <Txm’ Txn> = <em» en) = Opm-
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Dakle, (x,), je ortonormiran niz u H obzirom na (-, -).
Uzmimo sada proizvoljan x € H takav da vrijedi (x, x,,) = 0 za svaki n € N. Tada je

0=(x,x,)=(Tx,Tx,) =(Tx,e,), ¥n € N,

Kako je (e,), fundamentalan u H obzirom na (:,-), prema Korolaru |1.4.3 slijedi da je
Tx = 0. Stoga, jer je T topoloski izomorfizam, slijedi da je x = 0. Sada po Korolaru
[1.4.3]slijedi da je (x,), i fundamentalan niz u H obzirom na (-, -).

Dakle, (x,), je ortonormirana baza za H obzirom na (-, -), odnosno vrijedi tvrdnja (e).

Neka je (-, -) skalarni produkt na H, ekvivalentan originalnom skalarnom
produktu (-, -), takav da je (x,), ortonormirana baza za H obzirom na (-, -). Neka je || - Il
norma na H inducirana tim skalarnim produktom. Tada su norme || - || i | - || ekvivalentne,
odnosno postoje konstante A, B > 0 takve da vrijedi

AllxlI> < |Ixl* < BllxII*, ¥x € H. (5.2)
Prema Teoremu (x,)n je fundamentalan niz u H obzirom na normu || - ||, odnosno
span{x,} je gust u H obzirom na normu || - [|. Dakle, za proizvoljan x € H i £ > 0 mora
postojati y € span{x,} takav da je [|x — y|l < e. Po vrijedi ||x — y|| < B%Illx -yl < Bie.
Odavde slijedi da je span{x,} gust u H i obzirom na normu || - ||, odnosno da je (x,),
fundamentalan niz u H 1 obzirom na normu || - ||.
Odaberimo sada proizvoljan N € N i skalare cy, ..., cy. Kako je (x,), ortonormirana baza

za H obzirom na (-, -), prema Teoremu |1.3.3| vrijedi

N N
2
_ 2
m Z CnXnl| = Z lcal™
n=1 n=1

Zajedno sa[5.2] to daje

2

B

N 5 N 5 1 N

§ |Cn| = M § CnXn < _H E CnXn
A

n=1 n=1 n=1

2

M=

N
2
|Cn| = M § CnXn
n=1

R T
> = >
n=1

Il
—

n

Stoga je

N N N

2 2 2

A E |cal S” E Chxnll £ B E lc,|”.
n=1 n=1 n=1
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Kako su N € N 1 skalari ¢y, ..., cy bili proizvoljni, time je pokazano da vrijedi
Dakle, vrijedi tvrdnja (d).

(d) = (b) | Pretpostavimo da vrijedi tvrdnja (d). Odaberimo proizvoljan N € N te
definirajmo
a, = Onn, Yn € N, (5.3)

Po pretpostavci postoje konstante A, B > 0 takve da vrijedi

N N N N
2 2 2 2 2
A=A N0l < | Y am|| =l = | D @ < B laf = B.
n=1 n=1 n=1 n=1

Dakle, niz (x,), je ogranic¢en u normi. Posebno, vrijedi x,, # 0 za svaki n € N. Pokazujemo
da je (x,), bezuvjetna baza za H.

Odaberimo proizvoljan N € N, proizvoljne skalare cy,...,cy te proizvoljne predznake
€1, ...,y = =1. Po pretpostavci vrijedi

N N N N
2 B
<B ) lencal’ =B ) el <=
EnCnXn = EnCnl = Col = CnXn
A
n=1 n=1 n=1 n=1

2

Kako su N € N, te ¢y,...,cy 1 €1, ...,y = %1 bili proizvoljni te je po pretpostavci (x,),
fundamentalan niz u H, po Teoremu |4.2.1|slijedi da je (x,), bezuvjetna baza za H.
Dakle, vrijedi tvrdnja (b). O

Primjer 5.2.2. Neka je H Hilbertov prostor i (e,), ortonormirana baza za H.

(a) Neka su c,C > 0 konstante i neka je (a,), niz skalara takav da vrijedi ¢ < |a,| <
C,Vn. Tada je (a,e,), Rieszova baza za H.

(b) Neka je S operator jednostranog pomaka (unilateralni sift). Tada je S + 21 regularan
operator i vrijedi (S + 21)e, = 2e, + e 1. Dakle, niz (2e, + e,,1), je Rieszova baza
za H. Stovise, za sve A € R takve da je || > 1 vrijedi da je niz (de, + e,+1), Rieszova
baza za H.
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Sazetak

U ovom radu su najprije navedene osnovne definicije i rezultati iz teorije normiranih pros-
tora te su potom izloZene osnovne Cinjenice o bezuvjetnoj konvergenciji redova. U cen-
tralnom dijelu rada su prikazani glavni rezultati o topoloSkim bazama normiranih, odnosno
Banachovih prostora. Pokazana je neprekidnost koeficijentnih funkcionala i pokazano je
da je svaka baza Banachovog prostora Schauderova baza tog prostora; Stovise, da je ona
i slaba baza i slaba Schauderova baza tog prostora. Takoder su opisani razliciti oblici ne-
zavisnosti nizova te su pokazani odnosi medu razli¢itim oblicima nezavisnosti. Opisana je
biortogonalnost i minimalnost nizova. Posebno, opisane su bezuvjetne baze kao posebno
vazna klasa topoloskih baza. Na kraju su pokazane osnovne Cinjenice o Rieszovim bazama
Hilbertovih prostora.



Summary

In this thesis, some of the fundamental definitions and results from the theory of normed
spaces are first outlined, and then the basic facts about unconditional convergence of series
are presented. In the central part of the thesis, the main results about topological bases in
normed, that is Banach spaces, are shown. Continuity of coefficient functionals is shown
and it is also shown that every basis in a Banach space is Schauder basis in that space,
and that it is, in fact, weak basis and weak Schauder basis in that space. Various forms
of sequence independence are described and some basic relations among them are shown.
Biorthogonality and minimality of sequences are also described. Especially, unconditional
bases, which are important class of topological bases, are described. Finally, some basic
facts about Riesz bases in Hilbert spaces are shown as well.
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