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Uvod

Plohe konstantne srednje zakrivljenosti (krace cmc-plohe) vazna su klasa ploha u diferen-
cijalnoj geometriji. Dijele se na dvije potklase: minimalne plohe (H = 0) i prave plohe
konstantne srednje zakrivljenosti (H = const. # 0), koje se obi¢no proucavaju odvojeno.
Te plohe se intenzivno proucavaju zato Sto imaju primjenu u prirodnim znanostima. Navest
¢emo nekoliko primjera. U fizici, minimalne plohe se pojavljuju u teoriji relativnosti kao
tzv. pojavni horizont (engl. apparent horizon), rub crne rupe u prostor-vremenu. U kemiji
se cmc-plohe pojavljuju u proucavanju sapunica (engl. soap bubble). Sapunica uvijek po-
prima oblik takav da se minimizira povrSina. U biologiji, minimalne plohe se pojavljuju u
proucavanju samopovezivanja molekula u vece strukture (engl. molecular self-assembly).
Primjerice, ljudska DNA ima oblik helikoida (dvostruka zavojnica s popre¢nim vezama).
Cmc-plohe se pojavljuju 1 u arhitekturi te likovnoj umjetnosti.

Sada ¢emo dati kratki povijesni pregled istrazivanja cmc-ploha. Minimalne plohe u euk-
lidskom prostoru prvi je proucavao Joseph-Louis Lagrange 1762. god. TraZio je plohe
koje su graf funkcije i na dijelu omedenom zadanom zatvorenom krivuljom imaju najma-
nju povrsinu. Izveo je tzv. Euler-Lagrangeovu jednadzbu ¢ija rjeSenja su trazene funkcije.
Medutim, nije ju uspio rijesiti, samo je pokazao da ravnina zadovoljava jednadzbu. Francu-
ski matematicar Jean Baptiste Meusnier je 1776. god. otkrio helikoid i katenoid pokazavsi
da oni zadovoljavaju EL jednadzbu. 19. stoljee je tzv. zlatno doba diferencijalne geome-
trije. U 19. st. dolazi i do otkrica neeuklidskih geometrija. Francuska matematicarka i
fizi€arka Sophie Germain (18./19. st.) uvela je pojam srednje zakrivljenosti u svojim rado-
vima iz teorije elasti¢nosti. 1841. god. francuski matematicar Charles-Eugene Delaunay
dokazao je da su jedine rotacijske cmc-plohe ravnina, cilindar, sfera, katenoid, unduloid i
nodoid. Alfred Enneper i Karl Weierstrass proucavali su minimalne plohe od 1863. god.
i njihov vaZzan doprinos je Weierstrass-Enneperova reprezentacijska formula za minimalne
plohe. 1905. god. Albert Einstein je objavio svoju specijalnu teoriju relativnosti. Na
temelju toga je 1907. god. njemacki matemati¢ar Hermann Minkowski otkrio prostor
Minkowskog, Cetverodim. ambijent u kojem vrijede postulati STR. Krajem 20. i u 21. st.
pronadene su razne potklase cmc-ploha u raznim prostorima (ne samo u euklidskom).

U ovom radu izlaZzemo teoriju cmc-ploha u trodimenzionalnom prostoru Minkowskog. Za
razliku od euklidskog prostora, prostor Minkowskog nije Riemannov prostor, tj. metrika
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2 UvVOD

prostora Minkowskog nije pozitivno definitna (ali je nedegenerirana). Posljedica toga je
da u prostoru Minkowskog imamo tri tipa ploha: prostorne, vremenske i svjetlosne. Pros-
torne plohe su slicne plohama u euklidskom prostoru, one su Riemannove mnogostrukosti.
Vremenske plohe nisu Riemannove mnogostrukosti. Posljedica toga je primjerice da se
operator oblika plohe za vremensku plohu opcenito ne moze dijagonalizirati (ni nad C).
Svjetlosne plohe se ne mogu orijentirati poput onih u euklidskom prostoru jer im je nor-
malan prostor degeneriran. Njih ne¢emo razmatrati. Ovaj rad je podijeljen u tri poglavlja.
Prvo poglavlje je lokalna teorija ploha u prostoru Minkowskog. Prvo prou¢avamo prostor
Minkowskog, uvodimo pseudoskalarni i vektorski produkt te prou¢avamo njihova svojstva.
Zatim uvodimo osnovne pojmove lokalne teorije ploha: implicitno i parametarski zadana
ploha, tangencijalna ravnina i normala, jedini¢no normalno polje i orijentacija. Uvodimo
pojam operatora oblika plohe te prvu i drugu fundamentalnu formu. Prou¢avamo konfor-
mne parametrizacije. Definiramo Gaussovu i srednju zakrivljenost plohe te dajemo njihovu
vezu s fundamentalnim veli¢inama. Na kraju uvodimo glavne zakrivljenosti i glavne vek-
tore te prou¢avamo moguénost dijagonalizacije operatora oblika plohe.

Drugo poglavlje posveceno je minimalnim i maksimalnim plohama. Prvo se proucavaju
opcenita svojstva minimalnih i maksimalnih ploha. Izmedu ostaloga dokazujemo teorem
koji opravdava njihove nazive, tj. tvrdnju da minimalne i maksimalne plohe lokalno mi-
nimiziraju (maksimiziraju) povrsSinu. Zatim pronalazimo sve rotacijske minimalne i mak-
simalne plohe (katenoide). PravCaste minimalne i maksimalne plohe dijelimo u dvije pot-
klase: razvojne i vitopere. Pokazujemo da je jedina maksimalna razvojna ploha ravnina i
dajemo karakterizacijski teorem za razvojne praviaste minimalne i maksimalne plohe. Sto
se ti¢e vitoperih ploha, pokazujemo da su jedine takve plohe helikoidi. Zatim izvodimo
Weierstrassovu reprezentacijsku formulu za maksimalne i minimalne plohe. Uvodimo po-
jam familije asociranih ploha i prou¢avamo njena svojstva. Na kraju dajemo pregled poz-
natih minimalnih 1 maksimalnih ploha.

Trece poglavlje posveceno je pravim cme-plohama. Izvodimo ODJ 2. reda 1 zatim navo-
dimo jednostavnije, ODJ 1. reda za rotacijske prave cmc-plohe. Pokazujemo da su jedine
rotacijske prave cmc-plohe tzv. Delaunayeve plohe: sfera, cilindar, unduloid i nodoid.
Od razvojnih pravcastih pravih cmc-ploha prou¢avamo cilindri¢ne i konusne plohe. Da-
jemo karakterizacijski teorem za cilindri¢ne prave cmc-plohe 1 primjere takvih ploha. Za
konusne prave cmc-plohe ispostavlja se da takvih ploha nema. Pokazujemo da su sve vi-
topere prav€aste cme-plohe helikoidalne. Zatim prouc¢avamo helikoidalne plohe opcenito
(ne nuzno pravcaste). Pronalazimo sve helikoidalne plohe kojima su izvodnice grafovi po-
linoma ili kruznice. Poglavlje zavrSavamo translacijskim cmc-ploha. Pokazujemo da su
jedine prave translacijske cmc-plohe kojima obje generatrise leZze u koordinatnim ravni-
nama elipticki cilindri. Zatim pronalazimo sve takve minimalne i maksimalne plohe.

Za razumijevanje ovog rada potrebno je predznanje iz sljedeéih podrucja matematike: li-
nearna algebra, diferencijalni i integralni racun te diferencijalna geometrija.



Poglavlje 1

Plohe u Minkowskijevom 3-prostoru

1.1 Trodimenzionalni prostor Minkowskog

Ovdje ¢emo dati osnovne rezultate iz linearne algebre u prostoru Minkowskog. Prvo ¢emo
definirati pseudoskalarni i vektorski produkt na prostoru Minkowskog i istraZiti njihova
svojstva.

Definicija 1.1.1. Minkowskijev (Lorentzov, Lorentz-Minkowskijev) 3-prostor Ri Jje uredeni
par realnog vektorskog prostora R3 i preslikavanja - : R? x R? — R danog formulom
Xy ==Xy + Xy + X3Y3, gdje je x = (X1, X2, X3) 1y = (¥1, 2, ¥3).

Napomena 1.1.2. 1. Preslikavanje - moze se definirati tako da negativni predznak sta-
vimo ispred bilo kojeg od tri ¢lana u definiciji, ali to¢no jednog.

2. Preslikavanje - je simetri¢ni bilinearni funkcional, tj. simetri¢no je i linearno po
svakoj od dvije varijable.

3. Preslikavanje - ima svojstvo nedegeneriranosti: ako je x -y = 0 za sve y € R?, onda
jex=0.

4. Preslikavanje - nije skalarni produkt jer nije pozitivno definitno. Takvo preslikavanje
zovemo pseudoskalarni produkt.

Definicija 1.1.3. Za vektor x € R? kazZemo da je
1. prostorni ako je x - x > 0ili x =0,
2. vremenski ako je x - x < 0,

3. svjetlosni ako je x - x = 01i x # 0.
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Definicija 1.1.4. Za vektore x,y € R? kazemo da su okomiti (ortogonalni) ako je x -y = 0.
To oznacavamo xL1y.

Definicija 1.1.5. U prostoru Minkowskog R? = (R?, ) definiramo pseudonormu||-|| : R®> —
R formulom ||x|| := V|x - x| i pseudometriku d : R*> x R? — R formulom d(x,y) := ||x — y||.

Napomena 1.1.6. 1. Preslikavanje || - || je nenegativno i pozitivho homogeno. Nadalje,
||x]| = 0 ako 1 samo ako je x = 0 ili je vektor x svjetlosni.

2. Preslikavanje d je nenegativno i simetricno. Nadalje, d(x,y) = 0 ako i samo ako je
x =y ili je vektor x — y svjetlosni.
Nejednakost trokuta za preslikavanje || - || (a time i za d) opCenito ne vrijedi.

Definicija 1.1.7. Za vektor x € Rf kaZemo da je jedini¢ni (normiran) ako je ||x|| = 1.

Napomena 1.1.8. Svaki prostorni vektor razli¢it od 0 1 svaki vremenski vektor moze se
normirati, tj. ako je x € R?, x # 0 prostorni ili vremenski vektor, onda postoji jedini¢ni
vektor y € R} koji je kolinearan s x. Taj vektor je jedinstven do na orijentaciju i dan je

formulom y = iﬁ. Nulvektor i svjetlosni vektori ne mogu se normirati.

Napomena 1.1.9. Za tri vektoraa, b, c € Rf, a=(aj,ax,a3),b = (by,br,b3),c =(c1,c,¢3)
oznacavamo:

a a das
det(a, b, C) = b] b2 b3
Ci C C3

Zbog det A = det AT mozemo komponente vektora zapisati i u stupce.

Propozicija 1.1.10. Neka su u,v € R}. Tada postoji jedinstveni vektor z € R takav da za
sve X € R? vrijedi:
z-x = det(u, v, x) (1.1)

Dokaz. Ako za neki vektor z = (z1,22,23) € R} vrijedi (I.I) za svaki x € R}, onda to
posebno vrijedi za x € {e}, e, e3} (kanonska baza za R?). UvrStavanjem tih vektora dobi-

) U, U
vamo: z - e; = det(u, v, e;) = (Lapl. razvoj) = —z; - 1 + 25 - 0+ 23 - 0 = (=1)**! ‘vz v3
2 V3

71 = —uUpv3 + uzvy 1 analogno z; = —uvs + uszvy, 23 = u1v, — Upvy. Time smo pokazali: ako

takav vektor z postoji, onda to mora biti vektor z = (—uyv3 +usvo, —u1v3 +usvy, vy —upvy),
tj. pokazali smo jedinstvenost.
Jo3 treba pokazati da taj vektor zadovoljava (I.I)) za sve x € R?. Imamo:
z-x=2z-(x1e1 + x2e2 + x3€3) = X1(2 - €1) + X2(z - €2) + X3(2 - €3)
= xy det(u, v, ;) + xo det(u, v, e3) + x3 det(u, v, e3)

= det(u, v, x1e1 + X265 + x3¢3) = det(u, v, x)
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O

Definicija 1.1.11. Vektorski produkt vektora u,v € R? Jje jedinstveni vektor uXv € R:f takav
daje (uxv)-x=det(u,v, x) za sve x € Rf.

Napomena 1.1.12. Iz dokaza propozicije[I.1.10]dobivamo eksplicitnu formulu za vektor-
ski produkt:

U Uu u U u 4 €
2 U3 1 U3 1 U
UXy=— e — e+ e3=|U U U3 (1.2)
V2 V3 V1 3 vy V2
Vi V2 V3

Propozicija 1.1.13. Za sve u,v,w € Rf i a € Rvrijedi:
1. uXxXvliu,v,
2. uxv=—(xu),
3. (uxv)y-w=u-(vxw),
4. (au) Xv = a(u Xv),
5 UW+V)Xw=uXw+vXw,
6. uxv =0 ako i samo ako je skup {u, v} linearno zavisan,
7. skup {u,v,u X v} je baza za RS ako i samo ako je uxv # 0 i vektor uxv nije svjetlosni,
8 (uxv)yxw=—-u-wy+ Q- -wuy,

u-u
u-v

9. (Lagrangeov identitet) (u X v) - (u X v) = ‘z :

Dokaz. Svojstva 1. - 5. slijede izravno iz svojstava determinante i relacije (I.1).

6. Pretpostavimo da je uxv = 0. Tada je det(u, v, x) = (uxv)-x =0-x =0zasve x € R?.
Pretpostavimo suprotno, da je skup {u, v} linearno nezavisan. Tada se taj skup moze
nadopuniti do neke baze {u, v, x} za R?. Kako je baza po definiciji linearno nezavisan
skup, slijedi da je matrica (u, v, x) punog ranga (tj. regularna je), Sto povlaci da je
det(u, v, x) # 0. Time smo dobili kontradikciju.

Obratno, pretpostavimo da je skup {u, v} linearno zavisan. Tada za svaki x € R}
vrijedi (u X v) - x = det(u, v, x) = 0 jer matrica (u, v, x) nije punog ranga. Iz toga zbog
nedegeneriranosti pseudoskalarnog produkta slijedi da je u X v = 0.
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7. Kako je dim Rf = 31 skup {u, v, u X v} se sastoji od tri vektora, taj skup Ce biti baza
za RJ ako i samo ako je linearno nezavisan. Imamo: skup {u,v,u X v} je linearno
nezavisan < matrica (u, v, uXv) je punog ranga < (uxv)-(uxv) = det(u, v,uxv) # 0
& u X v # 01nije svjetlosni.

8. Vektor (1 X v) X w rastavimo u komponente u kanonskoj bazi za R* (pomocu formule
(1.2)) i vektor s desne strane jednakosti takoder. Dobit éemo da ta dva vektora imaju
sve odgovaraju¢e komponente jednake, pa su jednaki.

9. Rac¢unamo koriste¢i 3. 1 8.:

Uxv)-Uxv)=(uxv)xXu)-v=_(—w-uy+O-wu) -v=—u- w0 v)+u-v)?

O

Napomena 1.1.14. 1z svojstava 2., 4., 5. iz propozicije slijedi da je vektorski pro-
dukt bilinearan. Vektorski produkt opCenito nije asocijativan (to ne vrijedi ni u euklidskom
prostoru). Primjer : (e; X ;) X (e1 + e3) = ey — ey # e; = e X (€3 X (e1 + €2)).

U nastavku prou¢avamo svojstva ortonormiranih baza u prostoru Minkowskog.

Definicija 1.1.15. Za konacan skup {ay,...,a,} C R? kazZemo da je ortonormiran ako je
a; L ajzasvei# jivektor a; je jedini¢ni za svakii € {1,...,n}.

Napomena 1.1.16. Svaki ortonormirani skup u R} je linearno nezavisan. Iz toga zbog
dimR? = 3 slijedi: ako je skup {ay,...,a,} C Rf ortonormiran, onda je n < 3. Posebno,
ako je n = 3, onda je taj skup baza za Rf. Takvu bazu zovemo ortonormirana baza za R?.

Propozicija 1.1.17. Svaka ortonormirana baza za R} sastoji se od to¢no dva prostorna i
jednog vremenskog vektora.

Dokaz. Neka je {a;, ay, a3} ortonormirana baza za Rf. Tada nijedan od vektora a; nije
svjetlosni jer su svi jedinicni.

Pretpostavimo da su svi vektori a; prostorni. Neka je x € R?, x # 0 proizvoljan vektor.
Tada postoje jedinstveni skalari @; € R takvi da je x = aja; + axa, + a@3as. 1z toga slijedi:

x~x:af(a1 ~a1)+a/§(a2~a2)+a/§(a3~a3)=a%-1+a§~1+a§-1 >0
Nejednakost je stroga zbog x # 0. 1z toga slijedi da je svaki vektor x € R?, x # 0 prostorni,

Sto znamo da ne vrijedi (npr., vektor e; nije prostorni). Time smo dobili kontradikciju.
Analogno se pokaze da ne mogu svi vektori a; biti vremenski.
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Pretpostavimo da je vektor a; prostorni i vektor a, vremenski. Pokazimo da tada vektor aj
nuzno mora biti prostorni. Prema propoziciji [I.1.13] 8. vrijedi:

(a1 Xa))Xaz =—(a;-az)ay + (ar-az)a; = —0-a,+0-a;, =0

odakle po propoziciji[I.I.13] 6. slijedi da je vektor a3 kolinearan s vektorom a; Xa,. Dakle,
dovoljno je pokazati da je vektor a; Xa, prostorni. No, to slijedi iz Lagrangeovog identiteta:

(a1 X @) - (a1 X a2) = —(a; - a1)(az - @) + (a1 - ax)* = =1+ (1) +0* = 1> 0
O

Lema 1.1.18. Ako je {u, v} ortonormirani skup u R3, onda je skup {u,v,u X v} ortonormi-
rana baza za R}.

Dokaz. 1z napomene slijedi da je dovoljno pokazati da je taj skup ortonormiran. 1z
propozicije(l.1.13| 1. imamo da je uXv L u,v. Nadalje, iz Lagrangeovog identiteta imamo
daje (uxv)-Wuxv)=—w-w)v-v)+@-v)?=—(x)(x)+0®=+1=|uxv]|=1. O

Propozicija 1.1.19. Neka je v € R jedinic¢ni vektor. Tada se skup {v} moZe nadopuniti do
ortonormirane baze za R?.

Dokaz. Pretpostavimo da je vektor v prostorni. Neka je w € R? bilo koji jedini¢ni vremen-
ski vektor (npr. w = e;). Ako je w L v, onda iz leme [[.1.1§]imamo da je skup {v, w,v X w}
ortonormirana baza za R? i to je traZeno nadopunjenje.

Pretpostavimo da w 1 v nisu okomiti, tj. w-v # 0. Stavimo &t := v+ Aw za neki A € R. Tada
imamo: i -v=v-v+Aw-v) =1+ A(w-v). Iz toga vidimo da ako odaberemo A := —ﬁ,
bitéeit-v =0= @& L v. UoCimo da je it # 0. Naime, kako je 4 # 0, iz &t = 0 imamo
dajew = —%v, odakle slijedi da je vektor w prostorni, §to je kontradikcija. I onda stavimo

u = . Tada je vektor u jedini¢ni i u L v, pa opet iz leme [I.1.18dobivamo da je skup

llal] *
{v,u, u X v} ortonormirana baza za R;.
Analognu konstrukciju napravimo ako je vektor v vremenski (vektor v ne moZze biti svje-
tlosni jer je jedini¢ni). O

Lema 1.1.20. Neka je v € R; vremenski vektor. Ako je w € R vektor okomit na vektor v,
onda je vektor w prostorni.

Dokaz. Stavimo ' := ;.. Tada je v’ jedini¢ni vremenski vektor. Prema propoziciji
skup {v'} moze se nadopuniti do ortonormirane baze {V', u;, u,} za Rf. Zatim iz propozicije
slijedi da su vektori u; i u, prostorni. Nadalje, postoje jedinstveni skalari S8, a1, a; €
R takvi da je w = BV + au; + au,. Ako tu jednakost pomnozimo skalarno s vektorom
V', dobivamo: w -V = B0V V) +a1(uy V) +ar(uy V) =0=8-(-1)+a;-0+a,-0
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= [ =0. Dakle, w = aju; + aqqup > w-w = a%(ul cuy) + 2a (U - up) + aﬁ(uz “Uy) =
a1+ 2a122-0+ a3 -1 =@ + a3 > 0. Pri tome se jednakost postiZe ako i samo ako je
a; = a; = 0 & w = 0. Dakle, vektor w je po definiciji prostorni. O

Napomena 1.1.21. Neka suv,w € Rf svjetlosni vektori. Ako su vektori v i w kolinearni,
onda je v L w. Naime, tada postoji skalar 4 € R takav da je v = Aw (kgko je vektor w
svjetlosni, slijedi da je w # 0). [onda imamo: v-w = A(v-v)=4-0=0=v L w.

Prema [[13]], vrijedi i obrat (neCemo dokazivati). Naime, ako je v L w, onda za sve @, 8 € R
vrijedi (v +Bw) - (@v +Bw) = &?(v-v) + 2B - w) + BZ(w-w) = a*-0+2aB8-0+5*-0 = 0,
tj. vektor av + Bw je svjetlosni (ili nulvektor). Kada vektori v i w ne bi bili kolinearnt,
onda bi oni razapinjali potprostor dimenzije 2 koji se sastoji samo od svjetlosnih vektora
1 0. Medutim, takav potprostor u prostoru Minkowskog ne postoji. Intuitivno je jasno
da ravnina ne moze biti podskup svjetlosnog stosca (te pojmove ¢emo definirati u iducoj
tocki).

Za kraj ove to¢ke ¢emo definirati razlicite tipove potprostora prostora Minkowskog 1
prouciti njihova svojstva.

Definicija 1.1.22. Za potprostor W < R} kaZemo da je
1. prostorni ako je svaki vektor x € W prostorni,
2. vremenski ako sadri neki vremenski vektor,
3. svjetlosni ako sadrZi neki svjetlosni vektor, ali ne sadrZi vremenski vektor,

Napomena 1.1.23. 1. Potprostor W = R} je vremenski jer sadrzi vremenski vektor
(npr. e1). Potprostor W = {0} je prostorni jer je O po definiciji prostorni vektor.

2. Akojedim W = 1, onda je W prostorni (vremenski, svjetlosni) potprostor ako i samo
ako sadrzi prostorni razlicit od 0 (vremenski, svjetlosni) vektor i tada je svaki vektor
x € W, x # 0 prostorni (vremenski, svjetlosni).

Propozicija 1.1.24. Neka je W < Rf dvodimenzionalni vremenski potprostor. Tada W
sadrZi prostorni vektor razlicit od nulvektora i dva linearno nezavisna svjetlosna vektora.

Dokaz. Kako je W vremenski, W po definiciji sadrzi neki vremenski vektor v. Tada je
posebno v # 0, pa se skup {v} moze nadopuniti do neke baze {v,w} za W. Promotrimo
vektor w' := =™y + w € W (ovo je dobro definirano zbog v - v < 0). Za taj vektor vrijedi:
wev=-2@{.y)+w-v=0=w Lv. No,ondaizleme slijedi da je vektor w’
prostorni. Nadalje, mora biti w’ # 0 jer bi u suprotnom slijedilo da je skup {v, w} linearno
zavisan, $to ne moZze biti jer je taj skup baza za W.

Pokazimo sada da W sadrzi dva linearno nezavisna svjetlosna vektora. Iz propozicije
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1.1.13) 1. slijedi da je v x w L v, pa iz leme [1.1.20] slijedi da je vektor v X w pros-
torni. Za @ € R promotrimo vektor x := av + w € W. Za taj vektor vrijedi: x-x = 0

& a*(v-v) +2a(v-w)+w-w = 0. Buduéi da je vektor v vremenski, imamo da je
v-v # 0, pa smo dobili kvadratnu jednadzbu s nepoznanicom «. Njena diskriminanta je
D= QW -w)? -4 -v(w-w) = 4@ xw)-(vxw) > 0 (ovdje smo primijenili La-
grangeov identitet), odakle slijedi da jednadZba ima dva razliita realna rjeSenja a; 1 ;.
Stavimo x;, := a;,v + w. Mora biti x;, # 0 jer bi u suprotnom skup {v, w} bio linearno
zavisan. Iz jednadZbe onda slijedi da su vektori x; i x, svjetlosni. Pokazimo da su oni i
linearno nezavisni. Neka su 51, 3, € R proizvoljni skalari. Tada imamo: ;x| +8,x, = 0=
Bi(av+w)+Br(av+w) = 0= (Bra; +Braz)v+ (B +62)w = 0. Bududi da je skup {v, w}
linearno nezavisan, iz toga nuzno slijedi da je S1a; + frar =1+ =0. 1z + 5, =0
slijedi B, = —B, pa uvrStavanjem toga u Sia; + Bra, = 0 dobivamo Si(a; — ay) = 0. 1z
toga zbog a; # @, nuzno slijedi 8; = 0. Onda je i 5, = —B; = 0. Kako su §; i 8, birani
proizvoljno, skup {x, x,} je po definiciji linearno nezavisan. O

Definicija 1.1.25. Neka je W < RS potprostor. Za pseudoskalarni produkt na R} kaZemo
da je degeneriran na W ako postoji vektor v e W, v # 0 takav da je v L x za svaki x € W.
U suprotnom kaZemo da je pseudoskalarni produkt nedegeneriran na W.

Napomena 1.1.26. Neka je W < Rf potprostor. Tada je pseudoskalarni produkt degeneri-
ran na W ako i samo ako je W svjetlosni potprostor.

Propozicija 1.1.27. Neka je W < Rf potprostor.
1. W je prostorni ako i samo ako je W+ vremenski.
2. W je vremenski ako i samo ako je W prostorni.
3. W je svjetlosni ako i samo ako je W+ svjetlosni.
U prva dva sluc¢aja je W N W+ = {0}, a u trecem je W N W+ # {0}.

Dokaz. 1. Ako je dimW = 0 = W = {0}, onda je W* = R, pa tvrdnja otito vrijedi
(napomena [[.1.23). Iz iste napomene slijedi da ne moze biti dim W = 3.
Pretpostavimo da je dim W = 1.

Pretpostavimo da je W prostorni. Zbog dim W = 1 postoji vektor v € W, v # 0.
Kako je vektor v prostorni, moZemo ga normirati i onda iz propozicije[I.1.19]slijedi
da se skup {v} mozZe nadopuniti do ortonormirane baze {v,u;,u,} za R?. No, tada
zbog uj,u, 1 v slijedi da su u;,u, € W+. Iz propozicije slijedi da je jedan
od vektora u; i u, vremenski. Dakle, W+ sadrzi vremenski vektor, pa je po definiciji
vremenski.

Obratno, pretpostavimo da je W+ vremenski. Tada W+ po definiciji sadrzi neki vre-
menski vektor v. Po definiciji ortogonalnog komplementa je x L v za svaki x € W,
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pa iz leme slijedi da je svaki vektor x € W prostorni. Dakle, W je prostorni.
Pretpostavimo da je dim W = 2.

Pretpostavimo da je W prostorni. Neka je {v, w} bilo koja baza za W. Budu¢i da su
vektori v i w prostorni, mozemo ih normirati i zatim stavimo w’ := —(v - w)v + w.
Tadajew e Wiv-w=—-(@v-w)v-v)+v-w==-@v-w)-1+v-w=0=>w" L
Nadalje, w’ # 0 jer bi u suprotnom skup {v, w} bio linearno zavisan. Dakle, moZemo
normirati w’ i tada je skup {v,w’} ortonormirana baza za W. Onda iz leme [1.1.18
slijedi da je skup {v,w’,v X w'} ortonormirana baza za R;. No, onda iz propozicije
slijedi da je vektor v X w’ vremenski. Kako je v xw' L v,w/, slijedi da je
v X w' € W+, Dakle, W+ sadrZi vremenski vektor, pa je vremenski.

Obrat se dokazuje kao u slu¢aju dim W = 1.

2. Ovo se dokazuje sli¢no kao tvrdnja 1. (rastavi se na slucajeve po dimenziji).

3. Oba smjera slijede kontradikcijom iz 1. i 2.

Pretpostavimo da je W prostorni ili vremenski. Pretpostavimo da je W n W+ # {0}.
Tada postoji vektor x € W N W+ takav da je x # 0. Tada iz x € W i x W* slijedi da je
x L x, pa je vektor x po definiciji svjetlosni. No, to je nemoguée jerje x € Wix e Wt a
jedan od ta dva potprostora je u oba slucaja prostorni (prema 1. i 2.), odakle slijedi da je
vektor x prostorni. Dakle, pretpostavka je pogresna, mora biti W N W+ = {0}.

Ako je W svjetlosni, onda sadrZi neki svjetlosni vektor v. Tada je v L v, odakle slijedi da je
v € Wt. Dakle, v € WN W+*. No, po definiciji je i v # 0, pa slijedi daje WN W+ # {0}. O

1.2 Plohe u prostoru Minkowskog. Tangencijalna
ravnina i normala

U prethodnoj tocki smo prostor Minkowskog promatrali kao vektorski prostor (tj. kao
algebarsku strukturu). Od sada ¢éemo elemente prostora R} zvati tockama. Skup svih svje-
tlosnih to¢aka zovemo svjetlosni stoZac. Dio prostora omeden svjetlosnim stoScem se sas-
toji od vremenskih tocaka, a dio prostora izvan svjetlosnog stoSca (ukljucujuéi ishodiste)
¢ine prostorne tocke. U koordinatnom sustavu ¢emo x-os oznacavati plavom bojom, y-os
crvenom, a z-0s zelenom bojom kao na slici.

U nastavku otvorenim skupom smatramo skup koji pripada euklidskoj topologiji na
pripadnom prostoru. To napominjemo jer pseudometrika d na R? = (R?, -) takoder inducira
topologiju na R?. Nadalje, glatkom funkcijom smatramo funkciju klase C*. Do kraja
ovog poglavlja ¢emo izostavljati dokaze tvrdnji o plohama u prostoru Minkowskog koje
se dokazuju potpuno analogno kao u euklidskom prostoru (vidi [14]). Naglasak ¢e biti
na tvrdnjama koje ovise o pseudoskalarnom produktu na R3, koji ima slabija svojstva od
skalarnog produkta u euklidskom prostoru.
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Slika 1.1: Svjetlosni stoZac

Definicija 1.2.1. Neka je p € R} tocka i v € R} vektor. Uredeni par (p, v) zovemo vektor u
tocki p.

Napomena 1.2.2. Skup svih vektora u to¢ki p oznacavamo T,R?. Na tom skupu defini-
ramo:

1. zbrajanje vektora u tocki: (p,v) + (p,w) := (p,v +w),
2. mnoZenje vektora u tocki skalarom: A(p,v) := (p, Av),
3. pseudoskalarni produkt vektora u tocki: (p,v) - (p,w) :=v - w,
4. vektorski produkt vektora u tocki: (p,v) X (p,w) := (p,v X w).
Uz tako definirane operacije T,R? postaje realan vektorski prostor (izomorfan s R?).

Definicija 1.2.3. Neka je U C R} otvoren. Svaku funkciju X na U koja tocki p € U
pridruzuje neki vektor X(p) = (p,v(p)) € T,,R? zovemo vektorsko polje na U. Za polje X
kaZemo da je glatko ako je funkcija p — v(p) glatka.

Definicija 1.2.4. Neka je A C R}, f : A — R funkcija i c € R. Skup f'(c) :=
{p € A: f(p) = c} zovemo nivo-skup funkcije f na visini c.

Definicija 1.2.5. Neka je U C R’ otvoren i f : U — R funkcija klase C'. Vektorsko polje

V£ na U dano formulom V f(p) := (p, —g—f;(p), 2—];(19), Z—jzc(p)) zovemo gradijent funkcije f.

Definicija 1.2.6. Neprazan skup S C Rf zovemo ploha u Rf ako postoji otvoreni skup
U CR;, glatka funkcija f : U — Ric € Rtakvida je S = f~'(c). Za tocku p € S kaZemo
da je regularna ako je V f(p) # 0. U suprotnom kaZemo da je tocka p singularna. Za plohu
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S kaZemo da je regularna ako je svaka tocka p € S regularna. U suprotnom kaZemo da je
ploha S singularna.

Za plohu iz definicije[I.2.6|kaZemo da je zadana implicitno jednadzbom f(x,y,z) = c.

Definicija 1.2.7. Svako glatko preslikavanje x : U — Ri, x = x(u,v), gdje je U C R?
otvoren, zovemo karta (parametrizacija, lokalne koordinate).

Definicija 1.2.8. Neprazan skup S C R} zovemo parametrizirana ploha u R} ako za svaku
tocku p € S postoje otvoreni skupovi U C R?> iV C R? te kartax : U — R? takvi da je
peVix:U — VNS je homeomorfizam. Za tocku p = X(u,v) kaZemo da je regularna
ako je operator Dx(u,v) : T, R* — TPR? injektivan.

Napomena 1.2.9. Homeomorfizam je neprekidna bijekcija ¢iji je inverz neprekidan. Uo¢imo
da je u definiciji [I.2.8] dovoljno traziti dax : U — V N S bude bijekcija. Naime, kako je
x po definiciji karte glatka, slijedi da je x neprekidna. Nadalje, iz teorema o inverznom
preslikavanju slijedi da je x™' : VNS — U takoder glatka (posebno, neprekidna).

Napomena 1.2.10. Ekvivalentno je:
1. operator Dx(u, v) je injektivan,
2. matrica Vx(u, v) je punog ranga,

3. x,(u,v) X x,(u,v) # 0, gdje su x,(u,v),x,(u,v) € T,,Rf vektori u tocki p Ciji su
vektorski dijelovi stupci matrice Vx(u, v).

Pri tome ekvivalencija 2. © 3. slijedi iz propozicije 6.

Teorem 1.2.11. (lokalna ekvivalencija implicitno i parametarski zadanih ploha)

1. Neka je S = f~'(c) ploha u R i p € S regularna tocka. Tada postoje otvoreni
skupovi U CR* iV C R} te kartax : U — R takvidajep e Vix: U - VNS je
homeomorfizam.

2. Neka je S parametrizirana ploha u Rf i p € S regularna tocka. Tada postoje otvoreni
skupovi U,V C R3, glatka funkcija f : U - Ric € Rtakvidajep e ViVNS§ =
.

Ovaj teorem je posljedica teorema o inverznom preslikavanju. U nastavku uvodimo
pojam tangencijalne ravnine i normale plohe te jedini¢nog normalnog polja.

Definicija 1.2.12. Svako glatko preslikavanje ¢ : I — R3, gdje je I C R otvoreni interval,
zovemo parametrizirana krivulja u R?.
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Definicija 1.2.13. Neka je ¢ : I — R? parametrizirana krivulja i t € 1. Tada vektor
c(t) = (c(r),c' (1) € TC(,)Rf zovemo tangencijalni vektor krivulje c u tocki c(t).

Definicija 1.2.14. Neka jec : [ — Rf krivulja ity € 1. Za krivulju c kaZemo da je prostorna
(vremenska, svjetlosna) u tocki c(ty) ako je vektor ¢(ty) prostorni (vremenski, svjetlosni).

Ako je krivulja ¢ prostorna (vremenska, svjetlosna) u svakoj svojoj tocki, onda krace
kaZzemo da je ¢ prostorna (vremenska, svjetlosna) krivulja. Svjetlosnu krivulju jo$ zovemo
nulkrivulja. Uo¢imo da je x-os vremenska krivulja, a y-0s 1 z-0s su prostorne krivulje.

Definicija 1.2.15. Neka je S ploha u R i p € S tocka. Za vekior v € T,R} kazemo da
Jje tangencijalni vektor plohe S u tocki p ako postoji parametrizirana krivuljac : I — S i
to € I takvi da je c(ty) = p i c(ty) = v.

Teorem 1.2.16. Neka je S ploha u Ri i p € S regularna tocka. Neka je T,S skup svih
tangencijalnih vektora plohe S u tocki p. Tada je T,S potprostor od T,,Rf dimenzije 2.

Definicija 1.2.17. Neka je S ploha u Rf i p € S regularna tocka. Prostor T,S zovemo
tangencijalna ravnina plohe S u tocki p.

Napomena 1.2.18. Ako je x : U — R} karta koja parametrizira dio plohe S oko tocke
pip = x(u,v), onda je skup {x,(u,v),x,(u,v)} baza za T,S (to slijedi iz dokaza teorema

1.2.16).

Teorem 1.2.19. Neka je S ploha u Ri i p € S regularna toc¢ka. Neka je x : U — Rf karta
koja parametrizira dio plohe S oko tocke p. Stavimo p = x(u,v). Pretpostavimo da je
vektor X, (u, v) X X,(u, v) prostorni ili vremenski. Tada je dimT,S+ = 1.

Dokaz. Kako je tocka p regularna, iz napomene[1.2.10] 3. imamo da je x,(u, v) XX, (1, v) #
0. Nadalje, iz napomene [1.2.18]i propozicije [I.1.13] 1. slijedi da je x,(u,v) X X,(u,v) €
T,S*. Bududi da x, X X, nije svjetlosni ni nulvektor, iz propozicije 7. slijedi da
je skup {x,, X,, X, X X,} baza za T,R}. Neka je v € T,S C T,R} proizvoljan vektor. Tada
postoje jedinstveni skalari @,f,y € R takvi da je v = ax, + BX, + v(X, X X,). Ako tu
jednakost pomnozimo skalarno s x, i x,,, dobivamo:

VX, = (I’(X,,, : Xu) +:8(Xv : Xu) + 7((Xu XX,) - Xu)
VX, = Q’(Xu ' Xv) +,8(Xv : Xv) + 7((Xu X Xv) : Xv)

Buduc¢idajev e T,S+, slijedi dajev-x, = v-x, = 0. Takoder imamo da je (x, X X,) X, =
(x, X x,) - x, = 0 (propozicija|l.1.13] 1.). Time dobivamo:

0= CZ(XM : Xu) +ﬂ(xv : Xu)

0 = a(x, - X,) + B(X, - X,)
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Dobili smo homogen linearni sustav s nepoznanicama « 1 . Ovakav sustav ima samo

X, X, X,-X
“oTw v " regularna. No,
X, Xy XXy

kako vektor x,, X X, nije svjetlosni ni nulvektor, iz Lagrangeovog identiteta imamo da je

trivijalno rjeSenje ako i samo ako je matrica sustava A := [

detA = (Xu : Xu)(xv : Xv) - (Xu : Xv)z = _(Xu X Xv) : (Xu X Xv) #0

Sto povlaci da je matrica A regularna. Dakle, mora biti @ = 8 = 0, odakle slijedi da je
v = y(x, XX,). Kako je v € T),§ * biran proizvoljno, slijedi da je 7,S * jednodimenzionalan
prostor s bazom {x, X X, }. O

Definicija 1.2.20. Neka je S ploha u Ri i p €S regularna tocka. Za plohu S kazZemo da je
1. prostorna u tocki p ako je potprostor T,S prostorni,
2. vremenska (Lorentzova) u tocki p ako je potprostor T,S vremenski,
3. svjetlosna (izotropna) u tocki p ako je potprostor T,S svjetlosni.

Ako je ploha § prostorna (vremenska, svjetlosna) u svakoj svojoj tocki, onda krace
kazemo da je S prostorna (vremenska, svjetlosna) ploha.

Propozicija 1.2.21. Neka je S ploha u Rf i p €S regularna tocka. Neka je x : U — Rf
karta koja parametrizira dio plohe S oko tocke p i p = x(u, v).

1. Ploha S je prostorna u tocki p ako i samo ako je vektor X,(u,v) X X,(u, v) vremenski.
2. Ploha S je vremenska u tocki p ako i samo ako je vektor X,(u, v) X X,(u, v) prostorni.
3. Ploha S je svjetlosna u tocki p ako i samo ako je vektor X,(u,v) X X,(u, v) svjetlosni.

Dokaz. Stavimo w := x,(u,v) X X,(u,v). Buduci da je tocka p regularna, iz napomene
[1.2.10]slijedi da je w # 0, a iz teorema[I.2.16|slijedi da je dim 7),S = 2.

1. Pretpostavimo da je ploha S prostorna u tocki p. Tada je potprostor T,,S po definiciji
prostorni. Iz propozicije 1. slijedi da je potprostor 7,5+ vremenski, pa
sadrzi neki vremenski vektor v. Pretpostavimo suprotno, da vektor w nije vremenski.
Tada je, zbog w # 0, skup {v, w} linearno nezavisan. Budu¢i da su v,w € T,S+,
slijedi da je dim7,§ > 2. Onda primjenom Grassmannove formule i ¢injenice da
je T,S + T,S* < R; dobivamo: 3 = dimR} > dim(7,S + T,S*) = dimT,S +
dim7,S+—-dim(7,S NT,S*) > 2+2-dim(T,S NT,S*) = dim(T,SNT,S+) > 1 =
T,S NT,S* # {0}, $to je u kontradikciji s propozicijom[I.1.27, Dakle, pretpostavka
je pogresna, vektor w mora biti vremenski.

Obratno, pretpostavimo da je vektor w vremenski. Buduci da je w € TS, imamo
da potprostor 7,S sadrzi neki vremenski vektor, pa je po definiciji vremenski. No,

onda iz propozicije[1.1.27} 1. slijedi da je T, prostorni.
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2. Pretpostavimo da je ploha S vremenska u tocki p. Tada je potprostor 7',S po defini-
ciji vremenski, pa iz propozicije 2. slijedi da je T,S* prostorni. No, kako je
w e T,S+, iz definicije prostornog potprostora onda slijedi da je vektor w prostorni.
Obratno, pretpostavimo da je vektor w prostorni. Tada iz teorema [1.2.19] slijedi da
jedimT,S+ = 1. No, kakojew € T,S* iw # 0, slijedi da je svaki vektor iz 7,S*
prostorni (jer su svi kolinearni s vektorom w). Dakle, potprostor 7,S * je po definiciji
prostorni, pa iz propozicije[I.1.27, 2. slijedi da je 7),S vremenski.

3. Oba smjera slijede kontradikcijom iz 1. 1 2.
O

Napomena 1.2.22. Ako je tocka p = x(u,v) € § regularna i vektor x,(u,v) X X, (u, V)
prostorni ili vremenski, onda ga mozemo normirati. Tada vektor n := i% eT,S*
zovemo jedini¢ni normalni vektor (jedini¢na normala) plohe S u tocki p. 1z teorema|l.2.19
1 propozicije slijedi da je dim 7,S * = 1, odakle slijedi da je taj vektor jedinstven do

na orijentaciju. Opcenito, vektor v € T),S*+ zovemo normalni vektor.

Definicija 1.2.23. Neka je S ploha u Rf i p € S regularna tocka. Pretpostavimo da je ploha
S prostorna ili vremenska u tocki p. Tada prostor (tj. pravac) T,S * zovemo normala plohe
S u tocki p.

Propozicija 1.2.24. Neka je S = f~'(c) ploha u R} i p € S regularna tocka. Tada je
Vf(p) LT,S.

Dokaz. Neka je v € T,S proizvoljan vektor. Tada po definiciji postoji parametrizirana
krivuljaa : I — S 1ty € I takvi da je a(ty)) = p 1 &(ty) = v. Budu¢i da krivulja « lezi na
plohi §, njene tocke zadovoljavaju jednadZbu plohe, tj. vrijedi: f(a(?)) = czasvet € I.
Deriviranjem te jednakosti i koriStenjem lancanog pravila dobivamo: V f(a(t)) - @(¢) = 0 za
sve t € I (zbog definicije[I.2.5] skalarni produkt koji se ovdje pojavljuje je pseudoskalarni
produkt prostora Minkowskog). To posebno vrijedi za t = 1y, tj. vrijedi: V f(a(#y))-a(ty) = 0
= Vf(p)-v=0=Vf(p) L. O

Napomena 1.2.25. Neka je S = f~!(c) implicitno zadana plohai p € S regularna tocka.

1. 1z propozicije [1.2.24|slijedi: ploha S je prostorna (vremenska, svjetlosna) u tocki p
ako 1 samo ako je vektor V f(p) prostorni (vremenski, svjetlosni). To se dokazuje

analogno kao propozicija[[.2.21]

2. Ako je ploha § prostorna ili vremenska u tocki p, onda je jedini¢na normala plohe §

“1,s V()
u to¢ki p dana formulom n(p) = + Ok
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Definicija 1.2.26. Neka je S prostorna ili vremenska ploha u Ri. Vektorsko polje n na S
koje svakoj tocki p € S pridruuje neku jedinicnu normalu n(p) plohe S u tocki p zovemo
jedinicno normalno polje plohe S. Za plohu S kaZemo da je orijentabilna ako postoji
glatko jedinicno normalno polje n plohe S. Tada uredeni par (S,n) zovemo orijentirana
ploha.

Napomena 1.2.27. MozZe se dokazati (vidi [17]) da svaka orijentabilna ploha S povezana
putevima ima tocno dva glatka jedini¢na normalna polja n; i n, te da za njih vrijedi: n, =
—n,. Ta polja intuitivno zovemo unutarnje i vanjsko jedini¢no normalno polje plohe §.

Primjer 1.2.28. Neka su A, B,C,D € R takvi da je (A,B,C) # 0. Plohu § u R; danu
implicitno jednadzbom Ax + By + Cz + D = 0 zovemo ravnina u R}. Ravnina je regularna
ploha jer za funkciju f(x,y,z) = Ax+ By+Cz+ D vrijedi Vf(p) = (p, —A, B, C) # 0 za sve
p € R3. Iz toga jo3 slijedi: ravnina S je prostorna (vremenska, svjetlosna) u svakoj tocki
p €S ako i samo ako je —A? + B> + C> > 0 (< 0, = 0).

Ravnina se opcenito moZe parametrizirati jednom kartom x : R* — R} oblika x(u,v) =
L(u,v) + p, gdje je L : R*? — R? linearan operator i p € S bilo koja to¢ka. Ravnina spada
u tzv. jednostavne plohe. To su plohe koje se ¢itave mogu pokriti samo jednom kartom (tj.
imaju globalnu parametrizaciju).

Primjer 1.2.29. Neka je ¢ = (q1,¢2,¢3) € RS tocka i r > 0. Svaku od ploha S, S5, S;
danih redom jednadZbama

—x—q)+O- @) +G@-qg) =1
~(x—q1)+O-q)+@—-g3)* =0
~(x =g+ O - @)+ @) =

zovemo sfera sa srediStem u toCki g polumjera r, odnosno 0. MoZemo bez smanjenja
opdenitosti uzeti da je ¢ = 0. Za funkciju f(x,y,27) = —x*> +y* + 2> vrijedi: Vf(p) =
(p,2x,2y,2z) zasve p = (x,y,2) € R?. Iz toga imamo: Vf(p) = 0 & (2x,2y,27) = 0 &
p = (x,y,2) = 0. Time dobivamo da su sfere S| i §; regularne plohe (jer je 0 ¢ S, S3).
Sfera S, (tj. svjetlosni stozac) ima singularnu tocku u ishodiStu, a ostale tocke su joj
regularne. Nadalje, imamo: Vf(p) - Vf(p) = 4(—x* + y* + z%). Dakle, za sferu S| imamo
daje Vf(p) - Vf(p) = 4r* > 0, pa je sfera S| vremenska u svakoj to¢ki p € S ;. Analogno,
sfera S, je svjetlosna u svakoj tocki p € S, \ {0}, a sfera S; je prostorna u svakoj tocki
p € S3. Svaka sfera u prostoru Minkowskog se mozZe pokriti jednom kartom koja nije
globalno injektivna (vidi parametrizaciju jednoplo$nog hiperboloida, stoSca i dvoplosnog
hiperboloida u [14]).
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Slika 1.2: Jedini¢na prostorna i vremenska sfera

Za sve pojmove koji su ovdje uvedeni (regularne i singularne tocke, tangencijalna rav-
nina, normala...) moZe se pokazati da ne ovise o izboru parametrizacije x plohe S ili
funkcije f ako je ploha § zadana implicitno. To se dokazuje pomocu tzv. funkcija prije-
laza 1 time se ovdje neCemo baviti. Dakle, radi se o pojmovima koji su vezani uz samu
plohu §, tj. o geometrijskim pojmovima. Isto vrijedi za pojmove koje uvodimo u ostatku
ovog poglavlja.

1.3 Operator oblika plohe. Prva i druga fundamentalna
forma

Napomena 1.3.1. Neka je S regularna ploha u R?, X vektorsko polje na S klase C!, p € S
tockaiv € T,S vektor. Derivacija polja X u tocki p u smjeru vektora v je vektor D, X(p) €
TPR? dan formulom D, X(p) = (%X(c(t))),:,o, gdjejec : I — S krivulja ity € I takvi
da je c(typ) = p i ¢(ty) = v (takva krivulja postoji po definiciji tangencijalnog vektora). Ta
definicija je dobra, tj. ne ovisi o izboru krivulje c. Naime, primjenom lancanog pravila
dobivamo: D, X(p) = DX(c(ty))c(ty) = DX(p)v = VX(p)v. Pri tome je VX(p) Jacobijeva
matrica polja X u tocki p.

Lema 1.3.2. (Leibnizovo pravilo) Neka je U C R" otvoreni f,g : U — R} funkcije klase
C'. Tada je a%_(f~g): g—i-g+f-g—ii%(f><g) = g—i><g+f><g—izasvakiie{l,...,n}.

Dokaz. Stavimo f = (fi, f>, f3) 1 g = (g1, &2, g3). Racunamo:

9

0 0 0
axi(_flgl + /8 + f383) = _6_)Ci(f1g1) + 8_xl~(f2g2) + 8—xi(fsg3)

0
a—xi(f'g):
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_ 0f1 agl 6f2 6g2 (9f3 (9g3

B 8x,~g1 fl Gx,- - ax,- 82% f2 8xl~ - 6x,- 8 f3 8]6,'

. 0fi 0f of3 0g 0g> 0g3

=( 8x,-g1+6x,~g2+6x,-g3)+( f]é?x,- +f2(9x,- +f36x,-)

_ ofi 0fr 0f; 0g1 0g» 0g; _ of 0g
_(axi’ 6)(:1" 0)(,') (gl’g29g3)+(.flaf27.f3) (axi’ 8)6'," axi - axi g+f axi

U raCunu smo koristili Leibnizovo pravilo za realne funkcije. Formula za vektorski produkt
se dokazuje analogno, tu koristimo relaciju (1.2)). o

Napomena 1.3.3. Ako kartu x : U — R deriviramo po u ili v, onda vrijedi Leibni-
zovo pravilo. To slijedi iz leme za n = 2. Ako vektorsko polje X deriviramo u
smjeru vektora v € T,S, onda takoder vrijedi Leibnizovo pravilo. Naime, po definiciji je
D, X(p) := (%W(c(t))),:to, pa primijenimo lemuna funkcijun o ¢ (ovdje je n = 1).

Definicija 1.3.4. Neka je (S,n) orijentirana ploha u R} i p € S tocka. Preslikavanje
S,:T,S — T,,Rf dano formulom S ,(v) := —D,n(p) zovemo operator oblika plohe (Wein-
gartenovo preslikavanje) plohe S u tocki p.

Zbog leme|[1.3.2]dokazi rezultata koji slijede su analogni kao u euklidskom prostoru.
Propozicija 1.3.5. Neka je (S, n) orijentirana ploha uR} i p € S tocka.

1. Operator S , je linearan.

2. ZasvakiveT,S jeS,v)eT,S.

Zbog propozicije operator oblika plohe moZemo promatrati kao linearni operator
S,:T,S =>T,5.

Propozicija 1.3.6. Neka je (S, n) orijentirana ploha uR3 i p € S tocka. Tada je operator
S , simetrican (samoadjungiran), tj. za sve v,w € T,S vrijedi: S ,(v)-w =v-§ ,(w).

Dokaz propozicije se temelji na Schwarzovom teoremu za C2-funkcije.

Propozicija 1.3.7. Neka je (S, n) orijentirana ploha u Rf ic: 1 — S krivulja. Tada za
svaki t € I vrijedi: S . (¢(t)) = —=(n o ¢)'(¢).

Primjer 1.3.8. 1. Zaravninu Ax + By + Cz+ D = 0 je S, = 0 (nuloperator) u svakoj
toCki p ravnine.

2. Ako je r > 0, onda za sferu —x? + y + 2> = +r2 vrijedi S, = £11. Predznak ovisi o
izabranoj orijentaciji sfere.
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Napomena 1.3.9. Neka je V # {0} kona¢nodimenzionalan vektorski prostor nad poljem
K. Svako bilinearno preslikavanje B : V XV — K zovemo bilinearna forma. Ako je forma
B simetri¢na (B(v,w) = B(w,v)), onda joj pridruzujemo kvadratnu formu Q : V — K
danu formulom Q(v) := B(v,v). (Opéenito, kvadratna forma je svaki homogeni polinom
stupnja 2 iz K[x].) Neka je e = (ey,...,e,) uredena baza za V. Matricu B = (b;;), gdje
je bij = B(e;, e;), zovemo matricni prikaz forme B u bazi e. Zav,w € V, v = Y7, vie;,
w = Y, we; je Blv,w) = [vl vn]B [wl wn]T. Forma B je simetri¢na ako i
samo ako je matrica B simetri¢na.

Definicija 1.3.10. Neka je V # {0} konacnodimenzionalan vektorski prostor nad poljem K.
Za kvadratnu formu Q : V — K kaZemo da je

1. pozitivno (negativno) semidefinitna ako je Q(v) >0 (Q(v) <0) za svev eV,
2. pozitivno (negativno) definitna ako je Q(v) > 0 (Q(v) < 0) za sve v € V \ {0},
3. indefinitna ako nije pozitivno ni negativno semidefinitna.

Definicija 1.3.11. Neka je S ploha u Rf i p € S regularna tocka. Preslikavanje I : T,S X
T,S — R dano formulom I(v,w) := v - w zovemo prva fundamentalna forma plohe S u
tocki p.

Napomena 1.3.12. Bududi da je pseudoskalarni produkt na R? simetrian i bilinearan,
slijedi da je I simetri¢na bilinearna forma. Pripadnu kvadratnu formu /(v) := v - v takoder
zovemo prva fundamentalna forma.

Propozicija 1.3.13. Neka je S ploha u R? i p €S regularna tocka.
1. Ploha S je prostorna u tocki p ako i samo ako je forma I pozitivno definitna.
2. Ploha S je vremenska u tocki p ako i samo ako je forma I indefinitna.

3. Ploha S je svjetlosna u tocki p ako i samo ako je forma I pozitivno semidefinitna i
nije pozitivno definitna.

Dokaz. Tvrdnje 1. i 3. su trivijalne, a tvrdnja 2. slijedi iz propozicije [I.1.24] (naime, kako
je tocka p regularna, po teoremu jedim7,S =2). O

Definicija 1.3.14. Neka je S ploha u Rf ix: U — S karta. Funkcije E,F,G : U —> R
dane formulama E := X, - X,, F := X, - X,, G := X, - X, zovemo fundamentalne velicine
prvog reda plohe S u karti x.
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Napomena 1.3.15. Ako je S ploha u R?, p € S regularna toc¢ka, x karta koja parametri-
zira dio plohe S oko to¢ke p i p = x(u,v), onda je matricni prikaz prve fundamentalne

EQ,v) Fu, V)]. To slijedi iz

forme plohe S u tocki p u bazi {x,(u, v), X,(u, v)} matrica [ Fv) Glu.v)

napomene [[.3.9]

Definicija 1.3.16. Neka je (S, n) orijentirana ploha u Ri i p € S tocka. Preslikavanje
I1:T,S xT,S — Rdano formulom I1(v,w) := S ,(v) - w zovemo druga fundamentalna
forma plohe S u tocki p.

Napomena 1.3.17. 1z propozicije|l.3.5|slijedi da je I/ bilinearno preslikavanje, a iz propo-
zicije slijedi da je 11 simetri¢no preslikavanje. Dakle, druga fundamentalna forma je
takoder simetriCna bilinearna forma. Pripadnu kvadratnu formu /1(v) := S ,(v) - v takoder
zovemo druga fundamentalna forma.

Definicija 1.3.18. Neka je (S, n) orijentirana ploha u Rf ix : U — S karta. Funkcije
L,M,N : U — R dane formulama L := S (x,) - X, M := S(X,) - X,, N := S(X,) - X, zovemo
fundamentalne velicine drugog reda plohe S u karti X.

Napomena 1.3.19. Ako je (S, n) orijentirana plohau R?, p € S tocka, x karta koja parame-

trizira dio plohe S oko tocke p i p = x(u, v), onda je matri¢ni prikaz druge fundamentalne

forme plohe S u tocki p u bazi {x,(u, v), X, (1, v)} matrica [L(u, v M, V)]
HAT TR M(u,v) N(u,v)|

Lema 1.3.20. Neka je (S,n) orijentirana ploha u R? ix: U — S karta. Tada je L =

X, - (noXx), M =X, - (nox), N =x,, - (nox).

Definicija 1.3.21. Neka je (S, n) orijentirana ploha u R? ix: U — § karta. Tada preslika-
vanje g : U — R3, koje paru (u,v) € U pridruZuje vektorski dio vektora n(x(u,v)) € T,S*,
zovemo Gaussovo preslikavanje plohe S .

Napomena 1.3.22. 1. Nekaje p = x(u,v) € § toc¢ka. Deriviranjem jednakosti g-g = +1
po u i po v te koriStenjem Leibnizovog pravila dobivamo da je g,, g, L n o X, odakle
slijedi da je g,(u,v), g,(u,v) € T,S. Posebno, vektori g,(u,v) i g,(u,v) su linearne
kombinacije vektora x,,(u, v) i X, (u, v).

2. Kako je polje n jedini¢no, slika preslikavanja g je podskup jedini¢ne sfere u Ri sa
srediStem u ishodiStu (vremenske ako je ploha S prostorna, a prostorne ako je ploha
S vremenska jer je vektor g,(u, v) X g,(u, v) kolinearan s vektorom n(x)(u«, v)).



1.3. OPERATOR OBLIKA PLOHE. PRVA I DRUGA FUNDAMENTALNA FORMA?21

Teorem 1.3.23. (Weingartenove formule) Neka je (S, n) orijentirana ploha u R% i X :
U — S karta. Tada je

MF - LG LF - ME
gu = X, + X,
EG - F? EG - F?
NF -MG MF - NE
X, + X,
EG — F? EG - F?

8 =

Definicija 1.3.24. Neka je S prostorna (vremenska) ploha u Ri. Zakartux : U - S
kaZemo da je konformna ako je E = G (E = —-G)i F = 0.

Napomena 1.3.25. Iz napomene slijedi da je uvjet iz definicije konformne karte
ekvivalentan s time da je za svaku tocku p = x(u,v) € x(U) € § matricni prikaz forme /
11|22 neki A(u,v) € R
(predznak ovisi o tome je li ploha S prostorna ili vremenska). Funkciju 4 : U — R zovemo
konformni faktor karte x.

plohe S u tocki p u bazi {x,(u, v), X,(u, v)} matrica oblika A(u, v) [(1)

Za kraj ove toCke ¢emo navesti da se svaka prostorna ili vremenska ploha S u Ri moze
lokalno parametrizirati konformnom kartom. Taj rezultat ¢e nam trebati za izvod Weier-
strassove reprezentacijske formule. Napravit ¢emo skicu dokaza, tj. opis konstrukcije te
karte u slucaju kad je ploha S vremenska. Pri tome ¢emo, radi jednostavnosti, neke tvrdnje
u konstrukciji navesti bez dokaza.

Teorem 1.3.26. Neka je S vremenska ploha u R;. Tada za svaku tocku p € S postoji
otvoreni skup W C R? i konformna karta x : W — S takva da je p € x(W). Nadalje,
moZe se dodamo postiéi da za reparametrizaciju X : W — S karte x danu formulom

R(s, 1) = X(“2, 24 yrijedi da su vektori X,(s, 1) i X,(s, t) svjetlosni za sve (s,t) € W.

V2TV

Dokaz. Neka je p € S toCka. Buduc¢i da je potprostor 7,5 vremenski, prema propoziciji
u 7,S postoje dva linearno nezavisna svjetlosna vektora a i b. Mozemo dodatno

pretpostaviti da je a - b = 1. Naime, iz napomene [1.1.21}|slijedi da je a - b # 0, pa vektor

a moZemo zamijeniti kolinearnim vektorom a4’ := % itada je a’ - b = L@ -b) = 1.

ab
Promotrimo vektore x := % eT,Siy := ‘f/gb € T,S. Skup {x,y} je ortonormirana
baza za T,S. Zaista, imamo: x - x = %(a-a+2(a-b)+b-b) = %(O+2-1+0) =1i
slicnoy -y = -1, x-y = 0. Pomoc¢u Gram-Schmidtovog postupka ortonormiranja moZze se
dokazati da tada postoje glatka vektorska polja X i ¥ na nekoj okolini tocke p takva da je

skup {X(q), Y(gq)} ortonormirana baza za T,S za svaku tocku g i da je X(p) = x, Y(p) = y.
X+Y

Tada su vektorska polja U i V, dana formulama U := X;\/EY 1V = 5 svjetlosna. Naime,

Ulg) - U(g) = 5(X(q) - X(q) — 2(X(q) - Y(9)) + Y(q) - Y(¢)) = 5(1 — 2:0-1) =0islicno
Y(q) - Y(¢q) = 0. Nadalje, moze se dokazati da postoji karta X : W — §, X = X(s,1)




22 POGLAVLIJE 1. PLOHE U MINKOWSKIJEVOM 3-PROSTORU

takva da je X,(s,1) = U(X(s,1)) 1 X,(s,1) = V(X(s,1)) za sve (s,1) € W. Tada imamo da je
X, - Xy = X, - X, = 0. I sada definirajmo reparametrizaciju x : W — S, x = x(u, v) karte X

formulom: x(u,v) := ﬁ(%, %). Tada vrijedi (stavimo s := %”, = ‘%V):
x,(u,v) = X,(s, I)% + X,(s, I)% = %ﬁs(s, 1)+ %f{,(s, 1)
%01, ) = Res, 0 + %5, 0 = — g (5,0 + “2s,)
ov ov V2 V2
E=x,-x,= l()2‘,.)2?)+>2q~§(,+l(i;,-f(,):1-O+§<Y-72t+1-0:fxY X;
277 ’ 2 2 ‘ 2 ’
F=x,-x,= ——(ﬁg-ﬁy)+l(ﬁv-ﬁ,)—l(ﬁ,-iy)+l(f(t-f(,) = —1-0+l-0:0
270 72 2 T2 2 2
G=x,-X, = %(ﬁs-ﬁs)—ﬁs-ﬁ,+%(ﬁt-ﬁ,): E-O—ﬁs-ﬁ,+%-0:—ﬁs-ﬁ,:—E
Dakle, karta x je konformna. O

Prema [13]], vrijedi i sljedeci rezultat.

Teorem 1.3.27. Neka je S prostorna ploha u R]. Tada za svaku tocku p € S postoji
otvoreni skup U C R? i konformna kartax : U — S takva da je p € x(U).

1.4 Gaussova i srednja zakrivljenost. Normalna i glavne
zakrivljenosti

Za pocetak ¢emo definirati Gaussovu i srednju zakrivljenost plohe te dati njihovu vezu s
fundamentalnim veli¢inama prvog i drugog reda.

Definicija 1.4.1. Neka je (S,n) orijentirana ploha i p € S tocka. Broj K(p) := detS§,
zovemo Gaussova (Gauss-Kroneckerova) zakrivljenost plohe S u tocki p. Broj H(p) :=
%Tr S , zovemo srednja zakrivljenost plohe S u tocki p.

Lema 1.4.2. (poopcenje Lagrangeovog identiteta) Za sve a, b, c,d € Rf vrijedi:
a-d a-c
b-d b-c
Dokaz. Isto kao u dokazu Lagrangeovog identiteta, koristimo propoziciju[I.1.13] 3. i 8.
(axb)-(cxd)y=(axb)yxc)-d=(—(a-c)b+(b-c)a)-d

a-d a-c

b-d b-c

(@axb)-(cxd)= (1.3)

:—(a-c)(b'd)+(b'C)(a'd):
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Formula ((T.3)) nije ista kao u euklidskom prostoru (u euklidskom prostoru ide suprotan
predznak), ali zbog te formule sljedeci rezultat je isti kao u euklidskom prostoru.

Propozicija 1.4.3. Neka je (S, n) orijentirana ploha u R? i X karta koja parametrizira dio
plohe S. Tada vrijedi:

LN -M?

o (1.4)
EG - I
EN - 2FM + GL
H= al (1.5)
2EG - F?)

Teorem 1.4.4. Neka je (S,n) orijentirana ploha u R} i x : U — S konformna karta s
konformnim faktorom A.

1. Ako je ploha S prostorna, onda je X, + X,, = —2HA(n o X).
2. Ako je ploha S vremenska, onda je —X,,, + X,, = 2HA(n o X).

Dokaz. 1. Po definiciji fundamentalnih veli¢ina prvog redaje x, - x, = E = 4, X, - X, =
F =0, x,-x, = G = A. Deriviranjem prve i treCe jednakosti po u, a druge po v
i primjenom Leibnizovog pravila (lema [I.3.2)) dobivamo redom: 2(X,, - X,) = A,
X, - Xy + X, 0 Xy = 0, 2(x,, - X,) = 4,. 1z toga slijedi: x,, - X, = %/lu =X, X, =
X, Xy = =X, X,p. Ovdje smo primijenili i Schwarzov teorem. 1z toga dalje slijedi da
je Xy Xy, + X, Xy, = 0= (X + X)X, = 0= (X, +X,,) L X, Sli¢no se dobije da je
(X, +X,,) L X,. Iz toga slijedi da je taj vektor kolinearan s n, tj. X, +X,, = a@(nox) za
neku skalarnu funkciju a. Ako tu jednakost skalarno pomnoZimo s 7o x i iskoristimo
dajen-n = —1, dobivamo: a = —(X,,+X,,):(nox) = —x,,,-(noX)—X,,-(nox) = —L—N.
U zadnjoj jednakosti smo iskoristili lemu S druge strane, iz relacije
imamo: H = AL = B 1z toga slijedi da je @ = ~2H24, §to je i trebalo
dokazati.

2. Racun je isti kao u 1., samo §to jeovdje x, - X, = E =4, x,-X, = F =0, %, -x, =
G=-1in-n=1.
O

U nastavku definiramo normalnu zakrivljenost. Nadalje, istrazujemo svojstva operatora
oblika plohe i definiramo glavne zakrivljenosti 1 glavne vektore.

Definicija 1.4.5. Neka je (S, n) orijentirana ploha uR?, p € S tocka i v € T,S vektor koji
Sp(v)v

1%

nije svjetlosni ni nulvektor. Tada broj k(v) := zovemo normalna zakrivljenost plohe

S u tocki p u smjeru vektora v.



24 POGLAVLIJE 1. PLOHE U MINKOWSKIJEVOM 3-PROSTORU

Napomena 1.4.6. Normalna zakrivljenost je dobro definirana, tj. ovisi samo o smjeru
vektora v. Zaista, ako je w € T),S neki vektor kolinearan s v, onda je w = Av za neki skalar
A € R. No, tada je

S,w)-w 3 S, (Av) - v B /12(Sp(v) V)

k(w) = =
) wew Av- Ay A2(v-v)

= k(v)

Definicija 1.4.7. Neka je (S,n) orijentirana ploha u R} i p € S tocka. Svojstvene vrijed-
nosti ki(p), ko(p) € C operatora S , zovemo glavne zakrivljenosti plohe S u tocki p.

U euklidskom prostoru vrijedi da se za svaku orijentiranu plohu (S, n) 1 svaku tocku
p € S operator S, moZe dijagonalizirati nad R. To znali da su svojstvene vrijednosti
operatora S, realne i postoji (ortonormirana) baza {e;,e,} za T,S takva da je matri¢ni
prikaz operatora S, u toj bazi dijagonalna matrica (koja tada ima svojstvene vrijednosti
na dijagonali). Pri tome je e; svojstveni vektor pridruZen svojstvenoj vrijednosti k;(p) za
i € {1,2}. U prostoru Minkowskog to opéenito ne vrijedi. Medutim, vrijedi sljedeci slabiji

rezultat Ciji je dokaz onda isti kao u euklidskom slucaju.

Propozicija 1.4.8. Neka je V potprostor od R} dimenzije2i A : V — V simetri¢an linearan
operator. Tada se operator A moZe dijagonalizirati nad R (u ortonormiranoj bazi) ako i
samo ako funkcija Q(v) = Av - v postiZe minimum i maksimum na skupu {v € V : ||v|| = 1}.
Tada su svojstvene vrijednosti od A upravo minimum i maksimum funkcije Q na tom skupu.

Teorem 1.4.9. Neka je (S,n) orijentirana prostorna ploha u R} i p € S tocka. Tada se
operator S , moZe dijagonalizirati nad R u ortonormiranoj bazi.

Dokaz. Stavimo T := {v eT,S :|vll= 1}. Zelimo prvo pokazati da je skup T kompaktan
(u T,,Rf s euklidskom metrikom). Stavimo n(p) := (p, A, B, C). Tadaravninu 7,S moZemo
prikazati implicitno jednadzbom —Ax + By + Cz = 0. Naime, normala ravnine 7S se
podudara n(p) i T),S sadrZi nulvektor.

Stavimo f(p, x,y,z) = —Ax + By + Cz1 N(v) = ||v|]| (pseudonorma prostora Minkowskog).
Funkcije f 1 N su obje neprekidne (naime, polinomi i drugi korijen su neprekidne funkcije).
Buduéi da su skupovi {0} i {1} zatvoreni u R, slijedi da su skupovi f~'({0}) i N-'({1})
zatvoreni u T,R3. I onda imamo da je skup 7 = f~'({0}) N N~'({1}), kao presjek dva
zatvorena skupa, zatvoren u T,,R?.

Nekaje v = (p, x,y,z) € T proizvoljan vektor. Budu¢i da je ploha S prostorna, slijedi da je
vektor v prostorni = v-v = 1. Tada je x> +y? +22 = —x> +y? +22 +2x% = 1 +2x%. Zelimo taj
izraz ograditi odozgo. Bududi da je n(p) # 0, barem jedan od brojeva A, B, C je razlicit od
0. Pretpostavimo da je A # O (ostali slucajevi analogno). Tada iz —Ax + By + Cz = 0 slijedi
x = &y + £z Uvrstavanjem toga u jednadZbu —x* + y* + z% = 1 i zatim nadopunjavanjem
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do potpunog kvadrata i koritenjem da je —A? + B> + C? = —1 dobivamo:
B C,o 2.
—(=y+ — + + =1
QY+ +y +2
(A% — BY)y* — 2BCyz + (A> = C*)7* = A?
(1 + C?)y* —2BCyz + (1 + B)7* = A?

VTw ey -2 e & o p
V1 + C2 1+ C?

I onda slijedi da je 1?22 72 < A’ = 72 < 1 + C?. Time smo dobili traZenu gornju ogradu, tj.

imamo: x* +y> +z2 = 1 +2x*> < 1 + 2(1 + C?). Kako je v € T biran proizvoljno, slijedi da
je skup T omeden.

Kako je skup T zatvoren i omeden u T,R3, slijedi da je T kompaktan. Budu¢i da je funkcija
Q) := §,(v) - v neprekidna, slijedi da ona postiZze minimum i maksimum na 7', pa iz
propozicije [1.4.8]slijedi da se operator S , moZe dijagonalizirati nad R. O

Definicija 1.4.10. Neka je (S,n) orijentirana ploha u R;. Za tocku p € S kazZemo da je
pupcasta (umbilicka) ako je S , skalarni operator, tj S , = al za neki @ € R.

Teorem 1.4.11. Neka je (S, n) orijentirana ploha u R? ipeS tocka.

1. Operator S , se moZe dijagonalizirati nad R ako i samo ako je H(p)* — K(p) > 0 ili
je toc¢ka p pupcasta.

2. Operator S , se moZe dijagonalizirati nad C \ R ako i samo ako je H(p)* — K(p) < 0.

3. Operator S , se ne moze dijagonalizirati nad C ako i samo ako je H(p)* — K(p) = 0
i toc¢ka p nije pupcasta.

Nadalje, vrijedi:
K(p) = ki(p)ka(p) (1.6)
1
H(p) = 5 (ki(p) + ka(p)) (1.7)

Dokaz. Neka je A = [(Cl Z] bilo koji matri¢ni prikaz operatora S ,. Tada za svojstveni
polinom k,, operatora S ,, vrijedi:

a—x b

d—
= x> — (TrA)x + detA = x> — (TrS ,)x +detS, = X2 — 2H(p)x + K(p)

k,(x) = det(A — ) =

xl:xz—(a+d)x+ad—bc
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Iz toga slijedi da je diskriminanta polinoma k,, jednaka D = (2H (p))* —4K(p) = 4(H(p)* -
K(p)). Iz toga slijedi: H*(p) — K(p) > 0 (< 0) & polinom k, ima dvije realne (komplek-
sne) nultocke A, i A, & operator S, se dijagonalizira nad R (nad C \ R). Naime, tada je
algebarska kratnost od 1; i A, jednaka 1. No, s druge strane imamo da je geometrijska
kratnost od 4, 1 A, barem 1, a zbroj geom. kratnosti je jednak dim7,§ = 2. Dakle, geom.
kratnost od 4; i A, je takoder 1. Iz linearne algebre znamo da se linearan operator moze
dijagonalizirati nad C ako i samo ako je geom. kratnost svake svojstvene vrijednosti jed-
naka njenoj alg. kratnosti, pa slijedi tvrdnja. Ako je tocka p pupCasta, onda se operator
S, oito moZe dijagonalizirati nad R. Ako je H(p)* — K(p) = 0 i totka p nije puplasta,
onda operator S, ima jednu svojstvenu vrijednost Cija je geom. kratnost jednaka 1. Kako
je to dvostruka nultoc¢ka polinoma k,, njena alg. kratnost je jednaka 2. Buduci da je geom.
kratnost razliCita od alg. kratnosti, slijedi da se operator S , ne moZe dijagonalizirati nad C.
Relacije (L.06)) i slijede iz Vieteovih formula. Naime, nultoc¢ke polinoma k, su upravo

ki(p) i kx(p). O

Korolar 1.4.12. Neka je (S, n) orijentirana ploha u R} i p € S toc¢ka. Ako je K(p) < 0,
onda se operator S , moZe dijagonalizirati nad R.

Dokaz. Bududéi da je H(p)* > 0, iz K(p) < O slijedi H(p)*> — K(p) > 0, pa se po teoremu
[1.4.11] 1. operator S , dijagonalizira nad R. m|

Definicija 1.4.13. Neka je (S, n) orijentirana ploha u R? i p € S tocka takva da se operator
S , moZe dijagonalizirati nad R. Neka je {e\(p), e;(p)} ortonormirana baza za T,S u kojoj
se S , dijagonalizira. Tada vektore e, (p) i e;(p) zovemo glavni vektori plohe S u tocki p.

Napomena 1.4.14. Ako se operator S, moZe dijagonalizirati nad R, onda za i € {1,2}
imamo:

Sp(ei(]?) - e{(p) _ (kiei(p)) - ei(p) = ki(p)
ei(p) - ei(p) ei(p) - ei(p) l

k(ei(p)) =

Naime, po samoj definiciji svojstvenog vektora je S ,(ei(p)) = ki(p)ei(p). Dakle, glavne
zakrivljenosti plohe S u tocki p su zapravo normalne zakrivljenosti plohe S u tocki p u
smjeru glavnih vektora. Relacija opravdava naziv srednja zakrivljenost za H. Naime,
iz propozicije [I.4.8] imamo da su k;(p) i k»(p) minimalna i maksimalna normalna zakriv-
ljenost plohe S u tocki p (normalna zakrivljenost ovisi samo o smjeru vektora, pa ju je
dovoljno gledati samo za jedini¢ne vektore), a iz relacije (I.7) imamo da je H aritmeticka
sredina od k(p) i ky(p).



Poglavlje 2

Minimalne 1 maksimalne plohe u
Minkowskijevom 3-prostoru

2.1 Minimalne i maksimalne plohe

U ovoj tocki ¢emo prouciti neka opéenita svojstva minimalnih 1 maksimalnih ploha.

Definicija 2.1.1. Neka je (S, n) orijentirana vremenska (prostorna) ploha u R?. Za plohu
S kazZemo da je minimalna (maksimalna) ako je za nju H = 0.

Prvo éemo dokazati karakterizacijski teorem za minimalne i maksimalne plohe koji
opravdava njihove nazive.

Definicija 2.1.2. Neka je (S, n) orijentirana ploha u Ri ix:U — S karta. Tada broj

Px(U)) = f | det(x,, X,, (n o X))| du dv
U

zovemo povrsina dijela x(U) plohe S .

Napomena 2.1.3. Diferencijalnu formu dA := | det(x,, X,, )| du dv zovemo forma povrsine
plohe S. Ponekad funkciju (u,v) +— |det(x,(u,v),X,(u, V), n(x(u,v)))| takoder zovemo
forma povrsine.

Povr$ina plohe je geometrijsko svojstvo, tj. ne ovisi o izboru parametrizacije dijela
plohe (vidi [17]).

Propozicija 2.1.4. Neka je (S, n) orijentirana ploha uR} i x : U — S karta. Tada je

P(x(U)):fllxuxxvlldudv:f VIEG — F?|dudv (2.1)
U U

27
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Dokaz. Racunamo:

X, XX
| det(x,, X,, (n o X))| = | det(x,, X,, ————)| = | det(x,, X,, X, X X,)|
[, X X, || [Ix, X X, ||
1
2
= —l(xu X Xv) : (Xu X Xv)l = —”Xu X Xv” = ”Xu X Xv”
X, X X, || [Ix, X X, ||

Druga jednakost u (2.1) slijedi iz definicije fundamentalnih veli¢ina i Lagrangeovog iden-
titeta. m|

Iz formule (2.1) vidimo da moZemo izracunati povrsinu plohe bez da odredujemo je-
dini¢no normalno polje. To nam omogucuje da pojam povrSine poop¢imo na plohe koje
nisu orijentabilne (svjetlosne 1 singularne plohe). Nadalje, moZemo definirati 1 povrSinu
karte.

Definicija 2.1.5. Neka je S ploha u Rf ix:U — S karta. Tada broj

Px((U)) ::fllxuxxvlldudv
U

zovemo povrsina dijela X(U) plohe S. Taj broj ujedno zovemo i povrsina karte X.

Napomena 2.1.6. Izravno iz definicije povrSine plohe slijedi da svjetlosne plohe imaju
povrsinu jednaku 0.

Definicija 2.1.7. Neka je x : U — R? karta i € > 0. Neka je ¢ : U X (-€,€) > R}
glatka funkcija takva da je y(u,v,0) = x(u,v) za sve (u,v) € U. Tada familiju karata
{X, : —€ < s < €}, gdje je karta x, : U — R} dana formulom x,(u,v) := ¢(u,v, 5), zovemo
varijacija karte X.

Definicija 2.1.8. Neka je x : U — R’ karta. Za varijaciju  karte x kazemo da ima
kompaktan nosac ako za svaki s € (—e€, €) postoji kompaktan skup K C U takav da je
wu, v, s) = w(u,v,0) za sve (u,v) € U\ K.

Definicija 2.1.9. Neka je (S,n) orijentirana ploha i x : U — S karta. Za varijaciju ¥
karte X kazemo da je normalna ako je oblika Y(u, v, s) = x(u,v) + s¢(u, v)n(x(u, v)), gdje je
¢ : U — R proizvoljna glatka funkcija.

Teorem 2.1.10. (karakterizacija minimalnih i maksimalnih ploha) Neka je (S, n) ori-
Jentirana ploha u Rf ix: U — S karta. Tada je karta X minimum (maksimum, sedlasta
tocka) funkcionala x — P(X(U)) za svaku normalnu varijaciju karte x ako i samo ako je
H=0iK>0(K <0, K=0)nadijelux(U)CS.
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Dokaz. Prvo ¢emo napraviti pomoc¢ni racun. Neka je ¢ : U X (—€,€) — Rf normalna
varijacija karte x dana formulom ¥(u, v, s) = x(u,v) + s¢(u, v)n(x(u,v)). Za s € (—¢,¢€),
neka su E;, F, G, fundamentalne veliCine prvog reda karte x,. Tada vrijedi:
_Ox; 0%y
T ou u
=X, X, +25¢,(X, - (nox))+ 2s¢(x, - (nox),) + O(s%)
= E + 2s¢(x, - (n 0 X),) + O(5)

=(x, + s¢u(n oX) + S(bnu) (X, + S(bu(n oX) + S¢(n ° X))

Ovdje smo koristili ¢injenicu da je x, L (n o X), tj. X,, - (n o X) = 0. Analogno dobivamo:
Fy=F + s¢(x, - (n 0 X),) + s¢(x, - (n 0 X),) + O(s)
G, =G +25¢(x, - (n 0 X),) + O(s%)

U gornjem raCunu smo napravili linearizaciju, tj. odbacili smo ¢lanove koji su barem
kvadratnog reda veli€ine po s kako bismo mogli lakSe racunati. To moZemo jer za s = 0 su
ti ¢lanovi priblizno jednaki O.

Neka je (u,v) € U. Bududi da je x,(u,v) tangencijalni vektor plohe S, postoji krivulja
c: I — Sit e ltakvida je c(ty) = x(u,v) 1 ¢(ty) = x,(u,v). 1 onda iz propozicije [1.3.7
imamo: X, - (nox), =x,-(noc) =x,-(=5()) = —x, - S(x,) = —L. Potpuno analogno
imamo: X, - (nox), =x,-(nox), =-M,Xx,-(nox), = —-N

I'sad imamo: E; = E-2s¢L, Fy = F-2s¢M, G, = G—-25¢N. 1z definicije fundamentalnih
veli¢ina i Lagrangeovog identiteta slijedi da je |E,G, — F?| = +(E,G, — F?), ovisno o tome
je li ploha x,(U) prostorna ili vremenska. Racunamo:

d [~ 1 ~ E'G,+ E,G, - 2F,F’
(_ |EsGs - Fsl)s:O = ( (i(EsGs - FS)) )S:O = (i )SZO
ds 24E,G, - F?| 24E,G, - F?|

=20LG; + E(=2¢N) — 2F(-2¢M)

= (i )s:()
2 |ESGS - F%l
LG+ EN-2FM LG+ EN-2FM
= F¢ = > |EG — F?|
|EG — F?| EG-F
=2¢H \|EG — F?|
U zadnjoj jednakosti smo primijenili relaciju (1.5]). Dalje racunamo:
d? d LG, + EN -2F M
- ESGS _ F2 . —(Z (T S N S o
Gl o = (R0 e g
1
= (F¢(LGy; + E;N = 2F M) ——
|EG, — F3
d 1
+ ¢(LGS + E,N - 2FSM)_—)S—0 = (*)

dS VlEsGs_Fgl -
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1 - ) E'G, + E,G, - 2F,F’
o=l |E G, — FI 3 (+(E,G, - F})) = F TR
_=20LG, + E(=26N) ~2F,(-26M) _ LG+ EN - 2F .M

= i¢ 3
2IE,G, — F2|? |E,G, — F2|>

4
d

(%) = (F(L(=2¢N) = 2¢LN — 2(-2¢M)M)——
|ESGS - F%l
LG, + E;N —2F .M
— (LG, + E,N = 2F,M) - =22 SEL U
|E,G, — F?|2
(o A(LN -M?) (LG, +E,N - 2F, M)’ .
|E5Gs - F?l |Ech - F%l% )
LN — M? (LG + EN — 2FM)>
|EG F2| |EG - F2|3
(LG + EN — 2FM)? L
= \/EG F2?| - ¢ -4|EG - F?|2
EG EG - F? —9 AEG — F2)? | |

= 4¢*(K - H) |EG - F?|

U zadnjoj jednakosti smo primijenili relacije (I.4) i (I.5). Time smo gotovi s pomoénim
racunom i sada moZemo pokazati tvrdnju.

Pretpostavimo daje H = 01 K > 0 (K < 0, K = 0) na dijelu x(U) plohe S. Neka je
¥ proizvoljna normalna varijacija karte x (dana formulom kao na pocetku dokaza). Tada
imamo:

d d d
—P -0 = (— E - F? -0 = —4/|E - F2)),_
(ds (%,(U)))s=0 (ds L VIEGs — Fildudv)s= L(ds \VIEsGs — Fi)s=odudv
:fZ(/)H\/lEG—FZIdudv:(H=0):0
U

Iz toga slijedi da je s = O stacionarna tocka funkcije s — P(x,(U)). Nadalje, imamo:

2
(%P(XS(U)))S —(—f VIESG; = Fildudv),- o—f( |EsGs — FiDs=odudv

=f4¢ (K - H?) IEG—FZIdudv:(H:O):f4¢K |EG — F2|dudv
U U

= +4¢°

Budu¢idaje K > 0 (K < 0, K = 0), slijedi da je (%P(XS(U)))S:O > 0(< 0, =0), sto
povlaci da je s = 0 minimum (maksimum, sedlasta tocka) funkcije s — P(x,(U)), Sto je i
trebalo dokazati.

Obratno, pretpostavimo da je s = 0 minimum (maksimum, sedlasta tocka) funkcije s —
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P(x4(U)) za svaku normalnu varijaciju ¢ karte x. Tada je s = 0 posebno 1 stacionarna
tocka te funkcije, pa mora biti (d%P(XS(U)))S:o =0= fU 20HA\|EG — F?|dudv = 0.
Bududi da to vrijedi za svaku glatku funkciju ¢, to posebno vrijedi za ¢ = H, tj. mora
biti: fU 2H?\J|EG — F2|dudv = 0, §to je moguée jedino ako je H = 0 (jer je podintegralna
funkcija neprekidna i nenegativna). O

Napomena 2.1.11. 1. Teorem [2.1.10| posebno vrijedi za var. s kompaktnim nosacem.
Te varijacije napuhuju plohu S na dijelu x(U) (zato Sto je polje n okomito na plohu,
a zbog kompaktnog nosaca, skup xs(U) se na rubu podudara sa skupom x(U)). Iz
toga slijedi da ploha S lokalno minimizira (maksimizira) povrSinu ako i samo ako je
H=0iK>0(K <0).

2. 1z teorema 1 1. slijedi: ako je ploha S prostorna, onda je H*> — K > 0.
Ako je joS H = 0, onda slijedi da je K < 0. Kasnije ¢emo pokazati da je jedina
prostorna ploha za koju je H = K = 0 (prostorna) ravnina. Onda iz teorema [2.1.10
slijedi da svaka maksimalna ploha, osim ravnine, lokalno maksimizira povrsinu.

U nastavku navodimo ostala svojstva minimalnih i maksimalnih ploha.

Definicija 2.1.12. Neka je (S, n) orijentirana ploha u R3. Za krivulju ¢ : I — S kaZemo da
Jje asimptotska krivulja plohe S ako je normalna zakriviljenost plohe S u tocki c(t) u smjeru
vektora ¢(t) jednaka O za svaki t € 1.

Napomena 2.1.13. Neka je p € S tocka takva da se operator S , moZe dijagonalizirati nad
R. Moze se pokazati da kroz tocku p prolaze tocno dvije asimptotske krivulje plohe S ako
i samo ako je K(p) < 0 (vidi [14]). Drugim rije¢ima, na dijelu plohe S na kojem je K < 0
imamo mreZu asimptotskih krivulja.

Teorem 2.1.14. Neka je (S, n) orijentirana prostorna ploha u R’ takva da je K < 0. Tada
je ploha S maksimalna ako i samo ako je njena asimptotska mreZa ortogonalna.

Dokaz. Buduéi da je K < 0, slijedi da je H> — K = 0> — K > 0, pa iz teorema [1.4.11] i
napomene [2.1.13]slijedi da na Citavoj plohi S imamo asimptotsku mrezu.

Neka je p € S tocka. Buduci da je ploha S prostorna, svi vektori u 7,S su prostorni. Neka
suai,a; € T,S jediniCni tangencijalni vektori asimptotskih krivulja plohe § u tocki p (tzv.
asimptotski vektori u toCki p). Nadalje, neka su ey,e, € T,S glavni vektori i ki, k, € R
glavne zakrivljenosti plohe S u tocki p. Bududi da je skup {e;, e;} ortonormirana baza za
T,S, zai € {1,2} postoje jedinstveni skalari ;, 8; € R takvi da je a; = a;e; + Bie,. Kako su
vektori ¢; jedini¢ni, imamo: 1 = a; - a; = (ae) + Biez) - (ey + Biez) = @7 + 7. Nadalje,
kako su vektori a; asimptotski, imamo:

0=>5p,a) a; =S ,(ae +pier) - (aie; + Fier) = (a;S p(er) + BiS p(er)) - (aie; + Bier)
= (aikie + Bikeer) - (aiey + Bier) = aiky + ik,
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Time smo dobili sustav jednadzbi: o? + 52 = 1, a’k; + %k, = 0. 1 sada rijeSimo taj
sustav. Iz prve jednadZbe imamo da je 87 = 1 — 7. UvrStavanjem toga u drugu jednadzbu
dobivamo: o7 = - kz . Pri tome je k; # k, zbog K(p) = kik, < 0. I onda slijedi da je

,82 2k2 = k k Jos izraCunajmo: a; -a; = (aje; +f1e;) - (azeq +Brer) = a1 + B15:.
sada 1mamo ploha S je maksimalna & H(p) = 0 o ki +k =0 k = -k &

= ,Bf = % & (x). Bududi da imamo dva (razli¢ita) asimptotska smjera, ne moze biti

a; = a, 18; = B, jer bi to povlacilo da je a; = a,. Ne moze biti ni @ = —a, 18; = —f; jer

bi tada bilo a; = —a,, odakle slijedi da vektori a; odreduju istu asimtotsku krivulju (samo

su suprotne orijentacije). Dakle, @; su suprotnog predznaka ili su g; suprotnog predznaka

(to€no jedno od toga). No, onda je () © —aja, =1 © a; -a, =0 a; L a. O

Teorem 2.1.15. Neka je (S, n) orijentirana ploha u Rf. Ako je ploha S maksimalna, onda
Jje Gaussovo preslikavanje g plohe S konformno.

Dokaz. Neka je x : U — S konformna karta s konformnim faktorom 4 : U — R. Koris-
timo Weingartenove formule (teorem @ Zbog uvjeta konformalnosti, iz W. formula
imamo: g, = =Ex,+-2x,, g, = =¥x,+-¥x,. Nadalje, iz relacije (I.3) imamo: 0 = H = &
= N = —L. I onda imamo:

-L -M -L -M L? LM
Eg =8u - 8u = (TXM + TXV) : (TXM + TXV) (Xu Xu) +2—- /l (Xu Xv)
M? L? LM M? 5 5
/lz(xv X,) = /12E+27F+?G:(E:G:’LF:0):/_1(L + M)
-L -M -M -N LM
Fo=g,-8 = (TXM + TXV) : (Txu + TXV) = F(Xu X)) + 7(&4 “ Xy)
M2 MN LM LN M? MN _, M 3
AZ(XL Xu)+ /12 (XV'XV)—7E+?F+?F+7G—7(L+N)—
-M -N -M -N M? MN
Go=¢g -8 = (TXM + TXV) : (TXM + TX\») (Xu X,) +2—-— BB (X4 - X))
N2 M? MN N?
+ 3 — (X, X,) = /l—E 27F ?G = —(M2 + NZ) =(N=-L)=E
Dakle, preslikavanje g je po definiciji konformno. O

Napomena 2.1.16. Tvrdnja teorema[2.1.15|ne vrijedi za vremenske plohe. Naime, tada su
druk¢iji uvjeti konformalnosti, pa iz H = 0 slijedi L — N = 0. S druge strane, dobije se
Fy = ¥(L+N), pane moZeno zakljuciti da je F, = 0. Medutim, vrijedi E, = 1(M?+ L?) =
G,, ali to nisu uvjeti konformalnosti za vremensku plohu (treba biti £, = —G,).

Teorem 2.1.17. Neka je (S, n) orijentirana ploha u R;. Ako je Gaussovo preslikavanje g
plohe S konformno, onda je ploha S maksimalna na dijelu X(U) ili je dio prostorne sfere.
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Dokaz. Neka je x : U — S konformna karta s konformnim faktorom x. Kao u dokazu
teoremaimamo: gu = =X, + x,, g, = X, + Tx, () te E, = (L + M),
Fo = %(L+N), Gy = 2(M* + N*). Jos imamo: H = “*L. Bududi da je preslikavanje g
konformno, imamo: E, = G, = L = £N (**). Nadalje, 0 = F, = %(L+N) = AMH. Mora
biti A(u,v) # 0 za sve (u,v) € U jer bi u suprotnom bilo E(u, v)G(u,v) — F(u,v)*> = 0 za
neki (u,v) € U, Sto ne mozZe biti jer je ploha S prostorna. Imamo dva slucaja.

Ako je H = 0, onda je ploha S po definiciji maksimalna na x(U).

Ako je H # 0, onda je H(p) # 0 za neku tocku p € x(U). Kako je H neprekidna,
slijedi da je H(g) # 0 za sve ¢ € W, gdje je W C x(U) neka otvorena okolina tocke
p- Onda slijedi da je M = 01 zbog (**) slijedi da je L = N na W. Iz () onda imamo:
8u = _TLXM = ax,, g = aX,. Deriviranjem tih jednakosti i primjenom Schwarzovog
teorema dobivamo: (@x,), = g = & = (@X,),. 1z (ax,), = (aX,),, primjenom Leibnizova
pravila, dobivamo: a,x, + ax,, = @,X, + ax,, = ¢,X, = @,X,. Kako su vektori x, i X,
linearno nezavisni, slijedi da je @, = @, = 0 = @ = const. Onda integriranjem jednakosti
gu = ax, po u dobivamo g = ax + ¢ za neki c € R?. Akojea =0,ondaslijediL=N =0
= H = O na W, §to je kontradikcija s pretpostavkom. I onda za g = x(u,v) € W imamo da
jellg + (llc|| = |[x(u, v) + (llg(u, V) —x(u,v)|| = ﬁlg(u, V==L-1= ﬁ Time smo pokazali da

o]
L ]

la]

je W sfera sa srediStem u tocki —éc polumjera

Definicija 2.1.18. Neka je U C R" otvoren i f : U — R funkcija klase C*. Za funkciju f

*f Pf _
ol S 0

kazemo da je harmonicka ako je Af := -
1

Korolar 2.1.19. Neka je (S, n) orijentirana ploha uR3 ix : U — S karta.

1. Ako je ploha S prostorna, onda je S maksimalna ako i samo ako je x,, + X,, = 0.
Tada su posebno komponentne funkcije karte X harmonicke.

2. Ako je ploha S vremenska, onda je S minimalna ako i samo ako je —X,, + X,, = 0.

Dokaz. Ovo slijedi izravno iz teorema Ako je ploha § maksimalna (minimalna),
samo uvrstimo H = 0 i dobijemo: *x,, + X,, = F2 -0 - A(n o x) = 0. Obratno, ako je
+X,, + X,, = 0, onda imamo da je ¥F2HA(n o x) = 0. Ako je S ravnina, onda znamo da je
H = 0, paimamo tvrdnju. Ako S nije ravnina, onda mora biti 4 # O (to slijedi iz napomene
[1.3.25)). Jos je i n o x # O jer je polje n jedini¢no, pa nuzno slijedi H = 0. m|

Definicija 2.1.20. Neka je S ploha u R}. Za plohu S kaZemo da je translacijska (klizna)
ako se moZe citava parametrizirati kartom X : U — S oblika x(u,v) = c¢1(u) + c2(v), gdje
su cy i ¢y krivulje u R?. Tada krivulje ¢y i ¢, zovemo generatrise plohe S .

Trivijalan primjer translacijske plohe je ravnina. Sada ¢emo dokazati da za vremenske
plohe vrijedi da je ploha minimalna ako 1 samo ako je lokalno translacijska.
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Napomena 2.1.21. Neka je U C R? otvoren te f,g : U — R funkcije klase C'. Ako je
fu=8u1f, =g,ondaje f =g+ C zaneku konstantu C € R. PokaZimo to. Integriranjem
jednakosti f,(u,v) = g,(u,v) po varijabli u dobivamo da je f(u,v) = g(u,v) + C(v), gdje
je C = C(v) neka funkcija koja ne ovisi o varijabli u. Deriviranjem te jednakosti po v
dobivamo: f,(u,v) = g,(u,v) + C’(v). No, kako je f, = g,, 1z toga slijedi da je C'(v) = 0 =
C(v) = const.

Teorem 2.1.22. Neka je (S, n) orijentirana vremenska ploha u Ri. Tada je ploha S mi-
nimalna ako i samo ako za svaku tocku p € S postoji karta x : U — S oblika x(u,v) =
c1(u) + c2(v), gdje su cy i c; svjetlosne krivulje, takva da je p € x(U).

Dokaz. Pretpostavimo da je ploha S minimalna. Neka je p € S tocka. Prema teoremu
1.3.26] ploha S se moZe lokalno oko tocke p parametrizirati konformnom kartom x : U —

S takvom da za njenu reparametrizaciju X : U — R3, danu formulom X(s, 1) = x(”—\g, L\/’; ,
vrijedi da su vektori X; i X, svjetlosni. Stavimo p = X(sy, fy). Tvrdimo da je upravo karta X
traZena parametrizacija. Preciznije, pokazat ¢emo da je X(s,1) = c1(s) + c2(?) (%), gdje su

¢ 1 ¢; krivulje dane formulama: ¢(s) := fS; X,(z,t)dz + p, (1) := fté X,(s,2)dz.

Prvo éemo pokazati da su krivulje ¢, i ¢, dobro definirane, tj. da funkcija (s, ) — fs z X(z,1) dz+
p ovisi samo o varijabli s, a funkcija (s, ) — f ' X,(s, 7) dz samo o varijabli t. Kao u dokazu

. to
teorema|1.3.26] imamo:

1 1
Xu(l/l, V) = —i(S(S, t) + _ﬁt(s9 t)

V2 V2

1 1
Xv(ua V) = __ﬁs(s’ t) + _ﬁ (S, t)
\/z t

V2

Deriviranjem tih jednakosti joS jednom dobivamo:

1 1

qu(u, V) = Eﬁss(s’ t) + ﬁst(s, t) + Eﬁtt(s’ t)
1 1

va(u’ V) = Eﬁss(s’ t) - ﬁst(sa t) + Eﬁtt(sa t)

U raCunanju smo koristili Schwarzov teorem. Sada iskoristimo pretpostavku da je ploha
S minimalna i ¢injenicu da je karta X konformna. Naime, zbrajanjem prve jednakosti,
pomnozene s —1, s drugom i primjenom korolara[2.1.19] 1. dobivamo: —2%, = =X, +X,, =
0= X, = X;; = 0. I sad imamo:

8 A S a’\g S . S
—(f X,(z,)dz+ p) = f l(z, Hdz+0 = f R(z,0)dz = f 0dz=0
at S0 S 8t N S

0 0 0



2.1. MINIMALNE I MAKSIMALNE PLOHE 35

U gornjem racunu smo mogli parcijalnom derivacijom uci pod integral jer je podintegralna
funkcija klase C' po varijabli s. Time smo pokazali da je kriuvlja ¢; dobro definirana.
Potpuno analogno se dobije da je % ft ; X/(s,2)dz = 0, tj. krivulja ¢, je takoder dobro
definirana. Ako oznac¢imo F := F(z) primitivau funkciju od z — X,(z, 1), primjenom N-L

formule dobivamo:
, d 5 d , o
i) = —(| Xz, 0)dz+ p)=—(F(s) = F(so) + p) = F'(5) =0 +0 =X(s,0)
ds Js, ds

Iz toga slijedi da je krivulja c; svjetlosna jer je vektor X; svjetlosni. Analogno, c}(r) =
X,(s, 1), odakle slijedi da je krivulja ¢, svjetlosna jer je vektor X, svjetlosni. JoS preostaje
pokazati jednakost (). Imamo:

0

a—(cl(S) +ea(1) = ¢ (s) = X,(s, 1)
S

0

E(cl(S) + (1) = c5(t) = K(s, 1)

Time smo dobili da funkcije X i (s,1) — c¢1(s) + c,(¢) imaju jednake obje parcijalne deriva-
cije, pa su one prema napomeni 2.1.21|jednake do na konstantan vektor C € R} (napomenu
primijenimo na komponentne funkcije). Jednakost posebno vrijedi za (s, 1) = (8¢, tp). 1z

S0 )
p:f((so,to):cl(s0)+cz(t0)+C:f(...)dz+p+f(...)dz+C:0+p+0+C
S0 fo

dobivamo C = 0, pa vrijedi (*). Time je jedan smjer dokazan.
Obratno, pretpostavimo da se ploha S moZe lokalno parametrizirati kartom x(u, v) = ¢ (u)+
c2(v), gdje su ¢ i ¢, svjetlosne krivulje. Ra¢unamo H pomodu relacije (I.3). Imamo:

E(u,v) = x,(u,v) - x,(u,v) = ci(m) - cj(u) =0
G(u,v) = x,(u,v) - X,(u, v) = c5(v) - 5(v) = 0
Mu,v) = x,,(u,v) - n(x(u,v)) = 0-n(x(u,v)) =0

0-N-2F-0+0-L

Iz toga slijedi da je H = =55

= 0. Dakle, ploha S je po definiciji minimalna. O

Iz dokaza teorema [2.1.22{vidimo da se dodatni uvjet da su generatrise c; i ¢, svjetlosne
krivulje (a ne bilo kakve) ne moZe izostaviti jer inace u jednom smjeru ne mozemo za-
kljuciti da ¢e za takvu plohu biti H = 0. Uo¢imo joS da gornji dokaz ne moZemo provesti
ako je ploha S prostorna jer tada ne postoji parametrizacija X plohe S takva da su vektori
X, 1 X, svjetlosni.

Korolar 2.1.23. Ako je (S, n) orijentirana vremenska translacijska ploha u R? takva da su
joj obje generatrise svjetlosne krivulje, onda je ploha S minimalna.
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Dokaz. Buduci da je ploha S globalno translacijska, slijedi da je ona i lokalno translacij-
ska, pa iz teorema[2.1.22]slijedi da je ploha S minimalna. o

Napomena 2.1.24. Neka je (S,n) minimalna ploha u R}. Tada se, po teoremu
ploha S moze lokalno parametrizirati kartom oblika x(u, v) = ¢1(u) + c2(v), gdje su ¢y i ¢,
svjetlosne krivulje. Tada plohu S, parametriziranu lokalno kartom X(u, v) := c;(u) — c2(v),
zovemo adjungirana (konjugirana) ploha plohe §. Uo¢imo da je tada 1S adjungirana ploha
plohe S, tj. plohe S i § Cine par adjungiranih ploha.

Propozicija 2.1.25. Neka je (S,n) minimalna ploha u R3. Tada je ploha S takoder mini-
malna.

Dokaz. Uz oznake kao u napomeni za plohu § imamo: E(u,v) = c(u) X ci(u) =0,
Gu,v) = (=c5(v)) - (=c5(v)) = 0. Ovdje smo iskoristili Cinjenicu da su krivulje ¢; 1 ¢
svjetlosne. Nadalje, imamo: x,,(u#,v) = 0 = M =0-(iiox) = 0. Dakle, EN-2FM +GL =
0-N—-2F-0+0-L =0, paiz relacije (I.3) imamo H = 0. Nadalje, za sve p = &(u,v) € §
vrijedi ¢ (u), c4(v) € T,S, a ti vektori su svjetlosni. Iz toga slijedi da ploha S nije prostorna
ni u kojoj tocki p € S, pa slijedi da je vremenska (ploha S ne moZe biti svjetlosna jer je
oCito orijentabilna). Dakle, ploha S je po definiciji minimalna. O

2.2 Rotacijske minimalne i maksimalne plohe

Prvo ¢emo reci osnovno o rotacijskim plohama opcenito u prostoru Minkowskog.

Definicija 2.2.1. Neka jec : I — R? krivulja it € 1. Za tocku c(t) kaZemo da je regularna
ako je ¢(t) # 0. U suprotnom kazZemo da je tocka c(t) singularna. Za krivulju c kaZemo da
Jje regularna ako je tocka c(t) regularna za svaki t € 1. U suprotnom kaZemo da je krivulja
¢ singularna.

Definicija 2.2.2. Neka je S ploha u R3. Za plohu S kazemo da je rotacijska ako postoji
pravac q i regularna krivulja c : I — S, koja leZi u istoj ravnini kao pravac q i ne sijece
ga, tako da ploha S nastaje rotacijom krivulje c oko pravca q. Tada pravac q zovemo os
rotacije plohe S, a krivulju c zovemo generatrisa plohe S .

Primjeri rotacijskih ploha su prostorna i vremenska sfera. Uo¢imo da ravnina ne zado-
voljava definiciju rotacijske plohe jer ne moZemo posti¢i da generatrisa ne sijece os rotacije
(kod ravnine je os rotacije nuzno neki pravac okomit na tu ravninu). Uvjet da generatrisa
ne sijece os rotacije je dodan u definiciju jer Zelimo da svaka rotacijska ploha bude regu-
larna. Naime, ako dopustimo da generatrisa sijeCe os rotacije, onda u tocki gdje se one
sijeku ploha moze imati singularnu tocku (primjer: svjetlosna sfera, tj. stozac iz primjera

T2.29).
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Definicija 2.2.3. Neka je {a,, ay, a3} baza za R?. Tu bazu zovemo nulbaza ako su vektori a;
i ay svjetlosni, vektor az je prostorni, ay,a, L azia;-a; = 1.

Za razliku od euklidskog prostora, u prostoru Minkowskog razlikujemo Sest (sedam)
tipova orijentabilnih rotacijskih ploha. Naime, orijentabilna ploha moze biti prostorna ili
vremenska, a os rotacije moze biti prostorni, vremenski ili svjetlosni pravac.

Propozicija 2.2.4. Neka je S rotacijska ploha u R? i q os rotacije plohe S. Pretpostavimo
da je pravac g prostorni.

1. Ako je ploha S prostorna, onda postoji ortonormirana baza {a,, a,,as} za R? takva
daje q = [{asz}] i kartax : | X R — S, koja parametrizira plohu S, oblika

xX(u,v) = x(u)(chv)a; + x(u)(shv)a, + z(u)asz (2.2)

takva da je generatrisa c(t) = X(t,0) = x(t)a; + z(t)as prostorna krivulja i x(t) # 0 za
svetel

2. Ako je ploha S vremenska, onda postoji ortonormirana baza {ai, a,,as} za R? takva
daje q = [{asz}] i kartax : I X R — S, koja parametrizira plohu S, oblika

X(u,v) = y(u)(shv)a; + y(u)(chv)a, + z(u)as (2.3)
takva da je y(t) # 0 za sve t € 1, ili karta oblika
x(u,v) = x(u)(chv)a; + x(u)(shv)a, + z(u)asz 2.4)

takva da je generatrisa c(t) = x(t,0) = x(t)a, + z(t)az vremenska krivulja i x(t) # 0
za svet €l

Propozicija 2.2.5. Neka je S prostorna (vremenska) rotacijska ploha u Rf i q os rota-
cije plohe S. Pretpostavimo da je pravac q vremenski. Tada postoji ortonormirana baza
{ai, az, a3} za R‘? takva da je q = [{a1}) i kartax : I X[0,2n) — S, koja parametrizira plohu
S, oblika

x(u,v) = x(u)a; + y(u)(cos v)a, + y(u)(sin v)as (2.5)

takva da je generatrisa c(t) = x(t,0) = x(t)a; + y(t)a, prostorna (vremenska) krivulja i
y() #0zasvetel

Propozicija 2.2.6. Neka je S prostorna (vremenska) rotacijska ploha u R} i q os rotacije
plohe S. Pretpostavimo da je pravac q svjetlosni. Tada postoji nulbaza {a,, a», as} za R?
takva da je g = [{ay}] i kartax : I X R — S, koja parametrizira plohu S, oblika

2
x(u,v) = x(u)a, + (—%x(u) + y(u))a, + vx(u)as (2.6)
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takva da je generatrisa c(t) = x(t,0) = x(t)a; + y(t)a, prostorna (vremenska) krivulja i
x(t) #0zasvet el

Napomena 2.2.7. Propozicije [2.2.4] 2.2.3]i[2.2.6) neéemo dokazivati. Detaljno o tome se
moze naci u [13]]. Ovdje ¢emo samo opisati konstrukciju, koja je ista u svim slucajevima.
Bazu {a;,a,, asz} dobijemo tako da za jedan od ta tri vektora odaberemo vektor smjera
pravca ¢, zatim drugi vektor odaberemo tako da ta dva vektora razapinju ravninu u kojoj
leZe os rotacije g i generatrisa c plohe S i onda tu bazu nadopunimo do baze za R?. Pri tome
se pokaze da je moguce postiéi da ta baza bude ortonormirana, odnosno nulbaza. Formula
za parametrizaciju se izvodi na temelju Cinjenice da je presjek rotacijske plohe ravninom
koja je okomita na os rotacije kruZnica, koja se onda parametrizira na odgovarajuéi nacin.
Uvjeti poput x(#) # 0 za sve t € [ dolaze iz zahtjeva da krivulja ¢ ne sijeCe pravac gq.
Uocimo da u sve tri propozicije pravac g prolazi kroz ishodiSte (naime, ¢ je jednodim.
potprostor). Time nismo smanjili opCenitost jer ploha S translacijom ne mijenja oblik.

Napomena 2.2.8. U propoziciji 2. dobivamo dva tipa plohe jer razmatramo dva
slucaja. Naime, tada ravnina x, u kojoj leZe pravac ¢ i generatrisa ¢, moZe biti prostorna ili
vremenska. Ako je ravnina & prostorna, onda rotacijom krivulje ¢ oko pravca ¢ mozemo
dobitti samo vremensku plohu koja je parametrizirana kartom (2.3) (pri tome krivulja ¢
moze biti bilo kojeg tipa). Ako je ravnina 7 vremenska, onda moZemo dobiti prostornu
ili vremensku plohu, ovisno o tome je li krivulja ¢ prostorna ili vremenska. Te plohe su
parametrizirane kartama (2.2)) i (2.4)). U propoziciji[2.2.5] viSe nemamo dva slucaja. Naime,
tada je ravnina 7 nuzZno vremenska jer sadrzi vremenski pravac ¢g. U propozicijama[2.2.4]i
[2.2.6)ravnina  ne moZe biti svjetlosna prema napomeni [I.1.26]jer za nju vrijedi (pomoc¢na)
tvrdnja da je metrika prostora Minkowskog na toj ravnini nedegenerirana (vidi dokaz u
[13]). Dakle, u propoziciji je ravnina 7 nuZno vremenska (prostorna ne moze biti jer
sadrzi svjetlosni pravac).

Napomena 2.2.9. Dovoljno je rotacijske plohe promatrati samo u slu¢aju kad je os rotacije
z-0s, x-os ili svjetlosni pravac [/ := {(x,0,x): x € R}. Ako je os rotacije z-os ili x-o0s,
onda je pripadna ortonormirana baza upravo kanonska baza za R3, tj. a; = e, ap = e> i
a; = e3. AKo je os rotacije pravac /, onda je pripadna nulbaza a;, = (TL\/%, 0, %), as = e;.
Vidimo da odabirom baze {a;, a,, a3} zapravo mijenjamo koordinatni sustav kako bi se
parametrizacija algebarski pojednostavnila.

Sada prelazimo na minimalne i maksimalne rotacijske plohe. Vidjet ¢emo da ako oda-
beremo pravac ¢, onda je orijentirana rotacijska ploha (S, n) za koju je H = 01 Cija je os
rotacije pravac ¢ jedinstvena do na pocetni uvjet (uz pretpostavku da je ploha S povezana
putevima). Svaku orijentiranu rotacijsku plohu u R za koju je H = 0 zovemo katenoid. U
euklidskom prostoru postoji samo jedan tip katenoida, a u prostoru Minkowskog razliku-
jemo sedam tipova katenoida.
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Primjer 2.2.10. (prostorni i vremenski katenoid s prostornom osi) Nadimo parametri-
zaciju 1 implicitnu jednadZzbu katenoida (S, n) Cija je os rotacije z-os. Prema propoziciji
[2.2.4)i napomeni [2.2.9] parametrizacija rotacijske plohe Cija je os rotacije z-os je oblika

x(u,v) = (x(u) chv, x(u) shv, z(n))

Ako je 77 = 0 = z = const., onda je S ravnina, Sto nije rotacijska ploha. Dakle, mora biti
Z'(u) # 0 za neki u, pa time i na nekom intervalu / (jer je 7’ neprekidna). Onda moZemo
reparametrizirati tako da bude z(u) = u za sve u € I. Iz relacije (I.5) imamo: H = 0 &
EN - 2FM + GL = 0. Racunamo:

x,(u,v) = (x(u,v), x'(u)chv, x'(u)shv, 1)
x,(u,v) = (x(u,v), x(u) shv, x(u) chv, 0)
E(u,v) = X,(u,v) - X, (1, v) = =x'(u)* + 1
F(u,v) =x,(u,v) - x,(u,v) =0

G(u,v) = %,(u, v) - X,(u, v) = x(u)’
Fundamentalne veli¢ine drugog reda mozemo izraCunati pomocu leme|1.3.20, Racunamo:

x,(u, v) X X,(u,v)  (X(u,v), x(u) chv, x(u) shv, x(u)x'(u))
1%, (24, v) X X, VI Vx@)? T = ¥ ()]

n(x(u,v)) =

Mora biti x’(u) # 0 za sve u € I jer je ploha § prostorna ili vremenska. Kako je x’
neprekidna 1 / povezan putevima, slijedi da mora biti x* > 0 ili x* < 0 na /. Analogno,
mora biti x> > 1ili x*> < 1 na I. Dalje ra¢unamo:

X (1, v) = xX(u, v), X"’ () chv, x”(u) shv, 0)
X, (1, v) = (x(u, v), x'(u) shv, x'(u) chv, 0)

X, (1, v) = (x(u,v), x(u) chv, x(u) shv, 0)
—x(u)x""(u)
VPl = ¥ w)?]

M(u,v) = x,,(u,v) - n(x(u,v)) =0

L(u, V) = qu(u’ V) : I’L(X(M, V)) =

—x(u)?

Vx@?(1 — ¥ (u)?|

Kada to uvrstimo gore i sredimo, dobivamo sljedeéu ODJ: x'(u)> — 1 — x(u)x”(u) = 0.
Preostaje rijesiti tu jednadzbu. Bududi da je x'(u#) # 0 za sve u € I, slijedi da je funkcija
x invertibilna na I (po teoremu o inverznom preslikavanju), tj. ¥ moZemo promatrati kao
funkciju varijable x, tj. p(x) = x'(u(x)). Stavimo p := x’ o u. Ideja je ovdje da i x’

Nu,v) = x,,(u,v) - n(x(u, v)) =
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promatramo kao funkciju varijable x. Tada imamo: x”"(u) = (p o x)'(u) = p’(x(w))x'(u) =
p'(x)p(x). Bez smanjenja opclenitosti pretpostavimo da je p = x’ > 0 (ako je x’ < 0,
mozemo reparametrizirati tako da bude x’ > 0). Kad uvrstimo supstituciju, jednadZba
postaje: p> —1— x- % p = 0. Dobili smo separabilnu jednadZzbu. Uoc¢imo da mora biti
x(u) # 0 za sve u € I. Naime, kad bi bilo x(x) = 0 za neki u € I, onda bi bilo p(x)> -1 =0
= x'(u)*> = p(x)* = 1, §to smo vidjeli ranije da ne moZe biti. Iz toga slijedi da je jednadzba
ekvivalentna s df = —£—dp. Integriranjem lijeve i desne strane dobivamo:

p*-1
R | N AN PRV S
In|x| +C _fpz—ldp_ a’t:2pdp‘_2 ; —21n|t|—2ln|p 1]

To je dalje ekvivalentno sa (stavimo C’ = InC”, C” > 0): InC”|x|*> = In|p* - 1| &
' =P - pP-1=C"2(C eR\[Dop =CP+1le(p>0) s

p=VNC"x+1¢& % = VC"xX*+1 o du = \/(% Ponovo smo dobili separabilnu
jednadzbu. Ako je C” > 0, integriranjem lijeve i desne strane dobivamo:
D f dx sht = VC”x 1 dr t Arsh( VC”x)
u = _ = = = =
VC7x2 +1 |chtdt= NC”dx| +[C” N \C”

Iz toga slijedi da je x(u) = ;\K sh(VC”(u+ D)) = (C := VC"” > 0) = ésh(Cu + D). Ako
je C” < 0, dobivamo:

sint = V-C"x
costdt = V=-C" dx

__arcsin( V-=C"x)

1 f t
= —_— d[ =
m W —_C”

u+D = f dx =
V-(CNZ+ 1

Iz toga slijedi da je x(u) = ;@ sin( VC”"(u + D)) = % sin(Cu + D). Uo¢imo da se u oba
slucaja rjeSenje moze prosiriti na ¢itav R (iako te funkcije imaju izolirane nultocke). Time
smo izveli parametrizaciju prostornog katenoida oko z-osi:

1 1
x(u,v) = (E sin(Cu + D) chv, C sin(Cu + D) shv, u)
Da je taj katenoid prostorni, provjeri se izravnim rac¢unom (pokaZe se da je EG — F?* < 0).
Implicitna jednadZba tog katenoida je C2(x* — y*) = sin’(Cz + D), C > 0, D € R. Izveli
smo 1 parametrizaciju vremenskog katenoida oko z-osi:

1 1
x(u,v) = (E sh(Cu + D) chv, C sh(Cu + D)shv, u)

Implicitna jednadZba tog katenoida je C2(x> — y*) = sh’(Cz + D), C > 0, D € R. Ujedno
smo pokazali i jedinstvenost takvih ploha do na pocetni uvjet.
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U sluc¢aju vremenskih ploha imamo joS§ jednu mogucu parametrizaciju rotacijske plohe oko
z-osi oblika x(u, v) = (y(u) shv, y(u) chv, u). U tom slucaju napravimo isti racun kao gore i
dobijemo ODJ y”’y — y"? — 1 = 0, &ije je jedinstveno rjeSenje y(u) = éch(Cu + D), C > 0,
D € R (ta ODIJ se rjeSava istom metodom kao gore). Time smo dobili joS jedan vremenski
katenoid oko z-osi:

1 1
x(u,v) = (E ch(Cu + D) shv, C ch(Cu + D)chv,u)

Implicitna jednadzba tog katenoida je C2(~x? + y?) = ch*(Cz + D), y > 0.

Slika 2.1: Katenoidi x> — y* = sin’z, x> — y*> = sh’zi —x?> + y> = ch’z

Primjer 2.2.11. (prostorni i vremenski katenoid s vremenskom osi) Nadimo parame-
trizaciju i implicitnu jednadZbu katenoida (S, n) ¢ija je os rotacije x-0s. Prema propoziciji
[2.2.5]i napomeni [2.2.9] karta koja parametrizira rotacijsku plohu &ija je os rotacije x-os je
oblika

X(u,v) = (x(u), y(u) cos v, y(u) sin v)

Kao u primjeru[2.2.10, moZemo reparametrizirati ovako: x(u, v) = (u, y(u) cos v, y(u) sin v).
Zatim, opet kao u primjeru izvedemo sljedecu ODJ (za funkciju y): y'(u)> — 1 —
y(u)y”(u) = 0. Dobijemo istu jednadZbu kao u primjeru [2.2.10] njena rjeSenja su y(u) =
%sin(Cu + D)iy(u) = %sh(Cu + D), C > 0, D € R. Time smo dobili parametrizaciju
prostornog katenoida oko x-osi:

1 1
x(u,v) = (u, o sh(Cu + D) cosv, o sh(Cu + D) sinv)
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Implicitna jednadZba tog katenoida je C?(y + z?) = sh?(Cx + D). Dobili smo i parametri-
zaciju vremenskog katenoida oko x-osi:

1 1
x(u,v) = (u, o sin(Cu + D) cos v, C sin(Cu + D) sinv)

Implicitna jednadba tog katenoida je C*(y* + z%) = sin®(Cx + D).

Slika 2.2: Katenoidi y* + z2 = sh® xi y> + 2% = sin® x

Primjer 2.2.12. (prostorni i vremenski katenoid sa svjetlosnom osi) Nadimo parame-
trizaciju katenoida ¢ija je os rotacije pravac [. Stavimo a;, = (TL%, 0, ‘/%), az = ep. Iz pro-
pozicije [2.2.6]1 napomene [2.2.9]imamo da je parametrizacija rotacijske plohe oko pravca [
oblika:

2
x(u,v) = x(w)a; + (—%x(u) + y(u))a, + vx(u)as

To moZemo reparametrizirati ovako: x(u,v) = x(u)a; + (—V;x(u) + u)a, + vx(u)as. Kaou
primjeru za funkciju x dobivamo sljedeéu ODJ: x(u)” x(u) + 2x'(u)*> = 0. Pri tome
mora biti x(u), x’(u) # 0 za sve u € I, gdje je I neki interval. RijeSimo tu jednadzbu.

Opet stavimo p := x" 1 p promatrajmo kao funkciju varijable x. Kao i prije, imamo da je
X'(u) = p'(x)p(x), pa jednadzba postaje: p'px +2p* = 0 & Lpx = -2p* & L = 24,
Integriranjem lijeve i desne strane dobivamo: In|p| = -2In|x|+ C" & (C' = InC, C > 0)
ehjpj=hSep=z2Seop=5CeR\{Hoxr=50%2=FS o dx=
Cdu. Integriranjem toga dobivamo: é = Cu+ D = x(u) = VCu + D. Time smo dobili
parametrizaciju prostornog (vremenskog) katenoida oko pravca [:

2
x(u,v) = VCu + Da; + (—%\/3 Cu+D+ua, + vVCu + Das



2.3. PRAVCASTE MINIMALNE I MAKSIMALNE PLOHE 43

Pri tome je C > 0 (C < 0)1 D € R. Ta ploha se moZe reparametrizirati tako da stavimo

s = \/3Cu+D,t::v,tj.

2 3
X(s, 1) = sa; + (—Es + )a, + tsas
1 2 =D 1 2 =D
=(—({(1+=)s— i, —((1 — =)s +
(\5(( 2)s C ), LS \5(( 2)S C )

Iz ove parametrizacije vidimo da je S algebarska ploha 3. reda.

Slika 2.3: Katenoidi X(s, 1) = (J((1 + 5)s F 5%, 15, J((1 = 5)s £ 5)

Napomena 2.2.13. Generatrisa katenoida je krivulja koju zovemo lancanica. U primjerima
2.2.10, 2.2.11]i 2.2.12] smo usput izveli i jednadZbe lanfanica u prostoru Minkowskog:
c: R —> Rf, c(t) = x(1,0). Te krivulje su analogoni lancanice iz euklidskog prostora.
Geometrijska definicija katenoida jest da je katenoid rotacijska ploha nastala rotiranjem
lancanice oko svoje srediSnje osi.

2.3 Pravcaste minimalne i maksimalne plohe

Definicija 2.3.1. Neka je S ploha u R3. Za plohu S kazemo da je pravéasta ako se moZe
parametrizirati kartom X : I X R — § oblika x(u,v) = c(u) + ve(u), gdje je c regularna
krivulja i e glatko polje duZ krivulje c. Krivulju ¢ zovemo bazna krivulja plohe S. Za
fiksirani u € I, pravac {c(u) + ve(u) : v € R} zovemo izvodnica plohe S .

Napomena 2.3.2. Kartu x moZemo reparametrizirati tako da bude ¢’(u) - ¢’(u) = 0 za
svaki u € I. Nadalje, ako vektor e(u) nije svjetlosni ni nulvektor ni za koji u € I, onda
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mozZemo reparametrizirati tako da bude |le(u)|| = 1 za svaki u € I (naime, vektor e(u) je
vektor smjera izvodnice {c(u) + ve(u) : v € R}, a opéenito promjenom pseudonorme vek-
tora smjera nekog pravca dobivamo isti pravac). Analogno vrijedi za ¢’ (naime, polje e
mozemo promatrati kao krivulju i onda moZemo napraviti tzv. parametrizaciju duljinom
luka). Uocimo da je e(u),e”(u) L e’(u) za svaki u € I. Zaista, ako je polje e svjetlosno,
onda deriviranjem jednakosti e(u) - e(u) = 0 1 primjenom Leibnizova pravila dobivamo
e(u) - e'(u) = 0. Ako je e(uy) - e(up) # 0 za neki uy € I, onda zbog neprekidnosti vrijedi
e(u) - e(u) # 0 zasvaki u € I, gdje je I’ C I neki otvoreni interval oko uy. Tada mozemo e
na I’ reparametrizirati tako da bude e(u) - e(u) = +1 za svaki u € I’, pa deriviranjem opet
dobijemo da je e(u) - ¢’(u) = 0. Analogno dobivamo da je e’ - ¢” = 0 (primijenimo isti
postupak na polje ¢’).

Definicija 2.3.3. Neka je (S, n) orijentirana ploha u R?. Za plohu S kazZemo da je razvojna
ako je K = 0. U suprotnom kaZemo da je ploha S vitopera.

Pravc€aste minimalne i maksimalne plohe moZemo podijeliti u dvije potklase: razvojne
(H =K =0)ivitopere (H =01 K # 0). Svaku od te dvije potklase ¢emo istraziti zasebno.
Prvo ¢emo se baviti plohama za koje je H = K = 0. Primjer takve plohe je ravnina.

Teorem 2.3.4. Neka je (S,n) orijentirana ploha u R3. Pretpostavimo da se operator S,
moZe dijagonalizirati nad R za svaku tocku p € S. Tada je H = K = 0 ako i samo ako je S
ravnina.

Dokaz. Neka je p € S tocka. Buduci da se operator S, moze dijagonalizirati nad R,

ki(p)

0 ka(p)
Ako je H = K = 0, iz relacija i slijedi da je k1 (p) = ka(p) = 0. 1z toga slijedi
da je S, nuloperator (naime, tada je nulmatrica jedan matri¢ni prikaz). Kako to vrijedi za
sve to¢ke p € §, iz same definicije operatora oblika plohe slijedi da je n = const., pa je S
ravnina.

Obratno, ako je S ravnina, onda za svaku tocku p € § je §, = 0, odakle slijedi da je
H(p)=1iTrS,=0iK(p) = detS, = 0. o

matrica [ ] je jedan matri¢ni prikaz operatora S ,,.

Korolar 2.3.5. Neka je (S, n) orijentirana prostorna ploha u R?. Tada je H = K = 0 ako i
samo ako je S (prostorna) ravnina.

Dokaz. Tvrdnja slijedi izravno iz teorema[1.4.9]i[2.3.4] m]
Sada ¢emo dati op¢i karakterizacijski teorem za pravcaste plohe za koje je H = K = 0.

Teorem 2.3.6. Neka je (S, n) orijentirana pravcasta ploha u Ri parametrizirana kartom
X:IXR — S, x(u,v) = c(u) + ve(u). Pretpostavimo da vektor e’'(u) nije svjetlosni ni za
koji u € I. Tada je H = K = 0 ako i samo ako vrijedi jedno od sljedeceg:
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1. e je konstantno svjetlosno polje,

2. e je svjetlosno polje i vektor c’(u) je kolinearan s vektorom e(u) za svaki u € I,
3. vektori c’(u) i e’ (u) su kolinearni s vektorom e(u) za svaki u € I,

4. e = const. i skup {c'(u), e(u),c” (u)} je linearno zavisan za svaki u € I.

Dokaz. Prema napomeni moZemo reparametrizirati tako da je ¢’ - ¢’ = 0. Imamo:
x,(u,v) = c’'(u) + ve'(w), x,(u,v) = e(u), X,,(u,v) = c”(u) + ve”’(u), x,,(u,v) = e’(u),
X,,(u,v) = 0. Nadalje, n = ﬁ, gdje jew = (c’(u) + ve'(u)) X e(u) = c’(u) x e(u) + v(e'(u) X
e(u)). Fundamentalne veliCine prvog reda su: F = (c'(u) + ve'(w)) - e(u) = c'(u) - e(u)
(prema napomeni 2.3.2]je ¢’(u) L e(u)), G = e(u) - e(u). Fundamentalne veli¢ine drugog
reda raCunamo Koriste¢i lemu m M = e(u) - HIVH[C/(M) X e(u) + v(e'(u) X e(u))] =
m[e'(u) - (c'(u) X e(u))] (naime, e'(u) - (e'(u) X e(w)) = det(e’(u), e(u),e’(u)) = 0 jer ta
determinanta ima dva jednaka retka), N =0-n = 0.

Iz relacije (T.4) imamo: K =0 S EN-M?> =09 E-0-M?> =0 M = 0. Zatim iz
relacije (I.5) imamo: H =0 & EN-2FM+GL=0E-0-2F-0+GL=0& GL=0.
Dakle, H=K=0 M =GL=0.

Pretpostavimo da je H = K = 0. Razlikujemo dva slucaja.

Slucaj 1. Pretpostavimo da je M = G = 0. Iz G = O slijedi da je polje e svjetlosno.
Pretpostavimo da je e # const. = ¢ # 0. Tada je, zbog neprekidnosti, ¢’(u) # 0 za
svaki u iz nekog otvorenog intervala I’ C I (kao u napomeni [2.3.2). Iz ¢'(u) L c’(u)
ie(u) L e(u) slijedi da je vektor ¢’(u) kolinearan s vektorom c¢’(u) X e(u) (to slijedi iz
propozicije 8. i6.). Ako je ¢'(u) X e(u) = 0 za svaki u € I’, onda su vektori
¢’(u) 1 e(u) kolinearni. Dakle, tada vrijedi tvrdnja 2. U suprotnom, opet zbog neprekid-
nosti, imamo da je ¢’(u) X e(u) # 0 za svaki u iz nekog otvorenog intervala I C I’,
pa onda za u € I” imamo da je €'(u) = a(c’(u) X e(u)) za neki « € R. Onda imamo:
M = m[e’(u) -ae’' ()] = ﬁ(e’(u) - €¢’(u)). Mora biti @ # 0 zbog ¢’(u) # 0. I onda,
kako vektor ¢’(u) nije svjetlosni ni nulvektor, slijedi daje M # 0 = K = —M? # 0, §to je
kontradikcija. Dakle, pretpostavka je pogreSna, mora biti e = const. Dakle, e je konstantno
svjetlosno polje, tj. vrijedi tvrdnja 1.

Slucaj 2. Pretpostavimo da je M = L = 0. Imamo: M = det(c’(u), e(u), e’(u)) = 0 ().
Pretpostavimo da je ¢/ = 0. Tada slijedi da je e = const. Nadalje, ¢’ = 0 = x,,(u,v) =
c"(u)in = c’'(u) X e(u), paimamo: L = ¢ (u) - (c'(u) X e(u)) = det(c’(u), e(u), ¢’ (u)). Iz
L = 0 onda slijedi da je skup {c’(u), e(u), ¢”’(u)} linearno zavisan. Dakle, vrijedi tvrdnja 4.
Pretpostavimo sada da je ¢’ # 0. Tada je zbog neprekidnosti ¢’'(u) # 0 za svaki u i1z ne-
kog ozvorenog intervala I’ C I. Tada za u € I’ vektor e(u) ne moZe biti svjetlosni jer u
suprotnom dobijemo kontradikciju kao u slucaju 1. Onda slijedi da je skup {e(u), e’(u)}
linearno nezavisan. Naime, tada je e(u), ¢’(u) # 01 e(u) L ¢'(u) (prema napomeni [2.3.2).
Ne moze biti e(u) = 0 jer bi tada bilo n = 0, Sto je kontradikcija jer je n jedini¢no polje



46 POGLAVLIJE 2. MINIMALNE I MAKSIMALNE PLOHE

(f. to je kontradikcija s regularnoScu plohe S). Kad bi vektori e(u) 1 e’(u) bili koline-
arni, onda bi zbog okomitosti slijedilo da su oba vektora svjetlosna, $to je kontradikcija
jer vektor €’(u) nije svjetlosni. Iz (%) slijedi da je skup {c’(u), e(u), ¢’(u)} linearno zavi-
san. Kako je skup {e(u), ¢’(u)} linearno nezavisan, slijedi da je ¢’'(u) = ae(u) + Be’(u) za
neke a,B € R. Ako tu jednakost skalarno pomnozimo s e’(u), dobivamo: ¢’(u) - €'(u) =
a(e(u) - €' (u)) + (e’ (u) - € (u)). Prema napomeni[2.3.2]je ¢’(u) - €'(u) = e(u) - ¢'(u) = 0, a
kako vektor ¢’(u) nije svjetlosni ni nulvektor, slijedi da je e’(u) - ¢’'(u) # 0. Dakle, g = 0
= c'(u) = ae(u), tj. vektor ¢’(u) je kolinearan s vektorom e(u). Iz toga onda slijedi da
jec(u)yxeuw) =0=n=view Xeu) =L = (c"(u)+ve'(u)) - (vie'(u) X e(un))) =
vic” (u) - (e'(u) X e(u))] + v*[e” (u) - (¢’ (u) X e(u))]. Ako fiksiramo u € I’, onda je L poli-
nom u varijabli v. Kako je L = 0 za svaki v € R, po teoremu o nulpolinomu slijedi da je
e’ (u) - (e'(u) x e(u)) = det(e’(u), e(u), e”(u)) = 0. Opet, kako je skup {e(u), ¢’(u)} linearno
nezavisan, slijedi da je e” (u) = ye(u)+de’(u) zaneke y, 6 € R. Ako to skalarno pomnoZimo
s €’(u) 1 iskoristimo da vektor ¢’(u) nije svjetlosni ni nulvektor, dobivamo daje 6 = 0 =
e’ (u) = ye(u), tj. vektor e”(u) je kolinearan s vektorom e(«). Time smo dobili da vrijedi
tvrdnja 3.

Obratno, pretpostavimo da vrijedi neka od tvrdnji 1. - 4. Redom po slu€ajevima pokazu-
jemodaje H=K=0 M =GL =0.

1. Imamo da je x(u,v) = c(u)+ve, gdje je e € R? svjetlosni vektor. Tadaje G = e-e = 0.
Nadalje, x,, =0=> M =x,, - n =0.

2. Kaou 1. imamo da je G = 0. Nadalje, kako su vektori ¢’(u) 1 e(u) kolinearni, imamo
dajec’(u) Xe(u) =0=n= ”17”[v(e’(u) Xew)] =M =) - HITH[V(e'(“) X e(u))] =
m[e’(u) - (e'(u) X e(u))] = — det(e’(u), e(u), e’(u)) = 0.

Tl

3. Kaou 2. imamodajen = ”lvn[v(e’(u) X e(u))]1 M = 0. Nadalje, imamo: L = (¢ (u)+
ve” (u)-n = e (u) - (€' (u) X e(u))] + ﬁ[e"(u) (¢'(w) X e(u))] = -0+ ﬁ .0 =0.

Ovdje je ¢’ (u) - (¢'(u) x e(u)) = 0 jer je ¢’(u) = A(u)e(u), pa kad to deriviramo, dobi-
vamo c¢”(u) = A'(w)e(u) + A(u)e’(u).

4. Imamo: e = const. > x,, = ¢ = 0= M = x,, -n = 0. Nadalje, ¢ = 0 =
n = m(c’(u) Xew) = L = (c"(u) +ve'"(u) -n = m[c”(u) - (" (u) X e(u))] +
m[e”(u) - (c’(u) X e(u))]. Kako je skup {c’(u), e(u),c”(u)} linearno zavisan, slijedi
da je ¢”’"(u) - (c’(u) X e(u)) = 0, a kako je ¢/ = 0, imamo da je i ¢” = 0, pa je
e’ (u) - (c’(u) x e(n)) = 0. Dakle, L = 0.

Napomena 2.3.7. Slucaj kad je ¢’(u) svjetlosni vektor za neki u € I neCemo razmatrati.
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Plohe za koje je H = K = 0 su potklasa ploha za koje je H> = K. Te plohe zovemo
B-namotajne plohe (ako im se operator oblika plohe ne moZe dijagonalizirati). One su
zanimljive jer nemaju svoj analogon u euklidskom prostoru (vidi teorem [1.4.1T). Naime,
za plohe u euklidskom prostoru, operator oblika plohe se uvijek dijagonalizira.

Sada prelazimo na pravcaste plohe za koje je H = 01 K # 0.

Napomena 2.3.8. Krivulju ¢ : I — R} za koju postoji pravac ¢ C R takav da vektor
¢’(u) zatvara konstantan kut s pravcem g zovemo zavojnica (spirala). Pravac g zovemo os
zavojnice c.

Definicija koja slijedi je geometrijska definicija helikoida.

Definicija 2.3.9. Plohu S u R} za koju postoji pravac g € R’ tako da za svaku tocku
p € S postoji zavojnica koja prolazi tockom p, Citava leZi na plohi S i njena os je pravac q
zovemo helikoid. Pravac q zovemo os helikoida S .

Napomena 2.3.10. MoZe se pokazati da je svaki helikoid pravcasta ploha i ako je orijenti-
ran, onda je zanjega H =01 K # 0.

Sada ¢emo kroz primjere upoznati razlicite tipove helikoida u prostoru Minkowskog.
Razlikujemo sedam tipova (orijentabilnih) helikoida. Os helikoida mozZe biti prostorni,
vremenski ili svjetlosni pravac, a orijentabilni helikoid mozZe biti prostorni ili vremenski.
Kao i kod katenoida, radi jednostavnosti ¢emo promatrati samo helikoide ¢ija je os z-o0s,
x-0s ili pravac [.

Primjer 2.3.11. (prostorni i vremenski helikoid s prostornom osi) Helikoid S oko z-osi
je dan nekom od sljedece dvije karte:

x(u,v) = (vshu,vchu, hu) = (0,0, hu) + v(shu, chu, 0)
x(u,v) = (vchu,vshu, hu) = (0,0, hu) + v(chu, shu, 0)

Pri tome je & # 0 konstanta. UoCimo da te parametrizacije zadovoljavaju uvjete iz napo-
mene Za prvu parametrizaciju primjenom Lagrangeovog identiteta dobivamo:

(X, X X,) - (Xy X X,) = (X - X)) — (X, - X)X, - X,) = (—vchushu + vshuchu + h - 0)°

— (= ch?u +v?sh® u + h*)(—sh® u + ch® u + 0%) = v? — K?

Iz toga slijedi: ploha S je prostorna (vremenska) ako i samo ako je v — h*> < 0 (> 0)

& v e (—|hl,lhl) (v € (=00, —|h]) U (Jh], +00)). Implicitna jednadzba tih dvaju helikoida je
(—x% +y*)ch® £ = y2,
Za drugu parametrizaciju imamo: (x, X X,) - (X, XX,) = --- = v* + h* > 0. Iz toga slijedi da

je ploha S vremenska. Implicitna jednadZba tog helikoida je (x* — y*) ch® £ = x%.
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Slika 2.4: Prostorni i vremenski helikoid (—x%+y?) ch® z = y? te helikoid (x2—y?) ch®z = x2

Primjer 2.3.12. (prostorni i vremenski helikoid s vremenskom osi) Helikoid S oko x-osi
je dan kartom x(u,v) = (hu,vcosu,vsinu) = (hu,0,0) + v(0, cos u, sinu). Ova parametri-
zacija takoder zadovoljava uvjete iz napomene [2.3.2] Raunamo:

(X X X,) - (X X X,) = (X, - %)% — (X - X)(Xy - X)) = (=h - 0 — vsinucos u + v cos u sin u)?

— (=h* +V*sin® u + v? cos? u)(—=0% + cos® u + sin® u) = > —V?

Iz toga slijedi: ploha S je prostorna (vremenska) ako i samo ako je v € (—oo, —|h|)U(|A|, +c0)

(v € (=|hl, |2])). Implicitna jednadzba tih helikoida je (x* + y*) cos® & = y*.

F

S
% .}".}L

Slika 2.5: Prostorni i vremenski helikoid (x* + y?) cos? x = y*
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Primjer 2.3.13. (prostorni i vremenski helikoid sa svjetlosnom osi) Stavimo a,, =
(TL\/LE, 0, \/%) i a3 = e,. Helikoid S oko pravca [ je dan kartom

1
x(u,v) = ——(—bua; + wa, — 3u2a3) +v- 7(0 ~ay + ua, — az)

6 V6
1
= %(6u\/§+u3\/§+ 18uv V3, 31> V6 — 18v V6, -6 V3 + 1’ V3 + 18uv V3)

Moze se pokazati da je ploha S vremenska za v > 0 i prostorna za v < 0 (vidi [13]).

Izvedimo implicitnu jednadZzbu plohe S iz prikaza u nulbazi {a,, a,, a;}. Stavimo x’ = —\/ig,
y = ﬁg + %uv, 7 = _ﬁg - %v. Tada je u = —x’ V6, a iz druge i treCe jednakosti
dobivamo: v = ﬁgy' - %, V= —\/iaz' - ”—62. I sada izjedna¢imo desne strane u tim dvjema

jdnakostima i uvrstimo u to izraz za u te sredimo. Dobijemo: 2x”> — y + V6x'z = 0. Pri
tome su x’, y’, 7’ koordinate tocke p = (x,y,z) € S ubazi{a;,as, a3}, tj. p = X'a; +y'a, +
=x'+7 7 X+Z —x'+7 X+7

z’a3:(\/§,y, 2).IZ)C: ﬁ,y:y’,z: \Fzslijedix’:X;é,y’:y,z’:x—\};.Kadto

uvrstimo gore, dobivamo traZenu implicitnu jednadzbu: (x —z)* + V2y+2 V3(x2 - z2) = 0.
Helikoid sa svjetlosnom osi je algebarska ploha 3. reda.

Slika 2.6: Prostorni i vremenski helikoid (x — z)* + V2y + 2V3(x2 = 22) = 0

Primjer 2.3.14. Vremenski katenoidi i helikoidi Cine parove adjgungiranih ploha. Pre-
ciznije, vremenski katenoid i helikoid s prostornom (vremenskom, svjetlosnom) osi su
adjungirane plohe. Pokazat ¢emo to na primjeru vremenskog katenoida i helikoida oko
x-osi. Prema primjeru[2.2.T1] parametrizacija vremenskog katenoida oko x-osi je x(u, v) =
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(u, sinu cos v, sinu sinv) (radi jednostavnosti smo uzeli C = 1, D = 0). To moZemo re-
parametrizirati tako da stavimo u = s\/;%, v = %’ Tada primjenom formula za pretvaranje

umnoska trigonometrijskih funkcija u zbroj dobivamo:

S—l‘ S+t sin S—t, S+l‘

1 =
o= C w Ee et
\/_ \/_ n7—51n\;§—cos%+cos%)
(i sin —, — coS —) + (—L —sin —, cos —) = c1(5) + (1)

T O T

Odmabh se vidi da su krivulje ¢; i ¢, svjetlosne, tj. da je ¢ (s) - ¢|(s) = c;(?) - ¢5(r) = 0. Po
definiciji, adjungirana ploha je

< t s t
X(s,1) =c1(s) —cr(t) = (— + ——,8in — + sin —, — COS — — COS —)

B e T T

Sada ponovo reparametriziramo tako da vratimo stare parametre, ali ith zamijenimo, tj.

stavimo u = \f’ V= S—ff’ I onda primjenom adicijskih formula dobivamo:

+v . u-v u+v u-—v

X(u,v) = (u, sin + sin 5 , — COS > — cos 3 )
= (u,2 sin g cos g, -2 cos g cos g)
=(u,-2 sin(—g) cos % -2 cos(—g) cos %)
I sada reparametriziramo ovako: u’ = —5,v' = =2 cos 5. Dobivamo:

X', V') = (=2u',v' sinu’,v' cosu’)

Ovo je upravo parametrizacija vremenskog helikoida oko x-osi iz primjera|2.3.12] Uoc¢imo
dajeovdje h = =21V = -2cos % € (-2, 2), sto i treba biti da bi helikoid bio vremenski.
Slic¢an racun je i za ostale parove vremenskih katenoida i helikoida (vidi [[13]).

Za kraj ¢emo dokazati da su helikoidi jedine pravCaste vitopere minimalne i maksi-
malne plohe.

Teorem 2.3.15. Neka je (S, n) orijentirana pravcasta ploha u R? parametrizirana kartom
X(u,v) = c(u) + ve(u). Pretpostavimo da vektori e(u) i €' (u) nisu svjetlosni ni nulvektori ni
za koji u. Ako je H = 0i K # 0, onda je S helikoid.
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Dokaz. Izratunajmo fundamentalne veli¢ine kao na pocetku dokaza teorema [2.3.6/Prema
napomeni [2.3.2) mozemo pretpostaviti da je |le(u)l| = [le'(w)l| = 11 c’(u) - € (u) = 0 za sve
u € I. Stavimo e(u)-e(u) =: €, ¢'(u)-€’(u) =: n. UoCimo da € i n moraju biti konstante jer su
to neprekidne funkcije iz povezanog skupa I u skup {—1, 1}. I sad imamo: F = ¢’(u) - e(u),
G=ce

Da bismo izraCunali fund. veliine drugog reda, koristimo sljedeci trik: skup {e(u), e’(u)}
je ortonormiran, pa iz leme[I.1.18|slijedi da je skup {e(u), ¢’ (u), e(u) X €’(u)} ortonormirana
baza za Rf. Onda mozemo vektor ¢’(u) prikazati u toj bazi: ¢’(u) = ae(u)+ e’ (u) +7y(e(u) x
e’(u)). Ako tu jednakost skalarno pomnoZimo s e(u), dobivamo da je @ = e(c’(u) - e(u)) =
€F(u). Analogno dobivamo: 8 = 0,y = —en|c’(u)-(e(u) X e'(u))] (naime, iz Lagr. id. slijedi
da je (e(u) X e’'(u)) - (e(u)x e’ (u)) = —en). Ozna¢imo Q(u) := ¢’(u)- (e(u) X e’(u)). Analogno
prikazemo vektor e”(u) u toj bazi: e’ (u) = e(e”’(u) - e(u))e(u) — enle” (u) - (e(u) X e’'(u))] =
enl—e(u) + J(u)(e(u) x €’'(u))]. Ovdje smo oznacili J(u) := det(e”(u), e’ (u), e(u)) i jos
smo deriviranjem e’(u) - e(u) = 0 dobili da je e¢”(u) - e(u) = —n. Jedini¢na normala je

n = (e () X e(u) + v(e'(u) X e(w))], pa imamo:

L=("(u)+ve"w) n= \/ﬁ[c’”(u) (' (u) X e(u))
+ e (u) - (€' () X e(u))] + vIe” (u) - (¢'(u) X e(u)] + v*[e” (u) - (€' (u) X e(w))]]

1
= ———[eQ)(F(u) — Qu)J (W) — Q' (w)v + J(w)»’]
VIEG — F?|

Treba opravdati zadnju jednakost. Deriviranjem jednakosti ¢’ (1) = €F (u)e(u)—enQ(u)(e(u)x
¢’(u))) dobivamo izraz za ¢”(u). Za deriviranje vektorskog produkta koristimo Leibnizovo
pravilo (lema([I.3.2). I onda izraze za ¢’(u) i ¢”’(u) uvrstimo u ¢”’ (u) - (¢’(u) X e(u)) i sredimo
te dobijemo da je to jednako eQ(u)(F(u) — Q(u)J(u)). Analogno: c”(u) - (¢’(u) X e(u)) +
e’(u) - (e'(u) x e(u)) = —Q'(u). Taj racun ¢emo preskociti jer je dugacak. Jo§ imamo:

_ 1, (A — 0w _ . .. . . .
M = ole'(u) - (c'(u) X e(w))] Vi i N = 0. I'sada iz relacija (I.4)) i (1.5) imamo:
_ 0w

(EG — F?)?
_ —2Fw)Q(u) + € Qu)(F(u) — Qu)J () + €Q'(w)v + €J u)v*

2IEG - F?|3
—OQu)(F(u) + Qu)J (w)) + €Q'(u)v + €J ()’
2|EG — F2|2

H

=(=1)=

Za fiksirani u, H je polinom u varijabli v. Iz H = 0, po teoremu o nulpolinomu, slijedi da
je J(u) = Q'(u) = —Qw)(F(u) + Q(u)J(u)) = 0. Onda imamo: Q(u)(F(u) + Q(u) - 0) = 0,
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odakle zbog K # 0 & Q(u) # O slijedi F(u) = 0. Time smo dobilidaje J = F = Q' = 0.
Kad to uvrstimo u izraze za ¢’(u) i ¢”’ (1), dobivamo:

c'(u) = —enQ(e(u) X €'(u)))
e’ (u) = —ene(u)

Uocimo da iz Q' = 0 slijedi Q = const.. Time smo zapravo dobili jedan sustav ODJ,
koji sada samo treba rijesiti. U drugoj jednadzbi se pojavljuje samo jedna funkcija. To
je linearna ODJ 2. reda koju rjeSavamo standardnom metodom. Karakteristi¢ni polinom
je p(A) = 2* + en, nultotke su 1, = ++/—en. Buduéi da je €, € {-1,1}, imamo dvije
moguénosti.

Slucaj 1. Pretpostavimo da je en = —1. Tada je opCe rjeSenje e(u) = e“a + e b, a,b € R?.
Racunamo: e(u) X ¢’ (u) = (e"a+e™b) X (¢"a—e™b) = —(axXb)+bxa = -2(axb). I onda
iz prve jednadzbe imamo: c(u) = —20( f du)(a X b) = =20(u + C)(a X b). JoS imamo:
0 = c'(u) - (e(u) x e'(u)) = (=2Q(a X b)) - (=2(a x b)) = 40((a X b) - (a X b)). 1z ove
jednadzbe slijedi da mora biti (a X b) - (a X b) = ‘—1‘. Mora biti Q # 0 jer bi u suprotnom iz
prve jednadzbe slijedilo da je ¢’ = 0, Sto je kontradikcija jer je ploha ¢ regularna. Dobili
smo:

X(u,v) = =20 + C)(a X b) + v(e"a + ¢™"b)

Ovo je poopéena parametrizacija helikoida s prostornom osi.

Slucaj 2. Pretpostavimo da je en = 1. Tada je ople rjeSenje druge jednadzbe e(u) =
(cosu)a + (sinu)b, a,b € Ri’. Racunamo: e(u) X €' (1) = ((cos u)a + (sin u)b) X (—(sinu)a +
(cosu)b) = (cos?u)(a x b) — (sinu)(b x a) = a x b. 1onda iz prve jednadZbe imamo:
c(u) = —Q(f du)(a X b) = —Q(u + C)(a X b). Jo§ imamo: Q = —Q(a X b) - (a X b) =
(ax b)-(axb)=-1. Dakle, mora biti

X(u,v) = —Q(u + C)(a X b) + v((cos u)a + (sinu)b)
Ovo je poopéena parametrizacija helikoida s vremenskom osi. O

Napomena 2.3.16. Parametrizacije dobivene u dokazu teoremal2.3.15|zaista jesu poopéenja
parametrizacija helikoida iz primjera [2.3.11]i[2.3.12] Primjerice, ako u formulu iz slu¢aja
1. uvrstimo a = 2%5(1, 1,0), b = 2%5(—1, 1,0), C = 0, dobivamo: x(u,v) = -20(u +

O)(—}—‘e3) + *ﬁv(e“(l, 1,0) + e™(1,-1,0)) = (% chu, Lz shu, %u). Reparametriziranjem
V= % dobivamo: x(u,Vv") = (v' chu, V" shu, %u), Sto je parametrizacija jednog od heliko-

ida iz primjera[2.3.11|uz h = %

Napomena 2.3.17. Tvrdnja teorema [2.3.15] vrijedi i bez dodatnih pretpostavki na polje e.
Preciznije, postoje joS dva dodatna slu¢aja uz ovaj iz teorema:
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1. za svaki u vektor e’(u) je svjetlosni ili nulvektor, ali vektor e(u) nije svjetlosni (mora
biti e # O jer inaCe ploha S ne bi bila regularna),

2. za svaki u vektor e(u) je svjetlosni.

U prvom slucaju se dobije da je S helikoid sa svjetlosnom osi, a u drugom slucaju se dobije
da za plohu S vrijedi H> = K, tj. da je S B-namotajna ploha, pa se tada uopée ne moze
posti¢i da bude H = 01 K # 0. Te dvije tvrdnje neCemo dokazivati. O tome se moze
procitati u [[1]].

2.4 Weierstrassova reprezentacijska formula

Prije nego krenemo na izvod Weierstrassove reprezentacijske formule, trebamo se prisjetiti
nekih osnovnih pojmova i rezultata iz kompleksne analize (bez dokaza).

Definicija 2.4.1. Neka je Q C C otvoren skup. Za kompleksnu funkciju f : Q — C kaZemo
da je holomorfna ako je f derivabilna i [’ je neprekidna. Za funkciju f kaZemo da je
holomorfna u tocki zo € U ako postoji otvorena okolina tocke zy na kojoj je f holomorfna.

Napomena 2.4.2. 1. Funkcije f; := Re f i f, := Im f zovemo komponentne funkcije
od f. Skup C moZe se poistovjetiti s R? bijekcijom x + yi — (x,y). Na taj nacin
mozemo f; 1 f, promatrati kao realne funkcije dviju realnih varijabli i tada moZemo
govoriti o njihovoj diferencijabilnosti.

2. Ako je f derivabilna, onda se f* moZe racunati po sljede¢im formulama:

_Oh  Oh, _0fi Of,

’ + —

! ox Ox Jdf, Oy

3. Vrijedi: f je derivabilna & f je holomorfna & f je derivabilna po volji mnogo puta
& f je analiticka. To ne vrijedi za realne funkcije realne varijable. Posebno, ako je
f holomorfna, onda su f; i1 f, glatke (tj. klase C*) kao realne funkcije dviju realnih
varijabli.

Teorem 2.4.3. (Cauchy-Riemannov teorem) Kompleksna funkcija f = fi + i : Q@ - C
Jje holomorfna u tocki zo = xo + yoi € Q ako i samo ako su funkcije f i f> diferencijabilne
u tocki (xo, yo) te zadovoljavaju tzv. Cauchy-Riemannove uvjete: %‘(xo, Vo) = %iyz(xo, o),

0 0
L (x0, y0) = =Z2 (%0, Yo0)-
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Napomena 2.4.4. Ako je f = fi+ f>i holomorfna, onda su f; i f, harmonicke. Naime, kako
je f holomorfna, slijedi da su f1 i f, glatke, posebno i klase C2. Deriviranjem jednakosti
LA 6f2 s bo x i jednakosti 7 8f L = 6f2 ~ po y dobivamo:

Ox
L I
x> Oxdy Oydx  Oy?

odakle slijedi 7> z Ih 4 a 2L = . Analogno se dokazuje da je f, harmonicka. Obrat ne vrijedi.

Primjer: za funkcuu f(x+yz) = x, komponentne funkcije fi(x,y) = x1i f>2(x,y) = 0 su ocito
harmonicke, ali f svejedno nije holomorfna jer f; i f> ne zadovoljavaju C-R uvjete.

Lema 2.4.5. Neka je U C R? otvoren i f; : U — R harmonicka funkcija. Tada postoji
Sfunkcija f, : U — R takva da je kompleksna funkcija f := fi + foi : U — C holomorfna.

Dokaz. Bududéi da je f; harmonicka, ona je po definiciji klase C?, pa su njene parcijalne
derivacije 1. reda neprekidne, odakle slijedi da su one integrabilne po objema varijablama.
Ako integriramo jednakost 3 U — 66? po y, dobivamo: f>(x,y) = f U (x, y)dy+C(x), gdje je
C(x) neka funkcija koja OVISI samo o x. Ako tu jednakost sada der1v1ram0 po x, dobivamo:

a 2
WPy =2 [ Lypay+ = f O ey dy + C'(x)

_ 2f1 fl ’ ’
= 5 (xy)dy+C'(x) = _H_(x’y) +Ci(x) + C'(x)

Ovdje smo redom koristili da je funkcua L klase C! po varijabli x, pa smijemo parcijalnom
y p j parciy

él - 0) i na kraju N-L

derivacijom u¢i pod integral, zatim da je f1 harmonicka (. 3 el
formulu. Iz toga vidimo da ako izaberemo C’ := —C7{, onda funkcue fi11 f> zadovoljavaju
C-R uvjete. Nadalje, funkcije f; i f> su obje klase C2, pa su posebno i diferencijabilne.

Onda iz C-R teorema slijedi da je funkcija f = f; + f>i holomorfna. O
Definicija 2.4.6. Neka je y = € +ni : [a,b] — C po dijelovima gladak put i f = fi + f>i :
v(la, b]) — C neprekidna funkcija. Integral funkcije f duZ putay je dan formulom

b b
f fdz:= f Fo@)yy () dt = f [/iy0))§" (1) = L)' ()] dt
Y a a

b
+1i f LAy (1) + fily(O)' ()] dt

Napomena 2.4.7. 1. Za skup U C R" kaZzemo da je jednostavno povezan (1-povezan)
ako je povezan putevima i intuitivno, nema “rupe”. Primjer jednostavnog povezanog
skupa je R”, a primjer skupa koji je povezan putevima, ali nije jednostavno povezan
je R"\ {0}.
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2. Zaputy : [a,b] — CkaZemo da je zatvoren ako je y(a) = y(b).

Teorem 2.4.8. (Cauchyjev teorem za derivaciju) Neka je Q C C otvoren jednostavno
povezan skup i f : Q — C neprekidna funkcija. Ako f ima primitivnu funkciju, onda za
svaki zatvoren po dijelovima gladak put y : [a,b] — Q vrijedi fy fdz=0.

Korolar 2.4.9. Neka je Q C C otvoren jednostavno povezan skup i f : Q — C neprekidna
funkcija koja ima primitivnu funkciju F.

1. Za svaki po dijelovima gladak put vy : [a, b] — Q vrijedi fy fdz = F(y(b)) — F(y(a)).

2. Ako su yy,y; : [a,b] — Q putevi takvi da je y,(a) = y,(a) i y1(b) = y,(b), onda je
f)’l de - f)’zfdz'

Napomena 2.4.10. Holomorfna funkcija f # 0 moZe imati samo izolirane nultocke. Ako
je zo € Q nultoka od f, onda najmanji broj m € N takav da je f"(zy) # 0 zovemo red
nultocke z (ako postoji). To je poopéenje pojma kratnosti nulto¢ke polinoma.

Definicija 2.4.11. Za kompleksnu funkciju f : Q — C kaZemo da ima singularitet u tocki
20 € IntQ ako f nije holomorfna u tocki z ili uopce nije definirana u z.

Napomena 2.4.12. (vrste singulariteta) Neka je f : Q — C funkcija i zo € IntQ singula-
ritet od f. Za singularitet zo kaZemo da je izoliran ako postoji r > 0 takav da je K(zo,r) € Q
i f je holomorfna na K(zo, r) \ {zo}. Za izolirani singularitet z, kazemo da je

1. uklonjiv ako se f moZe predefinirati ili dodefinirati u tocki z, tako da bude holomor-
fna na K(zo, r),

2. pol ako f nije uklonjiv singularitet funkcije f, ali postoji m € N takav da je z
uklonjiv singularitet funkcije z — (z — z0)" f(2),

3. bitan ako nije uklonjiv ni pol.
Ako je zp pol od f, onda najmanji m € N sa svojstvom iz definicije zovemo red pola z,.

Definicija 2.4.13. Za kompleksnu funkciju f : Q — C kaZemo da je meromorfna ako njen
skup singulariteta nema gomiliste u Q i ako su svi singulariteti od f uklonjivi ili polovi.

Napomena 2.4.14. Za meromorfne funkcije vrijedi sljedeci netrivijalan rezultat: za svaku
meromorfnu funkciju f : Q — C postoje holomorfne funkcije g,h : Q@ — C, h # 0 takve
da je f = %. Tada su polovi od f upravo nultocke od . Drugim rije¢ima, meromorfne
funkcije su poopéenje racionalnih funkcija.
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Propozicija 2.4.15. Neka su f, g : Q — C funkcije takve da je f holomorfna i g meromor-
fna. Neka je S C Q skup svih singulariteta od g. Ako je f = gna Q\ S, onda je f = g.
Posebno, g je holomorfna (1j. svi singulariteti od g su uklonjivi).

Sada ¢emo definirati pojam adjungirane plohe za maksimalne plohe. Kao i kod mini-
malnih ploha, konstrukcija adjungirane plohe se temelji na ¢injenici da svaku prostornu
plohu mozemo lokalno parametrizirati konformnom kartom (teorem [1.3.27). Nadalje,
uvest ¢emo pojam asocirane familije maksimalne plohe.

Napomena 2.4.16. Neka je (S, n) maksimalna ploha u R} lokalno parametrizirana konfor-
mnom kartom x : U — §, x(u,v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)). Tada su funkcije x, y, z, prema
korolaru [2.1.19] harmonicke. Onda iz leme [2.4.5]slijedi da postoje funkcije %,7,Z: U — R
takve da su kompleksne funkcije f; := x + Xi, f, := y + Vi, f3 := z + Zi holomorfne. Tada
plohu S u R3, lokalno parametriziranu kartom X(u,v) = (¥(u,v), ¥(u,v),Z(u,v)), zovemo
adjungirana (konjugirana) ploha plohe S. Uoc¢imo da je tada i ploha S adjungirana ploha
plohe §. Naime, opéenito vrijedi: ako je f = f; + foi holomorfna, onda je f = —f + fii
takoder holomorfna (samo se provjere C-R uvjeti). Negativan predznak ovdje ne smeta jer
je kartom —x(u, v) dana ponovo ploha S, samo s promijenjenim poloZajem u koordinatnom
sustavu (centralna simetrija). Drugim rije¢ima, plohe S i § &ine par adjungiranih ploha.

Definicija 2.4.17. Neka su S i S, regularne plohe u Ri’. Preslikavanje F : S| — S, takvo
da za svaku tocku p € S vrijediv-w = DF(v) - DF(w) za sve v,w € T,S zovemo lokalna
izometrija ploha S i S,. Ako je F jos bijekcija, onda ju zovemo izometrija ploha S i
S». Za plohe S i S, kazemo da su (lokalno) izometricne ako postoji (lokalna) izometrija
F:85,-S,.

Napomena 2.4.18. 1. Kako je DFlr,s, : T,S1 — TrgSa, vrijedi DF(v), DF(w) €
Tr»)S 2. Drugim rije¢ima, lokalna izometrija Cuva skalarni produkt izmedu odgova-
rajucih vektora u tangencijalnim ravninama ploha S, 1 S, u tockama p i F(p).

2. Zbog bilinearnosti pseudoskalarnog produkta na R3, svojstvo lokalne izometrije iz
definicije dovoljno je provjeriti na bilo kojoj bazi za T,S ;.

3. (Lokalna) izometri¢nost ploha je relacija ekvivalencije. Naime, idg : S — S je
oCito izometrija (posebno i lokalna izometrija) ploha, kompozicija dviju (lokalnih)
izometrija ploha je (lokalna) izometrija ploha i inverz (lokalne) izometrije ploha je
(lokalna) izometrija ploha.

Teorem 2.4.19. Neka je (S, n) maksimalna ploha u R? lokalno parametrizirana konform-
nom kartom x : U — §. Tada je formulom Xy(u,v) := x(u,v)cos8 + X(u,v)sinf, 6 € R
(lokalno) definirana jednoparametarska familija (S g)ger lokalno izometricnih maksimalnih
ploha. Nadalje, za fiksni (u,v) € U, tangencijalne ravnine ploha S y u tockama Xq(u, v) su
medusobno paralelne za sve 6 € R.
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Dokaz. Neka je 8 € R proizvoljan. Neka je p = x(u,v) € S proizvoljna tocka i py :=
Xy(u,v) € Sy. Deriviranjem jednakosti X4(u,v) = X(u,Vv)cos@ + X(u,v)sinf po u i po v
dobivamo:

%(u, v) = X, (u,v)cos 0 + X,(u,v) sinf = (C-R) = x,(u, v) cos 0 — x,(u, v) sin 0
%(u v) = X, (1, v)cos 6 + X, (u,v) sind = (C-R) = x,(u, v) cos 6 + x,,(u, v) sin 0
Gornje jednakosti su samo jednakosti vektorskih dijelova vektora u toc¢ki. Iz toga slijedi:
E)xg 0Xy 5 .9 2 -2
o X — E = (X, XX,)cos” 68— (x, Xx,)sin" 0 = (x, X X,)(cos” 8 + sin“ 0) = X, X X,

Ovdje smo iskoristili da je x, X x, = X, X X, = 0 (propozicija 6.). Iz toga slijedi
da je ny = n (jednakost vektorskih dijelova) za sve 6 € R. Posebno, ravnine 7,,S¢ 1 T,S
su paralelne. Pokazali smo i viSe: plohe S, 1S imaju uskladene orijentacije, tj. normale
ng(py) 1 n(p) su obje vanjske ili unutarnje.

Imamo: ny - ny = n-n < 0. Zadnja nejednakost vrijedi jer je ploha S prostorna. 1z toga
slijedi da je ploha S, takoder prostorna Tu smo koristili propoziciju Nadalje,

deriviranjem gornjeg izraza Za . Pouiizraza za ﬂ po v dobivamo:

(92X9 (92X9

T + T2 = Xx,,cosf —x,,sinf + x,, cosf + x,,sinf = (X, + X,,)cosd =0-cosd =0
u v

Predzadnja jednakost slijedi iz korolara[2.1.19|jer je ploha S maksimalna. Zatim iz 6 X” +
6 Xg

5.2 = 0, opet po korolaru 2.1.19} slijedi da je ploha S, maksimalna.
Preslikavanje Fy : § — S, dano formulom Fy(p) := py je lokalna izometrija ploha S 1 S.

Zaista, iz relacije za ﬂ imamo:

0xg 0

Ry Ho _ (X, - X,) cos® 0 — 2(x, - X,) cos @sin @ + (X, - X,) sin” @

O ou
= Ecos’ —2F cosOsind +Gsin0=(E=G,F=0)=E =X, -X,

(9Xg

Ovdje smo iskoristili da je karta x konformna. Analogno se dobije da je 8";’ el OED &5

%’jf . %"v" x, X, = 0. Kako je skup {x,(u, v),X,(u, v)} baza za T,S, prema napomeni [2.4.18
2., preslikavanje F je lokalna izometrija (naime, presl. F je glatko jer iz definicije od py

zapravo slijedi da je F = x4 o x™!). Posebno, karta x, je takoder konformna. O

Korolar 2.4.20. Neka je (S,n) maksimalna ploha u R3. Tada je ploha S takoder maksi-
malna. Nadalje, plohe S i S su lokalno izometricne.
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Dokaz. Buduéidaje S =S z, tvrdnja izravno slijedi iz teorema 2.4.19 O

Definicija 2.4.21. Neka je (S,n) maksimalna ploha u R;. Za 6 € R, plohu S, zovemo
asocirana ploha plohe S. Familiju (S 9)ger zovemo asocirana familija plohe S .

Napomena 2.4.22. 1. Asociranu familiju je zanimljivo promatrati samo za 6 € [0, 2r]
jer se plohe iz tog intervala periodic¢ki ponavljaju. Preciznije, S g1 = S¢ za svaki
k € Z. Stoviste, asociranu familiju je zanimljivo promatrati samo za 6 € [0, 71 jer
za 6 iz ostalih kvadranata, zbog formula redukcije za sinus i kosinus, dobivamo iste
plohe, koje su eventualno centralnosimetricne s obzirom na ishodiSte onima za 6 iz
prvog kvadranta.

2. Plohe S i § pripadaju familiji (S ¢)gez. Naime, S = Syi § = Sz. Nadalje, plohe §
i § imaju istu asociranu familiju, samo druké&ije parametriziranu. Preciznije, vrijedi:
S¢g=3S z_p za svaki 6 € R. To slijedi iz Cinjenice da je ploha S adjungirana ploha
plohe §,t. S =S.

Primjer 2.4.23. Prostorni katenoidi i helikoidi ¢ine parove adjungiranih ploha. Preciznije,
prostorni katenoid i helikoid s prostornom (vremenskom, svjetlosnom) osi su adjungirane
plohe. Pokazat ¢emo to na primjeru prostornog katenoida i helikoida oko x-osi. Za pros-
torni katenoid S oko x-osi je x(u,v) = u, y(u,v) = shucosv, z(u,v) = shusinv (primjer
[2.2.11] Onda imamo (kao u dokazu leme [2.4.5)):

K, v) = f@(u, v)dv = f dv = v+ Cy(u)
ou
- dy .
V(u,v) = a—(u, v)dv = | chucosvdv =chusinv+ C,(u)
u
Z(u,v) = f%(u,v)dv = fchusinvdv = —chucosv + Cz(u)
u

Da bismo odredili funkcije C;, C,, Cs, deriviramo funkcije X, ¥, Z po u 1 iskoristimo drugi
C-R uvjet. Imamo: Z(u,v) = Cj(w) = (C-R) = ~Z(u,v) = 0 = C| = const.. Mi ¢emo
odabrati C; = 0. Analogno dobijemo da je C, = C3 = 0. Po definiciji, ploha S je dana
kartom X(u,v) = (v,chusinv, — chucosv). Ako to reparametriziramo ovako: u’ := —chu,
v := —v, onda dobivamo X(«’,v") = (—V',u’ sinV',u’ cosV’), $to je upravo parametrizacija
prostornog helikoida oko x-osi iz primjera uz h = —1 1 medusobno zamijenjene
parametre u 1 v. Ovdje smo iskoristili da je —sinv = sin(-v) i cosv = cos(—v). Uocimo
da smo mogli napraviti reparametrizaciju jer je u’ = —chu < —1, Sto i treba biti kod pros-
tornog helikoida oko x-osi. Uo¢imo da prostorni katenoid oko x-osi korespondira samo s
jednom od dvije “pruge” prostornog helikoida oko x-osi, onom za v < —1. MoZe se postiéi
1 korespondencija s drugom prugom prostornog helikoida (za v > 1) ako promijenimo
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predznake funkcija y i1 z (tada dobivamo isti katenoid, samo reparametriziran jer je sinus

hiperbolni neparna funkcija).
Za 0 € R, karta koja lokalno parametrizira plohu S, je dana formulom

Xg(u,v) = (u,shucosv,shusinv)cosf + (v,chusinv,—chucosv)sinf

Sli¢an raCun je i za ostale parove prostornih katenoida i helikoida (vidi [13])).

Slika 2.7: Plohe iz asocirane familije katenoida y* + z> = sh* x za 6 € {O, 150 39 %, 25—" %}

Sada Zelimo pronaci sve maksimalne plohe, tj. opisati ih jednom formulom. Takvu
formulu, koja opisuje sve plohe iz neke klase ploha, zovemo reprezentacijska formula.

Teorem 2.4.24. (Weierstrassova reprezentacijska formula za maksimalne plohe) Neka
je (S,n) orijentirana prostorna ploha u R? ix : U — S konformna parametrizacija,
X(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v)). Pretpostavimo da je skup U jednostavno povezan. Tada
je ploha S maksimalna ako i samo ako je

x(u,v) = Re fz Jfw)gw)dw + C, 2.7
y(u,v) = Re f Z @(1 + gw)) dw + C, (2.8)

z(u,v) = Re Z @(1 —g(w)?)dw + Cs (2.9)

<0
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gdjesuz=u+vi,zo € U, C,C,,C3 € Ri f,g: U — C kompleksne funkcije takve da je f
holomorfna, g meromorfna i f ima nultocke u polovima od g te je red svake nultocke tocno
dvostruko veci od reda pripadnog pola. (Gornji integrali su duZ proizvoljnog puta od zy do
zulU.)

Dokaz. Pretpostavimo da je ploha S maksimalna. Tada su, prema korolaru L.,
funkcije x, y, z harmonicke. Onda iz leme slijedi da postoje funkcije %,7,Z : U - R
takve da su kompleksne funkcije fi := x + %i, f> := y + ¥i, f3 := z + Zi holomorfne. Zelimo
pokazati da je —(f])* + (f;)* + (f3)* = 0 (x). Ratunamo koriste¢i napomenu | 2.

ox Ox @_@ %_02

7\2 7N\2 12_____ 2 A2
-+ () + () = ( o +(6u 8vl) +(6u 6vl)
——(—) 2@@ (—) (—) —ZQQ —(—)
0 8 0
(—) —2—Z—Z —(—) ——(—) +( y) +(—Z)
ou ou
Gx ox 0Oy ay 0z 07
—[—(g) +(5) ‘Wa)] [_0_5 0 v %E]

=X, X, —-X, X, +2[- (X, X,) = E-G+2i - F=(E=G,F=0)=0

U zadnjem koraku smo iskoristili da je karta x konformna. Sada iz (x) slijedi: (f; )2+ ( 5 ) =
(1 = (fy — fiD(fy + fiD) = (f})*. Razlikujemo dva slucaja.

Slucaj 1. Ako je f{ = 0, onda stavimo f := 2f7 i g := 0. Tada su f i g oCito holomorfne
(posebno, g je meromorfna). Imamo: f{ =0=f-0= fg, f; = f = f(l + 02) = %(1 +2%).
Nadalje, iz () imamo: (f;)* + (f})* = 0= (f})* = =(fy)* = YN fi= %(1 )
Drugim rije¢ima, f| je primitivna funkcija od fg, pa iz korolara - shJedl daje fi(z) -
f(z0) = f fgdw, a kako je x = Ref, slijedi formula ( uz C; = Refi(zp). Analogno
slijede formule 2.8) i 2.9).

Slucaj 2. Ako je f{ # 0, stavimo f := f] — fiiig := # Tada je f ocito analiticka, a g je
meromorfna (zato $to je g kvocijent dviju holomorfnih funkcija). Nadalje, f ima nultocke
upravo u polovima od g (napomena [2.4.14)). U tockama u kojima f nema nultocku imamo:

@) (- AU+ D
(f; = £z fi=Fi

f8=(f; - f3b) = £+ fl

Ako je f # 0, onda su nultocke od f izolirane (jer je f holomorfna), pa iz propozicije
2.4.15|slijedi da ta jednakost vrijedi i u nultockama od f, tj. fg? je holomorfna. Ako je
f =0, ondaimamo da je f7 — f;i = 0. No, to povlaci f; + f;i = 0, pa tada gornja jednakost
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oCito svuda vrijedi. Iz toga slijedi:

, A fll _
i = = i =
1 1
== Bi+ fi+ =50+ f£) =20+ )
fi= 3= Bi= B+ f) = 2~ [ = - g)

I onda, kao u slucaju 1., iz korolara[2.4.9|slijede formule (2.7), (2.8), 2.9).

PokaZimo jo$ zadnju tvrdnju. Neka je z € U pol od g reda m. Tada je z pol od g2 reda
2m. Buduéi da je fg? holomorfna u oba slu¢aja, posebno imamo da z nije pol od fg,
pa red od z kao nulto¢ke od f mora biti barem 2m (u suprotnom bi z bio pol od fg?).
Red ne moze biti veCi od 2m jer bi u suprotnom bilo f/(m) = f,(m) = f;(m) = 0 =
x,(m) = y,(m) = z,(m) = 0, Sto je kontradikcija s regularnoS¢u plohe S: Time je jedan
smjer dokazan.

Obratno, pretpostavimo da vrijede formule (2.7), 2.8), (2.9). Tada su funkcije F(z) :=
fzi Ffw)gw)dw, F»(z) := fzz @(1 +gw)?) dw, F3(2) = fzz @(1 — g(w)?) dw holomorfne.
Pokazimo to. Iz korolara [2.4.9 slijedi da je F| = fg, F} = (1 - ¢%), F} = (1 + &%),
Neka je z € U pol od g reda m. Tada je po pretpostavci z nultocka od f reda 2m, odakle
slijedi da z nije pol funkcija fg, %(1 - g%, T1+ g%). Dakle, te funkcije nemaju polova,
pa su holomorfne. Posebno, neprekidne su. Time smo dobili da su funkcije Fy, F,, F3
derivabilne 1 derivacije su im neprekidne, pa su one po definiciji holomorfne. Sada iz
napomene [2.4.4]slijedi da su funkcije Re F, Re F, Re F3 harmonicke. No, onda slijedi da
suix=ReF;+C,,y=ReF,+C(C,, z=ReF;+C; harmonicke, odakle po korolaru[2.1.19]
slijedi da je ploha S maksimalna. O

Teorem 2.4.25. Neka je (S,n) maksimalna ploha u Rf ix : U — S konformna karta,
X(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)), gdje su funkcije x,y,z : U — R dane formulama (2.7),
23), 9.

1. Konformni faktor A karte X je dan formulom A(u,v) = @(1 —1g@)I*% z = u+vi.

2. Pretpostavimo da je |g| # 1. Tada je jedinicno normalno polje n plohe S dano
formulom n(x(u,v)) = m(x(u, v), 1+ g2, 2Re g(z),2Im g(2)), z = u + vi.

Dokaz. Neka su funkcije fi, f>, f3 dane kao u dokazu teorema [2.4.24]

1. Racunamo po definiciji konformnog faktora.

By, 2 s

ou ou ov
if

a+fﬁ+5ﬂ—£w]

9
ov

%

1 1.0
/1=E=(E=G)=§[E+G]=§[—(£)2+( P+ () = () +( )2+(8v)2]

f

1 ) /! !/ 1
:Ekmﬁ+mfﬂmﬁ:§ﬂkfﬂz
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Vis 1 Vi 1

f[2|g|2 S+ g+ 51— gP) = f[2|g|2+2<1+g>(1+g2>

2 2_|/1|2 2 1 2 =2 1 2 =2

+—(1—g)1—g]—7[—2|g| +5I =1 =g) + 51+ +3)]
A2 1 & & (@ 1 g & (g, Iff N
=72 ——2 2 S 2= 2] -2

[-2lg* + 573 2+2+2+2+2+2] 4[ lgl” + 1g]"]
||2
:f—a 1g1%)?

2. Racunamo:

x, XX, = (Re f{,Re f;,Re f;) X (=Im f{, —Im f;, = Im f3)
= (Re f;Im f; —Re f; Im f;,Re f{ Im f; — Re f; Im f{,Re f; Im f{ — Re f{ Im f;)
= (Im (f; ), Im (5 F), Im (f; £3))

Prva jednakost slijedi iz napomene [2.4.2] 2. Druga jednakost slijedi iz relacije (L.2)).
Trecu jednakost ¢emo opravdati po komponentama. Imamo:

Im (f; £;) = Im[(Re f; + iIm f;)(Re f; — iIm f;)] = Im [Re f; Re f; — iRe f; Im f;
+ilm f;Re f; + Im f; Im f;] = Im[Re f; Re f; + Im f; Im f;
+ (-Re f;Im f; + Im f; Re f;)i] = —Re f; Im f; + Im f; Re f,

Zadnja jednakost vrijedi jer su realni i imaginarni dijelovi realne funkcije. Analogno
se pokaZe da se podudaraju i ostale komponente. Sada raCunamo:

féﬁ=%(1—g2)§<1 2>—<lf—’f—g)f fg (’l—lfgxf fzg)
o 12 22 2.2 21,212 2
_ z|£| +z|f|4 g _zlfL g ilfl fl |f| 147 g — lgl"
2 2 2
=M(1—lem(g) gI") = —=- lfl Im (g%) + |f| —(1 - gl

Bududi da su funkcije @ Im (g%) i @(1 —|gl*) realne, slijedi da je Im (f] f}) = %2_(1 -

lg|*). Analogno, rastavljanjem na realni i imaginarni dio, dobivamo da je Im ( Hf)=
2 — 2

G- [gPRe g, Im(f] f7) = 5-(1 ~ |gl") Imgg.
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Kad to uvrstimo gore, dobivamo:

2
X, X X, = %(1 — g, 1 +g*,2Re g,2Img)

2
Coxxx, LR -1gP)x 1 +]gP2Re g, 21mg)
I Xl 51— (g = (T + [P + 4(Re g)? + 4(Im g
(1 -1gP)(x, 1 +|gl2Reg,2Img) (1 —[gP)(x,1+g*,2Reg,2Img)
|1 —1gPIy/I = 1= 2|gP — Igl* + 4IgP| (1-1gP)

nox

1
= 1——|g|2(x’ 1+]|g2Reg,2Img)

Zbog pretpostavke da je |g| # 1, nazivnik je razlicit od 0.

O

Za kraj ove toCke uvest ¢emo pojam asocirane familije za minimalne plohe i izvesti
Weierstrassovu reprezentacijsku formulu za minimalne plohe. Ve¢ smo definirali pojam
adjungirane plohe za minimalne plohe i pokazali da je adjungirana ploha minimalne plohe
takoder minimalna.

Napomena 2.4.26. Neka je (S,n) minimalna ploha u R;. Tada se ploha S po teoremu
moZze lokalno parametrizirati konformnom kartom x = x(u, v) takvom da za njenu
reparametrizaciju X = X(s, ) danom formulom (s, ) = (“—+2V, ‘i‘/gv) vrijedi da su polja X; i
X; svjetlosna. Za tu kartu smo u teoremu [2.1.22| pokazali da je oblika X(s,7) = c(s) +
c»(1), gdje su c; i ¢, svjetlosne krivulje. Za takvu kartu smo u napomeni definirali
adjungiranu kartu K(s,1) = ¢1(s) — c2(¢). Sada éemo definirati adjungiranu kartu X karte x
kao reparametrizaciju X(u, v) := X(s, ).

Propozicija 2.4.27. (C-R uvjeti za minimalne plohe) Neka je (S, n) minimalna ploha u
R? ix: U — S konformna karta takva da su polja X, i X, svjetlosna. Tada vrijedi: x, = X,,
X, = X,. Posebno, plohe S i S su antiizometricne, tj. za p = X(u,v) € S, na bazi za T,S
vrijedi: X, - X, = —X,-X,, X, X, =X,-X, =0, X, - X, = —X, - X,.

Dokaz. Deriviranjem jednakosti x(u, v) = X(s, ) po u i po v dobivamo:
. Js ot

u\“, = X5, — ’t =
X, (1, v) = X,(s )8u+xt(s )c?u

R os or
X, (1, v) = (s, t)5 + X/(s, I)E =
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Deriviranjem jednakosti %(u, v) = X(s, ) po u i v dobivamo:
X, (u,v) 13:4( ) 1§i( )
ulll, V) = —=X(S, - T = S,
\/E t

V2

1 4 1 -
X,(u,v) = —X,(s, 1) + —=X,(s, 1)

V2 V2

I sada iskoristimo da je %,(s, 1) = ¢(s) = X,(s,1) i &(s, 1) = ¢|(s) = —X,(s, 1), pa dobivamo:

1;\ 1/\ 1; 17\‘ -
X, = —X,— —X;, = —X,+ —X;, =X,
V22 2 e
1A+ 1 . 1 5 |
X, = —X;+ —X, = —X, - —X, =X,
V2 V2 V2 2

1z toga posebno slijedi:

X,'X,=X,'X,=G=-FE =-X, X,
X,'X,=x,'x,=F=0

X, X, =Xx,'Xx,=FE=-G=-Xx,"X,
O

Teorem 2.4.28. Neka je (S, n) minimalna ploha u R? lokalno parametrizirana konformnom
kartom x : U — S takvom da su polja X, i X, svjetlosna. Tada je formulom Xq(u,v) :=
X(u,v)ch@ + X(u,v)sh6, 6 € R (lokalno) definirana jednoparametarska familija (S g)oer
lokalno izometricnih minimalnih ploha. Nadalje, za fiksni (u,v) € U, tangencijalne ravnine
ploha S ¢ u tockama x¢(u, v) su medusobno paralelne za sve 6 € R.

Dokaz. Dokaz je potpuno analogan kao za maksimalne plohe (teorem [2.4.19)), osim dijela
da za plohe S vrijedi H = 0. To dokazujemo tako da reparametriziramo Xq(s, ) = Xy(u, v),
gdje su s i ¢ dani kao u napomeni [2.4.26] Imamo:

Ro(s, 1) = Xp(u, v) = X(ut, v) ch 0 + X(u, v) sh 0 = K(s, ) ch 6 + X(s, ) sh
= (c1(s) + c2(0)) ch 0 + (¢1(s) — c2(£)) sh 6 = ¢1(s)(ch 6 + sh6) + c2(ch 6 — sh 6)

I onda, kao u dokazu propozicije [2.1.25] imamo:

Eq = (¢|(s) - ¢} (s))(cosh § + sinh §)* = 0
Gy = (c)(1) - ci(t))(cosh @ — sinh §)* = 0
M9=O~(ﬁ90ig)=0

Iz toga slijedidaje EN - 2FM + GL=0= H = 0. m|
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Definicija 2.4.29. Neka je (S,n) minimalna ploha u Ri. Za 0 € R, plohu S, zovemo
asocirana ploha plohe S. Familiju (S g)ger zovemo asocirana familija plohe S .

Napomena 2.4.30. Ploha S pripada familiji (S ¢)gez. Naime, S = S,. Ploha S ne pripada
familiji (S g)ger. Naime, u suprotnom bi, prema propoziciji plohe S i § bile izome-
tricne. Posebno, bilobi X, - X, = x, - X,, X, - X, = X, - X, = 0, X, - X, = X, - X,. No, plohe
S i§ su, prema propoziciji antiizometricne, pa slijedi da je x,, - x, = 0, x, - X, = 0.
Dakle, za p = x(u,v) € S, vektori x,(u, v), X,(u,v) € T,S su okomiti svjetlosni vektori, pa
su oni prema napomeni [I.T.21] kolinearni, $to je kontradikcija jer oni ¢ine bazu za T,S (4].
to je kontradikcija s regularnos¢u plohe ).

Teorem 2.4.31. (Weierstrassova reprezentacijska formula za minimalne plohe) Neka
je (S, n) orijentirana vremenska ploha u Ri . Tada je ploha S minimalna ako i samo ako se
moZe lokalno parametrizirati kartom x : U — S takvom da je

1 1
X, (u,v) = (x(u,v), 7(1 + q)*), —5(- q)*), —q(w)) f(w) (2.10)
X, (u, v) = (X(u, v), —%(1 +r(v)?), —%(1 = r(v)), =r()g(v) (2.11)

gdje suq,r, f,g : U — R funkcije takve da su f i g glatke, a q (r) ima singularitet u tocki u
kojoj f (g) ima nultocku te je red nultocke dva puta veci od reda singulariteta, a u ostalim
tockama je glatka. Nadalje, q i f ovise samo o varijabli u (tj. q, = f, =0), ari g samo o
v(tj. ry =qu=0)

Dokaz. Pretpostavimo da je ploha § minimalna. Tada se ploha S po teoremu [2.1.22|mozZe
lokalno parametrizirati kartom oblika x(u,v) = ci(u) + c2(v), gdje su ¢y : I} — Rf i
¢ —> R? svjetlosne krivulje (tada je U = I} X I,). Stavimo ¢/ (1) = (&,(u), &(u), E3(u)),
c,(v) = (m(v),12(v), n3(v)). Definirajmo funkcije ¢, f : I; — R tako da zadovoljavaju:
& = g(l +qu)?), & = —%(1 — q(u)?), & = —qf. Treba pokazati da takve funkcije postoje
i da imaju svojstva iz teorema. Zbrajanjem prve dvije jednakosti dobivamo &, + & = ¢*f,
odakle slijedi da je ¢* f glatka jer su &) i &, glatke. Iz ¢ = —"%3 slijedi da g ima singularitet u
tocki u kojoj f ima nultocku. Kako je ¢*f glatka, slijedi da red svake nultocke uy € I; od
f mora biti barem dvostruko veci od pripadnog singulariteta od g (kao u dokazu teorema
. Red nultocke 1y ne moZe biti strogo veéi od toga jer bi u suprotnom funkcija ¢* f
takoder imala nultoCku u toCki u, pa bi iz gornjih relacija slijedilo da je x,(uo, v) = ¢|(up) =
0, Sto je kontradikcija s regularnoScu plohe §. Dakle, u\zzjeti teorema su zadovoljeni. Sto
f &+H

se tiCe postojanja takvih funkcija, uo¢imo da je g = T I onda imamo da je
) ‘
f = —% = —{’% = §1§j§2. Time smo naSli trazene funkcije. Analogno se konstruiraju

funkcije r 1 g. Funkcije g, f, r, g zatim dodefiniramo do funkcija definiranih na U tako da
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naprosto stavimo g(u,v) := q(u) za svaki v € I, 1 analogno za ostale funkcije.
Obratno, pretpostavimo da se ploha S moZe lokalno parametrizirati kartom x takvom da

vrijede relacije (2.10) i (2.11). Rac¢unamo:

2 2 2
E:Xu‘xu:_fz(l+q2)2+%(1_q2)2+q2f2:f‘z[(l_q2)2_(1+q2)2]+q2f2
2 2
=fZ(l—qz—1—qz)(l—q2+1+q2)+q2f2=—fZ-(—2q2)-2+q2f2=0
g g
G:—Z(1+r2)2+z(1—r2)2+r2g2=~--:O

M=x, - nox)=0-(nox)=0

Iz toga slijedi da je EN — 2FM + GL = 0 = H = 0. Dakle, ploha S je po definiciji
minimalna. o

Napomena 2.4.32. Pomoc¢u Weierstrassove reprezentacijske formule mozemo generirati
minimalne i maksimalne plohe tako da u nju uvrStavamo razne funkcije. Za minimalnu
ili maksimalnu plohu S u R?, pripadne funkcije koje daju tu plohu zovemo Weierstrassovi
podaci plohe S. Weierstrassovi podaci plohe ocito nisu jedinstveni. Iz Weierstrassove
formule se vidi da minimalnih 1 maksimalnih ploha ima mnogo.

Primjer 2.4.33. Ako u Weierstrassovu formulu za minimalne plohe uvrstimo funkcije
qu) = =€, f(u) = —e™, r(v) = e, g(v) = —¢", dobivamo parametrizaciju vremenskog

katenoida oko x-osi. Vremenski helikoid oko x-osi dobivamo ako uvrstimo g(u) = —e",

fw)=—-e",r(v)=—e",glv)=¢".

Akou Weierstr_assovu formulu za minimalne plohe uvrstimo g(u) = %Cé‘su, fu) =-1+
cosu, r(v) = rreo=, g(v) = —(1 +cosv), dobivamo vremenski katenoid oko x-osi. Vremen-
ski helikoid oko x-osi dobivamo za iste g i f te ri g s sa suprotnim predznakom (zato $to

je helikoid oko x-osi adjungirana ploha katenoida oko x-osi).

2.5 Ostale minimalne i maksimalne plohe

Poznate minimalne plohe (iz euklidskog prostora) mogu se podijeliti u tri skupine: klasicne,
plohe 19. stolje¢a 1 moderne. Klasi¢ne plohe su helikoid, katenoid i ravnina. U ovoj tocki
¢emo napraviti pregled ploha iz 19. stoljeca, tj. njihovih analogona u prostoru Minkow-
skog. Plohe ¢emo navesti samo kroz primjere, bez istraZivanja njihovih svojstava.

Primjer 2.5.1. (Enneperova ploha) Enneperova maksimalna ploha je dana kartom

2212 13

x(u,v) = (u —v,gu —uv2+u,§u — v +v)
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Enneperova minimalna ploha je dana kartom

3 v3 l/l3 V3

X (u,v) = §(u+%—v— ?,—u+? —V+ ?,—euz—vz)
gdje je € € {—1, 1}. Ova ploha se dobije ako u Weierstrassovu formulu za minimalne plohe
uvrstimo g(u) = eu, f(u) = 1, r(v) = v, g(v) = 1. Ako je € = 1, onda ploha ima u svakoj
tocki realne razlicite glavne zakrivljenosti, a ako je € = —1, onda ima imaginarne glavne
zakrivljenosti. Enneperova ploha je algebarska ploha 3. reda. Nadalje, Enneperova ploha
je samopresjecajuca.

Slika 2.8: Enneperova maksimalna ploha te minimalnazae =1ie = -1

Primjer 2.5.2. (Scherkove plohe) Neka je a € R\ {0}. Scherkova maksimalna ploha prve
vrste je dana kartom

3 l ch(av)
x(u,v) = (u,v, p In lch(au)

D

gdje je th’*(au) + th*(av) < 1. Scherkova minimalna ploha prve vrste je dana kartom

B 1 ch(av)
x(u,v) = (u,v, P In lch(au)

)

gdje je th*(au) + th*(av) > 1. Scherkova minimalna ploha druge vrste je dana kartom

B 1. ch(au)
x(u,v) = (u,v, P In| sh(an)

)



68 POGLAVLIJE 2. MINIMALNE I MAKSIMALNE PLOHE

gdje je u # 0. Scherkova minimalna ploha trece vrste je dana kartom

B 1 sh(av)
x(u,v) = (u,v, P In| sh(an)

gdje je u, v # 0. Uocimo da su Scherkove plohe globalno grafovi funkcija.

)

Slika 2.9: Prostorni 1 vremenski dio Scherkove plohe prve vrste te Scherkova minimalna
ploha druge i tree vrste zaa = 1

Primjer 2.5.3. (Hennebergova ploha) Hennebergova maksimalna ploha je dana kartom
2 2
x(u,v) = (2chu) cos(2v),2chucosv + 3 ch(3u) cos(3v), 3 ch(3u) sin(3v) — 2ch usinv)

Hennebergova ploha je primjer (globalno) neorijentabilne maksimalne plohe.

Primjer 2.5.4. (Catalanova ploha) Catalanova maksimalna ploha je dana kartom
u

x(u,v) = (u—shucosv,chucosv — 1,4sh2

LV
sin 5)
gdjejeu > 0.

Primjer 2.5.5. (Bourova ploha) Neka je m € R\ {-1,0, 1}. m-ta Bourova maksimalna
ploha je dana kartom

m m—1 m+1

X,,(it, V) = (% cos(m), — cos((m — 1)v) + anZ — cos((m + Lyv),

m—1 m+1

. u
1 sin((m — 1)v) + p——

sin((m + 1)v))
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Slika 2.10: Hennebergova maksimalna ploha

Slika 2.11: Catalanova maksimalna ploha

Jos jedna parametrizacija Bourove maksimalne plohe dobiva se ako u Weierstrassovu for-
mulu za maksimalne plohe uvrstimo f(z) = 27"72, g(z) = z. Za m = 2 dobivamo Ennepe-
rovu maksimalnu plohu. m-ta Bourova minimalna ploha je dana kartom

u™ m—1 m+1
X, (u,v) = (—(cos™ v + sin™ v), — (cos™ v —sin™ y) — (cos" !y
m m-—1 +1
um—l m+1
—sin™*!y), (cos™ v + sin™ ' v) — (cos™ v + sin™*! v)

m-—1 +1

Jos jedna parametrizacija moZe se dobiti ako u Weierstrassovu formulu za minimalne plohe
uvrstimo q(u) = u, f(u) = —2u"2, r(v) = v, g(v) = —2v"2.



70 POGLAVLIJE 2. MINIMALNE I MAKSIMALNE PLOHE

Slika 2.12: Tre¢a Bourova maksimalna i minimalna ploha

Primjer 2.5.6. (Schwarzove plohe) Za a € (0,1)i 6 € R stavimo f(z) = 2¢(® + (a* +
az* + 1)72, g(z) = —z. Ako to uvrstimo u Weierstrassovu formulu za maksimalne plohe,
dobivamo plohe S (, 4, dane kartama:

¢ ef(=2w, 1 +w?, 1 —w?)
a s =R d
Xao) V) © o W8+ (a* +aHw + 1)? v

VAot
V2
(tj. a*+a=* = 14), plohu § (@0) Zovemo Schwarzova maksimalna primitivna ploha (krace P-

ploha), a plohu S, 1) zovemo Schwarzova maksimalna dijamantna ploha (kraCe D-ploha).
Familiju ploha (S ,,0))ac0,1) Zovemo Schwarzova P-familija, a familiju (S 4 1))sc0.1) ZOVvemo
Schwarzova D-familija.

Za a € (0, +00) stavimo f(z) := 2i[z(® + ®)(® + a2, g(z) := —z. Ako to uvrstimo u
Weierstrassovu formulu za maksimalne plohe, dobivamo familiju (S ;)4e0,+0)> KOJu Zzovemo
Scwarzova heksagonalna familija (krace H-familija).

Parametrizacije Schwarzovih ploha je teSko egzaktno izracunati. U euklidskom slucaju,
Schwarzove P 1 D plohe mogu se implicitno aproksimirati trigonometrijskim jednadZbama.
Parametrizacija Schwarzove D-plohe se moze izraziti i pomocu eliptickih integrala. Sc-
hwarzova ploha se sastoji od malog dijela s rupama koji se periodic¢ki ponavlja.

Dodajmo joS da se maksimalne plohe s rubom (opéenito o plohama s rubom se moZe naci
u [[1'7]) pod odredenim uvjetima mogu proSiriti preko tog ruba i na minimalni (tj. vremen-
ski) dio. Iskaz teorema o proSirenju moze se procitati u [2]]. Tako se mogu pronaci neke
Schwarzove minimalne plohe.

Za fiksni a, familija (S, ¢)scr j€ jedna asocirana familija maksimalnih ploha. Za a =



Poglavlje 3

Prave plohe konstantne srednje
zakrivljenosti u Minkowskijevom
3-prostoru

3.1 Rotacijske prave plohe konstantne srednje
zakrivljenosti

Definicija 3.1.1. Neka je (S,n) orijentirana ploha u R3. Za plohu S kazZemo da je prava
ploha konstantne srednje zakrivljenosti ako je za nju H = const. # Q.

Za pravu plohu konstantne srednje zakrivljenosti koristit éemo kraéi naziv prava cmc-
ploha (od engleskog constant mean curvature).
U ovoj tocki ¢emo pronadi sve rotacijske prave cmc-plohe u prostoru Minkowskog. 1z-
vod formule za rotacijsku pravu cmc-plohu S se radi na isti nain kao za minimalne i
maksimalne plohe. U propozicijama [2.2.4] 2.2.5] 1 2.2.6] je dan opéi oblik parametriza-
cije rotacijske plohe S Cija je os rotacije pravac g C Rzl’ 1 generatrisa krivulja ¢. Kad
napiSemo op¢i oblik parametrizacije plohe S i ozna¢imo H € R, H # 0 srednju zakriv-
ljenost plohe S, moZemo na temelju relacije (I.5) postaviti diferencijalnu jednadzbu za
krivulju ¢. Rjesavanjem te jednadZbe dobivamo trazenu plohu S. Kao kod minimalnih i
maksimalnih ploha, ograniCit éemo se na slucajeve kad je os rotacije x-os, z-os ili pravac
[ :={(x,x,0) : x € R} (taj pravac je drukciji nego kod rotacijskih minimalnih i maksimalnih
ploha).

Teorem 3.1.2. Neka je (S, n) rotacijska prava cme-ploha u R srednje zakrivijenosti H € R,
H # 0, ¢ija je os rotacije z-o0s.

71
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POGLAVLIJE 3. PRAVE PLOHE KONSTANTNE SREDNJE ZAKRIVLJENOSTI

. Ako je ploha S prostorna, onda je parametrizirana kartom x : I X R — S oblika

x(u,v) = (x(u) chv, x(u) shv, u) 3.1

gdje je c(t) = (x(1),0,1) generatrisa plohe S. Pri tome je krivulja c prostorna i
x(t) > 0 za svaki t € 1. Nadalje, funkcija x zadovoljava sljedecu ODJ:

_x”x —(X)?+1
2x(1 = (x)2)?

. Ako je ploha S vremenska, onda je parametrizirana kartom X : I X R — § oblika

X(u,v) = (y(u) shv, y(u) chv, u) (3.2)

gdje je c(t) = (0,y(¢),t) generatrisa plohe S, y(t) > 0 za sve t € I i funkcija y
zadovoljava ODJ:

" (N2
g —0) 31
2y((y)* + 2

ili kartom oblika
x(u,v) = (x(u) chv, x(u) shv, u) 3.3)

gdje je c(t) = (x(u),0,u) generatrisa plohe S, krivulja c je vremenska, x(t) > 0 za
sve t € i funkcija x zadovoljava ODJ:

_x'x - (xX)? +1
2x((x')? = 1)3

Obratno, svaka orijentirana ploha (S,n) u R? dana jednom od karata (3.1), (3:2), (33) je
rotacijska prava cmc-ploha oko z-osi.

Dokaz. Opéi oblik rotacijske plohe oko z-osi je dan u propoziciji [2.2.4 Pri tome treba
uzeti a; = ey, a, = e; i a3 = e3. Nadalje, parametrizacije generatrisa se mogu dodatno
pojednostavniti. Primjerice, krivulju c(#) = (x(¢), 0, z(f)) mozemo, zbog x(¢) # 01 7'(¢) # 0,
reparametrizirati tako da bude oblika c(f) = (x(¢),0,1), gdje je x(r) > 0. Naime, kako
je x neprekidna, zbog x(#) # 0 ona mora biti stalnog predznaka. Nadalje, ne mozZe biti
Z = const. jer bi tada ploha S bila ravnina, a ravnina nije rotacijska ploha. Jos treba samo
izvesti pripadne ODJ tako da ploha S bude prava cmc-ploha. To éemo napraviti samo za
kartu (3.1) jer je za ostale karte racun potpuno analogan. Kao u primjeru [2.2.10] imamo:
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E=-()2?+1,F=0,G=x*L=—2_M=0,N=—=_1{1o0nda iz relacije (T.3)
) NET Vior ie €3

imamo da ¢e ploha § imati srednju zakrivljenost jednaku H ako i samo ako vrijedi:

—(x)? +1 —x -2.0- 2 —x"
( (X) + ) ,—1—(x’)2 0 O + X ,—1—(x’)2 _ (x/)Z _ 1 _ XX”

2((=(x) + 1)x2 — 02) 21— ()?)ix

H=

O

Napomena 3.1.3. U formuli (3.2)), krivulja ¢ je uvijek prostorna (za bilo koju funkciju y).
Zaista, tada je ¢’(t) - ¢’(t) = y'(£)* + 1 > O za svaki t € I.

Sljedeca dva teorema ¢emo navesti bez dokaza jer je dokaz potpuno analogan kao za

teorem [3.1.2

Teorem 3.1.4. Neka je (S, n) prostorna (vremenska) rotacijska prava cmc-ploha u R sred-
nje zakrivljenosti H € R, H # 0, ¢ija je os rotacije x-os. Tada je ploha S parametrizirana
kartom x : I X [0,21) — S oblika

X(u,v) = (u, y(u) cos v, y(u) sinv) (3.4)

gdje je c(t) = (t,y(1),0) generatrisa plohe S. Krivulja c je prostorna (vremenska) krivulja
i y(t) > 0. Nadalje, funkcija y zadovoljava sljedecu ODJ:

Yy+1-()
2y(+((W)? = 1))3

Pozitivan predznak ide ako je ploha S prostorna, a negativan ako je ploha S vremenska.

Teorem 3.1.5. Neka je (S, n) prostorna (vremenska) rotacijska prava cmc-ploha u Rf sred-
nje zakrivljenosti H € R, H # 0, Cija je os rotacije pravac l. Tada je ploha S parametrizi-
rana kartom X : [ X R — S oblika

2 2 2

uy v
— 31 = ), uv = y@y) (3-5)

x(u,v) = (u(l + %) - %y(u)v%

gdje je c(t) = (t,y(t),0) generatrisa plohe S. Krivulja c je prostorna (vremenska) krivulja.
Nadalje, funkcija y zadovoljava sljedecu ODJ:

=y =0 -D)?-1)
2(u — y)(x(1 - (y)2))?2

Pozitivan predznak ide ako je ploha S vremenska, a negativan ako je ploha S prostorna.

H=z
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U [8] 1 [9] je napravljen i slucaj kad je os rotacije y-os, ali mi ¢emo to izostaviti jer se
dobiju iste plohe kao kad rotiramo oko z-o0si, samo sa zamijenjenim koordinatama. Predz-
naci u gornjim ODJ nisu vaZni jer predznak srednje zakrivljenosti ovisi o izboru orijentacije
plohe. S druge strane, kod Gaussove zakrivljenosti predznak ne ovisi o orijentaciji. Nave-
dene jednadzbe su nelinearne 1 opéenito se ne mogu egzaktno rijesiti. Sada ¢emo pronaci
parametrizacije pravih cmc-ploha koje se mogu dobiti egzaktno, a to su sfere i cilindri.

Primjer 3.1.6. (prostorna i vremenska sfera) Neka je (S, n) orijentirana prostorna ili vre-
menska sfera u R polumjera r > 0. Ve¢ smo ranije naveli da je tada S, = i%] za svaku
tocku p € §. Onda po samoj definiciji srednje zakrivljenosti imamo: H(p) = Tr(i%l) =
i}TrI = 4_-} 1= i% # 0. Dakle, sfera S je prava cmc-ploha.

U primjeru smo definirali prostornu i vremensku sferu polumjera r u R}. Svaka
sfera u R; ima svojstvo da joj je os rotacije svaki pravac koji prolazi kroz srediste sfere.
Generatrisa je uvijek kruznica u R} polumjera r. Svaku takvu kruZnicu na sferi zovemo
glavna kruZznica. Opcenito, presjek sfere i ravnine je kruznica polumjera r; € [0,r]. U
slucaju svjetlosne sfere, kao presjek moZemo dobiti i kruznicu polumjera r; = 0 koja nije
jedna tocka.

Iako smo sfere ve¢ vidjeli u primjeru [1.2.29] ono §to ovdje jo§ moZemo napraviti jest
pronaci njihove parametrizacije. Pronadimo prvo parametrizaciju prostorne sfere polu-
mjera r sa srediStem u ishodiStu. Promotrimo tu sferu kao rotacijsku plohu oko z-osi. Tada
je generatrisa prostorna kruznica u xz-ravnini polumjera r sa srediStem u ishodisStu. Njena
implicitna jednadzba je —x*> + z> = —r?. Ta krivulja se moZe parametrizirati preslikava-
njem ¢ : R* - R, ¢(t) = (rcht,0,rshr). Ovo ne moZemo uvrstiti u relaciju 3.1 bez da
reparametriziramo, ali moZzemo u opéenitiju relaciju (2.2)). Dobivamo:

x(u,v) = (rchvchu,rchvshu,rshu)

Ova parametrizacija druk¢ija je od parametrizacije dvoploSnog hiperboloida kao rotacij-
ske plohe u euklidskom prostoru. Naime, u euklidskom prostoru je os rotacije dvoplo$nog
hiperboloida samo x-0s. Uocimo da smo ovdje koriste¢i pseudometriku prostora Min-
kowskog zapravo izveli joS jednu parametrizaciju dvoploSnog hiperboloida u euklidskom
prostoru. Naravno, prostornu sferu mozemo promatrati i kao rotacijsku plohu oko x-osi.
Tada dobivamo parametrizaciju dvoploSnog hiperboloida iz euklidskog prostora:

X(u,v) = (rchu,rshucosv, rshusinv)

Analogno se dobivaju parametrizacije vremenske sfere radijusa r sa srediStem u ishodiStu
(u euklidskom prostoru to je jednoploSni hiperboloid oko x-osi). Ovdje imamo Cak tri

parametrizacije (vidi propoziciju[2.2.4] 2. i[2.2.5)):

X(u,v) = (rcosushv,rcosuchv, rsinu)
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X(u,v) = (rshuchv,rshushv,rchu)
X(u,v) = (rshu,rchucosv,rchusinv)

Primjer 3.1.7. (prostorni i vremenski cilindar s prostornom osi) Neka je r # 0. Ako u
formulu (3.1) uvrstimo x(u) = r, dobivamo parametrizaciju prostornog cilindra oko z-osi:

x(u,v) = (rchv,rshv, u)

Generatrisa mora biti prostorni pravac. Ovdje je c(¢) = (r,0,7), pajec’ - ¢’ =1 > 0, Sto
1 treba biti. Iz x(#) = r imamo x'(¥) = x”(r) = 0, pa kad to uvrstimo u pripadnu OD]J,
dobivamo:

X'x—()+1 B 0-r—0>+1 1

H = > - =——
261 =) 2-7(1-0%)2  2r

Dakle, prostorni cilindar oko z-osi je prava cmc-ploha. Implicitna jednadzba tog cilindra
2 2 = g2

jex =y =r-.

Ako u formulu (3.2)) uvrstimo y(u) = r, dobivamo parametrizaciju vremenskog cilindra
oko z-osi:

x(u,v) = (rshv,rchv, u)

Za ovaj cilindar ponovo dobivamo H = —% iz pripadne ODJ. Implicitna jednadzba ovog
cilindra je —x* + y* = r%.
Iz formule (3.3) ne dobivamo jo§ jedan vremenski cilindar oko z-osi jer krivulja c(f) =

(r,0,17) nije vremenska.

Slika 3.1: Cilindri x> —=y* = 1i—-x> +y* = 1
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Primjer 3.1.8. (vremenski cilindar s vremenskom osi) Neka je r # 0. Iz formule (3.4) ne
moZemo dobiti prostorni cilindar oko x-osi jer krivulja c(¢) = (¢, r, 0) nije prostorna (naime,
¢’ - ¢’ = =1 < 0). Dakle, prostorni cilindar s viemenskom osi ne postoji.

Ako u formulu (3.3) uvrstimo y(u) = r, dobivamo parametrizaciju vremenskog cilindra
oko x-osi:

x(u,v) = (u,rcosv, rsinv)

Za ovaj cilindar dobivamo H = 5-. Implicitna jednadZba ovog cilindra je y* +z* = r*. Ovaj
cilindar je identican cilindru u euklidskom prostoru oko x-osi.

{ ,. ———h— hY

[ By ’

- - T4
ey 1
1\‘---,:4'» 5 :

— [
B 3 _‘.\4,._,11,__
{oret et~ ey

L i, )
(e ay -1}

e aqr A

Slika 3.2: Cilindar y* + 7> = 4

Napomena 3.1.9. Neka je r # 0. Ako u ODIJ za rotacijske plohe sa svjetlosnom osi
uvrstimo y(u) = r, dobivamo:
(u—r)-0—0-1)0*-1) 1

H:i = F

2 — r)(£(1 — 02))2 2w~r)

Iz toga slijedi da cilindar sa svjetlosnom osi nije cmc-ploha ni za za koji r # 0.

Sada prelazimo na prave cmc-plohe Cije se parametrizacije ne mogu egzaktno odrediti,
to su unduloid 1 nodoid. U [8] i [9] su pronadene aproksimacije nekih unduloida i nodoida
tako da se priblizno (numericki) rijesi pripadna ODJ za generatrisu. KoriStena je Eulerova
metoda, a moZe se koristiti 1 bolja, Runge-Kutta metoda. Ovdje to ne¢emo raditi. Eulerova
metoda moZe se primijeniti samo na ODJ 1. reda, pa jednadzbe iz teorema [3.1.2] [3.1.4]
i [3.1.5| ne mozemo rijesiti tom metodom. Postoje jednostavnije ODJ koje opisuju prave
cmc-plohe. Te jednadZbe su i dalje nelinearne, pa se ne mogu egzaktno rijesiti, ali su 1.
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reda. Izvoditi ih neCemo, izvod je napravljen u [8] 1 [9]]. Re¢i ¢emo samo da se te jednadZbe
izvode pomocu varijacijskog raCuna. Koristi se Cinjenica da prava cmc-ploha minimizira
tzv. funkcional povrSine s volumnim ograni¢enjem (engl. area functional with volume
constraint).

Teorem 3.1.10. (ODJ 1. reda za prave cmc-plohe) Neka je (S, n) orijentirana rotacijska
ploha u R,

1.

Pretpostavimo da je ploha S dana kartom (3.1). Tada je S prava cmc-ploha ako i
samo ako funkcija x zadovoljava sljedecu ODJ:

2ax
ot = +b’

T

Pretpostavimo da je ploha S dana kartom (3.3). Tada je S prava cmc-ploha ako i
samo ako funkcija x zadovoljava sljedecu ODJ:

2ax
ot = +b’

Pretpostavimo da je ploha S prostorna i dana kartom (3.4). Tada je S prava cmc-
ploha ako i samo ako funkcija y zadovoljava sljedecu ODJ:

_)}2+L:+b2

Pretpostavimo da je ploha S vremenska i dana kartom (3.4). Tada je S prava cmc-
ploha ako i samo ako funkcija y zadovoljava sljedecu ODJ:

y2+L:ib2

U svim jednaZbama su a,b € R, a # 0 konstante.

Napomena 3.1.11. 1. Sludaj kad je ploha S dana kartom (3.2) nije uopée razmatran

u [9]], pa nismo naveli pripadnu jednadzbu. U [8] i [9] su navedene i jednadzbe
u slucaju kad je ploha S dana kartom (3.5)), ali taj slucaj je kompliciraniji jer tada
moramo reparametrizirati kartu (3.5). Taj slucaj izostavljamo.

. Jednadzbe iz teorema[3.1.10/imaju nedostatak jer se u njima ne pojavljuje H. Drugim

rije¢ima, iz same jednadZzbe se ne vidi kolika je srednja zakrivljenost plohe S .
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Propozicija 3.1.12. Neka je (S, n) orijentirana rotacijska prava cmc-ploha u Ri teaib
pripadne konstante iz ODJ 1. reda za plohu S. Tada je H = ii.

2ax

== +b*. Ako tu jednadzbu deriviramo, dobivamo:
—(x

Dokaz. Uzmimo npr. ODJ x? +

2ax 1= ,2_2 X 1 (=2x'x"
ax (x") ax: e ( Xx)_o

2xx’ +

Brojnik i nazivnik u razlomku s lijeve strane pomnozimo s /1 — (x)? i zatim jednadZbu
podijeimo s +2axx’. Dobivamo:

- +xx" 1
_ = F—
2x(1 = (x)?):  2a

Dobili smo upravo pripadnu ODJ za kartu (3.1)), pa onda ocitamo da je H = + O

e

2a°

Napomena 3.1.13. 1. Za prave cmc-plohe dane kartom (3.5) nije moguée srednju za-
krivljenost odrediti kao u dokazu propozicije[3.1.12]

2. Iz dokaza propozicije[3.1.12]posebno dobivamo da je ODJ za kartu (3.1]) ekvivalentna
s jednadZbom:

d X

—(HxX* + ———)=0

dt 11— (x')2
Analogno za ostale jednadzbe iz teorema[3.1.2] [3.1.4]i[3.1.5] (vidi [8] i [9]]). Integri-
ranjem te jednadZbe dobivamo: Hx*> + —%— = ¢ () za neki ¢ € R.
Napomena 3.1.14. (unduloidi i nodoidi) Plohe koje dobijemo iz ove jednadZbe (i njoj
analognih u ostalim sluc¢ajevima) za ¢ # 01 x’ # 0 su unduloidi i nodoidi (tako ih moZemo
definirati). Preciznije, ako je cH > 0, onda plohu S zovemo unduloid, a ako je cH < 0,
onda plohu S zovemo nodoid (ili obratno jer predznak od H ovisi o izabranoj orijentaciji).
Ako je ¢ # 01 x" = 0, onda ocito dobivamo cilindar (tada je x = const.). Uo¢imo da ne
moze biti ¢ = 01 x" = 0. Naime, moZemo odabrati orijentaciju tako da je H > 0, pa onda
iz (*) zbog x > 01 x’ = 0 slijedi da je c = Hx* + x > 0.

U euklidskom prostoru za svaki pravac g postoji unduloid i nodoid ¢ija je os rotacije
pravac g. U prostoru Minkowskog to ne vrijedi.
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Teorem 3.1.15. Neka je (S, n) orijentirana prostorna rotacijska prava cmc-ploha u Rf iq
os rotacije plohe §.

1. Ako je pravac q prostorni, onda ploha S ne moZe globalno biti unduloid, ali moZe
lokalno.

2. Ako je pravac q vremenski, onda ploha S ne moZe globalno biti nodoid, ali moZe
lokalno.

Dokaz. Pokazat ¢emo samo tvrdnju 1. i to samo za jednadZbu (x). Svi ostali slucajevi se
analiziraju analogno. Iz jednadZbe (*) imamo:

(x/)Z —

Zbog x > 0 iz (*) slijedi da je Hx*> < ¢ & ¢ — Hx*> > 0. Onda zbog (x’)*> > 0 jo§ mora biti
(c—Hx*)? -x*>0(c-Hx¥*)?>x*ec—-Hx*>xo© —Hx>—x+c > 0. Dabiovo
vrijedilo, nuzno mora biti H < 0. Buduc¢i da je x > 0, dovoljno je joS da polinom s lijeve
strane nema nultocku na (0, +00), $to e vrijediti ako i samo akoje c = —H - 0> =0+ ¢ > 0
(zato Sto kvadratna funkcija raste na [x,,, +0), gdje je x,, tocka minimuma). Dakle, H i ¢
su suprotnih predznaka, pa je cH < 0.

Taj uvjet je dovoljan, ali nije nuZzan. Drugim rijeCima, ako je cH > 0, onda za neke ¢t € [
svejedno mozZe vrijediti gornja nejednakost, pa na tom dijelu onda imamo unduloid, a za
ostale ¢ parametrizacija uopce nije definirana. O

Napomena 3.1.16. Vremenski unduloid i nodoid postoji globalno oko svakog prostornog
ili vremenskog pravca (svjetlosne pravce smo iskljucili iz razmatranja). JednadZbe oblika
(*) za vremenske plohe su dane u [9]. Ako u njima izrazimo (x')*> kao u dokazu teorema
3.1.15| u brojniku dobivamo zbroj dva kvadrata, $to je uvijek nenegativno.

Vidjeli smo da za ¢ # 0 iz ODJ 1. reda za prave cmc-plohe dobivamo unduloide,
nodoide i cilindre. Jos treba vidjeti kakve plohe dobivamo za ¢ = 0.

Teorem 3.1.17. Neka je (S, n) orijentirana rotacijska prava cmc-ploha u R? srednje za-
krivljenosti H # 0 i ¢ pripadna konstanta iz ODJ 1. reda za plohu S. Ako je ¢ = 0, onda je
S sfera.

Dokaz. Opet ¢emo tvrdnju pokazati samo za jednadZbu (x), ostali slucajevi su potpuno
analogni. Pretpostavimo da je orijentacija odabrana tako da je H > 0. Ako uvrstimo ¢ = 0,
izrazimo (x')? i korjenujemo, dobijemo:

dx _ VH?2x2 -1
dr Hx
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Ovu jednadzbu moZemo egzaktno rijesiti zato Sto je to separabulna ODJ. ZapiSemo jed-
nadzbu u obliku (tj. separiramo x i ¢):

Hx
VH?x2 - 1

Zatim integriramo lijevu i desnu stranu, pa dobivamo:

dx = dt

| Hx=coshu

t = Ax 4 _ ] hud
B VEZ2 — 1 * = |Hdx = sinhudu T T H coshudu
1 1 1
=tz sinh(u) + C = 7 \Jcosh?(u) — 1 + C = 7 VH2x2 -1+ C

Iz toga slijedi: x(7) = % \/(t = C)? + 1. To moZemo reparametrizirati tako da bude C = 0.
Ploha S je dana kartom (3.1). Ponovo reparametriziramo ovako: ' := Hu. I onda imamo:

X', v)|| = \/l — x()? cosh? v + x(u’)? sinh? v + (%)2| = \/| - x(w)? + (%)Z|

1 74 1 1
= \/|_(FIV(M)2+1)2+(E)2|: \/l_ﬁlzﬁ

Dakle, S je sfera sa srediStem u ishodiStu polumjera % O

Time smo pokazali da su sfera, cilindar, unduloid i nodoid jedine rotacijske prave cmc-
plohe. Te plohe zovemo Delaunayeve plohe. Dodajmo jo$ da je generatrisa unduloida kri-
vulja koju zovemo elipticka lancanica, a generatrisa nodoida krivulja koju zovemo ¢vorasta
krivulja (engl. nodary).

3.2 Pravcaste i helikoidalne prave plohe konstantne
srednje zakrivljenosti

Kao 1 kod minimalnih i maksimalnih pravcastih ploha, prav€aste prave cmc-plohe mozemo
podijeliti u dvije potklase: razvojne (H = const. # 01 K = 0) 1 vitopere (H = const. # 01
K # 0). 1z potklase razvojnih ploha proucit éemo samo cilindri¢ne i konusne plohe.

Definicija 3.2.1. Neka je S ploha uR3. Za plohu S kazemo da je cilindric¢na ako se moZe
parametrizirati kartom X : [ XR — § oblika x(u,v) = c(u)+ve, gdje je c regularna krivulja
iec R? vektor.

Napomena 3.2.2. 1. Svaka cilindri¢na ploha je razvojna. Naime, za cilindri¢nu plohu
imamo da je X, = X,, = 0, odakle slijedidaje M = N = 0= LN — M? = 0, pa iz
relacije (I.4) slijedi K = 0.
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2. Primjeri cilindri¢nih ploha su cilindri. Zaista, npr. vremenski cilindar oko x-osi
(primjer [3.1.8)) moZe se prikazati ovako:

x(u,v) = (u,rcosv,rsinv) = (0,rcosv, rsinv) + u(1,0,0)
Cilindre iz primjera 1 zovemo kruZni cilindri.
3. Svaka cilindri¢na ploha je translacijska (stavimo ¢ := ¢ 1 ca(v) := ve).

4. Pretpostavimo da vektor e nije svjetlosni. Tada se ploha S mozZe reparametrizirati
tako da krivulja ¢ bude ravninska i da vektor e bude okomit na ravninu u kojoj lezi
krivulja ¢. Naime, naprosto presjecemo plohu S ravninom okomitom na vektor e
1 za krivulju ¢ uzmemo presjek plohe § 1 te ravnine. Nazovimo tu parametrizaciju
standardnom.

Teorem 3.2.3. Neka je (S,n) orijentirana cilindricna ploha u RS parametrizirana stan-

dardnom parametrizacijom X(u,v) = c(u)+ve. Pretpostavimo da krivulja c nije svjetlosna i
daje c”’(u) # 0 za svaki u. Tada je S prava cmc-ploha ako i samo ako je (¢’ Xc'+Ce)xe = 0
zanekiC e R, C # 0.

Dokaz. Prvouocimo da je ¢’-e = 0. Naime, ako je u, fiksiran, onda je jednadZba ravnine u
kojoj lezi krivulja c: (x—c(up)) - e = 0. UvrStavanjem x = c(u) dobivamo c(u)-e = c(up) - e.
Deriviranjem toga dobivamo: ¢’(u) - e + c(u) - 0 = 0 = ¢’(u) - e = 0. 1z toga onda slijedi da
je F=¢ -e=0.Kako je jo§ M = N = 0, iz relacije (I.3) imamo da je H = %. Ovdje je
L=c"- ”3:2” i1 E = ¢’ - ¢’. Bududi da krivulja ¢ nije svjetlosna, moZemo pretpostaviti da je
parametrizirana duljinom luka, tj. E = +1.

Uoc¢imo prvo da ne moze biti H(p) = 0 za neku tocku p = x(u,v) € §. Naime, tada bi
slijedilo da je L(u,v) =0 = ¢"(u) - (c'(u) X e) = 0 = (¢’ (u) X c’(u)) - e = 0. Deriviranjem
¢’-e =0dobivamodajeic”-e = 0. No, onda slijedi da je vektor ¢”(u) X ¢’(u) kolinearan s
vektorom e. Kako su ti vektori istovremeno i okomiti, slijedi da su oba vektora svjetlosna
(Sto ne moze biti jer vektor e nije svjetlosni) ili da je ¢”(u) X ¢’(u) = 0. Dakle, vektori
c”(u) 1 c’(u) su kolinearni. Imamo da je ¢”(u) # 0, alii ¢’(u) # O jer je krivulja c regularna.
Nadalje, deriviranjem ¢’-¢’ = +1 dobivamo dajeic”(u) L ¢’(u). Iz toga slijedi da su vektori
¢’(u) 1 ¢ (u) svjetlosni, Sto je kontradikcija s ¢injenicom da krivulja ¢ nije svjetlosna.

I sad imamo (deriviramo po u): H = const. # 0 & H' =0 & L2 = 0 o L'E = LE’
S(EL+0) oL =L o @lL) =Inl|El)Y ©n|Ll=l|E|+C,CeR & (C:=InC,
C>0)ehnll=In(C|E) & L=+CEsL=C"E,C" 20 & “”';,X;;fl'e =C'( X))o
(Lagr.) & (¢’ xc")-e =C"(c’-")(c"-e)—(c"-c")e-e) = (c"-e =0) = =C"(c’ ') (e-e) =
—C"-1-(ere)o(c"xXc+C"e)-e=0. O

Primjer 3.2.4. (elipticki cilindri) Cilindri¢nu plohu ¢ija je bazna krivulja elipsa zovemo
elipticki cilindar. Elipsa u yz-ravnini je dana preslikavanjem c(#) = (0,acost,bsint),a,b €
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R\ {0}. Vektor e := (1,0, 0) je okomit na yz-ravninu. Vremenski elipticki cilindar oko x-osi
je dan kartom

x(u,v) = c(u) + ve = (v,acost,bsint)

Implicitna jednadZba tog cilindra je Z—i + Z—i = 1. Za taj cilindar imamo da je

—€] € €3
"O)xcd()=|0 —asint bcost|=---=—abe, = —abe
0 —acost —bsint

I onda imamo: (¢”(¢) - ¢’(t) + abe) -e = 0-e = 0. Jo§ je C = ab # 0, pa iz teorema [3.2.3)
slijedi da je elipticki cilindar prava cmc-ploha.

Elipsa u xy-ravnini je dana preslikavanjem c(t) = (acht, bsht,0) ili preslikavanjem c(t) =
(asht,bcht,0), gdje sua,b # 0. Vektor e := (0,0, 1) je okomit na xy-ravninu. Prostorni i
vremenski elipticki cilindar oko z-osi su dani kartama

X;(u,v) = (achu,bshu,v)
X>(u,v) = (ashu,bchu,v)
X2 Y 2

2

2 2
Implicitne jednadzbe tih cilindara su 5 — 5z = 11 -5 + i—z =1.

Primjer 3.2.5. (parabolicki nul-cilindar) Neka je » € R. Plohu S u Rf danu kartom
v v
x(u,v) = (bv+h(§ +v)+ u,bv+h(§ —V)+u, b+ )

3 3
= (bv + h(% + ), by + h(% — ). b+ ) +u(l,1,0)

zovemo parabolicki nul-cilindar. Ploha S je ocito cilindri¢na i njena os je pravac /. PokaZzimo
da za plohu § vrijedi H = 0. Uoc¢imo da je x,(u,v) = (x(u,v),1,1,0). Iz toga slijedi
E = 0. Nadalje, odmah imamo i da je x,, = x,, = 0, paje L = M = 0. I onda imamo:
EN-2FM +GL =0= H = 0. Jo§imamo i LN — M? = 0 = K = 0. Dakle, ploha S je
razvojna pravcasta ploha.

Ispitajmo jos je li ploha S minimalna ili maksimalna. Ra¢unamo:

x,(u,v) = (x(u, v), b + h(* + 1), b + h(v* = 1), 2hv)
Fu,v)==b—-h(*+ D) +b+h(*=1)+0=-2h

I ondaimamo: EG—F? = 0-G—(-2h)* = —4h* < 0. Iz toga slijedi da je ploha S vremenska,
tj. minimalna. Ta ploha je primjer plohe kakva se dobije u slu¢aju 1. iz teorema[2.3.6|
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Slika 3.3: Paraboli¢ki nul-cilindarzab =0, h = 1

Definicija 3.2.6. Neka je S ploha u Rf. Za plohu S kaZemo da je konusna ako se moZe
parametrizirati kartom X : I X R — § oblika x(u,v) = ¢ + ve(u), gdje je c € R; tocka i e
glatko polje duZ c. Tocku ¢ zovemo vrh plohe S.

Napomena 3.2.7. 1. Konusna ploha ima singularnu tocku u vrhu c.

ve'xe  :
[[ve’ xel|

2. Svaka konusna ploha je razvojna. Naime, x,, = 0 = N = 0. Nadalje, n =
Xpy=€ =>M=x,,xn=0.Iondaje LN-M?>*=0= K =0.

Napomena 3.2.8. Konusne prave cmc-plohe ne postoje. Pokazimo to. Prvo, imamo da je

_ N, — : . _ E0-200+GL _ L X . _ L — 1o ve'xe __
F =(ve')-e=0,paimamo: H = &~ E RaCunamo: L =x,, -n = ve herxel =
2 (e’ . . . . .
0 e”;fX:ll“’) = +v(e” - (¢’ X e)) (iz Lagr. id. imamo da je |l¢’ X e|]| = 1). I onda imamo:
H = 2640 = 11" (¢ x ¢)). Kad bi bilo H = const. # 0, onda bi slijedilo da je

e’ - (e’ xe) = Cvzasve uiv, Sto je nemoguce jer lijeva strana ovisi samo o u, a desna
strana nije konstantna.

Prije nego krenemo na vitopere pravcaste prave cmc-plohe, trebamo definirati pojam
helikoidalne plohe.

Definicija 3.2.9. Neka je S ploha u R?. Za plohu S kazZemo da je helikoidalna ako je
ona invarijantna za neku jednoparametarsku grupu preslikavanja G koja opisuje tzv.
helikoidalno gibanje.

Napomena 3.2.10. Necemo definirati pojam helikoidalnog gibanja jer to ovdje nije toliko
bitno. O tome se moZe procitati u [12]]. Intuitivno, helikoidalno gibanje tocke se sastoji
od rotacije oko nekog pravca i istovremeno translacije u smjeru tog pravca (gibanje po
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zavojnici). Svako helikoidalno gibanje opisano je jednoparametarskom grupom preslika-
vanja G, koju odreduje os L i nagib 4 # 0. Navest ¢emo samo oplu parametrizaciju
helikoidalne plohe u slucaju kad je njena os redom x-os, y-os, pravac [ = {(x, x,0) : x € R}:

X1 (u,v) = (f(u) + hv,ucos v, u sin v) (3.6)

X,(u,v) = (ushv + f(u)chv,hv,uchv + f(u)shv) (3.7
3 3

x3(u,v) = (uv + h(% + V) + Fu),uv + h(% — V) + f(w),u+ ) (3.8)

Ovdje je h # O konstanta i f : I — R glatka funkcija. Krivulje y,(¥) = (f(?),t,0),
v2(t) = (f(1),0,1), v3(t) = (f(2), f(¢),t) zovemo generatrise helikoidalnih ploha parame-
triziranih redom kartama x;, X;, Xx3. Krivulju koju dobijemo za fiksirani v zovemo iz-
vodnica helikoidalne plohe. Opcenito, helikoidalna ploha S je parametrizirana kartom
X(u,v) = ¢,(y(u)), gdje je v (regularna) krivulja koju onda zovemo generatrisa plohe S i
¢, € G . Helikoidalne plohe su poopcenje helikoida na plohe koje nisu nuzno pravcaste,
tj. plohe kojima izvodnice nisu nuzno pravci. Posebna potklasa helikoidalnih ploha su
pravcaste helikoidalne plohe. To su plohe koje su istovremeno helikoidalne 1 pravcaste.
Primjeri ploha iz te klase su helikoidi. Uz pravcaste helikoidalne plohe, drugi najpoznatiji
tip su helikoidalne plohe kojima su izvodnice kruZnice (primjer: kruzni cilindar).

Teorem 3.2.11. Neka je (S, n) orijentirana pravcasta ploha u Rf dana kartom x(u,v) =
c(u) +ve(u). Pretpostavimo da vektori e(u) i e’'(u) nisu svjetlosni i e’(u) # 0 za svaki u. Ako
je H =const.i K # 0, onda je ploha S helikoidalna.

Dokaz. Dokaz je identi¢an kao u teoremu [2.3.15]do dijela kad dobijemo relacije

. —0w)?

- (EG - F?)?

_ —O0)(Fu) + Qw)J () + €' (u)v + €J (u)v*
- 2IEG — F2|3

H

Jo$§ imamo:

E = (c'(u) + ve'(w)) - (c'(w) + ve' () = ¢’ (u) - ¢’ (w) + v
EG—F? = ('(u) - ¢’ (u) + V'€ — (' (u) - e(w))* = (¢'(u) - ' (w))(e(u) - e(u))
—(c'(u) - e(u))* + v*en = (Lagr.) = —(c’(u) X e(w)) - (¢'(u) X e(u)) + V’en
Uocimo da je ¢’(u) X e(u) = nQ(u)e’(u). Pokazimo to. Imamo da je e'(u) L c’(u), e(u),

pa slijedi da je vektor e’(u) kolinearan s vektorom ¢’(u) X e(u). Kako je ¢’(u) # 0, slijedi
da je ¢’(u) X e(u) = ae’(u) za neki @ € R. Ako to skalarno pomnozimo vektorom e’(u),
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dobivamo: a = %[(c’(u) X e(n)) - e'(u)] = (71—7 =n) =nlc’'(u) - (e(u) X €'(u))] = nQ(u). Time
smo dobili:
EG - F* = —('(u) X e(u)) - @Q)e’ (w)) + v'en = —nQ)[(c' () X e(u)) - €' (w)] + Ven
= n(v’e — Q(u)*)

Uvrstavanjem toga gore dobivamo: K = @;)Qz% (1) =V = e(Q(u)* + '\Q/%). Jo§ imamo:
|IEG — F?| = \'/% UvrStavanjem toga u izraz za F i sredivanjem dobivamo:
F 3 ! J
2H =+ k)t £ L Jio-K)t £ K+ L (<K)!
0|2 0|2 |0l

U gornjem izrazu moZemo imati bilo koju kombinaciju predznaka. Jednakost vrijedi
za sve u i v. Potencije (—K)%, (—K)%, -K, (—K)% su linearno nezavisne. Zaista, ako
u a1(=K)i + ax(=K)? + a3(=K) + a4(-K)? = 0 fiksiramo u i napravimo supstituciju
x := (—K)*, dobivamo a;x* + a»x® + a3x* + ayx* = 0. Iz toga slijedi da polinom s li-
jeve strane ima beskona¢no mnogo nulto¢aka. Naime, K ovisi 0 v, a v € R je proizvoljan
1 funkcija oblika (1) ocito preslikava R u uniju otvorenih intervala. Svaki otvoreni interval
se sastoji od beskonatno mnogo tocaka, pa se polinom poniStava za beskonacno mnogo
tocaka x. Iz toga slijedi da je taj polinom nulpolinom, tj. @ = @; = a3 = @4 = 0. Kako
gore koeficijenti uz potencije od —K ovise samo o u, slijedi da su oni nuZno konstante. [z
toga slijedi da su J, F i Q konstante.

U dokazu teorema[2.3.15|smo dobili da je ¢” = en[—e+ J(e X e’)]. Kako je sad J konstanta,
deriviranjem dobivamo: e””’ = en[—e’ + J(e’ X e’ + e X e”)] = (x). Kakoje e’ L e,e”, slijedi
da je e X €” = ae’. Ako to skalarno pomnoZimo s e’, dobivamo: a = Tl]((e xe’)-e)=nJ.
I onda imamo: (x) = en[—e’ + J(0 + nJe’)] = —ene’ + €J*e’ = —e(n — J*)e’ (2). Jo§ nam
treba:

¢ =(en)’le-e—2J(e-(exe))+J((exe) (exe))] =(Lagr)=e—-2J-0
+ (e €)Y —(e-e)e' - €)= e+ 0’ —en) = (1 - ) = en(n — J*)

Sada razlikujemo dva slucaja.

Slucaj 1. Pretpostavimo da je n — J? = 0. Tada je nuzno = 1. Nadalje, tada je ¢”” = 0, pa
je e” = const.. Nadalje, ¢” - ¢’ = 0. Tu sad imamo dva podslucaja.

Podslucaj 1.1. Akoje e’ = 0,ondajee’ = const.1e’-e¢’ = n = 1. Integriranjem slijedi da je
e(u) = ¢'u+azanekia € R;. No, onda slijedi da je e(u)-e(u) = (¢'-¢")u*+2(¢’-a)u+a-a =
1-u?+2( -a)u+a-a+ €€ {-1,1},3to je kontradikcija. Dakle, ovaj slu¢aj nije mogué.
Podslucaj 1.2. Ako je vektor e” svjetlosni, onda integriranjem dobivamo da je e algebarska
krivulja 2. reda. MozZemo pretpostaviti da je J = 1 (to vrijedi do na izometriju prostora
R}) i da je polje e dano formulom e(u) = 3(—eu® + 1 — €, —eu® + 1 + €,2u) (3). Imamo
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exe” =nJe = e 1jos iz dokaza teorema imamo ¢’ = e€Fe — en[c’ - (e X €')](e X
e') = eFe — €Q(e x ¢’). Deriviranjem te jednakosti (Q i F' su konstante) dobivamo: ¢” =
eFe' —eQ(e' x e +exe’)=e(F - Q)e, " =e(F — Q)e”, ¢ = 0 (zadnje vrijedi jer je
e” = const.). Budu¢i da je ¢” # 0, imamo dva pod-podslucaja.

Ako je F — Q = 0, onda je ¢ = 0, pa je ¢ pravac. Nadalje, zbog Q = F imamo: ¢’ =
eF(e —exe'). Iz togasslijedi da je e — e X ¢’ = const. Ako tu funkciju evaluiramo u u = 0
(koristimo (3)), dobivamo dajee —e X ¢’ = ¢’ = (1, 1,0), pa dobivamo: ¢’ = €F(1,1,0).
Posebno, pravac c je svjetlosni. I sada se za plohu S s takvima c i e pokaze po definiciji da
je helikoidalna.

Ako je F — Q # 0, onda imamo da je ¢’”” konstantan svjetlosni vektor, pa je ¢ algebarska
krivulja 3. reda. Tada je S ploha nastala tzv. kubi¢nim navijanjem pravca, takva ploha je
takoder helikoidalna. Uo¢imo da ovdje ne moze biti H = 0 jer bi to povlacilo J = 0 (vidi
gore izraz za H), §to ne moZe biti jer je J? = 1. Dakle, dobili smo pravu cmc-plohu.
Slucaj 2. Pretpostavimo da je n — J? # 0. Pokazimo prvo da vektori e’(u) i e”(u) razapinju
konstantnu ravninu u R?, tj. ravninu koja ne ovisi o u. Prvo, ti vektori su linearno nezavisni
jer je e¢'(u) L e”(u). Kad bi bili kolinearni, onda su ili oba vektora svjetlosna (Sto ne
moze biti jer vektor e’(1) nije svjetlosni po uvjetu teorema) ili je e”(u) = 0 (zato Sto je,
opet po uvjetu teorema, e’(u) # 0). No, ¢”’(u) = 0 povlaci da je ¢”(u) = 0, a onda
iz (2), zbog n — J* # 0, slijedi da je ¢'(u) = 0, $to je kontradikcija. I sad ra¢unamo:
(€ xe’)y =e"xe +e xe” =(2)=0+¢e X (—e(n - J*e') = 0. Dakle, ravnina je
konstantna.

Tvrdimo da je e kruZznica. Nadimo njeno srediSte. Promotrimo funkciju f(u) = e(u) +
e”(u). Za nju vrijedi:

77

e(n— 12)

fw) =¢@w)+ : ———""(u) =(3) =€'(u) - L e(n—JHe' () =0
e(n—J?) en—J?)
Dakle, f je konstanta, tj. f je toCka u R3 I sad imamo: (e(u) — f) - (e’(u) X e’ (u)) =
(- o ﬁ>e"(u)) (e’(u)xe"”(u)) = 0. Dakle, tocke e(u) zadovoljavaju jednadzbu ravnine koja
prolazi to¢kom f i normala joj je (konstantan) vektor ¢’ X e¢’’. Uo¢imo jo§ da deriviranjem
e -e” =0dobivamo e” - e’ = —¢' - e"” = (2) = e(n — J*)(e' - ¢') = en(n — J?). Za svaki u
imamo:

=L le”@ll _ Vle@m=Iml 1
lle(u) = fII = lle(u) — f@wll = II( 72° Wl = P R Y R ey

1z toga slijedi da je e dio kruznice sa srediStem u tocki f polumjera

| -2
Jos treba opisati krivulju ¢. Kao u podslucaju 1.2., dobivamo da je ¢” = e(F — QJ)e’ (s
time da ovdje nije nuzno J = 1). Ako je F — QJ = 0, onda je ¢ pravac. U suprotnom
integriranjem slijedi ¢’(u) = e(F — QJ)e(u) + a, a € R?, §to povladi da je ¢ krivulja nastala
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tzv. Lorentzovim navijanjem toCke oko osi €iji je vektor smjera ¢’ X e”’. Za plohu § s
takvima c 1 e se pokaze da je helikoidalna. O

Napomena 3.2.12. Teorem [3.2.11] vrijedi i bez dodatnih pretpostavki na polja e i ¢’, ali te
slucajeve smo izostavili jer su kompliciraniji. Dokaz teorema u punoj opcenitosti se moze
naci u [1]]. Obrat tog teorema ne vrijedi, jedan protuprimjer je cilindar sa svjetlosnom osi

(vidi napomenu [3.1.9).

Sada ¢emo prouciti helikoidalne plohe (ne nuzno pravcaste). Ogranicit ¢emo se samo
na tri vrste helikoidalnih ploha: one kojima su izvodnice grafovi polinoma, one kojima su
izvodnice kruZnice i helikoidalne B-namotajne plohe.

Napomena 3.2.13. Neka je (S,n) orijentirana ploha u R}. Ako oznafimo H; := EN -
2FM + GL, onda iz relacije (T.3)) slijedi da je H, = 2H(EG - F?).

Teorem 3.2.14. Neka je (S, n) orijentirana helikoidalna cme-ploha u R? Cija je generatrisa
graf polinoma f(t) = Y;_, ayt*. Tada je n < 1, tj. generatrisa je pravac.

1. Ako je os plohe S x-os, onda je S helikoid, kruzni cilindar ili ploha dana kartom
X(u,v) = (xu+ ag + hv,ucosv,usinv), ay € R, h # 0 (za tu plohu je H = _%).

2. Ako je os plohe S y-os, onda je S helikoid ili ploha dana kartom x(u,v) = ((xu +
ap)chv +ushv, hv, (zu + ag) shv + uchv), h,ay # 0 (za tu plohu je H = 0).

3. Ako je os plohe S pravac I, onda je S helikoid ili parabolicki nul-cilindar.

Dokaz. Radi jednostavnosti, tvrdnju ¢emo dokazati samo za slucajeve kad je os plohe §
x-0s, y-0s 1 pravac [. Neka je y generatrisa plohe S'.

1. U ovom slucaju, krivulja y lezi u xy-ravnini (vidi [12]]). Ako je y(r) = (t,r,0) za
neki r # 0, onda je S cilindar iz primjera[3.1.8] U suprotnom je y lokalno graf neke
funkcije f, tj. y(¢) = (f(¢),t,0). To slijedi iz teorema o inverznom preslikavanju jer
krivulja y mora biti regularna (zato Sto je ploha S orijentirana). Tada je ploha S dana
kartom (3.6). Ratunamo fundamentalne veli¢ine prvog reda:

X, (u,v) = (x(u, v), f'(u),cos v, sinv)

x,(u,v) = (x(u,v), h, —usinv, ucosv)

E(u,v) = —f'(u)* + cos’ v + sin*v = 1 — f'(u)*

F(u,v) = —f'(u)h —ucosvsinv + usinvcosv = —f"(u)h

G(u,v) = —h? + u*sin®> v + u? cos* v = u® — h?
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Racunamo jedini¢no normalno polje:

X, (u,v) X x(u,v) = (xX(u, v), —u, hsinv — f’(u)ucosv,—hcosv — f'(u)usinv)
lIx(ut, v) X x(u, VI = VIE, V)G, v) — F(u, v)?|
= VI = f@?) @ = 1) = @k = I(1 = f/@u? - |

(x(u,v), —u,hsinv — f'(u)ucosv,—hcosv — f’(u)usinv)
VIA = frw?)u? — B2|

Racunamo fundamentalne veliine drugog reda:

n(x(u,v)) =

X (1, ) = (x(u, v), f” (1), 0, 0)
X, (1, v) = (x(u,v),0,—sinv, cos v)

x,,(u,v) = (x(u,v),0, —ucosv, —usinv)

L(u,v) = fwu
VICL = fr(w?u? — 12|
M(u,v) = —h
VI(L = frwu? — k|
/ 2
N v) = S (wu

VIA = fr ) — 12|

I onda iz relacije (1.5]) imamo:

4 2N\ £7 2 , 2 2 12\ g
H(x(u, v)) = i(l f @) f (wu 2f" (u)h” + (,,i ) f (u)u
2|(1 = fr(u)*)u? — h?|2

I sada imamo dva slucaja.

Pretpostavimo da je H = 0. Tada je H; = 0. Uvrstimo sada f(u) = X;_, a* u H,
(to je brojnik s desne strane) i sredimo. Ocito ¢emo dobiti da je H; polinom varijable
u. Ne trebamo racunati cijeli polinom, trebamo samo odrediti vodec¢i koeficijent (tj.
koeficijent uz najvecu potenciju). Prvo, imamo:

Hi(w) = f'u? — fw)’u? =2 (wh* + > £ (u) — Wuf’ (u)

TraZimo najvecu potenciju u svakom ¢lanu. Imamo: f'(uu® = u? Y_, aku*™! =
Yio, aku!t!. Dakle, vodeci ¢lan je a,nu"!. Nadalje, f'(u)’u® = u>(X)_; apku*')>.
Ovdje je vodeci ¢lan @’n*u"D*? = @3nu?~!. T tako nastavimo dalje, ostali vodeéi
¢lanovi su redom: 2h%a,nu™", a,n(n—1u™"', h*a,n(n—1)u"~"'. Od svih ovih ¢lanova,
najvedi stupanj ima ¢lan a’n’u®*!, pa slijedi da je to vodeéi koeficijent polinoma H.
Bududi da je H, nulpolinom, po teoremu o nulpolinomu svi koeficijenti mu moraju
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biti jednaki 0. Ako je n > 1, onda je 3n — 1 > 2. No, zbog a, # 0 je a’n® # 0, pa
dobivamo kontradikciju. Ako je n = 0, onda je f(u) = ay, ap # 0. Kad to uvrstimo u
(3.6), dobivamo parametrizaciju helikoida iz primjera[2.3.12]

Pretpostavimo sada da je H = const. # 0. PomnoZimo gornju jednakost s na-
zivnikom 1 sve prebacimo na lijevu stranu. Tada s lijeve strane imamo polinom
koji je nulpolinom. Analognim postupkom kao gore nade se vodeci ¢lan. Ako je
n > 2, vodeci ¢lan je 4H?an®u®". Opet zbog a,, H # 0 imamo 4H?a’n’ # 0,
Sto je kontradikcija. Ako je n = 1, vodeéi €lan je 4H*(1 — aj)*u®. Zbog H # 0
slijedi @ = +1. Dakle, f(u) = +u + ag, ap € R. UvrStavanjem toga u (3.6)
dobivamo plohu x(u,v) = (xu + a9 + hv,ucosv,usinv). Za tu plohu se dobije
H = ﬁ = ... = i% # 0 (predznak ovisi o izabranoj orijentaciji). Dakle, to
je prava cmc-ploha.

2. U ovom slucaju krivulja vy lezi u xz-ravnini (vidi [12]). Ako je y(¢) = (¢,0, b) za neki
b € R, ploha S je helikoid iz primjera (sa zamijenjenom drugom i tre¢om
koordinatom jer je tamo helikoid oko z-osi). U suprotnom je y lokalno graf neke
funkcije f, tj. y(r) = (f(¢),0,1). Tada je ploha S dana kartom (3.7). Kao u slucaju 1.,
izracuna se:

h(=f@) + uf' @W)(=1 + f')?) = h(h* = u® + f@)*) f" W)
2> — 1 + 2uf () f'(u) = (B> + f)) f/w)]3

Pretpostavimo da je H = 0. Tada je H; = 0. Kad uvrstimo f(u) = Y}_, axu, sli-
jedi da je H; polinom. Vodeci ¢lan se odredi kao u 1. Ako je n > 2, dobijemo
ha’n(n — 1)*u*2, pa zbog a, # 0in — 1 # 0 slijedi ha’n(n — 1)* # 0, $to je kontra-
dikcija. Akojen = 0,t. f(u) = ay, dobivamo H, = hay. Kako je Hy = 0ih # 0,
slijedi ap = 0 (tj. tada je f = 0). UvrStavanjem u (3.7) dobivamo helikoid iz primjera
Ako je n = 1, vodeéi koeficijent od H, je hao(1 — a;)?, odakle slijedi ag = 0
ili a; = £1. Ako je a; = 1, onda dobijemo da je W := EG — F* = —qag (uvrsti se f
u nazivnik gore). Kako je ploha S orijentirana, mora biti W # 0, pa je ay # 0. Ova
dva slucaja koja smo dobili éemo rijeSiti malo kasnije.
Pretpostavimo da je H = const. # 0. Kao u 1., pomnoZzimo s nazivnikom i sve pre-
bacimo na lijevu stranu, pa dobijemo polinom varijable u koji je nulpolinom. Ako
je n > 2, vodeéi ¢lan je 4H*nb%a'*u'>=5. Zbog H # 0i a, # 0 je 4H’n%a!* # 0, $to
je kontradikcija. Ako je n = 1, vodeci €lan je 4H*(a; — 1)°u®. 1z 4H*(a} — 1)° = 0,
zbog H # 0, slijedi a; = 1. No, to je jedan od podslucajeva gore, a znamo od prije
da je tada H = 0, §to je kontradikcija. Analogno za n = 0.
Dakle, jedina dva slu€aja koja ostaju su ona dva od prije: f(u) = aju, a; # 0 ili
f(u) = tu + ap, ag # 0.
U prvom slucaju, uvrStavanjem f u dobivamo helikoid iz primjera [2.3.11]
sin @

Preciznije, ako je |a;| < 1, onda stavimo a; = 271, i definirajmo pravac a(u) :=

HXx(u,v)) = +
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(0,0,uch@). Znamo da je tada ¢,(a(u)) helikoid iz primjera (sa zamijenje-
nom drugom 1 tre¢om koordinatom) za svaki ¢, € G, gdje je L y-os. No, s druge
strane imamo: X(u, v) = ¢,(y(u)) = ¢,9(a(u)) — (0, h6,0), odakle slijedi da je S he-
likoid iz primjera[2.3.12]translatiran za vektor (0, 46, 0). Sli¢no za |a;| > 1.

U drugom slu¢aju uvrstavanjem u (3.7) dobivamo kartu x(u,v) = ((xu + ap)chv +
ushv, hv, (xu + ap) shv + uchv).

. U ovom slucaju krivulja vy lezi u ravnini razapetoj vektorima (1, 1,0) 1 (0,0, 1) (vidi

[12]]). Ako je y(r) = (t,t,b) za neki b € R, onda je S paraboli¢ki nul-cilindar iz
primjera|3.2.5| U suprotnom je y lokalno graf neke funkcije f, tj. y(¢) = (f(?), f(?), ).
Tada je ploha S dana kartom (3.8)). Kao u 1., izraunamo:

LA ) = 2uf” ()
2+ hfr ()

HX(u,v)) =

Ako je H = 0, onda mora biti H; = 0. UvrStavanjem f(u) = Y}_, axu* dobivamo
da je H, polinom. Ako je n > 1, vode¢i ¢lan je —4h’na,(2n — 3)u"'. Zan € N
je 2n =3 # 0, pa zbog h,a, # O slijedi —4h*a,(2n — 3) # 0, $to je kontradikcija.
Za n = 0 dobivamo H; = 0. Tada je f(u) = ay, ap # 0. Kad to uvrstimo u (3.§),
dobivamo helikoid iz primjera [2.3.13] (skaliran, sa zamijenjenim koordinatama jer je
tamo druga os / i translatiran za vektor (ay, ap, 0)).

Ako je H = const. # 0, onda pomnoZimo jednakost s nazivnikom i sve prebacimo
na lijevu stranu. Dobijemo polinom koji je jednak 0. Za n > 2, vode¢i Clan je
—256H*1®n%a’u’"°. Zbog H,h,a, # 0 je —256H>hn®a’ # 0, $to je kontradikcija.
Ako je n = 1, dobije se polinom 3. stupnja s vode¢im koefciijentom razli¢itim od O.
Ako je n = 0, dobije se H = 0, §to je kontradikcija jer je H # 0.

O

Zelimo detaljnije prouditi dvije nove cme-plohe koje su se pojavile u teoremu [3.2.14

Primjer 3.2.15. 1. Ploha S dana kartom x(u,v) = (*u + a9 + hv,ucosv,usinv) (1),

gdjejeap € R1h # 0, je prava cmc-plohaizanju je H = i%. Ispitajmo je li ta ploha
prostorna ili vremenska. RaCunamo:

x,(u,v) = (x(u,v), =1, cos v, sinv)

x,(u,v) = X(u,v), h, —usinv, ucosv)

E(u,v) = —(x£1)* + cos®> +sin’v = 0

F(u,v) = Fh—ucosvsinv + usinvcosv = Fh
EG-F*=0-G-(Fh)’=-I* <0
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Iz toga slijedi da je ploha § vremenska. MoZe se izvesti i implicitna jednadzba za
ovu plohu. Stavimo x = +u + ag + hv, y = ucosv, z = usinv. Tada za y # 0 imamo:
£ =tgv=v = arctg . Iondaimamo: V+z22 =u? = (xu)? = (x—ay—hv)? =
(x — ap — harctg i)z.

2. Ploha S dana kartom x(u,v) = ((xu + ag)chv +ushv, hv, (zu + ag) shv + uchv) (2),

gdje su ag, h # 0. je ploha za koju je H = 0. Odredimo njenu implicitnu jednadZbu.
Ovdje imamo:

—x* + 7% = —(xu + ap)* ch®v = 2(zu + ag)uchvshv — u? sh>v
+ (2u + ag)® sh® v + 2(xu + ag)ushvchv + u? ch?v

2

= —(u + ap)* — u* = —2u* F 2apu — ag

Izy = hvslijedi v = 7, pa onda iz x = (£u + ap) chv + u shv imamo:

Y
x—apchv x—apchsy

+chv+shy ich%+sh%

Kad to uvrstimo gore, dobijemo
x—apchy 5

x—apchy
ich%+sh% ich%+sh% 0

—x*+ 7= =2

Slika 3.4: Ploha (1) zaay =0,h=11ploha(2)zaay=h =1

Sljedeci rezultat ¢emo navesti bez dokaza. Dokaz se moZe naéi u [[12].

Teorem 3.2.16. Neka je (S, n) orijentirana helikoidalna cmc-ploha u Rf Cija je generatrisa
vremenska kruznica. Tada je os plohe S prostorni pravac i srediste generatrise leZi na osi,
tj. S je cilindar s prostornom osi.
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Za kraj ¢emo joS prouciti helikoidalne B-namotajne plohe.

Teorem 3.2.17. Neka je (S, n) helikoidalna B-namotajna ploha u R? Cija generatrisa vy je
graf polinoma f(t) = Y7_, axt*. Tada jen < 1.

1. Ako je os plohe S x-os, onda je S ploha dana kartom (1).
2. Ako je os plohe S y-os, onda je S ploha dana kartom (2).
3. Ako je os plohe S pravac I, onda je S parabolicki nul-cilindar.

Dokaz. Stavimo W := EG-F* K, := LN-M? H, := EN-2FM+GL. Tadaje H*-K = 0
ekvivalentno s H; — 4WK,; = 0 (). Buduéi da je y graf polinoma f, izraz H; — 4WK, je
polinom varijable u (kao u dokazu teorema [3.2.14)). Bududi da je taj polinom nulpolinom,
svi koeficijenti mu moraju biti jednaki 0.

1. Zacilindar oko x-osi je K = 0 (pokazali smo da to vrijedi za svaku cilindri¢nu plohu),
pa zbog H # 0 imamo H* — K = H? > 0. Dakle, cilindar nije B-namotajna ploha, pa
kao u dokazu teorema[3.2.14]imamo da je y(r) = (f(¢),t,0). Ploha S je dana kartom
(3.6). Ako to uvrstimo u (*) i sredimo, dobivamo:

((=2R* + W) f(u) — i f' ()’ + u(® — ) f (w))?
—4(? = i® + W f ()P = i f () f (1) = 0

Ako je n > 2, vodeci koeficijent dolazi od ¢lana u*f"(u)° i jednak je n®aS. Zbog
a, # 0 je n®a$ # 0, §to je kontradikcija. Ako je n = 1, vodeci €lan je ai(1 — a?)*u®,
Sto je moguce jedino ako je a; = +1 (mora biti a; # 0). Dakle, f(u) = *u + ao,
ap € R. Tada se izratuna da je H = +¢, K = &, W = —h?* (s time da unaprijed znamo
da ploha S mora biti vremenska jer prostorne B-namotajne plohe ne postoje, vidi
teorem|1.4.11} 1.). Nadalje, dobije se sljedeci matri¢ni prikaz operatora S , u svakoj

tocki p € S: . Matri¢ni prikaz se racuna tako da izaberemo bilo koju bazu

0
-h -1
za T,S 1 vidimo kako operator S, djeluje na vektore te baze (po definiciji). Iz toga
slijedi da toc¢ka p nije pupcCasta, pa slijedi da je S B-namotajna ploha. Ako je n = 0,
onda je S helikoid, ali ta ploha ne zadovoljava H*> — K = 0.

2. Kao u 1., ako v nije graf funkcije varijable z u xz-ravnini, onda se dobije da je H?> —
K # 0. Dakle, y(r) = (f(1),0,1). Ploha S je dana kartom (3.7). Ako to uvrstimo u
(%), dobivamo:

huf —u(fy + f(f) = D)+ B =)+ ()
+HA((f —uf' ) + (P —u* + )1+ (PO (f —uf) = h(f) - 1)) =0



3.3. TRANSLACIJISKE PRAVE PLOHE KONST. SREDNJE ZAKRIVLJENOSTI 93

Ako je n > 2, vodeci €lan je —4hn®aSu®"6

> . Buduci da je h,a, # 0, slijedi da je
—4hn®a8 # 0, §to je kontradikcija. Ako je n = 1, vodedi ¢lan je 4h*(1 — a?)*u?. Zbog
h # 0, ovo je moguée samo ako je a; = =1. Tada je H = K = 0, a jedan matri¢ni
_h 8], odakle slijedi da tocka p nije pupcasta.
Dakle, ploha S je B-namotajna ploha. Ako je n = 0, vodedi ¢lan je —4u>. Bududi da
je —4 # 0, dobivamo kontradikciju.

prikaz operatora S, u tocki p € § je [ 0

3. Ako v nije graf funkcije u ravnini razapetoj vektorima (1,1,0) i (0,0, 1), onda je
S parabolicki nul-cilindar (kao u dokazu teorema [3.2.14] 3.). Za parabolicki nul-
cilindar se pokaze da je B-namotajna ploha tako da se nade bilo koji matri¢ni prikaz
operatora § .

Ako je y(t) = (f(1), f(2),1), ploha S je dana kartom (3.8]). UvrStavanjem u (x) dobi-
vamo:

(h(f" = 2uf”)* — 4+ h(f))(A + 20f ") =0

Ako je n > 2, vodeéi €lan dolazi od izraza —8h*(f’)’f” i jednak je —8h*n*(n —
Datu*=3. Bududi da je h, a, # 0, slijedi da je —8h?n*(n — 1)a} # 0, §to je kontradik-
cija. Ako je n = 1, vodeci €lan je 4u, opet kontradikcija. Ako je n = 0, jednakost
postaje hu = 0, Sto je opet kontradikcija jer je h # 0.

O

Iz teorema|3.2.1°7|smo dobili tri specijalne plohe: to su jedine helikoidalne B-namotajne
plohe ¢ija je generatrisa graf polinoma. Dvije plohe su minimalne, a jedna je prava cmc-
ploha.

3.3 Translacijske prave plohe konstantne srednje
zakrivljenosti

Ve¢ smo vidjeli primjere translacijskih pravih cmc-ploha. To su kruzni i elipticki cilin-
dri. Ovdje Zelimo prouciti translacijske plohe opéenito. Ogranicit ¢emo se na translacijske

plohe kojima su obje generatrise ravninske krivulje koje leze u medusobno okomitim rav-
ninama.

Napomena 3.3.1. 1. Neka je S regularna translacijska ploha u R; dana kartom

X(u,v) = (x(u, v), y(u, v), 2(u, v)) = c1(u) + c2(v)
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Pretpostavimo da krivulja ¢; leZi u xy-ravnini, a krivulja ¢, u yz-ravnini. Pretpos-
tavimo jo$ da krivulja ¢; nije dio pravca ¢t — (a,t,0), a € R i da krivulja ¢, nije
dio pravca t — (0,%,b), b € R. Tada su one lokalno oblika c;(¢) = (¢, f(¢),0) i
c(t) = (0,g(1), 1), gdje su f i g glatke realne funkcije. Naime, kako je ploha S re-
gularna, mora biti ¢ (1) = X,(u,v) # 01 c5(v) = x,(u,v) # 0, pa moZzemo primijeniti
teorem o inverznom preslikavanju. Tada je

y=fQ)+gv) = f(x)+ f(2)

Vrijedi i obrat: svaka ploha S dana implicitno jednadzbom y = f(u) + g(u), gdje su f
1 g glatke funkcije, je translacijska. To je trivijalno, samo stavimo x = u, y = v i tada
je z = f(u)+ g(v), pa mozemo plohu § parametrizirati kartom x(u, v) = c1(u) + c2(v),
gdje je c1(u) := (u, f(u),0)1cy(v) := (0, g(v), v). Analognu karakterizaciju dobijemo
za ostale koordinatne ravnine.

. Ako krivulja ¢; lezi u yz-ravnini, a krivulja ¢, u xz-ravnini, onda se ploha § moZe im-

plicitno prikazati jednadzbom z = f(x) + g(y) (uz dodatne uvjete kao gore). Obratno,
ploha S dana implicitno jednadZbom z = f(x) + g(y) je translacijska.

. Ako krivulja ¢, lezi u xz-ravnini, a krivulja ¢, u xy-ravnini, onda se ploha S moze pri-

kazati implicitno jednadZzbom x = f(y) + g(z) (uz dodatne uvjete kao gore). Obratno,
ploha S dana implicitno jednadzbom x = f(y) + g(z) je translacijska.

. Ako krivulja ¢; lezi u ravnini 7y, a krivulja ¢, u ravnini 7, te ako su m; 1 7, oko-

mite ravnine koje nisu neke od koordinatnih ravnina i nisu svjetlosne, onda moZemo
promijeniti koordinatni sustav tako da ravnine 7, i 1, budu koordinatne ravnine.

Sada ¢emo dokazati da su jedine translacijske prave cmc-plohe elipticki cilindri.

Teorem 3.3.2. Neka je (S,n) translacijska prava cmc-ploha ploha u R} takva da njene
generatrise leZe u koordinatnim ravninama. Tada je ploha S dana implicitno jednom od
sljedecih jednadzbi.

1. Ako je ploha S prostorna, jednadZbe su

N
X = 2Ha V1 +4H?? + az

Va? + 1
y=-az— C;H V4H?x? — 1

V@ =1
y = ”;H V1 +4H>2 + ax

U prvoj jednadzbi je |a| < 1, u drugoj a € R, a u trecoj |a| > 1.
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2. Ako je ploha S vremenska, jednadZbe su

M N
L T2l + a2
=z T
A CEELN 7 P

\/1_ 2
y= 2Ha V1 -4H?2% + ax

U prvoj i petoj jednadzbi je |a| < 1, u drugoj i cetvrtoj la| > 1, a u trecoj a € R.

U svim jednadzbama je H € R, H # 0 srednja zakrivljenost plohe S .

Dokaz. Pretpostavimo da generatrise plohe S leZe u xy 1 xz-ravnini. Ostali sluCajevi se
dokazuju analogno. Tada se ploha S mozZe implicitno prikazati jednadZbom x = f(y)+g(2),
gdje su f i g glatke funkcije. Generatrise c; i ¢, su dane formulama c,(¢) = (f(?),t,0),
cy(t) = (g(2),0,1), a ploha S je parametrizirana kartom x(u, v) = ¢1(«) + c,(v). IzraCunamo
srednju zakrivljenost pomocu relacije (I.5)).

_ L @ - Dg"0) + (€0 - Df"w)
2((f/ (P + g'(v)? = 1)
2H = ((f'(u)* = D" () + (&' W) = D) f" @)((f ) + g (v)> = 1))3

H

Pozitivan predznak ide ako je ploha S vremenska, a negativan ako je ploha S prostorna.
Pretpostavimo da je § prava cmc-ploha, tj. da je H = const. # 0. Derivirajmo gornju
jednakost po u.

0=+Q2f f"g" + (g0 = D =(f) +(g)P - 1)
3 5
+ () = Dg" + (€)= D) - (—5)(1(0”'2 +(&) = 1) =21 1)
= +Qf f78" + (87 = DF () + () - 1))

((f,)z - 1)8,’ + ((g,)2 - l)f,, 72 N2 -1 ’ o
+ L (B + (€)= D)2 )
2((f2 + (g2 - )i
= +Q2f 8" + (&) = ")) + (&) -1)2
—6H((f'Y + (&) = )L f”
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Iz toga slijedi:

£ 18" + (8 = Df"E(f )P + (¢ = 1)) 2 = 6Hf f" (3.9)

Sada zamijenimo lijevu i1 desnu stranu 1 deriviramo tu jednakost po v (uo¢imo da desna
strana ne ovisi o v).

0=xQf f"g" +28'g" f")&(f) + (&) - 1)
= Qf 78" + (g - Df") - <—1><i<<f'>2 + (g - 1) (2g'g") = (3.9)
= Q78" +28'8" f)E(F) + (g = D) T = 6H [ fg's" (f )+ ()P = 1)
Iz toga slijedi:
3HS'f"g's" = (' f"8" +g'8" " )E(f) + (g) - 1)

Pretpostavimo da je f” # 01 g” # 0. Tada je posebno i f’,g" # 0. Tada dijeljenjem s
f'f"g' g"” dobivamo:

f//l

3H = 1) 3.10
(3 o f’f")( (f)?+ ()Y -1) (3.10)
Ovu jednakost jo$ jednom deriviramo po u. Dobivamo:

f’” 2 f,” 1 \2 "n2 _ —% ’ L1
0==+ f’f”)( (f) + @) -1): —( 7 f’f”) 2(J—f((f) +(g) = D)2(£21f7)
Ovu jednakost pomnoZimo s +((f’)* + (g’)* — 1) i dobivamo:

0= Loy (P + 6 - 1)+ (S Lo @R - ik
=(3.10) = +(fff,,) E((f) +(g) = 1) £3HS "
Time smo dobili:
! ! f/,/ ;
3H = - 1))?2
rr f’f”)( (f) + @)Y -1)

Uocimo da lijeva strana u ovoj jednakosti ne ovisi o v, a desna ovisi (jer je g’ # 0). Ako tu
jednakost onda deriviramo po v, dobivamo:

le

7 (((f) +(g)? - )2 (x2g'g")

0=~




3.3. TRANSLACIJISKE PRAVE PLOHE KONST. SREDNJE ZAKRIVLJENOSTI 97

Bududi da je £((f")* + (g)*> = 1) > 01 g’g” # 0, slijedi da je (}%)’ = 0, pa uvrStavanjem
toga gore dobivamo 3Hf’ f”” = 0, odakle zbog f’f"" # 0 slijedi H = 0. Time smo dobili
kontradikciju jer je H # 0. Dakle, pretpostavka je pogreSna, mora biti f” = 01ili g” = 0.
Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je g’ = 0. Tada je g(v) = av+b zaneke a,b €
R. Mozemo bez smanjenja opcenitosti pretpostaviti da je b = 0 (ako nije, translatiramo
plohu §). Sada to uvrstimo u pocetni izraz za H i dobivamo:

(@ = Df"(w)
2@ +a - 1))
(@ = 1)f" = 2HE(f'F +a* = 1)}

Dobili smo ODJ za funkciju f koju sada samo treba rijeSiti. Supstitucijom ~ := f* jed-
nadZba postaje:

+(ad® — DI = 2H(=(W* + a® — 1))?

Ovo je separabilna jednadZba. Da bismo mogli separirati varijable, mora biti a®> — 1 # 0,
Sto vrijedi jer na desnoj strani imamo H # 0i +(h*> + a*> — 1) > 0. Uvrstimo /' = 4 j

du
dobivamo:
N du 1 dh
Ta-1 2H (2 +a® - 1))}

Integriranjem lijeve 1 desne strane dobivamo:

u 1 f dh +1 f +@®-1)
+ + C1 = — T = 2
a’—1 2HJ (2 +a2-1): 2H@-1J & +a®-1))>
I fi(h2+a2+l)—(ih2)d
" 2H(a* - 1) (2(h2 + a® — 1))}

_ =l (f dh _f +h? dh —
2@ -D) gwra-1)) J @@ ra-1n)i

— 2 2 _ 1
f +hdh s=x(h"+a - 1) :lfu—%duzl.(—z)u—z
2 2
= (2 +d>-1)2

(x(h? + a? - 1))% ds = +2hdh
f +h’ dh u=h du = dh
& +@— 1)} |dv=2hG( +a = D) Fdh v= (0 +a ~ 1)

h

o h +f dh
(£(h2 + a2 - )2 (£(h2 + a2 — 1))?
+] h

)= 2H(@ - 1) (+(h2 + a® - 1))}
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Time smo dobili:

L u Ol = 1 . +h(u)
@ -1 T 2H@ - D) (2(h) + d® — 1))
LU (@ - DO = -
h2

2 2 _
W G = AT

2|H|x(@® — ) (u + Cy)

VI F4H2(u + C,)?

h=+

Predznak ispred razlomka je proizvoljan, a predznak pod korijenom ovisi o tome je li ploha
S prostorna ili vremenska. Kako je 4 = f”, integriranjem dobivamo:

N o me 2|H|(u + Cy) _ s = 1F4H (u+ Cy)?
Jlu) = et - l)f Viwaias G |ds = 8Hu+ Co)du

VE@ -1 | Vx(a? -1 | V@ -1
Gt fs_2 gs =+ YEE D o NE@ D T o+ G
4|H| 4|H| 2|H]|

Plohu S moZemo translatirati tako da bude C, = C; = 0. Dakle, ploha S je dana im-

plicitno jednadZzbom x = + ‘jﬁl_l) vV 1 ¥ 4H?y? + az (uz odgovarajuéi izbor predznaka).

Tako se dobiju sve plohe, osim druge u 1. i tree u 2. Te dvije plohe dobijemo ako gore
pretpostavimo da je /' = 0. O

Napomena 3.3.3. U teoremu smo pokazali: ako je S prava cmc-ploha, onda je jedna
generatrisa plohe S nuZno pravac, a druga dio elipse. U teoremu [3.3.2] smo zapravo dobili
samo pet ploha (tj. njihove dijelove): to su tri elipticka cilindra iz primjera [3.2.4]i jo§ dva
oko y-osi (prostorni i vremenski).

Do sada nismo traZili translacijske minimalne i maksimalne plohe, samo smo pokazali
da za svaku plohu vrijedi da je minimalna ako i samo ako je lokalno translacijska. Ako
se ograni¢imo na translacijske plohe Cije generatrise leze u koordinatnim ravninama, onda
takvih ploha ima svega nekoliko. Za kraj ¢emo pronadi te plohe.

Teorem 3.3.4. Neka je (S, n) translacijska minimalna ili maksimalna ploha u Rf takva da
njene generatrise leZe u koordinatnim ravninama. Tada je S ravnina ili jedna od sljedecih
ploha.
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1. Ako je ploha S prostorna, onda je S prostorni dio neke od ploha danih implicitno
jednadzbama

x= é In(ch(ay)) + é In(ch(az)) (3.11)

y= éln(ch(az)) + éln(sh(ay)) (3.12)

2. Ako je ploha S vremenska, onda je S vremenski dio neke od ploha iz 1. dijela ili
neka od ploha danih implicitno jednadzbama

x= éln(sh(ay)) + éln(ch(az)) (3.13)
x= éln(ch(ay)) + éln(sh(az)) (3.14)
Xx= éln(sh(ay)) + éln(sh(az)) (3.15)
y= éln(ch(az)) + éln(ch(ax)) (3.16)

U svim jednadZbama je a € R, a # 0.

Dokaz. Pokazat ¢emo tvrdnju samo u slucaju kad generatrise leZe u xy i xz-ravnini. Ostali
slucajevi se dokazuju analogno. Kao u dokazu teorema |(3.3.2] dobivamo:

_ .Y ") = Dg" () + (') = D" (w)

H 3
2(£(f'w? + g'(v)* = )>

Kad uvrstimo H = 0, dobivamo:

0= (')’ -1g" )+ = 1)f"(u)

Pretpostavimo da je jedna od generatrisa, npr. ¢y, pravac, tj. da je f” = 0. UvrStavanjem u
jednadzbu dobivamo: 0 = (f’(u)* — 1)g” (v). Iz toga slijedi da je f* = +1ili g” = 0. Ako je
f'==1,slijedidaje f(u) = tu+ C, C € R, paje c;(u) = (zu + C, u,0). No, taj pravac ne
lezi u koordinatnim ravninama, pa smo dobili kontradikciju. Dakle, nuzno je g” = 0, pa je
generatrisa ¢, takoder pravac, odakle slijedi da je S ravnina.

Pretpostavimo sada da nijedna od generatrisa nije pravac, tj. f”,g"” # 0. Tada smijemo
dijeliti s f” 1 g”, pa jednadZbu moZemo zapisati ovako:

fe-1_ gum-1
7@ &)
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Uocimo da lijeva strana ovisi samo o u, a desna strana samo o v. Kako to vrijedi za sve u 1

. 4 — 4 2— . oqe .o
v, NUZNO je L f(,f'()u)l =& g(,v/)(v)l = const. =: a. Time smo dobili dvije ODJ.
Imamo: f}(,f‘()u_)l =a o af’'(u) — f'(u)> + 1 = 0. Ovo je nelinearna ODJ, ali se moze
supstitucijom svesti na separabilnu jednadzbu. Stavimo 2 := (f’)>. Deriviranjem toga

dobivamo i’ = 2f'f" = f" = % = ith'm (mora biti f* # 0 jer bi u suprotnom bilo
f” =0, sto smo pretpostavili da ne vrijedi). UvrStavanjem toga u jednadzbu dobivamo:

ah’

+ -h+1=0
2+vVh
a dh o1
2\/_du
i e
_2(h—1)\/71

Mogli smo podijeliti s 7 — 1 jer h = 1 povlaci f* = £1, Sto smo vidjeli da ne moze biti.
Integriranjem lijeve i desne strane dobivamo:
s=h f ds
=+a | ——

vo- +af dh
utC =
(h-1)Vh |ds= 55 dh 21
1. s+1 a._ Vh+1
—In | = +=In]|
2 s—1 T2 ' \h-1
Vhtl _
V-1

Fexp(£2(u+C)—1  Flexp(xi(u+ ) -1

F/@) = 2 h(u) = - =

1 Fexp(£(u+ 0)) 1 F (exp(£i(u + 0)))?

Iz toga slijedi: In| W+1| =+2u+C) = = +exp(£2(u + C)). Iz toga dobivamo:

Zadnji izraz je jednak th (ii(u + (C)) ili cth (ié(u + ()), ovisno o predznacima. I onda
imamo:

1 sh(x1(u + C))
fth(i—(u +C))du = fﬁ’—du
a ch(x;(u + C))

s = Ch(+ (u +0))
ds =+1 sh(+ ~(u+C))du

d
= iaf—s — +alnls|+ D = +alnch(+—(u+ C)) + D
S a

fcth (ié(u +C)du=---= ialnlsh(ié(u + )|+ D

Plohu § moZemo translatirati tako da je C = D = 0. Time dobivamo f kao u jednadzZbama

. . . . . . v 4 2_ .
iz iskaza teorema (samo umjesto a stavimo 5). Za g imamo jednadZbu —% = a, koja

se rjeSava analogno. O
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Slika 3.6: Plohe (3.13) i (3:14) (gore) te (3.13)) i (3.16) (dolje) zaa = 1
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Sazetak

Plohe konstantne srednje zakrivljenosti (H = const.) sadrze dvije velike klase ploha - tzv.
minimalne plohe (H = 0) i tzv. cmc-plohe, odnosno prave plohe konstantne srednje zakriv-
ljenosti (H = const. # 0). U euklidskoj geometriji, medu njih spadaju, primjerice, helikoid
1 katenoid kao minimalne plohe te sfera 1 Delaunayeve plohe kao cmc-plohe. Cilj ovog
diplomskog rada je analizirati analogne plohe u Minkowskijevom prostoru, tj. prostoru
¢ija metrika nije pozitivno definitna, nego opéenito nedegenerirana (pseudo-Riemannov
prostor).






Summary

Surfaces of constant mean curvature (H = const.) contain two large classes of surfaces
- minimal surfaces (H = 0) and cmc-surfaces or surfaces of constant mean curvature
(H = const. # 0). In euclidean geometry, they include, for example, helicoid and catenoid
as minimal surfaces and the sphere and Delaunay surfaces as cmc-surfaces. The aim of this
master’s thesis is to analyse analogue surfaces in the Minkowski space, a space whose me-
tric isn’t positively definite, but is generally non-degenerate (a pseudo-Riemannian space).






Zivotopis

Roden sam u NaSicama 25. 11. 1992. Osnovnu $kolu sam pohadao u Osnovnoj Skoli Dore
Pejacevié u NaSicama, a zatim prirodoslovno-matematicku gimnaziju u Srednjoj Skoli Isi-
dora Kr$njavoga u NaSicama. Tijekom osnovne i srednje Skole redovito sam sudjelovao na
natjecanjima iz matematike, informatike (programiranje LOGO 1 C/C++/Pascal) 1 hrvat-
skog jezika. Moja najveca ostvarenja na natjecanjima su sljedeca: 4. mjesto na regional-
nom natjecanju iz matematike u 4. razredu osnovne Skole (to je tada bila najvisa razina
natjecanja), sudjelovanje na drzavnom natjecanju iz matematike u 3. razredu srednje Skole
te u 4. razredu srednje Skole sudjelovanje na ¢ak tri drZavna natjecanja: matematika (10.
mjesto i pohvala), informatika 1 hrvatski jezik (7. mjesto). Sudjelovao sam i na Hrvatskom
otvorenom natjecanju u informatici (HONI), osvojivsi 8. mjesto u 3. razredu 1 9. mjesto
u 4. razredu srednje Skole. To je natjecanje u programiranju na razini drzave koje traje
tijekom cijele Skolske godine.

2011. godine upisao sam preddiplomski studij Elektrotehnika i informacijska tehnologija
1 racunarstvo na Fakultetu elektrotehnike i raCunarstva u Zagrebu. Prekinuo sam studij na-
kon godine dana studiranja. 2012. godine upisao sam preddiplomski studij Matematika na
Matematickom odsjeku Prirodoslovno-matematickog fakulteta u Zagrebu i zavrsio taj stu-
dij 2015. godine. Time sam stekao titulu sveucili$ni prvostupnik matematike (univ. bacc.
math.). Iste godine upisao sam diplomski studij Teorijska matematika na Matemati¢kom
odsjeku PMF-a u Zagrebu. Tijekom jednog semestra odrzavao sam demonstrature iz ko-
legija Metricki prostori. Diplomski studij zavr§avam 2017. godine obranom ovog diplom-
skog rada i tada stjeCem titulu magistar matematike (mag. math.).



	Sadržaj
	Uvod
	Plohe u Minkowskijevom 3-prostoru
	Trodimenzionalni prostor Minkowskog
	Plohe u prostoru Minkowskog. Tangencijalna ravnina i normala
	Operator oblika plohe. Prva i druga fundamentalna forma
	Gaussova i srednja zakrivljenost. Normalna i glavne zakrivljenosti

	Minimalne i maksimalne plohe u Minkowskijevom 3-prostoru
	Minimalne i maksimalne plohe
	Rotacijske minimalne i maksimalne plohe
	Pravcaste minimalne i maksimalne plohe
	Weierstrassova reprezentacijska formula
	Ostale minimalne i maksimalne plohe

	Prave plohe konstantne srednje zakrivljenosti u Minkowskijevom 3-prostoru
	Rotacijske prave plohe konstantne srednje zakrivljenosti
	Pravcaste i helikoidalne prave plohe konstantne srednje zakrivljenosti
	Translacijske prave plohe konstantne srednje zakrivljenosti

	Bibliografija

