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Uvod

Trigonometrijski identiteti motiviraju proucavanje trigonometrijskih funkcijskih jednadzbi
kojima su trigonometrijske funkcije samo jedno od mogudih rjeSenja. Tako na primjer
trigonometrijski identitet

cos(x +y) + cos(x —y) =2coSxcosy

vodi do funkcijske jednadzbe

Jx+y)+ f(x=y) =2f(0)f ()

kojoj funkcija kosinus nije jedino moguce rjesenje. Ova funkcijska jednadZzba poznata je
kao d’Alembertova funkcijska jednadZba. Kako bi odredio sumu dva ili viSe vektora u
euklidskoj 1 neeuklidskoj geometriji, Jean d’Alembert (1717.—1783.) sveo je problem na
odredivanje svih rjeSenja navedene funkcijske jednadzbe. Cauchy je odredio njena nepre-
kidna rjeSenja 1821. godine, a Kannappan je 1968. godine odredio njeno opce rjeSenje.
RjeSavanje d’Alembertove funkcijske jednadzbe opisat ¢emo u prvom poglavlju ovoga
rada.

U drugom poglavlju prou¢avamo trigonometrijske funkcijske jednadzbe s dvjema ne-
poznanicama. Primjer je sinus-kosinus funkcijska jednadzba

fx+y) = f(0)g0) + f(Ngx),
dobivena iz trigonometrijskog identiteta
sin(x + y) = sin xcos y + sin y cos x,

no funkcije sinus i kosinus nisu njena jedina rjeSenja. Uocit ¢emo razliCite metode rjeSava-
nja te odrediti opca i neprekidna rjeSenja nekoliko razlicitih trigonometrijskih funkcijskih
jednadzbi.



Poglavlje 1

D’Alembertova funkcijska jednadzba

1.1 Neprekidna rjeSenja d’Alembertove jednadzbe

U sljede¢em teoremu rijesit éemo d’ Alembertovu jednadzbu uz pretpostavku nepre-
kidnosti rjeSenja.

Teorem 1.1.1. Neprekidna funkcija f: R — R je rjeSenje d’Alembertove funkcijske jed-
nadZbe

Jx+y)+ fx=y) = 2f(0)f() (DE)

za sve x,y € R ako i samo ako vrijedi jedna od sljedecih tvrdnji:

f(x) = 0 zasvakixeR, (1.1)
f(x) = 1 zasvakix€R, (1.2)
f(x) = ch(ax) zasvakixeR, (1.3)
f(x) = cos(Bx) zasvakixeR, (1.4)

gdje su a, B proizvoljne realne konstante.

Dokaz. UvrStavanjem x = y = 0 u (DE) dobivamo
2£(0) = 2[f(0)T,

paje
fO)=0 ili f(O)=1.

Ako je f(0) = 0, tada uvrStavanjem y = 0 u (DE) dobivamo f(x) = 0 za svaki x € R.
To nam daje rjesenje (L.I)) . Zbog toga dalje pretpostavimo da je f(0) # 0.

2



POGLAVLIJE 1. D’ALEMBERTOVA FUNKCIJSKA JEDNADZBA 3

Nadalje, dokazat cemo da je bilo koje rjeSenje od (DE) parna funkcija. Da bismo to
dokazali, uvrstimo x = 0 u (DE). Tada dobivamo

FO) + f(=y) =2f0) f ().
Kako je f(0) # 0, to je f(0) = 1, pa prethodna jednadZba prelazi u

JO) + f(=y) =2f()

odakle slijedi
fE =)

za svaki y € R. Dakle, f je parna funkcija. Kako je f neprekidna na R, f je takoder
integrabilna na bilo kojem segmentu. Zbog toga za svaki ¢ > 0 imamo

ff(x+y)dy+ff(x—y)dy=2f(x)ff(y)dy. (1.5)

f Fx+ )y = f )z = f FO)dy.

f FGr— ydy = f  Fw)(=dw) = f Fowydw = f FOdy.

Sada (1.5) postaje

Vrijedi

Sli¢no,

f FO)dy + f FO)dy = 2F() f FOdy

odnosno " )
[ soy=se0 [ o (16)
x—t -t
Nadalje, kako je f: R — R neprekidna, postoji ¢ > 0 takav da vrijedi (vidite sliku 1.1)
t
| soy>o
—t
Uocimo da je lijeva strana u (1.6) derivabilna po varijabli x prema osnovnom teoremu

diferencijalnog racuna. Uocimo takoder da je i desna strana u (1.6) derivabilna po varijabli
x. Tada deriviranjem jednakosti (I.6) po x dobivamo

d X+1 d !
- f oy = E[f(X) f | f(y)dy]
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Y

Slika 1.1: Postoji ¢t > 0 sa svojstvom f_tt fO)dy >0

odakle slijedi
t
fan-fa=n =7 [ fou (17)
—t
Ovo pokazuje da je f dvostruko derivabilna te je
!
= fa-n=w [ o
—t
1z toga slijedi da je f trostruko derivabilna. Nastavljajuci korak po korak, zaklju€ujemo da

su neprekidna rjesenja od (DE) beskonacno derivabilna.
Uvrstavanjem x = 0 u (1.7) dobivamo

f@O - f(=n= f'(O)f Fdy. (1.8)
Kako je f parna, vrijedi f(¢) = f(—1), pa (L.8)) postaje
f’(O)f fdy = 0. (1.9)

Kako je f_tt fdy > 0,1z (1.9) slijedi
J'(0)=0.
Kako je f € C*(R), deriviramo (DE) po y dva puta kako bismo dobili

[ x+y) = fx=y) =2f0)f (),
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[r x4+ 7 —y) =2f(x0) ()
za sve x,y € R . UvrStavanjem y = 0 dobivamo
2f"(x) = 2f(x0) f"(0).

Neka je k = f”(0) . Tada je
(%) = kf(x)

Sto povlaci sljedeci problem pocetne vrijednosti (PPV):

S =ky. y0) =11 y@©0)=0. (PPV)

Kako bismo rijesili ovaj problem pocetne vrijednosti, moramo obuhvatiti 3 slucaja:
k=0,k>0ik<0.
Prvi slucaj. Neka je k = 0. Tada (PPV) postaje
d’y
dx?
Odatle slijedi
yx) =cix+c;
za neke ¢y, c; € R. Kako je y(0) = 1, to je ¢; = 1. Takoder, iz y'(0) = 0 dobivamo ¢; =0 .
Dakle, y(x) = 1 za svaki x € R, pa u ovom slucaju dobivamo (I.2).
Drugi slucaj. Neka je k > 0 . UvrStavanjem y = ¢ u
d*y
— =k 1.10
2 (1.10)

dobivamo m? = k , odnosno m = + Vk . Zbog toga je
y(x) = cre™ + e,
gdje je @ = Vk # 0. Sada vrijedi

1 =y0)= 1" + 270 = ¢; + ¢

Slijedi
c=1-c,
pa je
y(x) = cre®™ + (1 —cp)e™ ™.
Sada je

0=y(0) = crae™ + (1 —cy)(—a)e ™.
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UvrStavanjem x = 0 dobivamo
O=cia+(1-c))(—a)=cia—a+ca=2ca-a.

1z toga slijedi

1
Cc1 = 5
Zbog toga je rjeSenje od (I.10) dano sa

ax —aXx

e

y(x) = = ch(ax).

Dakle, u ovom sluc¢aju dobivamo (1.3).
Treéi slucaj. Neka je k < 0 . Uvrstavanjem y = ¢”* u (1.10), dobivamo m?> = k < 0.
Stoga je m = +if, gdje je B = V—k # 0. Zbog toga je rjeSenje od 1} dano sa

y(x) = c1eP* + cre7 P,

Kako je
1 =y0) =ci +c,
1imamo
Cy = 1- Cq.
Dakle,

y(x) = 1€ + (1 = c¢))e P,
Nadalje, kako je
0 =y(0) = ifcr —iB(1 — c1) = 2ifcy — i,
to je

1
Cl:i.

Zbog toga imamo
ei,Bx + —iBx

7 = cos(Bx).

y(x) =

Dakle, u ovom sluc¢aju dobivamo (|1.4)).

Preostaje dokazati obrat teorema. UvrStavanjem ili u (DE), lako se uvjerimo
da su ona rjeSenja od (DE). UvrStavanjem u (DE), koristeéi parnost funkcije kosinus
hiperbolni i neparnost funkcije sinus hiperbolni, dobivamo

fx+y)+ f(x—y)

ch(a(x +y)) + ch(a(x - y))

= ch(ax)ch(ay) + sh(ax) sh(ay) + ch(ax) ch(—ay) + sh(ax) sh(—ay)
= 2ch(ax)ch(ay)

= 2f(x)f(), (L.11)
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odnosno (1.3)) je rjeSenje jednadZzbe (DE).
Uvrstavanjem (I.4) u (DE), dobivamo

fx+y)+ f(x-y)

cos(B(x +y)) + cos(B(x - y))

cos(Bx) cos(By) — sin(Bx) sin(By) + cos(Bx) cos(By) + sin(Bx) sin(By)
2 cos(Bx) cos(By)

21(x) /()

pa slijedi da je (I.4) rjeSenje jednadzbe (DE). Ovime smo zavrsili dokaz teorema. O

Napomena. Uocimo da neprekidnost funkcije f u funkcijskoj jednadzbi povlaci be-
skonac¢nu derivabilnost od f. Drugim rije¢ima, deriviranjem funkcijske jednadZbe dobi-
vamo diferencijalnu jednadZbu koju zatim rjeSavamo i na taj nacin pronalazimo rjesSenje
polazne funkcijske jednadzbe. To je standardna metoda rjeSavanja funkcijskih jednadZzbi
kada je pretpostavljena neprekidnost njenih rjesSenja.

Propozicija 1.1.2. Neka je f: R — R funkcija koja zadovoljava sljedeca svojstva:
(i) Neprekidna je u svakoj tocki x € R.

(ii) Zadovoljava funkcijsku jednadzbu

JA+f(x=y) = 2f () f () (DE)

za sve x,y € R.
(iii) Postoji najmanji nenegativan korijen A takav da je f(A1) = 0.
(iv) f(0) > 0.
Tada vrijede sljedece tvrdnje:

(a) f(x)>0zasvaki x € (0, 2).

(b) f(0)=1.

(c) f(=x) = f(x)za svaki x € R.

(d) f(x+21) =—f(x)za svaki x € R..

(e) f(2x) =2f(x)* -1 za svaki x € R.

(f) f(%):i %ZasvakixER.

(g) |f(x)| <1 za svaki x € R.
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(h) Funkcija f je periodi¢na s najmanjim pozitivnim periodom 41.

Dokaz. (a) 1z svojstva (iii) 1 (iv) moZemo zakljuciti da je 4 > 0. Kako je A najmanji
pozitivan korijen od f, za bilo koji x € (0, A) vrijedi da je f(x) # 0. Neprekidnost funkcije
f 1 cinjenica da je f(0) > 0 povlace da je f(x) > 0 za svaki x € (0, 2).

(b) Uvrstavanjem y = 0 u (DE) dobivamo 2f(x) = 2f(x)f(0), odnosno

JO(f0) - 1) =0.

Ova jednakost vrijedi za svaki x € R paiza x € (0,4). Kako prethodno svojstvo povlaci
da je f(x) # 0, zakljuCujemo da mora vrijediti f(0) = 1.
(c) Uvrstavanjem x = 0 u (DE) dobivamo

JO) + f(=y) =2£0)f().

Primjenom prethodnog svojstva, to jest, f(0) = 1, dobivamo f(-y) = f(y) za svakiy € R.
(d) Zamjenom x sa x + 41y sa A u (DE) dobivamo

Jx+2D+ f(x) =2f(x+ Df(D).

Prema svojstvu (iii) slijedi
f(x+20)+ f(x) =0.

(e) Uvrstimo li y = x u (DE), dobivamo f(2x) + f(0) = 2[f(x)]* pa prema tvrdnji (b)
slijedi f(2x) = 2f(x)> — 1.
(f) Rjesavanjem prethodne kvadratne jednadzbe po f(x) dobit éemo

F) = i\/%,

Sto je ekvivalentno traZzenom svojstvu zamijenimo li x sa 5.
(g) Pretpostavimo suprotno, odnosno da postoji a € R takav da je |f(a)| > 1. UvrStavanjem
x=A+aiy=A-au (DE)slijedi

fQRD+ fRa) =2f(1+a)f(A - a). (1.12)
Primijenimo li svojstvo (e) na lijevu stranu prethodne jednakosti, ona ¢e postati
20F(OF = 11+ RIf@F ~ 11.
Kako je f(1) = 0, lijeva strana od postaje

2 f@) - 1]
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§to je pozitivan broj. Kako je f(1—a) = f(2A— (1 +a)) = f(— (1+ a) + 22), §to je prema
svojstvu (d) i (c) jednako —f( — (A + a)) = —f(A + a), desna strana jednakosti (1.12)) je
jednaka

“2[f(A+ a)]*.

Kako taj broj nije pozitivan, zakljucujemo da jednakost (1.12)) nije moguéa pa mora vrije-
diti | f(x)| < 1 za svaki x € R.
(h) Primijenimo li svojstvo (d) dva puta, vidjet éemo da je f periodi¢na funkcija:

FAA+ x) = f(za + (21 + x)) = —f2A+x) = f(x).

Preostaje dokazati da je 44 najmanji period funkcije f. Pretpostavimo suprotno, odnosno
da postoji period T takav daje O < T < 41. Tada je

fT)=f0+T)=f(0) =1L
Uvrstimo sada x = y = £ u (DE):

2
A(T) + f(0) :2[f(§)] = f(g) = 1ili f(%) = 1.

Akoje f (%) = —1, uvr§tavanjem x = y = £ u (DE) dobit éemo

oo - o)

Drugim rijeCima, % je pozitivan korijen od f(x) Sto je kontradikcija sa svojstvom (iii) jer je
0<I<a
Ako je f(g) = 1, uvrStavanjem x = A+ L iy = 1 — £ u (DE) dobit éemo

1) + f(g) = 2f(/l + %)f(/l - g)

Prema svojstvima (d) 1 (b) vrijedi f(21) = f(0 + 21) = —f(0) = —1, pa iz prethodne
jednakosti slijedi

f(/l + ;)f(/l - g) = 0. (1.13)

Primjenom svojstava (d) i (c) dobivamo

f(/l + g) = f(2/l —(2- %))

Il
|
~
—_
~
|
&1
N —
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pa je jednakost (1.13) ekvivalentna

-5 o

No, kakoje 0 < A1— % < A sto je kontradikcija s (iii), zaklju¢ujemo da je 41 najmanji period
funkcije f. O

Uzevsi u obzir teorem [I.1.1] tvrdnjama (a)-(h) su dana svojstva funkcije kosinus. Sli-
jedi jo§ jedna karakterizacija funkcije kosinus pomocu funkcijske jednadzbe.

Teorem 1.1.3. Neka je @ € R\ {0}. Neprekidna funkcija f: R — R, razlicita od nul-
funkcije, zadovoljava funkcijsku jednadZbu

Jx=y+a)- fx+y+a)=2f(0)f(}) (1.14)

za sve x,y € R, ako i samo ako je

fx) = Cos(k—ﬂ(x—a/)) (1.15)
2a

za svaki x € R, gdje je k € Z neparan.
Dokaz. Zamijenimo li y sa —y, iz (I.14) slijedi:
fx+y+a) - flx—y+a)=2fx)f(-y). (1.16)
Zbrajanjem (1.14) i (1.16) dobivamo
FOf@) = =f(X)f(=y),

odnosno
J=) ==
za svaki y € R. Dakle, f je neparna funkcija. Zamjenom x iy u (1.14) slijedi:

JO-x+a) - fix+y+a)=2f()f(0). (1.17)
Oduzimanjem od dobivamo:

fx=-y+a)

fO-x+a)
fx-y-a)
—-fx—-y-a). (1.18)
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Zay =0,iz (1.18) slijedi

fx+a)=-fx-a) (1.19)
za svaki x € R. Dodavanjem a u argument funkcije, iz (I.19) slijedi:
fx+20) = —f(x),
fx+3a) = —f(x+a), (1.20)
fx+4a) = —f(x+2a) = f(x).
ZakljuCujemo,
f(x+4a) = f(x) (1.21)

za svaki x € R, odnosno f je periodi¢na funkcija s periodom 4. Bez smanjenja opéenitosti
moZzemo pretpostaviti da je @ > 0. Zamjenom x sa x + iy say + « u (L.14) slijedi:

fx—-y+a)— f(x+y+3a)=2f(x+a)f(y + @). (1.22)
Uvrstavanjem (I.20) u (I.22)) dobivamo
fx—y+a)+ f(x+y+a)=2f(x+a)f(y + a). (1.23)
Neka je
g8(x) = f(x + a).
Tada (1.23) postaje

glx+y)+g(x—y) =2g(x0)g(y).

Kako je f neprekidna, to je i g neprekidna funkcija, pa prema teoremu vrijedi jedna
od sljedecih tvrdnji: g(x) = 0 za svaki x € R, g(x) = 1 za svaki x € R, g(x) = ch(ax) za
svaki x € R ili g(x) = cos(bx) za svaki x € R, gdje su a, b proizvoljne konstante.

Ako je g nul-funkcija, tada je i f nul-funkcija, suprotno pretpostavci.

Akoje g(x) = 1 zasvaki x € R, tada je f(x) = 1 za svaki x € R. Medutim, uvrStavanjem
f(x) = 1 u (1.14), dobivamo 0 = 2 §to je kontradikcija pa zakljuujemo da ni ono nije
rjeSenje.

Neka je g(x) = ch(ax). Tada je

f(x) = g(x - @) = ch(a(x — @)),
odnosno
f(x +4a) = ch(a(x + 3a)).

Prema (I.21)) tada slijedi
ch(a(x + 3@)) = ch (a(x — @)).
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Posebno, za x = @ dobivamo ch(4aa) = 1, pa je 4aa = 0, odakle slijedi a = 0. Dakle,
g(x) = 1 za svaki x € R, Sto ne moZe biti.
Neka je g(x) = cos(bx). Kako je f periodi¢na funkcija s periodom 4, isto vrijedi i za
funkciju g:
g(x +4a) = f(x+5a) = f(x + a) = g(x),
odakle slijedi
cos(bx + 4ba) = cos(bx)

za svaki x € R. Slijedi
dba = 2km, k € Z,
paje
km
b=—, keZ.
2a
Kako je f(x) = g(x — @) = cos(b(x — @)), slijedi da je

f(x) = cos (k—ﬂ(x - a)).
2a

Primjenom adicijskih formula dobivamo

F) = kmx k7r+ inkmc inkﬂ
X = COS 2a[ COS 2 S 2a[ S 2
k k
- sinzlofsin?ﬂ (1.24)

za svaki x € R.
Sada s jedne strane imamo

fx=y+a)— fx+y+a) cos(k—ﬂ(x—y))—cos(k—n(x+y))
2a 2a

3 kmx kmy s knx . kmy
= | cos o Ccos e sin o sin o
kmx kmy . kmnx . kmy
—| cos — cos — — sin — sin —
2a 2a 2a 2a
= 2sin —kﬂx sin _k7ry ,
a 2a
a s druge, primjenom (1.24), imamo
k k k k
2f(x0)f(y) = 2( sin % sin g)( sin g sin ?ﬂ)
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zasve x,y € R. Prema (|1.14)), izjednaavanjem desnih strana zakljuc¢ujemo da je ( sin %’)2 =1,
odakle slijedi da je k € Z neparan.

Dakle, f(x) = cos (’Z‘—Z(x — a)) za svaki x € R, gdje je k € Z neparan.

Preostaje dokazati obrat teorema. UvrStavanjem (L.I5) u (I.14), slijedi da je lijeva
strana jednaka

fx—y+a)— f(x+y+a) cos(k—ﬂ(x—y))—cos(k—ﬂ(x+y))
2a 2a

km km . (km . (km
= COs (EX) Ccos (%y) + sin (ZX) sin (Ey)
kr kn kr . fkm
— COS (QX) COS (gy) + Sln(ZQ/ )sm (EX)

) km k7r
= 2sin|—=x]sin

20 2cx
S desne strane imamo

ZCOS(_(X a))cos(_(y a>)
Sl ol
wffels]
el oot

= 2sin k—ﬂx sin kﬂ
B 20 204

Kako su lijeva i desna strana jednake, zakljucujemo da je (1.15) rjeSenje jednadzbe (1.14).
Ovime smo zavrsili dokaz teorema. O

2f(0)f(y)

Teorem 1.1.4. Neka je (S,+) komutativna polugrupa, a F polje sa svojstvima:
(i) 2x =0 (x € F) povlaci x = 0,
(ii) za svaki x € F postoji y € F takav da je y* = x.

Neka je o endomorfizam od S takav da vrijedi o(0x) = xza svakix € S. Tadajeg: S — F
rjeSenje funkcijske jednadZbe

gx+y)+g(x+oy) =2g(x)g(y) (1.25)
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za sve x,y € S, ako i samo ako je

_ h(x) + h(ox)

g(x) 5

(1.26)

za svaki x € S, gdje je h: S — F rjesenje funkcijske jednadzbe h(x + y) = h(x)h(y) za sve
x,y€ES.

Dokaz. Uvrstavanjem (I.26) u (1.25) vidimo da funkcija g zadovoljava danu funkcijsku
jednadZzbu. Preostaje dokazati da je g jedino rjeSenje od (I.25).

Ako je g(x) = 0 za svaki x € S ili g(x) = 1 za svaki x € S, uvrStavanjem u (I.25)) se
uvjeravamo da su obje funkcije rjeSenja od (I.25)). U nastavku pretpostavljamo da g nije
konstantna funkcija. UvrStavanjem y = O u dobivamo

g(x) = g(x)g(0) (1.27)

za svaki x € §. UvrStavanjem x = 0 u (1.25)) i primjenom ((1.27)) dobivamo
8 + g(ay) = 2g(0)g(y) = 28(v),

pa je
glox) = g(x) (1.28)

zasvaki x € S.

Sada slijedi

gx+oy) = glo(x+o0y)) = glox +y).

Razlikujemo dva slucaja: (1) g(x+y) = g(x+o0y) zasve x,y € S 1 (2) postoje xo, Yo € S
takvi da je g(xo + yo) # g(xo + 0yo).

Prvi slucaj. Pretpostavimo da je g(x +y) = g(x + oy) za sve x,y € S. Tada iz (1.23)
slijedi

glx +y) = g(x)g(y)

za sve x,y € S. Dakle, g je eksponencijalna funkcija. Neka je & = g. Tada je 2g(x) =
h(x) + h(x). 1z (1.28)) slijedi da je h(x) = g(x) = g(ox) = h(ox), paje 2g(x) = h(x) + h(ox),

odnosno
_ h(x) + h(ox)

g(x) >

zasvakix € §.
Drugi slucaj. Pretpostavimo da postoje xo, yp € S takvi da je

8(xo + yo) — g(xo + oyp) # 0. (1.29)



POGLAVLIJE 1. D’ALEMBERTOVA FUNKCIJSKA JEDNADZBA 15

Neka je f: § — F funkcija zadana pravilom
J(x) = g(x + yo) — g(x + 0yo). (1.30)
Tada iz slijedi da je f(xo) # 0. Iz (1.30) dobivamo:

flox) = glox+yy) —glox+ o)
= glox+yo) — g(o(x + yo))
= g(x+o0yo) — g(x + yo)
= —f(x).

Dakle, f(x) = —f(ox) paje
f(x+oy) =—flox+0y) =—flox+y). (1.31)
Daljnjim koristenjem (1.30) dobivamo

Jfx+y) = glx+y+y)—gx+y+oyo),
f(x+oy) g(x + oy +yo) — glx+ oy + oy).

Zbrajanjem prethodnih dviju jednakosti te koristenjem (1.25) dobivamo

g(Ce+y0) + ) + g(Cx +y0) + o)

—g((x + o) - y) + g((x + oryo) + rfy)
28(x + y0)g(y) — 2g(x + oy0)g(y).

S&x+y)+ f(x+0oy)

Faktoriziranjem desne strane prethodne jednakosti dobivamo
SO+ y) + flx+oy) = 280I8(x +yo) = glx + ayo)l.

Primjenom (I.30)), prethodna jednakost postaje

Jx+y) + f(x+oy) = 2f(x)g). (1.32)
Zamjenom x 1y u (1.32) slijedi

fO+x)+ f(y+0x) = 2f(y)gx). (1.33)
Zbrajanjem i dobivamo

2f(x+y) + f(x +oy) + flox +y) = 2f(x)g(y) + 2f(»)g(x).
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Primjenom (1.31) zaklju¢ujemo

flx+y) = f(0)g) + f()eg(x) (1.34)

za sve x,y € §. Preostaje rijeSiti funkcijsku jednadZbu (1.34). ZapiSimo f(x + ¢ + y) kao
f((x+1)+y)if(x+(t+y)). Koristenjem (1.34])) dobivamo

fx+t+y) = flx+Dg()+ f(glx+1)

= [f(0g@) + f(Dg(0)1gy) + f(g(x + 1),
Jx+t+y) = f0g+y) + f(t+y)g(x)

= f(0gt+y)+ [fOel) + f(g®)]g(x).

Izjednacavanjem dobivenih izraza, dobivamo

[g(x + 1) — g(0)gM]f () = [g(t +y) — g(OHEM1Sf (x). (1.35)
Nekaje y = xo 1 s(t) := f(x0) " [g(t + x0) — g(1)g(x0)]. Tada postaje
glx +1) — g(x)g(r) = s() f(x). (1.36)

Kako je lijeva strana ove jednadzbe simetri¢na po x i ¢, slijedi da je i desna pa vrijedi
s f(x) = s(x)f(). UvrStavanjem x = x, dobivamo s(t) = f(xo) 's(xo)f(¢). Kako je
F polje zatvoreno na kvadrate, postoji @ € F takav da vrijedi o = f(xy)~'s(xp), pa je
s(t) = a*f(f). Zamjenom ¢ sa y u jednadzbi , dobivamo

g + sO) f(x)
g(x)g(y) + s(x)f(y)
g0 + 2 f(X) f(). (1.37)

MnoZenjem jednakosti (1.34) sa « te dodavanjem i oduzimanjem od izraza (1.37)), dobi-
vamo:

gx+y)

gIEY) +afW] + af(Vlg() + af()]
= [8(x) + af)][gR) + af(], (1.38)

gx+y)+af(x+y)

gx+y)—af(x+y) = gW)gy) —af(y]—af(Ngy) —af(y)]
= [g(x) —af(0)]lgQy) — af(y)]. (1.39)

Neka je h;(x) = g(x) + af(x) 1 hy(x) = g(x) — af(x). 1z (1.38) i (1.39) slijedi da su A, i
h, rjeSenja funkcijske jednadzbe h(x + y) = h(x)h(y) za sve x,y € S. Njihovim zbrajanjem

dobivamo
(X)) + ha(x)
g(x) = -5
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Kako je
hi(ox) = g(ox) + af(ox) = g(x) — af(x) = ha(x),
za h; = h dobivamo
h(x) + h(ox)
g =——F—
Preostaje dokazati obrat teorema. Uvrstavanjem (1.26) u (1.25) dobivamo

h(x+y) + h(o(x +y)) N h(x + oy) + h(o(x + oy))

gx+y) +g(x+oy)

2 2
_ hhQy) + hox)h(oy) N h(x)h(ay) + h(cx)h(y)

2 2
_ h0)[hG) + hoy)] + io0)lhQ) + h(oy)]

2
_ [hx) + hoe)l[h() + h(oy)]
2
3 2h()c) + h(ox) h(y) + h(oy)
- 2 2
= 2g(x)gW).
Dakle, je rjeSenje jednadzbe ¢ime smo zavrsili dokaz teorema. O

O funkcijskoj jednadzbi f(x +y) = f(x)f(y), gdje je f: R — C, bit Ce viSe rijeti u
sljede¢em poglavlju.

1.2 Opée rjeSenje d’Alembertove jednadzbe

Prije negoli odredimo opce rjeSenje d’ Alembertove funkcijske jednadzbe, definirajmo
eksponencijalnu funkciju i dokazimo neka njena osnovna svojstva.

Kazemo da je funkcija E: R — C eksponencijalna ako vrijedi:
E(x+y) = EX)E®) (1.40)

zasve x,y € R.
Ako je E: R — C eksponencijalna funkcija razli¢ita od nul-funkcije, tada uvodimo
oznaku:

E'(y)=[E0)]™"

za svakiy € R.

Propozicija 1.2.1. Ako je E: R — C eksponencijalna funkcija i E(0) = 0, tada je E
nul-funkcija.



POGLAVLIJE 1. D’ALEMBERTOVA FUNKCIJSKA JEDNADZBA 18

Dokaz. Uvrstavanjem y = 0 u (1.40) dobivamo:
E(x) = E(x)E(0).

Kako je E(0) = 0, slijedi
Ex)=0

za svaki x € R. Dakle, E je nul-funkcija. O

Propozicija 1.2.2. Neka je E: R — C eksponencijalna funkcija. Ako E nije nul-funkcija,
tada je E(0) = 1.

Dokaz. Uvrstavanjem x = y = 0 u (1.40), dobivamo

EO)1-E0)] =0,

paje
EO0)=0 ili E@©)=1.

Tvrdimo da je E(0) = 1. Pretpostavimo suprotno, odnosno da je £(0) = 0. Tada prema
propoziciji|l.2.1|slijedi da je E nul-funkcija, Sto je kontradikcija. Dakle, E(0) = 1. O

Propozicija 1.2.3. Neka je E: R — C eksponencijalna funkcija. Ako je E(xy) = 0 za neki
xo # 0, tada je E nul-funkcija.

Dokaz. Neka je x # xy € R. Tada, zbog E(xy) = 0, imamo
E(x) = E((x — x0) + x0) = E(x — x0)E(x0) = 0.
Dakle, E(x) = 0 za svaki x € R. O

Propozicija 1.2.4. Neka je E: R — C eksponencijalna funkcija. Ako E nije nul-funkcija,
onda vrijedi
E"(-x) = E(x)

za svaki x € R.

Dokaz. UvrStavanjem y = —x u ((1.40)), dobivamo
E(0) = E(x)E(—x).

Kako FE nije nul-funkcija, iz propozicije slijedi da je E(0) = 1, pa je

1
E(—x) = m,
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odnosno
E(-x) = E"(x)

za svaki x € R. Zamjenom x 1 —x dobivamo
E'(-x) = E(x)
¢ime smo dokazali propoziciju. O

Propozicija 1.2.5. Neka je E: R — C eksponencijalna funkcija. Ako E nije nul-funkcija,
onda vrijedi: . .
E'(x+y) = E' (0)E(y)

za sve x,y € R.

Dokaz. Kako E nije nul-funkcija, prema propoziciji 1.2.3|slijedi da je E(x) # 0 za svaki
x € R. Primjenom ((1.40) dobivamo:

. 1
E (x+ =
(o) E(x+y)
1 x x
= —~=EWE®Y
E(x)E(y) o
za sve x,y € R, ¢ime smo dokazali propoziciju. O

Dokazimo sada jedno svojstvo d’ Alembertove funkcijske jednadzbe.

Propozicija 1.2.6. Svako rjesenje razlicito od nule f: R — C d’Alembertove funkcijske
JjednadZbe

Jx+y) + fx=y) = 2f(0)f() (DE)

Jje parna funkcija.

Dokaz. Zamjenom y sa —y u (DE), dobivamo:
fx+y)+ f(x=y) = 2f(0)f (). (1.41)

Iz (DE) i (L.41) slijedi
2f(x)f(y) =2f(x)f(=).

Kako f nije nul-funkcija, postoji x € R takav da je f(x) # 0, pa zakljuCujemo

o) = f(-y)

za sve y € R, odnosno f je parna funkcija. i
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Sada ¢emo odrediti opce rjeSenje d’ Alembertove funkcijske jednadzbe.

Teorem 1.2.7. Nenul-funkcija f: R — C je rjesenje d’Alembertove funkcijske jednadzbe
Jx++fx=y) =2f(0f() (DE)

fx) = w (1.42)

za svaki x € R, gdje je E: R — C\ {0} eksponencijalna funkcija.

ako i samo ako je oblika

Dokaz. Neka je f netrivijalno rjeSenje jednadzbe (DE), odnosno f nije nul-funkcija. Uvrsta-
vanjem y = 0 u (DE) dobivamo 2f(x) = 2f(x)f(0). Ako je f(0) = 0, tada je f(x) = 0 za
svaki x € R, §to je u kontradikciji s pretpostavkom da f nije nul-funkcija. Dakle, f(0) # 0.
UvrStavanjem x = y = 0 u (DE) dobivamo f(0)[1 — f(0)] = 0 iz Cega slijedi:

JO)=1. (1.43)
UvrStavanjem x = y u (DE) dobivamo

fQx)+ £(0) = 2[f(0)1%,

odnosno, primjenom (|1.43)) slijedi
f@2x) = 2[f(x0)]* - 1. (1.44)

Zamjenom x sa x + yiysa x —y u (DE) dobivamo

Jx+y+x=y)+ fx+y—x+y) =2f(x+y)f(x-y),

odnosno

FCx)+ fQy) =2f(x+y)f(x = y). (1.45)
Primjenom i dobivamo:

[f(x+y) = fx=»F = [fx+y)+ fx=nP —4f(x+y)f(x—y)
= RF@SO) —4f(x+y)f(x—y)
= ALfQOPLF O - 2[f2x) + f2y)]
= AfOPLOF - 2R2[f (0P = 1 +2[f»]* - 1]
= AfOPLO - 4LfO1F = 4 fO)]* +4
= Hf@P = IO - 1},

pa je

f+y) = fx=y) = 22 {[f P - IO - 1),
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Zbrajanjem prethodne jednakosti s (DE), dobivamo
feety) = f0Of0) £ VIFOPR - 0P - 1),

paje
[f(x+y) = FQfDF = {LF®F = IHIf 0T - 11, (1.46)
Sada ¢emo promotriti dva razlicita slu€aja s obzirom na vrijednost funkcije f:
(1) f(x) e{—1,1} zasvaki x €e R ili (2) postoji x € R takav da f(x) ¢ {—1,1}.

Prvi slucaj. Pretpostavimo da je f(x) € {—1,1} za svaki x € R. Tada prema (1.46)

slijedi
Lf(x+y) = fF)f] =0,
odnosno
fx+y)=f0f»
za sve x,y € R. Dakle, f je eksponencijalna funkcija. Kako je f(x) € {—1, 1}, to je
£ = fx)

za svaki x € R. Dodavanjem f(x) na obje strane prethodne jednakosti, dobivamo

)+ f(0) = 2f(x),

paje ;
iy = 10T

odnosno i
Flx) = Ex)+ E (x)

2 b
gdje je E eksponencijalna funkcija sa svojstvom E(x) € {—1, 1} za svaki x € R.

Drugi slucaj. Pretpostavimo da postoji xo € R takav da f(xp) ¢ {-1,1}, odnosno
f(x0)* # 1. Ako stavimo a = f(xo), tada je o> — 1 # 0. Neka je 8 # 0 takav da vrijedi

B =a’ - 1. (1.47)

Sada definirajmo

1
E(x) = ﬂm+BVu+mﬂ—ﬂDﬂmﬂ

= lf(x+xo)+

B

1—éﬂm4ﬂm

- éﬂx+my+§i%99ku>

1
= ﬂﬂwmm+w—wﬂ@] (1.48)
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zasve x € R.

Primjenom (1.46) i dobivamo

) 1 2
[E) - fQP = E[f(x + x0) = f(0) £ (x0)]
1
= E[[f(x)]2 - 1[Lf o - 1]
2-1]
= %[[f(x)]Z ~1]
= [f@P -1, (1.49)
paje
[EQF = 2E0)f(x) + [f®F = [f0F - 1,
odnosno

[E(X))? = 2E(x)f(x)+ 1 =0.

Ako postoji x € R takav da je E(x) = 0, dobit ¢emo 1 = 0, Sto je kontradikcija. Dakle,
E(x) # 0 za svaki x € R, pa imamo

[EQ] +1
2E(x)
1 1
= E[E(X) + %]
E(x) + E*(x)
—2 .

J)

Preostaje dokazati da je E eksponencijalna funkcija, odnosno da zadovoljava jednakost
E(x +y) = E(X)E(y).

Da bismo to dokazali, trebat ¢e nam sljedece jednakosti dobivene viSestrukom primjenom
(DE):

2[f(xo + ) f(y) + fxo + ) f(0)]
= fo+x+y)+ flo+x=y)+ fxo+y+x)+ f(xo+y—x)
= 2f(xo+x+y)+ flxo+ (x =]+ flxo — (x = y)]
= 2f(xo+x+y)+2f(x0)f(x—Yy)
= 2f(xo + x+y) + f(x)[2f () f(y) = f(x+ Y]
= 2{f(xo+x+y)+al2f(0)f) - f(x+ ]}, (1.50)
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2f(xo + ) f(x0 +y)
= f(xo+x+x0+y)+ f(xo+x—x0—Y)
= flxo+ o+ x+0]+ f(x-y)
= [2f(x0)f(xo + x+y) = f(xo + x +y = x0)] + [2f(x)f() = f(x + y)]
= [2fo)f(xo+x+y) = fx+ 0]+ 2f(0fQ) = fx+y)]
= 2[f(0f) +af(xo+x+y) — flx+ Y] (1.51)

Sada, polaze¢i od (1.48)), imamo:

E(X)E(y)

ﬁz L[ f+ x0) + (B = f [ + 50) + B - @) f O]
7 {f(x +x0)f( + X0) + (B = @[ fX)f( + x0) + ) (x + x0)]
+(B - @ ) F ).

Odatle primjenom (1.51)) i (1.50)) dobivamo

EWED) = 2 LU0+ afCo +x43) - fGx+y)

+(B — @)[f(xo + x+¥) + 20f(DfY) - af (x+ Y] + (B - ) F) ()]
7 LU @FONB - 0 + 20— a) + 1]

+,8f<xo +x+y) = fx+ Yl + (B - a)l)

7 [f(x)f(y)(,B —a®+ 1) +Bf(xo + x+)

+f(x+y)e® - 1-ap)|

Dalje, primjenom i dobivamo

E(X)E(y)

7 LB+ x+3) + BB - )f e+ )]

= B[f(xo +x+y)+ (B—a)f(x+y)]
= E(x+Yy).

Dakle, E: R — C )\ {0} je eksponencijalna funkcija.

Ovime smo dokazali samo jedan smjer teorema. Suprotan smjer cemo dokazati direk-
EW+E"(x)
2

tnim uvrStavanjem rjesenja oblika f(x) = u (DE), koristeci propozicije |1.2.5[1
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2.4

Ec+)+E(x+y)  Ex-y+E(x-y)
E(X)E(y) i E'(0)E (y) + E(X)E(—zy) +E (0E (-y)
EMXE®y) + E'(WE () +%5(X)E*(y) + E (0)E()
EWIEQY) + E ()] + E*z(X)[E*(y) + E(Y)]
[E(x) + E*(X)][E(y)%r E ()]

2

Jx+y+fx-y) =

= 2f(0)f ().
Dakle, vrijedi i obrat teorema. Ovime smo zavrSili dokaz. O

Korolar 1.2.8. Funkcije f,g: R — C koje zadovoljavaju funkcijsku jednadzbu

gx+y) +gx—y) = 2f(x)f(y) (1.52)

za sve x,y € R, su oblika

fo=3[E0+Ew@]| i g = %Z[E(x) +E"(x)|

za svaki x € R, gdje je E: R — C\ {0} eksponencijalna funkcija i « € C.
Dokaz. Ako je f nul-funkcija, tada iz (1.52)) slijedi

glx+y)=—-g(x—y)

za sve x,y € R. UvrsStavanjem y = 0 dobivamo g(x) = —g(x) za svaki x € R, odnosno i g je
nul-funkcija. U nastavku pretpostavimo da f i g nisu nul-funkcije.
Uvrstavanjem y = 0 u (1.52)), dobivamo 2g(x) = 2f(x)f(0), odnosno

g(x) = af(x) (1.53)

zasvakix € Ria = f(0). Uvrstavanjem x = O u (1.52), dobivamo g(y)+g(—y) = 2£(0)f(y),
odnosno

g(x) + g(=x) = 2a f(x)

za svaki x € R. UvrStavanjem u (1.53)), slijedi

g(=x) = af(x)
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za svaki x € R. Usporedujuci s (1.53), slijedi da je g parna funkcija, pa iz (1.53) za-
kljuCujemo da je i f parna funkcija.
Uvrstavanjem (I.53)) u (I.52)), dobivamo

af(x+y)+af(x—y) = 2f(0)f().
Ako je @ = 0, tada je f nul-funkcija, suprotno pretpostavci. Slijedi @ # 0, pa je

2
FO+3) + fx=y) = = f@f0).
Neka je i(x) = < f(x) za svaki x € R. Tada je
1 1 1
hx+y)+h(x=y) = —flx+y)+—f(x=y) = —[f(x+y) + fx-)]
a a 04

2
: 5]‘ (X)f(y) = 2h(x)h(y).

1
a

Prema teoremu[1.2.7]
E(x) + E"(x)

2
zasvaki x € R, gdje je E: R — C )\ {0} eksponencijalna funkcija. Dakle,

h(x) =

fo=F|E@+Ew)] i gngwm+ﬁm]

za svaki x € R. m]

1.3 Prvaidruga Cauchyjeva funkcijska jednadzba

U iduéem poglavlju koristit éemo rezultate sljedeca dva teorema koji daju neprekidna
rjeSenja prve (linearne) Cauchyjeve funkcijske jednadzbe

fx+y) = f0)+f)
1 druge (eksponencijalne) Cauchyjeve funkcijske jednadZbe

Jx+y) = ff).

Teorem 1.3.1. Neka je f: R — C neprekidna funkcija koja zadovoljava funkcijsku jed-
nadzbu

fx+y)=f)+ ) (1.54)
za sve x,y € R. Tada postoji konstanta ¢ € C takva da je
Jx) =cx (1.55)

za svaki x € R.
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Dokaz. UvrStavanjem x =y =0u dobivamo f(0) = 2f(0) iz Cega slijedi da je
J(0) = 0. (1.56)
Uvrstavanjem x = —y u te primjenjujuci dobivamo
fO) = f(x) + f(=x),

odnosno
f(=x0)=—-f(x) (1.57)

za svaki x € R.
Matematickom indukcijom dokazimo da je

S +x+ .o+ x,) = f(x) + fx) + .o+ f(xn) (1.58)

za svaki n € N. Pretpostavimo da (1.58) vrijedi za neki n € N. Za n + 1, primjenom (1.54)
i (1.58), dobivamo

Ji+x+ . +x,+X01) = f((x1+x2+...+xn)+xn+1)

SO+ x4+ oo+ x,) + f(X041)

f(-xl) + f(x2) +..+ f(-xn) + f(xn+l)-

Dakle, (I.58)) vrijedi za svaki n € N. Posebno, za x; = x za svaki i, vrijedi

f(nx) =nf(x) (1.59)

zasvakix e Rin e N.
Neka je x = %z, gdje jem € N, n € N'\ {0} i z € C. Prema (1.59) tada imamo

f(mz) = nf(ﬂz).
n

Ponovnom primjenom ((1.59) dobivamo najprije mf(z) = nf (%z), a zatim

Iz (1.57) slijedi
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Zakljuujemo da vrijedi
fq2) = qf(2)
za svaki z € R1¢g € Q. Posebno, za ¢ = f(1) slijedi

f(@) = cq (1.60)

za svaki g € Q.
Neka je r € R. Postoji niz racionalnih brojeva (g,) takav da je

limg, =r.

n—oo

Kako prema (1.60) vrijedi f(¢.) = cg., a f je neprekidna funkcija, imamo
f(r) = f(lim g,) = lim f(g,) = lim cq, = cr,

odnosno
f(x) = cx,

za svaki x € R, gdje je ¢ € C proizvoljna konstanta, $to nam daje rjeSenje (I.55). m|

Teorem 1.3.2. Neka je f: R — C neprekidna funkcija koja zadovoljava funkcijsku jed-
nadzbu

fx+y) = f0fQ) (1.61)
za sve x,y € R. Ako f nije nul-funkcija, tada postoji konstanta ¢ € C takva da je
f(x) =€~ (1.62)

za svaki x € R.
Dokaz. Ako je f(xp) = 0, tada iz (1.61) slijedi
Sf(x) = fx = x0 + x0) = f(x = x0)f(x0) =0

za svaki x € R, odnosno f je nul-funkcija Sto je u kontradikciji s naSom pretpostavkom.
Dakle, f(x) # 0 za svaki x € R.

2
Kako prema (1.61) vrijedi f(x) = [f(3)| . slijedi da je

2

f(x)>0

za svaki x € R. Znamo da eksponencijalna funkcija x — e¢* zadovoljava navedeno svojstvo
i funkcijsku jednadzbu (1.61)). Stoga definiramo funkciju f(x) = 4%, gdje je

g(x) =1In f(x). (1.63)
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Tada vrijedi

gx+y) =Inf(x+y) = In(f(x)f(y) = In f(x) +In f(y) = g(x) + &),

odnosno
glx+y) =g+ g1 (1.64)

zasve x,y € R. Prema teoremu([I.3.1] rjeSenje jednadzbe (1.64) je funkcija oblika g(x) = cx
gdje je ¢ € C proizvoljna konstanta. Prema (I.63)) slijedi da je

fx) = e,

za svaki x € R, gdje je ¢ € C proizvoljna konstanta. To nam daje rjesenje (1.62). ]



Poglavlje 2

Trigonometrijske funkcijske jednadzbe

2.1 Kosinus-sinus funkcijska jednadzba
Propozicija 2.1.1. Ako funkcije f,g: R — C zadovoljavaju funkcijsku jednadzbu
fx=y) = fOf () +8(x)8() (KS)

tada je f parna, a g neparna funkcija te vrijedi

)1 +[g(0)])* =1
za svaki x € R.

Dokaz. Zamjenom x iy u (KS) dobivamo

fO—x=fOMfx) +gelx)

odnosno
fx=y)=fO-x)

za sve x,y € R. Odatle slijedi, uvrStavanjem y = 0,

f(x) = f(=x)
za svaki x € R. Dakle, f je parna funkcija. Zamjenom x sa —x te y sa —y u (KS) dobivamo
J=x+y) = fE0)f(=y) + g(=0)g(=y). 2.1)

Kako je f parna funkcija, iz (2.1) slijedi
Jx=y) = fOf () + g(=x)g(=y).

29
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Usporedbom s (KS) dobivamo

g(0)g(y) = g(—x)g(-y) (2.2)

za sve x,y € R. Pretpostavimo da je g konstantna funkcija, odnosno da je g(x) = ¢ za svaki
x € R. Tada iz (KS) slijedi

fx=y) = f)fQ) +

Zamjenom y sa —y i primjenom parnosti funkcije f dobivamo

fx+y) = fx)fy) +c

paslijedi f(x +y) = f(x—y) zasve x,y € R. Neka su u, v € R proizvoljni. Tada je

f<u>=f(”;"+”;V)=f(”gv—”;"):f<v),

paje f konstantna funkcija. Kako je to u kontradikciji s naSom pretpostavkom, zaklju€ujemo
da g nije konstantna funkcija. Odaberimo y, € R takav da je g(yp) # 0. UvrStavanjem

y =yo u (2.2), dobivamo
g(x) = cg(—x), (2.3)

el — &=y0) :
gdje je c = oo 0. Tada je

g(x) = cg(=x) = ¢ cg(=(=x)) = ?g(x)
za svaki x € R, pa slijedi da je ¢ = 1, odnosno ¢ = 1ili ¢ = —1. Pretpostavimo da je ¢ = 1.
Tada iz (2.3) slijedi
g(x) = g(—x),

odnosno g je parna funkcija. Zamjenom y sa —y u (KS) dobivamo

fx+y) = fOf(=y) +gx)g(=y)
SO + g(x)g(y)
= f(x-y)

pa slijedi da je f konstantna funkcija $to je u kontradikciji s naSom pretpostavkom. Dakle,
¢ = —1, odnosno g(x) = —g(—x) pa je g neparna funkcija.
Kako je g neparna funkcija, vrijedi

(0) = 0.

Uvrstavanjem y = 0 u (KS) dobivamo

J() = f(0)f0) + g(x)g(0),
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odnosno
f(0) = f(0)f(0).
Kako f nije konstantna funkcija, nije ni nul-funkcija, pa iz prethodnog izraza slijedi da je

£(0) = 1. (2.4)

Uvrstavanjem y = x u (KS) te primjenom (2.4) dobivamo

fO) = [f (0 + [g)],

odnosno
[fOF +[g0)]° =1

zasve x,y € R. O

Teorem 2.1.2. Ako su f,g: R — C funkcije koje za sve x,y € R zadovoljavaju funkcij-
sku jednadzbu (KS) i ako f nije konstantna funkcija, tada f zadovoljava d’Alembertovu
funkcijsku jednadZbu

Jx+y)+ fx=y) = 2f(0)f() (DE)

za sve x,y € R te su f i g oblika

E(x) -;E (x)’ o(x) = kE(x) —ZE*(x) 2.5)

f(x) =
za svaki x € R, gdje je E: R — C\ {0} eksponencijalna funkcija, a k* = —1.

Dokaz. 1z propozicije[2.1.1]slijedi da je g neparna funkcija, a f parna funkcija.
Zamjenom y sa —y u (KS) dobivamo

f(x+y)

SO f(=y) + g(x0)g(-y)
S f() — g(x0)g(y).

Zbrajanjem s (KS) slijedi

Jx+y)+ fx=y) =2f(0)f ()

za sve x,y € R, to jest f zadovoljava d’ Alembertovu funkcijsku jednadzbu.
Prema teoremu|1.2.7slijedi da je f oblika

E(x) + E*(x)

f = =5

(2.6)
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za svaki x € R, gdje je E: R — C \ {0} eksponencijalna funkcija. Iz propozicije
primjenom propozicije [[.2.2] slijedi da je

[g(x)]?

% 2
1—U@W=1_{ﬂﬂ%fi9]
[E(x)]* + 2E(X)E"(x) + [E"(x)]?
4
4 — EQ2x) — 2E(0) — E*(2x)
4
2 — EQ2x) — E*(2x)
4
_EQx) - 2E(0) + E'(2)
4
B [E(x)]* = 2E(X)E"(x) + [E"(x)]*
4
[Ew-E'Ww 2
—|

= 1-

paje
E(x)-E*
g(x) = kw’

gdje je k* = —1, §to nam s (2.6)) daje rjeSenje (2.5). O

Teorem 2.1.3. Neprekidne funkcije f, g: R — C su rjesenja funkcijske jednadzbe (KS) ako
i samo ako su oblika

f)=c, g(x) = ve(l —¢) (2.7)
f)=c, g(x) = —+e(l-o) (2.83)
f(x) = cos(ax), g(x) = £ sin(ax), (2.9)

za svaki x € R, gdje su c i a proizvoljne konstante.

Dokaz. Neka je f(x) = ¢ za svaki x € R. Tada iz (KS) slijedi

c=c +g(0gWy) (2.10)

zasve x,y € R. Ako je g nul-funkcija, tadajec =0ilic = 1.

Ako g nije nul-funkcija, tada iz slijedi c—c? = g(x)g(y) zasve x,y € R, pajec—c? =
[g(x)]? za svaki x € R, odnosno g(x) = Ve(1 —¢) za svaki x € Rili g(x) = —Ve(1 —¢) za
svaki x € R, $to nam daje rjeSenja i 2.8).
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Kako f zadovoljava (DE), prema teoremu slijedi da su preostala nekonstantna
rjeSenja od (KS) oblika f(x) = cos(ax) za svaki x € R ili f(x) = ch(B8x) za svaki x € R.
Ako je f = cos(ax), tada iz propozicije[2.1.1] slijedi

[g(0)]* = 1 — cos*(ax),

odnosno
g(x) = £ sin(ax)

Sto nam daje rjeSenje (2.9). Ako je f(x) = ch(Bx), tada je |f(x)| = |ch(Bx)| > 1. Prema
propoziciji 2.1.1] je [f(x)] < 1 za svaki x € R. Slijedi |f(x)| = 1 za svaki x € R, pa
neprekidnost funkcije f povlaci da je f konstantna funkcija, Sto je u kontradikciji s naSom
pretpostavkom. Zakljucujemo da f(x) = ch(B8x) nije rjeSenje od (KS).

Preostaje dokazati obrat teorema. UvrStavanjem ili (2.8) u (KS), dobivamo

c=c+(Ve(l-o) =c*+c(l-c)=c*+c—-c* =c¢,
dakle i (2.8) su rjesenja od (KS). Uvrstavanjem (2.9) u (KS), dobivamo
J(x =) = cos(a(x — y)) = cos(ax) cos(ay) + sin(ax) sin(ay) = f(x)f(y) + g(x)g(y)

pa je (2.9) rjesenje od (KS). Ovime smo zavrsili dokaz teorema. m|

2.2 Sinus-kosinus funkcijska jednadzba

Funkcijsku jednadzbu
fx+y) = f(0)g0) + f()gx) (SK)

za sve x,y € R, nazivamo sinus-kosinus funkcijska jednadZba. Odredimo njena rjeSenja.

Teorem 2.2.1. Funkcije f,g: R — C su rjesenja funkcijske jednadzbe (SK) ako i samo ako
su f i g oblika:

f(x) =0 zasvaki x e R i g je proizvoljna funkcija, (2.11)
f(x) = A(x)E(x) i g(x) = E(x) za svaki x € R, (2.12)
foy= DO B B BW akixeR, (2.13)

2a 2
gdje je A: R — C aditivna funkcija, E|, E,: R — C su eksponencijalne funkcijei a € C \ {0}.
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Dokaz. Lako se provjeri da je sa (2.11) dano rjeSenje funkcijske jednadzbe (SK). U nas-
tavku pretpostavimo da f nije nul-funkcija.
Prema (SK), s jedne strane imamo

fx+O+2) = f(0gy+2)+ fy+28(x)
J0gly +2) + [f(g(2) + f(2)g(n]1g(x)
= f0gy+2) + f(1g2)g(x) + f(2)g(y)g(x), (2.14)
a s druge
fx+y)+2) = f(x+y)8@)+ f(Dg(x+y)
= f(0g(g@) + f(1g(x)g(2) + f(2)g(x + ). (2.15)
Izjednacavanjem (2.14) i (2.15) dobivamo
SOlgy +2) — geg@] = f(Dg(x +y) — g(x)g]. (2.16)

Kako f nije nul-funkcija, postoji zo € R takav da je f(z9p) # 0. UvrStavanjem z = zp u

(2.16) vidimo da je

gx+y) —g(0gy) = f(0(y), (2.17)
gdje je
Iy) = 802~ 80)8G0)
S(z0)
Zamjenom x i y u (2.17), dobivamo
glx +y) — g(0g(y) = fFMI(x). (2.18)

Sada iz i (2.18) slijedi
JOUy) = fF(I(x)

za sve x,y € R. Kako f nije nul-funkcija, postoji yo € R takav da je f(yo) # 0. Tada je
I(x) = Lo f(x), odnosno

FGo)
I(x) = &*f(x) (2.19)
za svaki x € R, gdje je @ = % € C. UvrStavanjem (2.19) u (2.17), dobivamo
g(x +y) = g(0gy) + @’ fF(D) f(y) (2.20)

zasve x,y € R.
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1z i (SK) dobivamo
gx+y) +af(x+y) = gx0gy) +a’f(x)f(©)
+af(x)g(y) + af(y)gx)
= gWlgx) +af(x)] +af(ylgx) +af(x)]
= [g(x) +afD)]lgQy) +af)], (2.21)
a takoder i
gx+y)—af(x+y) = gx)g() +a’f()f(Q)

—af(x)g(y) — af(y)g(x)
= g —af()] + af(lg(x) — af(x)]

= [g(x) —af()]lg(y) —af(]. (2.22)
Neka je
gx)+af(x) = Ei(x),
g —af(x) = Exx). (2.23)
Tada iz 2.21) i (2.22) slijedi
Ei(x+y) = Ei(0)E(),
Ez(x + y) = Ez(X)Ez(y),

pasu E, E,: R — C eksponencijalne funkcije. Ako je @ = 0, tada je g =: E eksponenci-
jalna funkcija. Kako f nije nul-funkcija, to ni E nije nul-funkcija. Propozicije i
povlace E(x) # 0 za svaki x € R. 1z (SK) slijedi

fax+y)  fOEQ) + fOE _ [0 fO)

= = (2.24)
E(x+y) E(X)E(y) E(x)  E()
za sve x,y € R. Stavimo li
_ S
Ax) = _E(x)’ (2.25)

tada (2.24) postaje

Alx +y) = A(x) + AY)
zasve x,y € R,paje A: R — C aditivna funkcija. Iz (2.25) slijedi
fx) = AX)E(x)

za svaki x € R, $to nam daje rjeSenje (2.12).
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Ako je a # 0, tada oduzimanjem i zbrajanjem izraza iz (2.23]) dobivamo

Ei(x) - Ex(x) _ Ei(0) + E>(%)

f) = T 1 g(x) 3

Sto nam daje rjeSenje (2.13)) jednadzbe (SK). m|

Napomena. Ako je f: R — C neparna funkcija i g: R — C parna funkcija, tada

rjeSenje (2.11) otpada.
Ako f i g zadovoljavaju (2.12)), tada je E(—x) = E(x) to jest [E(x)]* = 1 za svaki x € R.

Slijedi da je
2
X X
eeo=efo-3) el -

J) =AMk 1 gx)=1

za svaki x € R, pa je

za svaki x € R.
Ako f i g zadovoljavaju (2.13)), tada iz (2.23) slijedi

E\(x) = Ei(=x) = g(=x) + af(=x) = g(x) — af(x) = Es(x).
Tada rjesenje (2.13)) jednadzbe (SK) moZemo pisati u obliku

Ei(x) - E{(%) . ) Ei(x) + E|(x)

fx) = o g(x) = 5

2.3 Sinus funkcijska jednadzba
Funkcijsku jednadzbu
fAp) fx=y) = [fOP=[f D) (SE)

nazivamo sinus funkcijska jednadZba. Zamijenimo li x sa § iy sa 3, iz (SE) slijedi

2 2
X+ y X — y _ f _ _)_7
(221G - 16)
Zamjenom x sa x + y iy sa x — y u prethodnoj jednakosti, dobivamo

) e )
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odnosno

2 2
FOfQ) = [f(x;y)] —[f(x;y)] (2.26)

zasve x,y € R, Sto je ekvivalentni zapis jednadzbe (SE).

Odredimo rjesenja sinus funkcijske jednadzbe (SE) bez uvjeta na funkciju f.

Teorem 2.3.1. Funkcija f: R — C zadovoljava sinus funkcijsku jednadzbu (SE) ako i
samo ako je f oblika

J)
J)

gdje je A: R — C aditivna funkcija, E: R — C\ {0} eksponencijalna funkcija i B € C.

A(x) zasvaki x € R, (2.27)
BIE(x) — E'(x)] za svaki x € R, (2.28)

Dokaz. Lako se vidi da je f nul-funkcija rjeSenje jednadzbe (SE) koje je sadrzano u (2.28)
za 8 = 0. U nastavku pretpostavimo da f nije nul-funkcija. Iz toga slijedi da postoji xp € R
takav da je f(xo) # 0.

Neka je
h(x) = J(x+ x0) = f(x = xo)
2 f(xo0)
za svaki x € R. Tada je
1
2h(0h() = W[ﬂx + x0) = f0x = x0)|[ f O + x0) = (= x0)]
1
= APl WSO+ x0) = = x0) [0+ x0)

—fCx+ X0)f(y = X0) + f(x = x0) f (3 = %o) |

zasve x,y € R.

RaspiSimo dobivene izraze na desnoj strani i grupirajmo tako da mozemo primijeniti
(SE):

HO) = 2[f(1x(>)]2 f(x;y””x;y)f(x;y”"‘x;y)
_f x;y+x5y_x()f x;ry_x;yﬂo
_f x;y+x;y+x()f x;ry_x;y_xO
+fx;y—xo+x;yfx;y—xo—x;y]
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Primjenom (SE) dalje imamo

2 - 2 2
2h(OhGy) = z[f(lm]z{[f(x;%xo) - f(x;y] —[f(x;y)
2 2
AT o)) )] A5 )
X+y ? x=y\|’
A5 o) -]
1 [ [(x+y 2 X+y 2 xX—y 2
- 2[f<xo>]2{,f( 2 ”“) _gf( 2 ) [f( 2 ”0)
2 2 - 2
X—y .X+y .X+y
) ) A )
X—y ? X—y 2
A A= )]

1
= W[f(x‘*)""Xo)f(xo)+f(x—)’+xo)f(xo)
—f(x+y—x0)f(x0) = f(x =y — x0) f(x0)]
1
= m[f(x+y+xo)+f(x—)’+xo)
+f(x +y = x0) = f(x =y = x0)]
= hx+y)+hx—-y).

Dakle, h: R — C zadovoljava d’ Alembertovu funkcijsku jednadzbu
h(x +y) + h(x = y) = 2h(x)h(y)
zasve x,y € R. Prema teoremu[1.2.7]

E(x) + E*(x)

h(x) = >

(2.29)
gdjeje E: R — C\{0} eksponencijalna funkcija. Ako pretpostavimo da 4 nije nul-funkcija,
tada iz propozicije [I.2.6]slijedi da je i parna funkcija.

Iz (2.26) slijedi da jednadZbu (SE) moZemo zapisati u ekvivalentnom obliku

A5 b

fa)f(v) =
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zasve u,v € R. Ako je f(y) # 0, tada je

fa+y) —fx=-y) _ fE+Y)fG0) = fx = y)f(x0)
2f(y) 2f(y) f(xo)

)] = o)) = ()] + ()]

2f()f(xo)

Nk x+x-y \1? x—xo+y\]? x—x0-y\]?
()] = L)) - =)+ (5]
2f(y)f(x0)

S+ x0)f(y) — f(x = x0) f(y)
2f(y)f(x0)
S+ x0) = f(x—x0) _
21 (xo) -

h(x).

Slijedi
f(x+y) = f(x=y) =2f(h(x). (2.30)
Kako E nije nul-funkcija, iz propozicije slijedi E(0) = 1, pa (2.29) povlaci

h(0) = 1. (2.31)
Uvrstavanjem x = O u (2.30) i primjenom (2.31]), dobivamo

f=y) = =fO). (2.32)
Tada iz slijedi
FO+0)+ [y —x) =2f(h(x). (2.33)
Zamjenom x i y u (2.33)), dobivamo
F&x+y)+ fx—y) =2f(0)h(y). (2.34)
Zbrajanjem i te primjenom dolazimo do
fGx+y) = fh(y) + f(y)h(x) (2.35)

zasve x,y € R.
Kako je f neparna, a i parna funkcija, prema napomeni iza teorema2.2.1] postoje dvije
mogucénosti za f: f je aditivna funkcija, Sto nam daje rjeSenje (2.27), ili

E(x) — E*(x)

fx) = o

(2.36)

gdje je E: R — C\ {0} eksponencijalna funkcijai a € C\ {0} . UvrStavanjem S8 = ﬁ u
(2.36) dobivamo rjesenje (2.28) jednadzbe (SE). |
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Teorem 2.3.2. Neprekidne funkcije f: R — R koje zadovoljavaju funkcijsku jednadzbu
(SE) su oblika

fx) = ax, (2.37)
f(x) = PBsin(bx) (2.38)
f(x) = Bsh(cx) (2.39)

za svaki x € R, gdje su a,b, c,B € R proizvoljne konstante.

Dokaz. Nul-funkcija je o€ito rjeSenje dane jednadzbe. U nastavku pretpostavimo da f nije
nul-funkcija. Prema teoremu tada slijedi da su rjeSenja dane jednadZbe jednog od
sljedecih oblika

f&x) = Ax),
f(x) = BIE@x) - E ()], (2.40)

gdje je p € C\ {0}, A: R — R aditivna funkcija, a E: R — C eksponencijalna funk-
cija. Kako je f neprekidna, prema teoremu [I.3.1]slijedi da su neprekidne aditivne funkcije
oblika

f(x) = ax,

gdje je a € R, Sto nam daje rjeSenje (2.37)).
Prema teoremu [I.3.2] neprekidne eksponencijalne funkcije su oblika

f(x) =™ (2.41)
gdje je ¢ € C. UvrStavanjem (2.41) u (2.40) dobivamo
Jx) =B —e™). (2.42)

Ako su ¢, € R, zamjenom f3 sa g u |l dobivamo

CX —CX

f(0) = B = Bsh(cx)

za svaki x € R $to nam daje rjesenje (2.39).
Akoc,B¢R,ondajec=a+biiff=u+iv,pricemujeb # 0iv # 0. 1z (2.42) tada
slijedi
F(x) = (u + iv)(e0Dx — g7@tbi y, (2.43)
Kako vrijedi

e(a+b1)x _ e—(a+b1)x — eaxelbx _ e—axe—tbx

e (cos(bx) + isin(bx)) — e~ **(cos(bx) — i sin(bx))
cos(bx)(e™ — e ™) + isin(bx)(e™ + ™),
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iz (2.43) dalje imamo

f(x) = uf[cos(bx)(e™ — e ™) + isin(bx)(e™ + e )]
+iv[cos(bx)(e™ — e ™) + isin(bx)(e™ + e )]

= ucos(bx)(e” — e ™) — vsin(bx)(e™ + ™)

+i[u Sin(bx)(e‘”‘ + e_“x) + VCOS(bx)(e“x _ e—ux)].

41

Kako je f: R — R, slijedi da je imaginarni dio dobivenog broja jednak nuli, odnosno

usin(bx)(e™ + e ) + vcos(bx)(e™ — e ") = 0.

UvrStavanjem x = 0 u (2.44)), dobivamo

ax

Ve —e M =0 "= oax=—axs a=0.

(2.44)

Uvritavanjem x = 7 u (2.44) te primjenjujuci @ = 0, dobivamo u = 0. Dakle, ¢ = bi i

B = vi. Shijedi
f(x) = Bsin(bx),
gdje je B = —2v € R, $to nam daje rjesenje (2.38).

Dokazimo da sinus funkcijska nejednadzba
fa+fx -y <P = [fOP
ima ista rjeSenja kao 1 sinus funkcijska jednadzba (SE).

Teorem 2.3.3. Ako f: R — R zadovoljava funkcijsku nejednadZbu
fa+nfx=y <fOF - fOF
za sve x,y € R, tada je f rjeSenje sinus funkcijske jednadZbe (SE).
Dokaz. Uvrstimo li x = y = 0 u (2.45)), slijedi da je [ £(0)]* < 0, odnosno
f(0) =0.
Uvrstimo li x = —y u (2.45)), dobivamo
0 < [f(=0P - [fOP,

odnosno

LFOP < [f (=P

(2.45)

(2.46)

(2.47)
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Zamjenom y i —y, dobivamo [ f(—y)]* < [f(y)]>. Ovo zajedno sa daje
(0P <P < [f (-0

pa je
[FO)) = [F (-]

za svaki y € R. Iz toga slijedi da je

fE) ==f» il f(=y) = f).

Neka je yp € R takav da je

Fo) = f(=yo). (2.48)
Uvrstavanjem x = 0iy = yp u te primjenom dobivamo
TG0 f(=y0) < =[fO)]*. (2.49)

Uvrstavanjem (2.48]) u (2.49)), dobivamo
Lf G0 < =[f G0,

odnosno
2[f o) <0

pa slijedi da je
JO)=0 1 f(=y0)=0.
Ako je f(-y) = —f(y) za svaki y € R, tada iz (2.45) slijedi

SO < [ + f(x+y) [ - x).
Zamjenom x i y dobivamo

[T = [fOF < fx+y)f(x=y).
Ovo zajedno sa (Z43) povlai

fa+nfx=y) = 0P =[O

Dakle, f je rjeSenje sinus funkcijske jednadzbe (SE). O
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2.4 Poopcenje sinus funkcijske jednadzbe
U sljedecem teoremu dajemo opce rjeSenje funkcijske jednadzbe

Sx+y)gx—y) = f(x)g(x)—f()g(y) (PS)

koja je poopcenje sinus funkcijske jednadzbe (SE).

Teorem 2.4.1. Funkcije f,g: R — C zadovoljavaju funkcijsku jednadzbu (PS) ako i samo
ako vrijedi jedno od sljedeceg:

f je nul-funkcija i g je proizvoljna funkcija, (2.50)
f je proizvoljna funkcija i g je nul-funkcija, (2.51)
fx)=k i g(x)=A(x)zasvakixeR, (2.52)
fx)=Ax)+0 i g(x)=pPA(x)za svakix € R, (2.53)
E(x)-E" E(x)+E" E(x) - E"
fx) =y *) 5 ) +0 *) _; @) i glx)= ,BM za svaki x € R, (2.54)

gdje je A: R — C aditivna funkcija, E: R — C \ {0} eksponencijalna funkcija, a
B,0,k € C\ {0} iy € C su proizvoljne konstante.

Dokaz. Lako se provjeri da funkcije f i g iz (2.50) do (2.54) zadovoljavaju funkcijsku
jednadzbu (PS). U nastavku ¢emo dokazati da su one jedina rjeSenja funkcijske jednadzbe
(PS).

Pretpostavimo da je f konstantna funkcija, f(x) = k za svaki x € R. Tada iz (PS) slijedi

k[g(x—y)—g(x) +g(»] =0 (2.55)

zasve x,y € R. Ako je k = 0, onda je g proizvoljna funkcija, Sto nam daje rjeSenje (2.50).
Ako je k # 0, tada iz (2.55) slijedi

glx—y) =gx) — gy (2.56)

zasve x,y € R. Uvrstimo li y = x u (2.56), vidimo da vrijedi g(0) = 0. UvrStavanjem x = 0

u (2.56), dobivamo
8(=y) = —g(y) (2.57)

za svaki y € R. Zamjenom y i —y u (2.56), imamo
gx +y) = g(x) — g(-y),

odnosno, primjenom (2.57)),
glx+y) =g+ g.
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Dakle, g(x)=A(x) zasve x,y € R, gdje je A: R — C aditivna funkcija. To nam daje rjeSenje

(2.52).

Pretpostavimo da je g konstantna funkcija, g(x) = k za svaki x € R. Tada iz (PS) slijedi

klf(x+y) = f(x)+ f(»]=0 (2.58)

zasve x,y € R. Ako je k = 0, onda je f proizvoljna funkcija pa dobivamo rjesenje (2.5T).
Ako je k # 0, tada iz (2.58) slijedi

Jx+y) = f(x) = f) (2.59)

za sve x,y € R. Uvrstimo li x = 0iy = 0 u (2.59), vidimo da vrijedi f(0) = 0.
Uvrstavanjem x = 0 u (2.59), dobivamo f(y) = 0 za svaki y € R, Sto znaci da je ovo
rjeSenje sadrzano u (2.50)).

U nastavku pretpostavimo da f i g nisu konstantne funkcije. Zamjenom x i y u (PS),
dobivamo

Fx+y)g(y = x) = f(¥)g(y) = f(x)g(x) (2.60)
za sve x,y € R. Zbrajanjem (PS) i (2.60) slijedi

fx+y)gx—y) =-fx+ygl—x

za sve x,y € R. Kako f nije konstantna funkcija pa ni nul-funkcija, to postoji u, € R takav
da je f(ug) # 0. Neka je v € R proizvoljan. Za x = %(uo +V)iy= %(uo — V) imamo
fuo)g(v) = = f(uo)g(=v)
odakle slijedi
g(-v) = —g(v).

Dakle, g je neparna funkcija.
Neka su funkcije s, h: R — C definirane sa

_ J)+ f(=x)
s(x) = f’
h(x) = W

Tada je s parna, a & neparna funkcija te vrijedi

f(x) = s(x) + h(x) (2.61)
za svaki x € R. Uvrstavanjem (2.61) u (PS), dobivamo
[s(x) + h(x)]g(x) = [s(y) + A1),

s(0)g(x) = s(1)g(y)
+h(x)g(x) — h(y)g(y) (2.62)

[s(x +y) + h(x + y)]g(x = y)
s(x+y)glx —y) + h(x + y)g(x —y)
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za sve x,y € R. Zamjenom x sa —x 1 y sa —y te primjenom svojstva parnosti funkcije s i
neparnosti funkcija g i A, slijedi

—s(x+y)gx—y)+hx+ygx—y) = —s(x)gx)+ s(y)g(y)
+h(x)g(x) — h(y)g(y). (2.63)

Zbrajanjem (2.62) i (2.63)), dobivamo

h(x + y)g(x —y) = h(x)g(x) — h(y)g(y) (2.64)
zasve x,y € R. Iz i slijedi
s(x+y)glx —y) = s(x)g(x) — s(y)g(y) (2.65)

za sve x,y € R. Zamjenom y sa —y u (2.64), dobivamo
h(x — y)g(x +y) = h(x)g(x) — h(y)g(y)
Sto usporedbom sa daje
h(x +y)g(x = y) = h(x = y)g(x +y).

Neka su u,v € R proizvoljni. Za x = %(u +v)iy= %(u — v) gornja jednakost prelazi u

h(u)g(v) = h(v)g(u).

Kako g nije konstantna funkcija, to postoji vy € R takav da je g(vo) # 0. Za a = ;% eR
imamo

h(x) = ag(x) (2.66)

za svaki x € R. Dakle, razlikujemo dva slucaja s obzirom na vrijednost a.
Prvi slucaj. Neka je a # 0. MnoZenjem (2.64) sa @, dobivamo

h(x + y)h(x — y) = h(x)* = h(y)*. (2.67)

Kako g nije konstantna funkcija, vrijedi da ni / nije konstantna funkcija. Tada je prema
teoremu [2.3.1|rjeSenje jednadZbe (2.67) oblika

h(x) = A(x) (2.68)
ili .
E(x) — E (x)

h(x) = 2b

(2.69)
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gdje je A: R — C aditivna funkcija, E: R — C)\ {0} eksponencijalna funkcijaib € C\ {0}.
Sada iz (2.66) slijedi

1
glx) = EA(X)’ (2.70)
E(x) — E*(x)
= —. 2.71
g(x) har (2.71)
Uvrstavanjem y = —x u (2.65)) te primjenom neparnosti funkcije g i parnosti funkcije s,
dobivamo
5(0)g(2x) = 2s(x)g(x) (2.72)

za svaki x € R.
Stavimo ¢ = 5(0). Ako vrijedi (2.70), tada (2.72)) povlaci

éA(2x) = 2s(x) - lA(x),
a o’

odakle zbog aditivnosti funkcije A slijedi s(x) = ¢ za svaki x € R. Tada iz (2.61)), (2.68)) i
(2.70) slijedi
f(x) = A(x) +61g(x) = BA(x)
za svaki x € R, gdje je 8 = 1. Tako smo dobili rjeSenje (2.53).
Ako vrijedi (2.71)), tada (2.72) povlaci

E(x) - E*(x)

6 * _
—(E(Zx) -F (2x)) =2s(x) - b

2ba

Kako je E(2x) — E(2x) = [E(X)]*> = [E"(x)]*> = [E(x) — E"(0)][E(x) + E"(x)], odatle slijedi

SG1) = 5E(x) + E"(x)
2
za svaki x € R.
Iz i tada slijedi
F0) E(x) ;bE (x) N 6E(x) -;E (%)
_ yE(X) —2E*(X) +6E(X) +2E*(X)’

gdjejey = %, aiz (2.71) slijedi

_1EW-EW _ EX)-Ex
80 = = > =p > :
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gdjeje 8 = %, Sto nam daje rjeSenja 1|
Drugi slucaj. Neka je @ = 0. Tada iz (2.66) slijedi da je h(x) = 0 za svaki x € R, paiz

@2.6]) slijedi
Jf(x) = s(x) (2.73)

za svaki x € R. Zamjenom y sa —x u i primjenom parnosti funkcije s i neparnosti
funkcije g, dobivamo

5(0)g(2x) = 25(s)g(x)

za svaki x € R. Kako mora vrijediti s(0) # 0, slijedi

8(2x) = %S(X)g(X), (2.74)
gdje je 0 = s(0), odnosno )

X\ (X

8(x) = 55(5)8(5)
Tada vrijedi, primjenom (2.65)) te parnosti funkcije s i neparnosti funkcije g,
3 s (555
+ - - +
s FAF)(57)]
= F1G):G) - GRBEIGEG) GG

4 2 2 2 2

- 2SI GI - (GG

= [gOF - [gW]*

gx+y)gx—y)

I
|
PN
=
~<

ta

za sve x,y € R. Prema teoremu (2.3.1] g je oblika

1
g(x) = —A(x) (2.75)
a
. 1 E(x) - E'(x)
X) — X
8 =———— (2.76)

gdjeje A: R — Caditivna funkcija, E: R — C\{0} eksponencijalna funkcija,a a,b € C\ {0} .
1z 1| slijedi da je g(2x) = éA(Zx) = %A(x) te izjednaCavanjem s (2.74)) slijedi

gS(x)lz‘\(X) = %A(X),
0 @ a
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odnosno
s(x) = 6.

Sada iz (2.73) slijedi f(x) = ¢ Sto je u kontradikciji s naSom pretpostavkom.

Iz (2.76)) slijedi da je g(2x) = ﬁw Kako je E eksponencijalna funkcija, to

vrijedi E(x + y) = E(x)E(y), odakle slijedi g(2x) = ﬁw IzjednaCavanjem s
dobivamo

2 1 E(x)— E"(x) 1 [E(x) - E*(0)][E(x) + E*(x)]
= 50— =— ,

0 ab 2 ab 2
odnosno )
Es(x) = E(x) + E' (),
pa je *
s(x) = 6%.
Sada iz slijedi da je )
flo =P,

Sto nam s li zaf = $ daje rjeSenje sadrzano u lb zay=0. |

Teorem 2.4.2. Neka je d € (1,00) C R. Funkcija f: R — R zadovoljava funkcijsku
JednadZbu
f(x+y)=f(x)f(y) —dsinxsiny 2.77)

za sve x,y € R ako i samo ako je f oblika
f(x) =asinx + cosx (2.78)
ili
f(x) = —asin x + cos x, (2.79)
gdje jea = Vd — 1.

Dokaz. Lako se provjeri da (2.78)) 1 (2.79) zadovoljavaju funkcijsku jednadzbu (2.77). Pre-
ostaje dokazati da su to jedina rjeSenja funkcijske jednadzbe (2.77)).
Prema (2.77), s jedne strane imamo

f((x+y)+2) f(x+y)f(z) — dsin(x + y)sinz
/() f()f(z) —dsinxsinyf(z)]

—dsin xcosysinz —dcos xsinysinz, (2.80)
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a s druge

fx+ G +2)

f(x)f(y+2z)—dsinxsin(y + z)
[f()f)f(2) —df(x)sinysinz]

—d sin xsiny cos z — d sin x cos y sin z. (2.81)

Izjednacavanjem (2.80) i (2.81) te dijeljenjem sa d # 0, dobivamo
sinxsinyf(z) + cos xsinysinz = f(x)sinysinz + sin xsiny cos z.

UvrStavanjem y = z = 7, slijedi

f(x) = asinx+ cos x (2.82)
zasvaki x € Ria = f(5). Iz (2.82) slijedi
f(x+y) = asin(x+y)+cos(x+y)
= @sinxcosy+ @cosxsiny + cosxcosy — sinxsiny, (2.83)

a takoder 1

f(xX)f(y) —dsinxsiny (asinx + cos x)(asiny + cosy) —dsinxsiny

@’ sinxsiny + @ cos xsiny + a sin xcos y

+cosxcosy—dsinxsiny. (2.84)

Prema (2.77), izjednaCavanjem (2.83) i (2.84)) vrijedi
(=1 + d)sinxsiny = o” sin xsin y,

za sve x,y € R, odakle slijedi
?=d-1.

Uvrstavanjem @ = a i @ = —a u (2.82), dobivamo i 2.79). O
Teorem 2.4.3. Neka je (S,+) komutativna polugrupa, a F polje sa svojstvima:

(i) 2x =0 (x € F) povlaci x = 0,

(ii) za svaki x € F postoji y € F takav da je y* = x.

Neka je o endomorfizam od S takav da vrijedi o(ox) = x za svaki x € S. Funkcije
f-8: S = F koje nisu konstantne, zadovoljavaju funkcijsku jednadzbu

fx+oy) = f(X)fQ) + gx)gy) (2.85)
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za sve x,y € S, ako i samo ako su jednog od oblika

t(x) + t(ox)

f = 5

o = HO=HE)
f(x) = aE(x)
g(x) = bE(x),

Jx) = s(x) = s(x0)A(x)
g(x) = ks(x)A(x),

J) = (I -a)s(x) +as(x)h(x)
g(x) = bs(x) = bs(x)h(x),

50

(2.86)

(2.87)

(2.88)

(2.89)

za svaki x € S, gdje su k,a,b € F takvi da je k> = —1, a* + b*> = a, A: S — F aditivna
funkcija, t,s,h, E: S — F rjeSenja funkcijske jednadzbe F(x +y) = F(x)F(y) za sve x,y €
S, te vrijedi A(ox) = A(x), s(ox) = s(x), s # 0, h(ox) = h(x) i E(ocx) = E(x) za svaki

xeSs.

Dokaz. Zamjenom x iy u (2.85)), dobivamo
fO+ox) = fO)f(x) + g(r)gx).
Izjednacavanjem sa slijedi
fx+oy) = fy+ox)
zasve x,y € §. Dakle, f(x + oy) = f(o(x+ oy)) zasve x,y € S, pa je
flox) = f(x)

za svaki x € S. Zamjenom x sa ox te y sa oy u (2.85)), dobivamo

flox+y) = flox)f(oy) + glox)g(oy).
Primjenom (2.90) dobivamo

fx+oy) = f(0)f(y) + glox)gloy)

(2.90)
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te usporedbom s (2.83)) slijedi

g(0)g(y) = glox)g(oy) (2.91)

za sve x,y € §. Kako g nije konstantna funkcija, postoji yo € S takav da g(yp) # 0 pa
uvrstavanjem y = yo u (2.91)), dobivamo

g(x) = ag(ox), (2.92)

gdje je @ = L2417 (2.92) tada slijedi

glox) = ag(o(ox)) = ag(x) = a - ag(ox),
odnosno
g(ox) = a’g(ox)

za svaki x € S, pa slijedi da je @ = 1. Razlikujemo dva slu¢aja.
Prvi slucaj. Neka je a = —1. Tada iz (2.92) slijedi

g(ox) = —g(x) (2.93)
za svaki x € §. Zamjenom y sa oy u (2.85)), dobivamo
Jx+y) = f(0)f(oy) + g(x)gloy),
odakle primjenom (2.90) i (2.93)) slijedi
fx+y) = f0f() - g
Zbrajanjem sa (2.85) dobivamo

Jx+y) + fx+oy) =2f()f () (2.94)

zasve x,y € S. Prema teoremu|[I.1.4]slijedi da je rjeSenje funkcijske jednadzbe (2.94) dano

sa
t(x) + t(ox)

f(x) = > , (2.95)
gdje je t: § — FrjeSenje funkcijske jednadzbe #(x + y) = #(x)#(y) za sve x,y € S.

UvrStavanjem u dobivamo
gx)g(y) = fx+oy) = fOfQ)

_ txt+oy) +t(ox+oy)  Hx)+t(ox) Hy)+Hoy)

- 2 22

_ 2t(0t(oy) + 200 0)i(y)  t1(0)H(y) + tHox)i(y) + 1((x)H(oy) + Hox)H(ay)

N 4 - 4

_ 10Hoy) + Ho0ty) — 10)ny) — Hox)oy)

4

| 1x) = t(ox) (| 1) — o)
2 2
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zasve x,y € S. UvrStavanjem y = x slijedi

1(x) z(ax)r

[g(x)]* = —[ 5

paje
t(x) — t(ox)

gx) =k >

gdje je K = —1 $to nam daje rjeSenje (2.86).
Drugi slucaj. Neka je & = 1. Tada iz (2.92) slijedi

g(ox) = g(x)
za svaki x € S. Zamjenom y sa oy u (2.83)), dobivamo
J(x+y) = f(0)f(oy) + g(x)g(oy),
te primjenom i 2.96), slijedi
Jx+y)=fOf) +g(x)gl)

zasve x,y € S.
Prema (2.97), s jedne strane imamo

fx+y)+2) = fx+y)f@)+gx+y)gQk
= fOfOf(@)+g0)gMf(2) + glx + y)g(2),
a s druge
f+(+2) = fOf+2)+g)gly+2)

IzjednaCavanjem desnih strana, dobivamo

g(x +y)g(z) — f(x)g()g(2) = g(x)g(y + 2) — g(x)g() f(2).

Oduzimanjem g(x) f(y)g(z) s obje strane jednakosti, dobivamo

[g(x +y) = f(0)g(y) — F(MgN)]g(z) = [g(y +2) — f(1)g(2) — f(2)g()]g(x)

zasve x,y € S. Za z = 79, obzirom da je g(zo) # 0, imamo

gx+y)— f(x)gy) — f(1g(x) = g(Dk(y),

JfWf(@) + f(0)g(»)g) + g(x)g(y + 2).

52

(2.96)

(2.97)

(2.98)

(2.99)



POGLAVLIJE 2. TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJSKE JEDNADZBE 53

gdje je k(y) = [g(z0)]'[8(y + 20) = f()g(z0) = f(20)g)]-
Primjenom (2.99) u (2.98)), dobivamo

gRLf(Mgx) + gk = g(f(1g(2) + gMk(2)],
odnosno
g(0k(y)g(z) = g(nk(z)g(x).
Kako g nije nul-funkcija, slijedi da je
k(y) = 2ag(y), (2.100)

gdjeje a € .
Uvrstavanjem (2.100) u (2.99), dobivamo

g(x+y) = f(0gy) + f(ex) + 2ag(x)g(y)
za sve x,y € S. MnoZenjem prethodnog izraza sa A i zbrajanjem sa (2.97)), dobivamo

fx+y)+Agx+y) = fXO)fQ)+gx)g(y) + Af(x)g(y)
+Ag(X) f(y) + 2a1g(x)g(y).

ProSirimo li dobiveni izraz tako da mozemo faktorizirati, dobivamo

fx+y) +gx+y) = f)fQ)+2x)fG) + Af(x)g() + 12g(x)g(y)
—2g(0)g(y) + g(x)g(y) + 2a1g(x)g(y)
[f(x) + AgILFO) + Ag)] + g(x)g(M[A* — 2 — 1].

Odatle zakljucujemo da je

fx+y)+ag(x+y) = [f(x) + A f() + 18(y)] (2.101)

ako 1 samo ako A zadovoljava jednakost
A =-2a-1=0,
Neka je

s(x) = f(x) + Ag(x),
odnosno

f(x) = s(x) — Ag(x). (2.102)
Tada iz (2.10]) slijedi da je s(x +y) = s(x)s(y) za sve x,y € S. Uvrstavanjem (2.102) u
(2.97), dobivamo

s(x+y)—Ag(x +y) = [s(x) — 2g(D)][s(y) — 1g)] + g(x)g(y),
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odnosno

s(X0)s() — Ag(x +¥) = s(xX)s(y) — 4g(x)s(y) — As(x)g(y) + 12g(x)g(y) + g(x)g(y)

paje
Ag(x +y) = A8(0)s(y) + As(0)g(y) — (A + 1)g(0)g(). (2.103)
Ako je s nul-funkcija, tada iz (2.103) slijedi
2
gx+y) = i 1)5()% o (2.104)

zasve x,y € S. Neka je
(2 + Dg(x)

E(x) = 7 (2.105)
Tada iz slijedi
2
EGi+y) = (T4 1)/ig(x+y)

@+ (2 + Dg(0g()

= - (-1) -

- EMWE(®).
Iz slijedi

gx) = s lE(X)

za svaki x € §, odnosno g(x) = bE(x), gdje je b = ——~. Kako je s nul-funkcija, iz (2.102)
slijedi da je f(x) = —Ag(x) za svaki x € §, pa je

2

= E(x),
f(x) SO (%)
odnosno f(x) = aE(x), gdje je a = Afil. Tada vrijedi
A4 2 2+ 2

24 b7 = + = = =
. R+1? R+ (B+IR 2+l

To nam daje rjesenje (2.87).
Ako s nije nul-funkcija, tada postoji xo € S takav da je s(xy) # 0. Kako je s(x + y) = s(x)s(y)
zasve x,y € S, to za svaki x € § vrijedi

a.

s(x0) = s((xo — X) + x) = s(xo — x)5(x).
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Ako postoji x € S takav da je s(x) = 0, tada je s(xo) = 0, Sto je kontradikcija. Dakle,
s(x) # 0 za svaki x € S. Dijeljenjem jednadzbe (2.103) sa s(x + y), dobivamo

Ag(x+y) _Ag(x)  Ag() P+ 1(Ag<x))(ﬂg<y>) 2.106)
s(x+y) s(x)  s(y) 2\ s N\ so) ) '
Akoje 2> + 1 = 0, tada je
Aglx+y)  Agx)  Ag(y)
S s so) 10D
zasve x,y € S. Neka je
_ Ag(x)
A(x) = )
odnosno A
g(x) = S(x)& S22 (2.108)

Iz slijedi da je A: S — F aditivna funkcija. UvrStavanjem (2.108) u (2.102),

dobivamo

JF(x) = s(x) — s(x)A(x),
$to nam sa (2.108) daje rjesenje (2.88) za k = 1. Kako je 4> + 1 = 0, slijedi da je k* = —1.

Neka je A° + 1 # 0. Definirajmo

hix)=1- (2.109)

22 +1 /lg(x))
A2 \s(x) )

Iz (2.106) tada slijedi
h(x +y) = h(x)h(y)

zasve x,y € S. Iz (2.109) slijedi

B 22+1 glx)
l’l(X) -1=- 1 . @,
odnosno o
_ 8
-1 = bs(x)’

gdje je b = -, paje
g(x) = bs(x)h(x) — bs(x).

Akojea = 2 tada je —Ab = a te iz (2.102)) slijedi da je

2417

f(x) = s(x) — Abs(x)h(x) + Abs(x),
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odnosno
f(x) = (1 +a)s(x) + as(x)h(x).

Kako takoder vrijedi a*> + b* = a, imamo rjesenje (2.89).
Preostaje dokazati da vrijedi s(ox) = s(x), h(ox) = h(x)i E(ocx) = E(x) zasvaki x € §.

Primjenom (2.102)), (2.90) i (2.96)), imamo

s(ox) = f(ox) + Ag(0x) = f(x) + A8(x) = s(x)

zasvakix € S.
Kako vrijedi s(ox) = s(x) za svaki x € S, primjenom (2.109) i (2.96), imamo

A+ l(ﬂg((rx)) o A2+ l(ﬂg(x)

on =1- 2\ s(ox) | A2\ s(x)

) = h(x)

zasvaki x € S.

Primjenom (2.105)) i (2.96)), imamo

@+ Dglon) (P + Dg)

E(ox) = 1 1

= E(x)

za svaki x € §. Ovime smo zavrsili dokaz teorema. O
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Sazetak

Trigonometrijski identiteti vode do takozvanih trigonometrijskih funkcijskih jednadzbi ¢ija
rjeSenja ukljucuju i neke druge funkcije osim trigonometrijskih. U ovom radu su dana op¢a
1 neprekidna rjeSenja d’ Alembertove funkcijske jednadzbe

Jx+y) + fx=y)=2f(x0)f(),

kosinus-sinus funkcijske jednadzbe

fx=y) = fOfQ) +g(x)g0),

sinus-kosinus funkcijske jednadzbe

fx+y) = f(0gly) + f(elx),

sinus funkcijske jednadzbe

fx+)fx—y) =[P - [fO)

1 poopcene sinus funkcijske jednadzbe

S&x+y)gx—y) = f(x)gx) — fF(»)g(y).



Summary

Trigonometric identities lead to the so-called trigonometric functional equations whose
solutions include some other functions besides trigonometric. In this thesis are given
general and continuous solutions of the d’ Alembert functional equation

Jx+y) + fx=y)=2f(x0)f(),

the cosine-sine functional equation

fx=y) = fOf() +g(x)g0),

the sine-cosine functional equation

fx+y) = f(0gly) + f(nelx),

the sine functional equation

fx+)fx—y) =[P - [fO)]

and a generalization of the sine functional equation

S&x+y)gx—y) = f(x)gx) — fF(»e(y).
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