
SVEUČILIŠTE U ZAGREBU

PRIRODOSLOVNO–MATEMATIČKI FAKULTET
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Uvod

Vremenski niz je niz kronološki uredenih vrijednosti mjerenja neke pojave. Primjeri tak-
vih nizova mogu se pronaći u financijama, prepoznavanju uzoraka, prognozi vremena i
potresa, astronomiji i ostalim područjima koja zahtijevaju mjerenja odredenih vrijednosti
u vremenskim razmacima. Zbog široke primjene vremenskih nizova u praksi potrebne su
različite metode za njihovu analizu, usporedivanje i klasifikaciju.

Najpoznatiji način mjerenja udaljenosti izmedu dva niza je računanjem euklidske uda-
ljenosti. Potrebno je da nizovi budu iste duljine i ukupna udaljenost ovisi o udaljenosti
točaka zadanih nizova koje imaju iste indekse. Kod vremenskih nizova udaljenost se može
mjeriti na već opisani način, ali za točnije rezultate potrebno je uzeti u obzir varijacije u
brzini promjene mjerenih vrijednosti i vremenske pomake. Jednostavan primjer je potpi-
sivanje osobe. Prilikom više različitih davanja potpisa brzina pisanja varira pa pripadni
vremenski nizovi nastali bilježenjem koordinata potpisa mogu naizgled biti jako različiti.
Zato je potrebno pronaći lokalno slične dijelove i poravnati dobivene nizove tako da se pri
mjerenju udaljenosti računa udaljenosti izmedu tih dijelova. Na taj način se dobije uda-
ljenosti koja je bliža čovjekovu intuitivnom načinu usporedivanja dvaju potpisa. Jedan od
najpoznatijih algoritama za poravnanje vremenskih nizova je algoritam dinamičkog porav-
navanja vremena.

Algoritam je po prvu puta predstavljen 1978. godine u radu ”Dynamic Programming
Algorithm Optimization For Spoken Word Recognition” autora Hiroaki Sakoe i Seibi
Chiba [12]. Uspješno je riješen problem izgovaranja iste riječi različitom brzinom te je
ubrzo našao primjenu i u ostalim područjima usko povezanim s vremenskim nizovima.
Pomoću metoda dinamičkog programiranja algoritam računa optimalno poravnanje dvaju
vremenskih nizova te udaljenost dobivenu tim poravnanjem. Prilikom računanja zadaju
se različita ograničenja na način poravnavanja nizova pa se tako dobivaju različite varija-
cije algoritma od kojih je potrebno izabrati najbolju za pripadni problem. Algoritam ima
kvadratnu složenost što predstavlja problem kod računanja s velikim skupovima podataka.
Zbog toga su istražene mogućnosti postavljanja donjih granica čiji izračun je jeftiniji za
provodenje, a pomoću tih vrijednosti može se ocijeniti postoji li potreba za računanje al-
goritma na pripadnim nizovima. Najpoznatije su Keoghova i poboljšana Keoghova donja
granica. Za potrebe klasifikacije i grupiranja nizova koristi se metoda pod nazivom bari-
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UVOD 2

centrično usrednjavanje koja pomoću navedenog algoritma omogućuje dobivanje srednje
vrijednosti skupa vremenskih nizova. Ova metoda takoder ima i efekt smanjenja dimenzije
skupa podataka, budući da se u daljnjem izračunu udaljenost novog podatka od cijele klase
(ponekad nazvane i klasterom podataka) zamjenjuje računanjem udaljenosti do baricentra.

Cilj ovog rada je pokazati da je vrijeme klasificiranja uzorka usporedujući ga s bari-
centrima klasa bitno manje od vremena potrebnog za klasificiranje prilikom kojeg se dani
uzorak usporeduje sa svakim uzorkom iz svih klasa te da korištenjem brže klasifikacije ne
dolazi do značajnih gubitaka u točnosti algoritma.



Poglavlje 1

Algoritam dinami �ckog poravnavanja
vremena

1.1 Vremenski nizovi

De�nicija 1.1.1. Vremenski niz je preslikavanjex: [0;T] ! Rn, T 2 R.

Napomena1.1.1. Vi �sedimenzionalni vektori nastaju zbog bilje�zenja vrijednosti razli�citih
parametara modela. Na primjer, vremenski niz nastao bilje�zenjem korisnikova potpisa
sastoji se od dvodimenzionalnih vektora koji predstavljaju koordinate to�caka koje pripadaju
potpisu. Osim toga moguće je pamtiti i informaciju o tome je li u pojedinoj to�cki do�slo
do podizanja ili spu�stanja olovke prilikom pisanja. Tadáce se vremenski niz sastojati od
trodimenzionalnih vektora.
Podatci se naj�ce�sće bilje�ze u jednakim vremenskim razmacima, ali to nije nu�zno.

Primjeri vremenskih nizova

Vremenski nizovi imaju�siroku primjenu. U medicini nastaju praćenjem vrijednosti para-
metara u ljudskom organizmu kroz vrijeme, dok su u �nancijama potrebni za prognozu di-
namike tr�zi�sta. Osim�sto nose informacije o podatcima kroz proteklo vrijeme, kori�stenjem
statisti�ckih metoda, mogu se dobiti predvidanja za budúcnost koja slu�ze kao temelj za
budúce akcije. Za lak�su analizu vremenskih nizova postoji nekoliko matemati�ckih alata
kao �sto suMatlab [6] i R [11] koji olak�savaju postupak analize i gra��ckog prikaza poda-
taka.

Primjer 1.1.1. Prva primjena algoritma dinami�ckog poravnavanja vremena bila je u pre-
poznavanju izgovorenih rije�ci (vidi [12]). Pri izgovaranju rije�ci nastaje vremenski niz koji
se sastoji od amplituda zvuka zabilje�zenih u jednakim vremenskim razmacima �cija veli�cina
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POGLAVLJE 1. O ALGORITMU 4

ovisi o uredaju koji snima zvuk. Prikaz jednog takvog vremenskog niza nastalog izgovara-
njem rije�ci matematikanalazi se na slici 1.1.

Slika 1.1: Zvu�cni signal rije�ci matematika

Primjer 1.1.2. Tijekom korisnikova potpisivanja prstom na ekranu mobilnog uredaja bi-
lje�zenjem to�caka nastalih tijekom potpisivanja dobije se jedan vremenski niz. Njegov
gra��cki prikaz vidi se na slici 1.2.

Slika 1.2: Korisnikov potpis prstom na ekranu mobilnog uredaja

Primjer 1.1.3. Sljedeći vremenski niz dobiven je bilje�zenjem trenutnog broja otkucaja
�covjekova srca svakih 0.5 sekundi. Na slici 1.3 su prikazani dobiveni podatci.



POGLAVLJE 1. O ALGORITMU 5

Slika 1.3: Brzina otkucaja�covjekova srca

1.2 Algoritam dinami �ckog poravnavanja vremena

Za zadana dva vremenska nizaX B (x1; x2; :::;xN) 2 FN i Y B (y1; y2; :::;yM) 2 FM, N
i M 2 N, potrebno je pronáci njihovu udaljenost. Ozna�cimo sc: F � F ! R>0 funkciju
koja zadovoljava svojstva norme na prostoruF. Neka jeC 2 RN� M de�nirana kaoCn;m B
c(xn; ym) matrica udaljenosti.

De�nicija 1.2.1. (N, M)-poravnanje nizovaje niz p = (p1; p2; :::;pL) gdje jepl = (nl;ml) 2
f1; :::;Ng � f 1; :::;Mg, l 2 f1; :::;Lg, koji zadovoljava sljedéce uvjete:

1. Rubni uvjeti:p1 = (1;1) i pL = (N; M)

2. Monotonost:n1 6 n2 6 ::: 6 nL i m1 6 m2 6 ::: 6 mL

3. Pomak:pl+1 � pl 2 f(1;0); (0; 1); (1; 1)gzal 2 f1; :::;L � 1g.

Poravnanje nizova pridru�zuje svakom elementuxnl 2 X barem jedan elementyml 2 Y i
obratno. Prvi uvjet de�nicije osigurava da poravnanje uzme u obzir cijele nizove odnosno
da je prvom (zadnjem) elementu nizaX pridru�zen prvi (zadnji) element nizaY. Zbog
monotonosti poravnanja ne mo�ze se dogoditi ”povratak u pro�slost”. Dakle, ako jei-tom
elementu nizaX pridru�zenj-ti element nizaY onda znamo da bilo kojem elementu iz niza
X s indeksom vécim odi ne mo�ze biti pridru�zen element nizaY s indeksom manjim odj.
Treći uvjet sprje�cava da element niza bude izostavljen iz poravnanja. Na slici 1.4 nalazi se
ilustracija uvjeta iz de�nicije 1.2.1.

Neka jep zadano poravnanje. Scp(X;Y) ozna�cimo udaljenost nizovaX i Y dobivenu
iz poravnanjap. Tada vrijedi sljedéca jednakost:

cp(X;Y) B
LX

l=1

c(xnl ; yml ): (1.1)
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Slika 1.4: Primjeri poravnanja nizovaX duljine 7 i Y duljine 9. (a) Poravnanje zadovo-
ljava 1., 2. i 3. uvjet iz de�nicije 1.2.1.(b) Poravnanje ne zadovoljava rubne uvjete.(c)
Monotonost poravnanja je naru�sena.(d) 3. uvjet iz de�nicije 1.2.1 nije ispunjen.

Optimalno poravnanje nizovaX i Y, ozna�ceno spmin, je poravnanje koje daje najmanju
udaljenost nizova. Ozna�cimo sDTW(X;Y) udaljenost nizova dobivenu tim poravnanjem.

DTW(X;Y) B cpmin(X;Y) = minfcp(X;Y) j p je (N, M)-poravnanje nizovag (1.2)

Lema 1.2.1.DTW funkcija nije pozitivno de�nitna.

Dokaz. Za nizoveX B fx1; x2gi Y B fx1; x1; x2; x2; x2gvrijedi DTW(X;Y) = 0 budúci je
c(xi; xi) = 0, i = 1;2. �

Lema 1.2.2.DTW funkcija ne zadovoljava nejednakost trokuta.

Dokaz. Neka jeF = f�; �;  g. De�niramo normuc: F � F ! f 0; 1gsc(x; y) B 0 akox = y
i c(x; y) B 1 akox , y, x; y 2 F. Za nizoveX = (�; �;  ), Y = (�; �; �;  ) i Z = (�; ;  )
dobijemoDTW(X;Y) = 0, DTW(X;Z) = 1 te DTW(Y;Z) = 2. Ne vrijedi nejednakost
trokutaDTW(Y;Z) < DTW(Y; X) + DTW(X;Z). �

Ozna�cimo sD 2 FN� M matricu sumiranih udaljenostioptimalnog poravnanja. Vrijedi
Dn;m = DTW(X;Y).

Teorem 1.2.1.Matrica sumiranih udaljenosti D zadovoljava sljedeće jednakosti:

1.

Dn;1 =
nX

k=1

c(xk; y1); za n2 f1; :::;Ng (1.3)

D1;m =
mX

k=1

c(x1; yk); za m2 f1; :::;Mg (1.4)
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2.
Dn;m = minfDn� 1;m� 1; Dn� 1;m; Dn;m� 1g+ c(xn; ym)

za n2 f2; :::;Ngi m 2 f2; :::;Mg
(1.5)

Dokaz. Jednakosti 1.3 i 1.4 trivijalno slijede iz uvjeta de�nicije poravnanja dvaju nizova
1.2.1. Zan > 1 i m > 1 neka jeq = (q1; q2; :::;qL� 1; qL) optimalno poravnanje zaX i Y.
Iz rubnog uvjeta znamo da jeqL = (n;m). Neka je (i; j) B qL� 1. Zbog uvjeta na pomak
poravnanja znamo da je (i; j) 2 f(n � 1;m� 1); (n � 1;m); (n;m� 1)g. Ozna�cimo sN[s : t],
s; t 2 N, s � t, podniz proizvoljnog nizaN, (Ns; Ns+1; :::;Nt). Vrijedi da je (q1; :::;qL� 1)
optimalno poravnanje nizovaX[1 : a] i Y[1 : b] zato �sto jeq optimalno poravnanje nizova
X i Y. Iz navedenih tvrdnji slijedi 1.7. �

Iz prethodnog teorema slijedi rekurzivna relacija na kojoj se temelji algoritam.

Di; j = c(i; j) + minfDi� 1; j; Di; j� 1; Di� 1; j� 1g (1.6)

Inicijalizacija matrice D mo�ze se pojednostavniti dodavanjem novog retka i stupca�ciji
se elementi inicijaliziraju na+1 . Formalno,Dn;0 B +1 zan 2 f1; :::;Ng, D0;m B +1 za
m 2 f1; ::;Mgi D0;0 B 0. Osim toga mo�ze se primijetiti da je za ra�cunanje DTW udaljenosti
dovoljan prostor za pohranu veli�cine O(N) (O(M)) jer se matrica mo�ze popunjavati po
recima (stupcima). Za dobivanja poravnanja potrebno je pamtiti cijelu matricu D pa je
stoga prostorna slo�zenost veli�cineO(N � M).

Pri implementaciji algoritma koriste se metode dinami�ckog programiranja. U nastavku
slijedi implementacija osnovnog oblika algoritma.

Ulaz : S n i z d u l j i n e N, Q n i z d u l j i n e M.
I z l a z : DTW u d a l j e n o s t .

1 fo r i : = 1 t o N
2 DTW[ i , 0 ] := +1
3 fo r i : = 1 t o M
4 DTW[ 0 , i ] := +1
5
6 DTW[ 0 , 0 ] := 0
7
8 fo r i : = 1 t o N
9 fo r j : = 1 t o M

10 c o s t := d ( S [ i ] , Q[ j ] )
11 DTW[ i , j ] : = c o s t + minimum (DTW[ i � 1 , j ] ,
12 DTW[ i , j � 1 ] ,
13 DTW[ i � 1 , j � 1 ] )
14 re turn DTW[N, M]

Naméce se pitanje kako iz matrice akumuliranih vrijednosti D dobiti optimalno po-
ravnanjepmin = fp1; ::; plg. Ako je zadana matrica D do poravnanja se dolazi obrnutim
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redoslijedom od dobivanja matrice. Pretpostavimo da jepl = (n;m). Ako je (n;m) = (1;1)
onda jel = 1 pa smo gotovi. Ina�ce vrijedi rekurzivna formula

pl� 1 B

8
>>>>><
>>>>>:

(1;m� 1); ako jen = 1

(n � 1;1); ako jem = 1

argminfDn� 1;m� 1; Dn� 1;m; Dn;m� 1g; ina�ce:

(1.7)

Vremenska slo�zenost algoritma jeO(N2). Zbog toga postoje razli�citi prijedlozi za ubrzanja
algoritma. Neke od njih navodimo u sljedećem odjeljku.

1.3 Varijacije algoritma dinami �ckog poravnavanja
vremena

Veli �cina koraka

Pomak opisan u de�niciji 1.2.1 osigurava da je u poravnanju nizovaX i Y svakom elementu
prvog niza pridru�zen element iz drugog niza i obratno. Mana tog uvjeta je da jednom
elementu niza mo�ze biti pridru�zen veliki broj elemenata iz drugog niza pa poravnanje ima
vertikalne odnosno horizontalne dijelove. To zna�ci daće se poravnanje prilagoditi nastaloj
lokalnoj jednoli�cnosti jednog od nizova i njoj pridru�ziti jedan element iz drugog niza.

Kako bi se izbjegli takvi dijelovi potrebno je promijeniti veli�cinu pomaka. Jedna opcija
je da 3. uvjet iz de�nicije 1.2.1 zamijenimo spl+1� pl 2 f(2;1); (1; 2); (1; 1)gzal 2 f1; :::;Lg.
Element matrice akumuliranih vrijednosti se sada ra�cunaju po formuli

Dn;m = minfDn� 1;m� 1; Dn� 2;m� 1; Dn� 1;m� 2g+ c(xn; ym) (1.8)

za n 2 f2; :::;Ng i m 2 f2; :::;Mg. Po�cetne vrijednosti suD0;0 B 0, D1;1 B c(x1; y1),
Dn;0 B +1 zan 2 f1; :::;Ng, Dn;1 B +1 zan 2 f2; :::;Ng, D0;m B +1 zam 2 f1; :::;Mgi
D1;m B +1 zam 2 f2; :::;Mg.

Navedeni uvjet ne osigurava daće svakom�clanu prvog niza biti pridru�zen barem jedan
�clan drugog niza i obrnuto. Jedan takav primjer poravnanja mo�ze se vidjeti na 1.6b). Zato
je potrebno modi�cirati rekurzivnu formulu tako da svi elementi nizovaX i Y utje�cu na
kona�cnu sumu udaljenosti. Dobije se sljedeća formula

Dn;m = min

8
>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

Dn� 1;m� 1 + c(xn; ym)

Dn� 2;m� 1 + c(xn� 1; ym) + c(xn; ym)

Dn� 1;m� 2 + c(xn; ym� 1) + c(xn; ym)

Dn� 3;m� 1 + c(xn� 2; ym) + c(xn� 1; ym) + c(xn; ym)

Dn� 1;m� 3 + c(xn; ym� 2) + c(xn; ym� 1) + c(xn; ym):

(1.9)
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Slika 1.5: Prikaz tri razli�cita na�cina pomaka pri tra�zenju optimalnog poravnanja.(a) Od-
govara pomaku iz de�nicije 1.2.1(b) Prikaz poravnanja koje odgovara rekurzivnoj formuli
1.8(c) Prikaz poravnanja koje odgovara rekurzivnoj formuli 1.10

za (n;m) 2 f1; :::;Ng � f 1; :::;Mg. Sada su po�cetne vrijednosti sljedéce: D1;1 B c(x1; y1),
Dn;� 2 B Dn;� 1 B Dn;0 B +1 za n 2 f� 2; :::;Ng i D� 2;m B D� 1;m B D0;m B +1 za
m 2 f� 2; :::;Mg

Slika 1.6: Prikaz poravnanja dobivenih primjenom razli�citih, prethodno opisanih rekur-
zivnih funkcija. (a) Poravnanje dobiveno kori�stenjem rekurzije s pomakom iz de�nicije
1.2.1 (b) Poravnanja dobiveno kori�stenjem rekurzivne formule 1.8(c) Poravnanje dobi-
veno kori�stenjem rekurzivne formule 1.10

Lokalne te�zine

Ako preferiramo pojedini smjer u kreiranju poravnanja vi�se od nekog drugog mo�zemo mu
pridru�ziti veću te�zinu uvodenjem vektora te�zina (wd;wh;wv) 2 R3. Tako dobivamo sljedécu
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rekurziju

Dn;m = min

8
>>>>><
>>>>>:

Dn� 1;m� 1 + wdc(xn; ym)

Dn� 1;m + whc(xn; ym)

Dn;m� 1 + wvc(xn; ym)

(1.10)

za n 2 f2; :::;Ngi m 2 f2; :::;Mg. Nadalje, vrijedi da jeDn;1 B
P n

k=1 whc(xk; y1) za n >
1, D1;m B

P m
k=1 wvc(x1; yk) za m > 1 te D1;1 B c(x1; y1). Osnovna rekurzija algoritma

poravnavanja vremena ima vektor te�zina (1;1;1). Na taj na�cin se preferira dijagonalni
pomak u kreiranju poravnanja jer jedan dijagonalni korak odgovara jednom koraku u lijevo
pa gore (ili jednom koraku gore pa lijevo). Da bismo ujedna�cili sve poteze potrebno je da
vektor te�zina bude (2;1;1).

Globalna ograni�cenja

Za eliminaciju pojedinih poravnanja i smanjenje broja ra�cunskih operacija potrebno je
uvesti globalne konstante. Tako se smanjuje slo�zenost algoritma i izbacuju rubni slu�cajevi
poravnanja koji u vécini slu�cajeva nisu dobra rje�senja. Formalno, neka jeR � f 1; :::;Ng �
f1; :::;Mgpodskup koji odgovara globalnom ograni�cenju. Ka�zemo da poravnanjep�

R pri-
padapodskupuRako svaki njegov element pripada podskupuR. Dva najpoznatija ograni�cenja
na domenu poravnanja suSakoe-Chiba povr�sinai Itakura paralelogram.

Sakoe-Chiba povr�sinaima konstantnu�sirinu T i vrijedi da elementuxn mo�ze biti pri-
dru�zenym zam 2 f M� T

N� T (n� T); :::; M� T
N� T (n+ T)g \ f 1; :::;Mg. Dobivena povr�sina je simetri�cna

s obzirom na dijagonalu pravokutne mre�zeN � M kao na slici 1.7.
Itakura paralelogramza S 2 R>0 de�nira R kao skup�ciji elementi na pravokutnoj

mre�zi N � M �cine paralelogram de�niran pravcima s nagibom1
S i S.

Slika 1.7: Prikaz osnovnih oblika globalnih ograni�cenja na poravnanje.(a) Sakoe-Chiba
povr�sina(b) Itakura paralelogram

Za primjenu globalnih ograni�cena u ra�cunanju ukupne udaljenosti dovoljno je de�nirati
da jec(xn; ym) B +1 za (n;m) 2 f1; :::;Ng � f 1; :::;Mg nR. Na taj na�cin pri ra�cunanju
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udaljenosti nizova potrebno je ra�cunati samo one elemente matrice D koji pripadaju skupu
R �sto kod kori�stenjeSakoe-Chiba povr�sine, kada jeT � N, mo�ze dovesti do velikog
ubrzanja algoritma.

Glavni nedostatak uvodenja globalnih ograni�cenja pri izvodenju algoritma je u tome
�sto optimalno poravnanjep� ne mora nu�zno pripadati podskupu R pa optimalno poravnanje
dobiveno algoritmom uz ograni�cenjep�

R néce biti jednako optimalnom poravnanjup� .

Vi �seslojni algoritam poravnavanja vremena

Neka su zadana dva nizaX i Y s pripadnim duljinamaN1 B N i M1 B M. Polazni ni-
zovi se zbog potreba ubrzanja algoritma generaliziraju tako da se njihov broj elemenata
smanji za odredeni faktor f2. Dobiju se nizovi s duljinamaN2 B N1=f2 i M2 B M2=f2
(pretpostavljamo daf2 dijeli N1 i M1). Ra�cuna se optimalno poravnanjep�

2 na dobivenim
nizovima. Pomócu tako dobivenog poravnanja i faktoraf2 dobijemo podskupRpravokutne
mre�zeN1 � M1 kao u primjeru na slici 1.8. Tek sada se ra�cuna optimalno poravnanjep�

R na
potpunom sloju podataka koje pripada dobivenom podskupuR. Uspje�snost postupka ocje-
njuje se prema jednakosti dobivenog optimalnog poravnanjap�

R i optimalnog poravnanja
bez ograni�cenjap� .

Slika 1.8: Postupak generalizacije podataka u svrhu ubrzanja algoritma(a) Poravnanje do-
biveno na generaliziranom skupu podataka(b) Postupak dobivanja podskupaR koji pred-
stavlja globalno ograni�cenje na poravnanje polaznih nizova.(c) Pro�sireni podskupR�

Neka L2 ozna�cava duljinu poravnanjap�
2. Tada je podskupR veli�cine L2 � f 2

2 . Za
ra�cunanje optimalnog poravnanja treba ukupnoN2 � M2 + L2 � f 2

2 �sto je znatno manje nego
N1 � M1.

Zbog mogúcnosti da optimalno poravnanjep� ne pripada dobivenom podskupuRmo�ze
ga se pro�siriti koe�cijentom � 2 N tako da se za svaki element uR doda� elemenata koji
su na mre�zi pozicionirani gore, dolje, lijevo i desno od polaznog elementa.



Poglavlje 2

Metode ubrzanja algoritma dinami �ckog
poravnavanja vremena

Algoritam dinami�ckog poravnavanja vremena je jedan na�cin odredivanja mnogo prema
mnogo poravnanja dvaju nizova uz ograni�cenje na monotonost poravnanja. Neka jeNDTW
oznaka za algoritam koji ispu�sta uvjet monotonosti. Vrijedi tvrdnja da je njegova slo�zenost
u slu�caju jednodimenzionalnih nizovaO(nlogn), a ako su sortirani onda je linearna (dokaz
se mo�ze pronáci u [2]). Ozna�cimo sDTWp (NDTWp) algoritam dinami�ckog poravnavanja
vremena (s ispu�stanjem uvjeta monotonosti) koji koristi p-normu za ra�cunanje udaljenosti
nizova. Vrijedi sljedéca rekurzivna formula

Di; j B

8
>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

0; ako jei = j = 0

1 ; ako jei = 0 � j = 0

ili jxi � yj j > !

jxi � yj jp+

minfDi� 1; j� 1; Di� 1; j; Di; j� 1g; ina�ce:

(2.1)

pri �cemu je! globalno ograni�cenje na poravnanje, a� ozna�cava operacijuekskluzivno ili.
Formula vrijedi za 0< p < 1 . Za p = 1 po�cetni uvjeti ostaju kao prethodno de�nirani, a
rekurzija je sljedéca

Di; j = maxfjxi � yj j;minfDi� 1; j� 1; Di� 1; j; Di; j� 1gg: (2.2)

Za zadane nizoveX i Y duljina redomM, N ra�cunamo udaljenost nizova na na�cin DTWp(X;Y) =
p
p

DM;N

O�cito je da vrijedi sljedéca nejednakost

NDTWp(X;Y) � DTW(X;Y) � kX � Ykp , za sve 0< p � 1 : (2.3)

12
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Neka jeA proizvoljan niz izRn i c 2 R. De�niramo relaciju ”� ” na Rn � R [ R� Rn, n 2 N
na sljedéci na�cin:

A � c ako i samo ako8i 2 f1; :::;ngAi � c

c � A ako i samo ako8i 2 f1; :::;ngc � Ai:
(2.4)

Propozicija 2.0.1. Neka su X i Y jednodimenzionalni vremenski nizovi realnih brojeva
takvi da postoji c2 R takav da vrijedi X� c � Y ili X � c � Y tada vrijedi DTW1(X;Y) =
kX � Yk1

Dokaz. Bez smanjenja oṕcenitosti mo�zemo pretpostaviti da jeX � c � Y. Pretposta-
vimo da suX

0
i Y

0
dva jednodimenzionalna vremenska niza konstruirana iz poravnanja

dobivenogNDTW1 algoritmom tako da za svaki element poravnanja pro�sirimo X
0

i Y
0

s
elementima iz nizovaX i Y koji se nalaze na koordinatama odredenim trenutnim elemen-
tom poravnanja. Tada vrijediNDTW1(X;Y) =

 X
0
� Y

0


1
. Jasno je da vrijediX

0
� c � Y

0

zato�sto su elementi odX
0
i Y

0
ujedino i elementi nizovaX i Y. Vrijedi sljedéca nejednakost

NDTW1(X;Y) =
X

i

jx
0

i � y
0

i j =
X

i

(jx
0

i � cj + jc � y
0

i j)

=
 X

0
� c


1

+
 c � Y

0
1

� kX � ck1 + kc � Yk1

= kX � Yk1 :

(2.5)

Kori�stenjem nejednakosti 2.3 dobijemo tvrdnju teorema. �

Napomena2.0.1. Tvrdnja propozicije 2.0.1 ne vrijedi zap > 1. Primjerice, za nizove
X = (0;0;1;0) i Y = (2;3;2;2) vrijedi DTW2(X;Y) =

p
17 dok jekX � Yk2 =

p
18.

De�nicija 2.0.1. Neka je! 2 N globalno ograni�cenje iX vremenski niz. Neka suU(X)i =
maxkfxk j jk � ij � ! gi L(X)i = minkfxk j jk � ij � ! gza i = 1; :::;n. Nizovi U(X) i L(X)
�cineomota�coko nizaX.

Lema 2.0.1.Za b2 [a; c] vrijedi (c � a)p � (c � b)p + (b � a)p za1 � p < 1

Dokaz. Za p = 1 tvrdnja o�cito vrijedi. Za p > 1 deriviranjem funkcijef (b) = (c � b)p +
(b � a)p dobije se da funkcija posti�ze minimum u to�cki b = c+a

2 . Na rubovima intervala za
b 2 fa; cgfunkcija posti�ze maksimum iz�cega slijedi tvrdnja. �

Teorem 2.0.1.Neka su zadana dva vremenska niza jednake duljine X i Y i neka je1 � p <
1 . Za proizvoljan vremenski niz H takav da je xi � hi � U(Y)i ili x i � hi � L(Y)i ili h i = xi

za sve indekse i vrijedi sljedeća nejednakost

DTWp(X;Y)p � NDTWp(X;Y)p � kX � Hkp
p + NDTWp(H;Y)p. (2.6)
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Za p= 1 vrijedi DTW1 (X;Y) � NDTW1 (X;Y) � max(kX � Hk1 ; NDTW1 (H;Y)).

Dokaz. Pretpostavimo da je 1� p < 1 . Ozna�cimo sP poravnanje odredenoNDTW
algoritmom odnosno vrijediNDTWp(X;Y)p =

P
(i; j)2P jxi � yi jp. Za svakii vrijedi da je

hi 2 [min(xi; yi);max(xi; yi)] pa kori�stenjem tvrdnje iz Leme 2.0.1 vrijedijxi � yi jp � j xi �
hi jp + jhi � yj jp za proizvoljan (i; j) 2 P. Iz toga slijedi nejednakost

NDTWp(X;Y)p �
X

(i; j)2P

(jxi � hi jp + jhi � yi jp) � kX � Hkp
p +

X

(i; j)2P

jhi � yj jp: (2.7)

Tvrdnja teorema slijedi iz prethodne tvrdnje i nejednakosti
P

(i; j)2P jhi � yj jp � NDTWp(H;Y).
Za p = 1 vrijedi nejednakost

NDTW1 (X;Y) = max
(i; j)2P

jxi � yj j � max
(i; j)2P

max(jxi; hi j; jhi; yj j)

� max(kX � Hk1 ; NDTW1 (H;Y)):
(2.8)

�

Korolar 2.0.1. Neka su zadana dva vremenska niza X i Y jednake duljine.kX � Hkp aprok-
simira DTWp(X;Y) i NDTWp(X;Y) s gre�skom manjom ili jednakomkH � Ykp.

Dokaz. Zbog nejednakosti trokutakX � Hkp+kH � Ykp � kX � Ykp i kX � Ykp � DTW(X;Y)
slijedi da jekX � Hkp + kH � Ykp � DTWp(X;Y) odnosnokH � Ykp � DTWp(X;Y) �
kX � Hkp. �

U nastavku slijedi algoritam za pronala�zenje nizovaU(Y) i L(Y) koji zahtjeva najvi�se
3 � n usporedbi gdje jen duljina nizaY.

Ulaz : Y = (y1; :::;yn) , ! g l o b a l n a ogradaDTW a l g o r i t m a
I z l a z : n i z o v i U(Y) i V(Y)

1 u = queue ( ) , l = queue ( )
2 u . append ( 1 ) , l . append ( 1 )
3 fo r i 2 f 2 , . . . , ng do
4 i f i � ! +1 then
5 Ui� ! = yf ront(u) , Li� ! =yf ront(l)

6 i f yi � yi� 1 t hen
7 u . pop f rom back ( )
8 wh i le yi > yback(u) do
9 u . pop f rom back ( )

10 e l s e
11 l . pop f rom back ( )
12 whi le yi < yback(l) do
13 l . pop f rom back ( )
14 u . append ( i ) , l . append ( i )
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15 i f i = 2! +1 + f r o n t ( u ) t hen
16 u . p o p f r o m f r o n t ( )
17 e l s e i f i = 2! +1+ f r o n t ( l ) t hen
18 l . p o p f r o m f r o n t ( )
19 fo r i 2 f n + 1 , . . . , n+! g do
20 Ui� ! = yf ront(u) , Li� ! = yf ront(l)

21 i f i � f r o n t ( u ) � 2! +1 then
22 u . p o p f r o m f r o n t ( )
23 i f i � f r o n t ( l ) � 2! +1 then
24 l . p o p f r o m f r o n t ( )

Slika 2.1: Gra��cki prikaz nizovaU(X) i L(X)

2.1 Keoghova donja granica za DTW algoritam

Neka su X i Y vremenski nizovi i neka jeH(X;Y) vremenski niz de�niran na sljedeći na�cin

H(X;Y)i =

8
>>>>><
>>>>>:

U(Y)i; , ako jexi � U(Y)i

L(Y)i; , ako jexi � L(Y)i

xi; ina�ce

(2.9)

za i = 1; :::;n. H predstavljaprojekciju niza X na niz Yi nalazi se u omota�cu oko nizaY.
Kori�stenjem tvrdnji iz teorema 2.0.1 dobijemo sljedeću nejednakost

NDTWp(X;Y)p � kX � H(X;Y)kp
p + NDTWp(H(X;Y);Y)p za 1� p < 1 : (2.10)
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De�niramo LB Keogh(X;Y) B kX � H(X;Y)kp. Iz Teorema 2.0.1 i prethodnih tvrdnji
proizlazi sljedéci korolar.

Korolar 2.1.1. Neka su zadana dva vremenska niza jednake duljine X i Y i neka je1 �
p < 1 . Tada vrijedi

1. LB Keogh je donja granica za DTW algoritam

DTWp(X;Y) � NDTWp(X;Y) � LB Keoghp(X;Y): (2.11)

2. To�cnost donje granice je odredena �sirinom omota�ca niza Y

DTWp(X;Y) � LB Keoghp(X;Y) �
 max

i
fU(Y)i � yi; yi � L(Y)ig


p
: (2.12)

Pomócu sljedéceg algoritma za zadani nizY mogúce je pronáci niz iz S koji je najmanje
udaljen od njega. Ra�cuna se donja granica te ako je ona dovoljno velika onda se preska�ce
ra�cunanjeDTW algoritma. U ovom primjeru kori�stena jel1 norma i prethodno de�nirani
nizovi U(Y) i L(Y)
Ulaz : Y = (y1; :::;yn) , S skup vremensk ih n i zova
I z l a z : n i z X min k o j i ima na jman ju u d a l j e n o s t s obzi rom na n i z Y

1 m i n d i s t a n c e = 1
2 U, L = enve lope (Y)
3 fo r X 2 S do
4 d i s t a n c e = 0
5 fo r i 2 f 1 , 2 . . . , ng do
6 i f xi > Ui t hen
7 d i s t a n c e = d i s t a n c e + xi � Ui

8 e l s e i f xi < Li t hen
9 d i s t a n c e = d i s t a n c e + Li � xi

10 i f d i s t a n c e < m i n d i s t a n c e then
11 t = DTW1(X;Y)
12 i f t < m i n d i s t a n c e then
13 m i n d i s t a n c e = t
14 X min = X

2.2 Pobolj�sana Keoghova donja granica za DTW
algoritam

Poznato nam je da vrijedi sljedeća nejednakost

NDTWp(X;Y)p � LB Keoghp(X;Y)p + NDTWp(H(X;Y);Y)p , za 1� p < 1 : (2.13)
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Osim toga vrijedi

NDTWp(H(X;Y);Y) � LB Keoghp(Y; H(X;Y)): (2.14)

Iz prethodnih nejednakosti slijedi

NDTWp(X;Y)p � LB Keoghp(X;Y)p + LB Keoghp(Y; H(X;Y))p , za 1� p < 1 : (2.15)

Ovime smo dobili jo�s jednu donju granicu zaDTW algoritam. De�niramo

LB Improvedp(X;Y)p B LB Keoghp(X;Y)p + LB Keoghp(Y; H(X;Y))p: (2.16)

Sljedéci algoritam koristi prethodno de�niranu donju granicu zaDTW algoritam kako
bi dodatno ubrzao. Prvo se ra�cuna donja granicaLB Keoghza zadani niz Y i trenutno
izabrani X iz zadanog skupa. Ako je ona dovoljno velika onda se uzima novi X, ina�ce se
ra�cunaLB Improvedgranica i provjerava se je li moguće pomócu te granice odbaciti X,
ako nije onda se ra�cuna cijeliDTW algoritam. I u ovom primjeru kori�stena jel1 norma i
prethodno de�nirani nizoviU(Y) i L(Y)

Ulaz : Y = (y1; :::;yn) , S skup vremensk ih n i zova
I z l a z : n i z X min k o j i ima na jman ju u d a l j e n o s t s obzi rom na n i z Y

1 m i n d i s t a n c e = 1
2 U, L = enve lope (Y)
3 fo r X 2 S do
4 X' = X
5 d i s t a n c e = 0
6 fo r i 2 f 1 , . . . , ng do
7 i f xi > Ui t hen
8 d i s t a n c e = d i s t a n c e + xi � Ui

9 x0
i = Ui

10 e l s e i f xi < Li t hen
11 d i s t a n c e = d i s t a n c e + Li � xi

12 x0
i = Li

13 i f d i s t a n c e < m i n d i s t a n c e
14 U' , L ' = enve lope (X' )
15 fo r i 2 f 1 , 2 , . . . , ng do
16 i f yi > U0

i t hen
17 d i s t a n c e = d i s t a n c e + yi � U0

i
18 e l s e i f yi < L0

i t hen
19 d i s t a n c e = d i s t a n c e + L0

i � yi

20 i f d i s t a n c e < m i n d i s t a n c e then
21 t = DTW1(X;Y)
22 i f t < m i n d i s t a n c e then
23 m i n d i s t a n c e = t
24 X min = X
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2.3 MetodaPodijeli pa vladaj

Jo�s jedan oblik ra�cunanja poravnanja dva vremenska niza mo�ze se dobiti kori�stenjem me-
todePodijeli pa vladaj. Algoritam je predstavio Dan Hirschberg 1975. godine u radu [4].
Kori�stenjem dinami�ckog programiranja algoritam je tra�zio najdulji zajedni�cki podniz dvaju
nizova znakova. Vremenska i prostorna slo�zenost algoritma su redomO(m� n) i O(n + m)
pri �cemu su m i n duljine zadanih nizova.

Navedeni algoritam mo�ze se upotrebljavati i za dobivanje optimalnog poravnanja dva
vremenska nizaX i Y duljine m i n. Algoritam je rekurzivan i sastoji se od dva glavna
koraka. U prvom koraku potrebno je izra�cunati tablice sumiranih vrijednosti za nizX i
prvu odnosno drugu polovicu nizaY. Kod ra�cunanja tablice za drugu polovicu nizaY
ishodi�ste je polje (m, n). Za dobivanje elementa kona�cnog poravnanja potrebno je jo�s
zbrojiti stupce tablica koji pripadaju sredi�snjem elementu nizaY kao na slici 2.2 i náci
indeks retka s minimalnom sumom. Drugi korak, pomoću dobivene to�cke iz prvog koraka,
dijeli nizove na dva dijela i na svakom od njih ponavlja isti postupak. Slijedi pseudokod
opisanog algoritma.

Ulaz : v remensk i n i z o v i X i Y
I z l a z : DTW p o r a v n a n j e preko g l o b a l n o g p o l j a P

1 D i v i d e a n d c o n q u e r (X, Y)f
2 m = jX j
3 n = jY j
4 midd le = dn=2e
5 i f n � 2 or m � 2 then
6 tmp = compute DTW alignment (X, Y)
7 add tmp t o g l o b a l a r r a y P
8 e l s e
9 l e f t = a l i g n m e n t (X, Y[ 1 : midd le ] )

10 r i g h t = a l i g n m e n t (X, Y[ midd le : n ] )
11 min index = 0
12 fo r i 2 f 1 , . . . , ng
13 i f l e f t ( i , m idd le )+ r i g h t ( i , m idd le ) <
14 l e f t ( min index , midd le )+ r i g h t ( mid index , midd le )
15 min index = i
16 add ( min index ) t o g l o b a l a r r a y P
17 D i v i d e a n d c o n q u e r (X[ 1 : m in index ] , Y[ 1 : midd le ] )
18 D i v i d e a n d c o n q u e r (X[ min index , m] , Y[ middle , n ] )
19 g

U sljedécem primjeru prikazana su dva osnovna koraka algoritma i pokazano je da
algoritam ne daje uvijek optimalno poravnanje.

Primjer 2.3.1. Neka su zadani nizovi X=1, 2, 2, 1, 0 i Y= 3, 4, 5, 3, 3. Slika 2.2 ilustrira
prvi i drugi korak prethodno navedenog algoritma na po�cetnim nizovima.
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Slika 2.2:a) Prikaz tablica sumiranih vrijednosti nizaX i prve odnosno druge polovice niza
Y i sredi�snjeg stupca dobivenog sumiranjem zadnjeg stupca prve tablice i prvog stupca
druge tabliceb) Drugi korak Podijeli pa vladajalgoritma u kojem se po�cetni problem
pomócu to�cke iz prvog koraka dijeli na dva istovrsna podproblema

Rekurzivnim ra�cunanjem poravnanja na podnizovima dobivenim podjelom prema in-
deksu retka minimalne sume unutra�snjih stupaca lijeve i desne tablice dobije se poravnanje
koje daje udaljenost 14 dok je rezultat DTW algoritma optimalno poravnanje s udaljenosti
12. Dakle, ovaj algoritam ne daje nu�zno optimalno poravnanje. Usporedba poravnanja
vidi se na slici 2.3

Slika 2.3:a) Poravnanje dobiveno algoritmomPodijeli pa vladajb) Poravnanje dobiveno
DTW algoritmom

2.4 Reducirani DTW algoritam

Jo�s jedan na�cin razmi�sljanja o ubrzanju DTW algoritma temelji se na ideji da se ra�cunaju
samo ona polja matrice�ciju je vrijednost nu�zno znati da bi se izra�cunalo optimalno po-
ravnanje. Postavlja se pitanje kako odrediti koja polja matriceće biti popunjena, a koji
elementi su dovoljno razli�citi da njihovu udaljenost nije potrebno ra�cunati. Temelji ovog
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pristupa su normalizacija zadanih nizova na interval [0, 1] te kori�stenje rijetko popunjene
matrice.

De�nicija 2.4.1. MatricaA 2 Rn� n je rijetko popunjena matricaukoliko postoji algoritam
takav da seAx, za vektorx 2 Rn mo�ze ra�cunati uO(n) operacija.

De�nicija 2.4.2. Donji susjedielemenata matrice s indeksom c su elementi s indeksima iz
skupafc � 1; c � n; c � (n + 1)g. Gornji susjedielementa matrice s indeksom c su elementi
s indeksima iz skupafc + 1; c + n; c + (n + 1)g.

De�nicija 2.4.3. Blokirani elementrijetko popunjene matrice je svaki element koji ima
vrijednost nula.

Za lak�se utvrdivanje sli�cnih dijelova nizova potrebno ih je normalizirati kori�stenjem
formule

Snorm =
Sk

i � min(Sk)

max(Sk) � min(Sk)
(2.17)

pri �cemuSk
i ozna�cava i-ti element k-tog niza.

Algoritam se sastoji od 3 dijela. U prvom dijelu se pomoću ulaznih parametara ra�cunaju
broj odnosno�sirina intervalaIk te �sirina dijela u kojem se preklapaju. Pomoću njih odreduje
se koji elementi nizova pripadaju istom intervalu. Ako je taj uvjet zadovoljen ra�cuna se
euklidska udaljenost ta dva elementa i vrijednost se sprema u rijetko popunjenu matricu
S M. Ako elementi ne pripadaju istom intervalu onda je vrijednost matrice na pripadnom
indeksu nula. Opisanom postupku odgovara sljedeća formula

S Mi; j =

8
>><
>>:
kS(i); Q( j)k2 ; ako jeS(i) 2 Ik i Q( j) 2 Ik

0; ina�ce:
(2.18)

Ako je euklidska udaljenost jednaka nuli onda se vrijednost tog elementa postavlja na� 1
tako da ga se mo�ze razlikovati od blokiranog elementa matrice.

Nakon incijalizacije matriceS M slijedi ra�cunanje DTW udaljenosti. Za element na
indeksuc tra�zi se njegov donji susjed s najmanjom vrijednosti i njegova vrijednost se zbraja
s vrijednosti trenutnog elementa. Postupak je isti kao kod osnovnog oblika DTW algoritma.
Osim toga provjerava se jesu li gornji susjedi trenutnog elementa blokirani, ako jesu, ra�cuna
se euklidska udaljenost pripadnih elemenata nizova i ti elementi nisu vi�se blokirani.

Treći dio zadu�zen je za tra�zenje optimalnog poravnanja. Krećući od indeksa koji odgo-
vara paru elemenata (m, n) rekurzivno se dodaju indeksi donjih susjeda trenutnog elementa
koji imaju najmanju vrijednost. Postupak se ponavlja sve dok se ne dode do po�cetnog ele-
menta matrice koji odgovara paru elemenata (1, 1). Slijedi pseudokod opisanog algoritma.
Resvrijednost slu�zi kod odredivanja broja odnosno�sirine intervala koji se koriste kod inici-
jalizacije rijetko popunjene matriceS M. MatricaS Mje indeksirana linearno po stupcima.
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Ulaz : v remensk i n i z o v i S i Q d u l j i n e m odnosno n , Res v r i j e d n o s t
I z l a z : op t ima lno DTW p o r a v n a n j e i p r i p a d n a u d a l j e n o s t n i zova

1 S
0

= Normal i se ( S )
2 Q

0
= Normal i se (Q)

3 LowerBound = 0
4 UpperBound = Res
5 fo r a l l 0 � LowerBound � 1 � Res

2 do
6 S

0
i n d i c e s = f i nd ( LowerBound � S

0
� UpperBound )

7 Q
0

i n d i c e s = f i nd ( LowerBound � Q
0
� UpperBound )

8 LowerBound = LowerBound + Res
2

9 UpperBound = LowerBound + Res
10 fo r a l l s

0

i 2 S
0

i n d i c e s do
11 fo r a l l q

0

j 2 Q
0

i n d i c e s do
12 Add E u c l i d e a n D i s t a n c e (s

0

i , q
0

j ) t o S M
13 end fo r
14 end fo r
15 end fo r
16 fo r a l l c 2 S M do
17 LowerNeighborus= f c � 1 , c� n , c� (n+1) g
18 minCost = min (S M( LowerNeighbours ) )
19 S M( c ) = S M( c ) + minCost
20 UpperNeighbours= f c+1 , c+n , c+n+1g
21 fo r a l l Ni 2 UpperNeighbours
22 i f Ni == 0 then
23 S M [ E u c l i d e a n D i s t a n c e ( p a i r (Ni ) )
24 end i f
25 end fo r
26 end fo r
27 WarpingPath= ;
28 hop = S M(n � m)
29 WarpingPath[ hop
30 whi le hop , S M( 1 ) do
31 LowerNeighbours= f hop� 1 , hop� n , hop� (n+1) g
32 [ minCost , i ndex ] = min [ Cost ( LowerNeighbours ) ]
33 hop = index
34 WarpingPath[ hop
35 end whi le
36 WarpingPath[ S M( 1 )
37 re turn WarpingPath , S M( n� m)

Prednost ovog algoritma nad metodomPodijeli pa vladajje �sto uvijek daje optimalno
poravnanje zadanih nizova zato�sto se od standardnog DTW algoritma razlikuje samo po
tome �sto ne ra�cuna cijelu matricu akumuliranih vrijednosti nego samo ona polja koja na
po�cetku imaju veliku vjerojatnost dáce pripadati optimalnom poravnanju jer pripadaju is-
tom intervalu i ona�cija vrijednost postane nu�zna prilikom ra�cunanja matrice akumuliranih
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vrijednosti. Tako se prostor potreban za spremanje matrice mo�ze znatno smanjiti. Vremen-
ska slo�zenost algoritma je u najgorem slu�cajuO(n � m) gdje sum i n duljine nizova.

Primjer 2.4.1. U ovom primjeru prikazati ćemo glavne korake na nizovima S= [3, 4,
5, 3, 3] i Q = [1, 2, 2, 1, 0]. Prvi korak zahtjeva normalizaciju podataka pa se tako
dobiju sljedeći nizovi: S

0
= [0, 0.5, 1.0, 0.0, 0.0] i Q

0
= [0.5, 1.0, 1.0, 0.5, 0]. Neka

je Res parametar jednak 0.5. Iz toga slijedi da je broj intervala jednak2
Res = 4, a to su

[0, 0.5], [0.25, 0.75], [0.5, 1], [0.75, 1.25]. Preklapanje dobivenih intervala pridonosi
smanjenju odblokiranih elemenata prilikom provodenja drugog koraka algoritma kada se
ra�cuna tablica akumuliranih vrijednosti. Sljedeći korak je ra�cunanje euklidske udaljenosti
onih elemenata nizova koji pripadaju istom intervalu. Tako se dobije matrica prikazana na
slici 2.4 a).

Pri ra�cunanju matrice akumuliranih vrijednosti koristi se opća rekurzivna formula ko-
jom se odabire donji susjed s najmanjom vrijednosti i zbraja se s trenutnim elementom. Ako
element koji nije blokiran ima blokirane susjede potrebno ih je odblokirati ra�cunajući euk-
lidsku udaljenost pripadnih elemenata. U ovom primjeru su to ozna�ceni elementi matrice
s vrijednostima 34, 35 i 38 na slici 2.4 b).

Zadnji dio algoritma konstruira optimalno poravnanje krećući od indeksa zadnjeg ele-
menta matrice koji odgovara paru (m, n) dodajući rekurzivno indekse donjeg susjeda s
najmanjom vrijednosti.

Slika 2.4: a) Matrica euklidskih udaljenosti elemenata nizova koji pripadaju istim inter-
valima. Ako elementi ne pripadaju istom intervalu onda je polje matrice blokirano (B)
odnosno ima vrijednost 0.b) Matrica akumuliranih vrijednosti u kojoj su neka polja od-
blokirana



Poglavlje 3

Baricentri �cno usrednjavanje

3.1 Uvod

Zbog sve véceg prisustva vremenskih nizova u praksi potrebno je prilagoditi algoritme koji
se danas koriste u analizi podataka, prepoznavanju uzoraka i strojnom u�cenju takvoj vrsti
podataka. Veliki broj podataka�cesto je potrebno klasterirati odnosno podijeliti podatke u
skupine tako da se u istoj skupini nalaze podatci koji dijele sli�cna svojstva prema kojima ih
razvrstavamo. Uspje�san rad velikog broja algoritma koji se koriste u prethodno navedenim
granama temelji se na metodama pronalaska srednje vrijednosti skupa ulaznih podataka.

Pronalazak srednje vrijednosti skupa vremenskih nizova nije jednostavan posao jer je
potrebno uzeti u obzir ovisnost podataka u nizu o vremenu. Zbog toga je jasno da tra�zenje
srednje vrijednosti po koordinatama ne dolazi u obzir i potrebno je iskoristiti uspje�snost al-
goritma poravnavanja vremena za usporedivanje vremenskih nizova. Pri tome treba paziti
da se ne naru�si konvergencija algoritama za klasteriranje. U praksi se�cesto koristimedoid
umjesto srednje vrijednosti. Medoid je element�cija je prosje�cna udaljenost od drugih ele-
menata skupa najmanja, a od srednje vrijednosti skupa razlikuje se po tome�sto je medoid
uvijek element danog skupa dok srednja vrijednost općenito ne mora biti.

Ozna�cimo sS = fS1;S2; :::;SNgskup vremenskih nizova te sC(T) niz duljineT. Srednju
vrijednost danog skupa de�niramo na sljedeći na�cin.

De�nicija 3.1.1. Neka jeS = fS1;S2; :::;SNgskup vremenskih nizova nad prostorom E
duljine T. Ozna�cimo sET prostor svih nizova duljineT. Srednja vrijednost danog skupa
je nizC(T) koji zadovoljava sljedécu nejednad�zbu:

8X 2 ET ;
NX

n=1

DTW2(C(T);Sn) �
NX

n=1

DTW2(X;Sn): (3.1)

Budúci niz koji predstavlja srednju vrijednost ne mora nu�zno biti duljineT potrebno je
u prethodnu nejednakost uvesti sve moguće slu�cajeve na duljinu niza. Stoga se zahtjeva

23
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ispunjenost sljedéceg uvjeta:

8t 2 [1;+1 ];
 
8X 2 Et;

NX

n=1

DTW2(C(t);Sn) �
NX

n=1

DTW2(X;Sn)
!
: (3.2)

Slika 3.1: Na ovoj slici se vidi da ra�cunanje srednje vrijednosti skupa vremenskih nizova
uzimanjem srednjih vrijednosti koordinata s istim indeksom ne�cuva vrijednosti amplitude
nizova. a) Skup vremenskih nizova kojem je potrebno naći srednju vrijednost.b) Sred-
nja vrijednost zadanog skupa vremenskih nizova dobivena ra�cunanjem srednje vrijednosti
koordinata

U teoriji su poznata dva na�cina tra�zenja srednje vrijednosti zadanog skupa vremenskih
nizova. Oba su usko povezana s problemom vi�sestrukog poravnavanja vremenskih nizova.
Umjesto ra�cunanja poravnanja dva niza tako da se uzima minimalna vrijednost prethodna
tri susjedna elementa u dvodimenzionalnoj mre�zi, DTW algoritam se pro�siruje tako da
se primjerice za 3 vremenska niza tra�zi minimalan element od prethodnih sedam susjednih
elemenata u kocki. Za N vremenskih nizova dobije se struktura N-dimenzionalne kocke.I -
ta koordinata niza srednje vrijednosti skupa mo�ze se dobiti ra�cunanjem srednje vrijednosti
koordinata odredenihi-tom koordinatom vi�sestrukog poravnanja. Primjerice, ako imamo N
nizovai-ta koordinata vektora poravnanja bitićeN-torka (s1i1

; s2i2
; :::;sNiN

) koja predstavlja
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indekse elemenata koji su medusobno pridru�zeni. I -ta koordinata niza srednje vrijednosti
će biti jednaka

s1i1
+ s2i2

+ ::: + sNiN

N
: (3.3)

Vrlo lako se mo�ze uo�citi glavni problem kod ovog pristupa, a to je preveliki broj koraka
potreban za ra�cunanje vi�sestrukog poravnanja nizova. Slo�zenost tog algoritma jeO(TN) �sto
vodi do neupotrebljivosti za imalo veće vrijednosti broja N. Osim toga algoritam prelazi i
granice dostupne koli�cine memorije.

Druga metoda temelji se na pretra�zivanju prostora rje�senja. Najvéca mogúca duljina
vi�sestrukog poravnanja jeTN � 2T pa pretra�zivanje prostora mogúcih rje�senja zavr�sava sa
slo�zenostiO(TN) u slu�caju diskretnog kona�cnog prostora. U slu�caju neprekidnog prostora
rje�senja metoda je neupotrebljiva.

Zbog neuspje�snosti pronalaska to�cnog prosje�cnog niza razvio se skup metoda za pro-
nalazak njegove aproksimacije. Jedna od najpoznatijih metoda je iterativno usrednjavanje
parova nizova. Ako su zadane srednje vrijednostiC1 i C2 skupovaS1 i S2 onda se za sred-
nju vrijednost unijeS1 [ S2 uzima niz dobiven ra�cunanjem srednje vrijednosti nizovaC1

i C2. Po ovom principu, za zadani skup nizova, srednju vrijednost mo�zemo dobiti tako
da na po�cetku izaberemo dva niza, nademo njihovu srednju vrijednost koju nakon toga
prilagodavamo svakom preostalom elementu tog skupa odnosno ra�cunamo srednju vri-
jednost skupa koji se sastoji od prethodno izra�cunate srednje vrijednosti i neiskori�stenog
elementa zadanog skupa. Metode se medusobno razlikuju po redoslijedu uparivanja ele-
menata iz skupa i na�cinu ra�cunanja srednje vrijednosti dvaju nizova.

Jedan od na�cina uparivanja elemenata zadanog niza temelji se na principu igranja utak-
mica na turniru. Prvo se od po�cetnog broja elemenata N dobijeN2 nizova srednje vrijed-
nosti. Isti postupak se primjenjuje na dobiveni skup srednjih vrijednosti. Tako se dobije
skup veli�cine N

4 . Postupak se nastavlja dok se ne dobije skup koji ima to�cno jedan element
koji ozna�cava srednju vrijednosti polaznog skupa. Ovim pristupom postupak ra�cunanja
srednje vrijednosti dva niza se ponavlja to�cno N-1 puta. Drugi na�cin je da se spajaju ele-
menti skupa koji imaju najmanju udaljenost. Prvo se izra�cuna matrica udaljenosti skupa,
pronadu se dva niza koji imaju najmanju udaljenost i izra�cuna se njihova srednja vrijed-
nost. Postupak se ponavlja sve dok skup ne sadr�zi to�cno jedan element. Na ovaj na�cin
ra�cunanje srednje vrijednosti se ponavlja to�cno N-1 puta, ali dodatan posao je ra�cunanje
matrice udaljenosti prije svakog uparivanja nizova.

Ra�cunanje srednje vrijednosti iz dobivenog poravnanja mo�ze se provesti na nekoliko
na�cina. Jedna koordinata po pridru�zivanjudaje srednju vrijednost�cija je duljina jednaka
duljini vektora pridru�zivanja. Za svaku koordinatu poravnanja, koordinata niza srednje vri-
jednosti se dobije kao srednja vrijednost odgovarajućeg para elemenata iz zadanih nizova.
Glavni nedostatak ovog postupka ra�cunanja srednje vrijednosti je�sto duljina dobivenog
niza mo�ze biti �cak jS1j + jS2j � 2 �sto je maksimalna duljina poravnanja nizovaS1 i S2.



POGLAVLJE 3. BARICENTRI�CNO USREDNJAVANJE 26

Drugi na�cin se temelji na principujedna koordinata po komponenti povezanosti. Svako
poravnanje de�nira jedan graf. Koordinatu niza srednje vrijednosti dobijemo kao sred-
nju vrijednost svih vrhova pripadne komponente povezanosti. Ovim na�cinom duljina niza
srednje vrijednosti mo�ze biti izmedu 1 i minfjS1j; jS2jg. O�cito je da svaki pristup ima svojih
mana i prednosti. Kod prvog je problem�sto se duljina kona�cnog niza srednje vrijednosti
mo�ze povécati sve doN � T dok kod se kod drugog mo�ze dogoditi da dobijemo samo
jednu komponentu povezanosti pa tako imamo niz srednje vrijednost duljine 1 koji sigurno
ne mo�ze dobro opisivati zadane nizove. Zato je potrebno pronaći metodu kojáce uspje�sno
izbjeći mane i jednog i drugog pristupa. Jedna od njih se zove baricentri�cno usrednjavanje.

3.2 O metodi

Baricentri�cno usrednjavanje je iterativna metoda usrednjavanja skupa vremenskih nizova
koja ra�cunanjem DTW poravnanja izmedu trenutnog niza srednje vrijednosti i svakog od
preostalih nizova iz skupa pribli�zava trenutnu srednju vrijednost stvarnoj srednjoj vrijed-
nosti skupa. Neka jeS = fS1;S2; :::;SNgzadani skup vremenskih nizova duljineT te neka
je s Ci = (ci

1; c
i
2; :::;ci

T0) ozna�cen niz srednje vrijednosti skupa nizovaS u i-toj iteraciji.
Glavna ideja je minimizirati udaljenosti svake od koordinata niza srednje vrijednosti od
koordinata nizova iz zadanog skupa koji su joj pridru�zeni ra�cunanjem DTW poravnanja.
To se posti�ze tako da se svaka koordinata nizaCi ra�cuna kao srednja vrijednost skupa ko-
ordinata nizova iz skupaSkoje su joj pridru�zene. Ozna�cimo sCi+1 = (ci+1

1 ; ci+1
2 ; :::;ci+1

T0 ) niz
srednje vrijednosti ui+1-oj iteraciji. Tada je veza izmedu koordinata nizovaCi i Ci+1 dana
s

ci+1
j = barycenter(assoc(ci

j)) (3.4)

gdje je

barycenter(fa1; a2; :::;aNg) =
a1 + a2 + ::: + aN

N
(3.5)

te je assocfunkcija koja za koordinatuci
j ra�cuna skup kooridnata nizova izS koji su joj

pridru�zeni DTW poravnanjem izmedu pojedinog niza skupa i niza srednje vrijednosti.
Primijetimo, redoslijed odabira elemenata iz zadanog skupa pri ra�cunanju poravananja

ne utje�ce na promjenu niza srednje vrijednosti jer prvo ra�cuna DTW poravnanje svakog
niza iz zadanog skupa i trenutnog niza srednje vrijednosti, a nakon toga se mijenjaju ko-
ordinate niza srednje vrijednosti. Slijedi pseudokod algoritma koji ra�cuna jedan korak
metode baricentri�cnog usrednjavanja.

Ulaz : C0 , S = fS1;S2; :::;SNg skup n i zova d u l j i n e T
I z l a z : n i z s r e d n j e v r i j e d n o s t i C

1 a s o c c i a t i o n T a b l e= p o l j e reda T
0

ko je s a d r z a v a skup k o o r i d n a t a
p r i d r u z e n i h s v a k o j od k o o r d i n a t a n i z a C
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2 m[T , T ] = t a b l i c a DTW t a b l i c a i z ko je se moze k o n s t r u i r a t i DTW
p o r a v n a n j e n i zova

3 fo r niz i n S do
4 m = DTW(C, niz)
5 i = T

0

6 j = T
7 whi le i � 1 and j � 1 do
8 a s s o c i a t i o n T a b l e [ i ]= a s s o c i a t i o n T a b l e [ i ] [ nizj

9 ( i , j ) = second (m[ i , j ] )
10 end whi le
11 end fo r
12 fo r i = 1 t o T ' do
13 Ci

i = b a r y c e n t e r ( a s s o c i a t i o n T a b l e [ i ] )
14 end fo r
15 re turn C

0

Uspje�snost metode ovisi o po�cetnoj inicijalizaciji niza srednje vrijednosti�cija su dva
glavna svojstva duljina odabranog niza i vrijednosti koordinata. Vrijednosti koordinata
se mogu odabrati na mnogo na�cina od kojih su naj�ce�sće ispitivana sljedéca dva: slu�cajno
odabrani brojevi i koordinate slu�cajno odabranog niza iz skupaS. Prema mjerenjima iz
[10] vrijedi da se najbolji rezultati posti�zu za po�cetnu duljinu niza veli�cine T gdje jeT
duljina nizova iz zadanog skupaS i slu�cajno odabrani niz iz tog skupa.

Lema 3.2.1. Neka je X = x1; :::;xn niz realnih brojeva duljine n. Neka jēx = x1;:::;xn
n

aritmeti�cka sredina niza X. Za svaki c2 R vrijedi

nX

i=1

(xi � x̄)2 �
nX

i=1

(xi � c)2 (3.6)

Dokaz.

nX

i=1

(xi � c)2 =
nX

i=1

(xi � x̄ + x̄ � c)2 =
nX

i=1

[(xi � x̄) + (x̄ � c)]2

=
nX

i=1

(xi � x̄)2 + 2
nX

i=1

(xi � x̄)(x̄ � c) +
nX

i=1

(x̄ � c)2

=
nX

i=1

(xi � x̄)2 + 2(x̄ � c)
nX

i=1

(xi � x̄) +
nX

i=1

(x̄ � c)2

=
nX

i=1

(xi � x̄)2 +
nX

i=1

(x̄ � c)2

(3.7)

Vidimo da za c=x̄ zadana suma poprima minimum
P n

i=1(xi � x̄)2. �
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