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Uvod

Vremenski niz je niz kronoloski uredenih vrijednosti mjerenja neke pojave. Primjeri tak-
vih nizova mogu se pronaéi u financijama, prepoznavanju uzoraka, prognozi vremena i
potresa, astronomiji i ostalim podrucjima koja zahtijevaju mjerenja odredenih vrijednosti
u vremenskim razmacima. Zbog Siroke primjene vremenskih nizova u praksi potrebne su
razli¢ite metode za njihovu analizu, usporedivanje i klasifikaciju.

Najpoznatiji nain mjerenja udaljenosti izmedu dva niza je raCunanjem euklidske uda-
ljenosti. Potrebno je da nizovi budu iste duljine i ukupna udaljenost ovisi o udaljenosti
toCaka zadanih nizova koje imaju iste indekse. Kod vremenskih nizova udaljenost se moze
mjeriti na ve¢ opisani nacin, ali za toCnije rezultate potrebno je uzeti u obzir varijacije u
brzini promjene mjerenih vrijednosti i vremenske pomake. Jednostavan primjer je potpi-
sivanje osobe. Prilikom viSe razli¢itih davanja potpisa brzina pisanja varira pa pripadni
vremenski nizovi nastali biljeZenjem koordinata potpisa mogu naizgled biti jako razliciti.
Zato je potrebno pronadi lokalno sli¢ne dijelove i poravnati dobivene nizove tako da se pri
mjerenju udaljenosti racuna udaljenosti izmedu tih dijelova. Na taj nacin se dobije uda-
ljenosti koja je bliza Covjekovu intuitivnom nacinu usporedivanja dvaju potpisa. Jedan od
najpoznatijih algoritama za poravnanje vremenskih nizova je algoritam dinami¢kog porav-
navanja vremena.

Algoritam je po prvu puta predstavljen 1978. godine u radu "Dynamic Programming
Algorithm Optimization For Spoken Word Recognition” autora Hiroaki Sakoe 1 Seibi
Chiba [12]. Uspjesno je rijeSen problem izgovaranja iste rijeci razli¢itom brzinom te je
ubrzo nasao primjenu i u ostalim podru¢jima usko povezanim s vremenskim nizovima.
Pomoc¢u metoda dinamickog programiranja algoritam ratuna optimalno poravnanje dvaju
vremenskih nizova te udaljenost dobivenu tim poravnanjem. Prilikom racunanja zadaju
se razli¢ita ogranicenja na nacin poravnavanja nizova pa se tako dobivaju razliite varija-
cije algoritma od kojih je potrebno izabrati najbolju za pripadni problem. Algoritam ima
kvadratnu sloZenost Sto predstavlja problem kod racunanja s velikim skupovima podataka.
Zbog toga su istrazene mogucnosti postavljanja donjih granica ¢iji izraCun je jeftiniji za
provodenje, a pomocu tih vrijednosti moze se ocijeniti postoji li potreba za raCunanje al-
goritma na pripadnim nizovima. Najpoznatije su Keoghova i poboljSana Keoghova donja
granica. Za potrebe klasifikacije 1 grupiranja nizova koristi se metoda pod nazivom bari-
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centri¢no usrednjavanje koja pomocu navedenog algoritma omogucuje dobivanje srednje
vrijednosti skupa vremenskih nizova. Ova metoda takoder ima i efekt smanjenja dimenzije
skupa podataka, budu¢i da se u daljnjem izracunu udaljenost novog podatka od cijele klase
(ponekad nazvane i klasterom podataka) zamjenjuje racunanjem udaljenosti do baricentra.

Cilj ovog rada je pokazati da je vrijeme klasificiranja uzorka usporedujuci ga s bari-
centrima klasa bitno manje od vremena potrebnog za klasificiranje prilikom kojeg se dani
uzorak usporeduje sa svakim uzorkom iz svih klasa te da koriStenjem brze klasifikacije ne
dolazi do znacajnih gubitaka u to¢nosti algoritma.



Poglavije 1

Algoritam dinami ckog poravnavanja
vremena

1.1 Vremenski nizovi
De nicija 1.1.1. Vremenski niz je preslikavanpe: [0;T]! R T 2R.

Napomenadl.1.1 Visedimenzionalni vektori nastaju zbog bagnja vrijednosti raztiitin
parametara modela. Na primjer, vremenski niz nastaozeiljpm korisnikova potpisa
sastoji se od dvodimenzionalnih vektora koji predstavljaju koordinatekikoje pripadaju
potpisu. Osim toga mo@e je pamititi i informaciju o tome je li u pojedinoj¢&i doslo
do podizanja ili spatanja olovke prilikom pisanja. Tada se vremenski niz sastojati od
trodimenzionalnih vektora.

Podatci se nagste biljeze u jednakim vremenskim razmacima, ali to nijenao.

Primjeri vremenskih nizova

Vremenski nizovi imajusiroku primjenu. U medicini nastaju grenjem vrijednosti para-
metara u ljudskom organizmu kroz vrijeme, dok su u nancijama potrebni za prognozu di-
namike teista. Osimsto nose informacije o podatcima kroz proteklo vrijeme, temjem
statisttkih metoda, mogu se dobiti predianja za budtnost koja slae kao temelj za
budite akcije. Za laku analizu vremenskih nizova postoji nekoliko matepiali alata

kao sto suMatlab [6] i R [11] koji olaksavaju postupak analize i grekog prikaza poda-
taka.

Primjer 1.1.1. Prva primjena algoritma dinamickog poravnavanja vremena bila je u pre-
poznavanju izgovorenih rijeci (vidi[12]). Pri izgovaranju rijeci nastaje vremenski niz koji
se sastoji od amplituda zvuka zabiljezenih u jednakim vremenskim razmacima cija velicina
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ovisi o uredaju koji snima zvuk. Prikaz jednog takvog vremenskog niza nastalog izgovara-
njem rijeci matematikanalazi se na slici 1.1.

Slika 1.1: Zvieni signal rijesi matematika

Primjer 1.1.2. Tijekom korisnikova potpisivanja prstom na ekranu mobilnogtaje bi-
ljezenjem tocaka nastalih tijekom potpisivanja dobije se jedan vremenski niz. Njegov
gracki prikaz vidi se na slici 1.2.

Slika 1.2: Korisnikov potpis prstom na ekranu mobilnogdaj

Primjer 1.1.3. Sljedeci vremenski niz dobiven je biljezenjem trenutnog broja otkucaja
covjekova srca svakih 0.5 sekundi. Na slici 1.3 su prikazani dobiveni podatci.
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Slika 1.3: Brzina otkucajaovjekova srca

1.2 Algoritam dinamickog poravnavanja vremena

Za zadana dva vremenska niXaB (Xi; %o; :5Xn) 2 FNTY B (yi Yo iiym) 2 FM, N
i M 2 N, potrebno je prona njihovu udaljenost. Ozmamo sc: F  F ! R, funkciju
koja zadovoljava svojstva norme na prostéruNeka jeC 2 RN M de nirana kaoC,,,, B
c(Xn; Ym) matrica udaljenosti.

De nicija 1.2.1. (N, M)-poravnanje nizovg niz p = (ps; p2; ::3;pL) gdje jep = (n;m) 2
f1;:::;Ng f1;:::;Mg | 2 f1; :::;Lg koji zadovoljava sljedee uvjete:

1. Rubniuvjeti:p, = (3;1) i p. = (N; M)
2. Monotonostn; 6 N, 6 :::6 NLiM6 M6 :::6 M
3. Pomak:p:+1 pr 21(1;0);(0;1);(1;1)gzal 2 1;::;;L 1g

Poravnanje nizova pridauje svakom elementx, 2 X barem jedan elememt, 2 Y i
obratno. Prvi uvjet de nicije osigurava da poravnanje uzme u obzir cijele nizove odnosno
da je prvom (zadnjem) elementu nizapridruzen prvi (zadnji) element niz&. Zbog
monotonosti poravnanja ne m® se dogoditi "povratak u pstost”. Dakle, ako ja-tom
elementu niz& pridruzenj-ti element niza¥Y onda znamo da bilo kojem elementu iz niza
X s indeksom veim odi ne mae biti pridrizen element niz& s indeksom manjim odl.

Treci uvjet sprjeava da element niza bude izostavljen iz poravnanja. Na slici 1.4 nalazi se
ilustracija uvjeta iz de nicije 1.2.1.

Neka jep zadano poravnanje. §(X;Y) oznaimo udaljenost nizovX i Y dobivenu

iz poravnanjgp. Tada vrijedi sljedéa jednakost:

X
cp(XY) B C(Xn s Ym): (1.1

1=1
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Slika 1.4: Primjeri poravnanja nizova duljine 7 i Y duljine 9. (a) Poravnanje zadovo-
ljava 1., 2. i 3. uvjet iz de nicije 1.2.1(b) Poravnanje ne zadovoljava rubne uvjefe)
Monotonost poravnanja je naena.(d) 3. uvjet iz de nicije 1.2.1 nije ispunjen.

Optimalno poravnanje nizovai Y, 0zna&eno Spmin, j€ poravnanje koje daje najmanju
udaljenost nizova. Ozigamo sDTW(X; Y) udaljenost nizova dobivenu tim poravnanjem.

DTW(X;Y) B ¢, (X Y) = minfcy(X; Y) j p je (N, M)-poravnanje nizow  (1.2)
Lema 1.2.1.DTW funkcija nije pozitivno de nitna.

Dokaz. Za nizoveX B fxy; xgi Y B fXg; X1; Xo; Xo; XogVrijedi DTW(X;Y) = 0 budci je
c(x; %) =0,i = 1,2.

Lema 1.2.2.DTW funkcija ne zadovoljava nejednakost trokuta.

Dokaz.NekajeF =f;; g Deniramonormuc: F F!f 0;1gsc(x;y) B 0akox=y
ic(xy) B 1akox, y,x;y2F. ZanizoveX=(;; ),Y=(;;; )iZ=(;; )
dobijemoDTW(X;Y) = 0, DTW(X;Z) = 1te DTW(Y.Z) = 2. Ne vrijedi nejednakost
trokutaDTW(Y; Z) < DTW(Y; X) + DTW(X; 2).

Oznaimo sD 2 FN M matricu sumiranih udaljenostiptimalnog poravnanja. Vrijedi
Dnm = DTW(X;Y).

Teorem 1.2.1.Matrica sumiranih udaljenosti D zadovoljava sljedece jednakosti:

1.
xXo
Dn1=  c(X:Y1); zan2 fl;::;Ng (1.3)
k=1
Xn
Dim=  C(X;YW); zam2 fl; ;Mg (1.4)

k=1
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Dn;m = minfD, 1m 1) Dn L:ms Dn;m 10+ C(Xn; Ym) (1.5)
zan2f2;::;;Ngim2f2;:::;Mg '
Dokaz. Jednakosti 1.3 i 1.4 trivijalno slijede iz uvjeta de nicije poravnanja dvaju nizova
1.2.1. Zan > 1im> 1 neka jeq = (Qi; G; ;0L 1; L) optimalno poravnanje z& i Y.

Iz rubnog uvjeta znamo da g = (n;m). Neka je (;j) B q. 1. Zbog uvjeta na pomak
poravhanjaznamodajef) 2f(n 1,m 1);(n 1;m);(n;m 1)g Oznaimo sN[s: ],

s;it 2 N, s t, podniz proizvoljnog nizaN, (Ns; Ns+1; 253Ny, Vrijedi da je @q1;::500 1)
optimalno poravnanje nizovd[1 : a] i Y[1 : b] zatosto jeq optimalno poravnanje nizova
XiY. Iz navedenih tvrdnji slijedi 1.7.

Iz prethodnog teorema slijedi rekurzivna relacija na kojoj se temelji algoritam.
Di;j = c(i; j) + minfD; 1,j; Di;j 1;Di 1;j 19 (1.6)

Inicijalizacija matrice D mae se pojednostavniti dodavanjem novog retka i stgjca
se elementi inicijaliziraju na&1 . Formalno,D,o B +1 zan 2 f1;:::;;Ng Do B +1 za
m2 f1;::;;Mgi Do B 0. Osim toga mpe se primijetiti da je za cunanje DTW udaljenosti
dovoljan prostor za pohranu veiine O(N) (O(M)) jer se matrica moe popunjavati po
recima (stupcima). Za dobivanja poravnanja potrebno je pamtiti cijelu matricu D pa je
stoga prostorna skenost veltineO(N  M).

Pri implementaciji algoritma koriste se metode dinekoig programiranja. U nastavku
slijedi implementacija osnovnog oblika algoritma.

Ulaz: S niz duljine N, Q niz duljine M.
lzlaz: DIW udaljenost.

for i := 1 to N
DTW[i, 0] := +1
for i 1= 1 to M

DIW[O, i] := +1
DTW[0, 0] := 0

for i := 1 to N
for j := 1 to M
cost = d(S[i], Q[j])
DTW[i, j] := cost + minimum((DWI[i 1, | ],
DIwW[i -, j 1],
DIW[i 1, j 1])
return DTW[N, M]

Namete se pitanje kako iz matrice akumuliranih vrijednosti D dobiti optimalno po-
ravnanjepmin = fps;:;;pg Ako je zadana matrica D do poravnanja se dolazi obrnutim
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redosliiedom od dobivanja matrice. Pretpostavimo da fe (n; m). Ako je (n;m) = (1;1)
onda jel = 1 pa smo gotovi. Inege vrijedi rekurzivna formula

8
(4;m 1) akojen=1
p1B g(n 1;1) akojem=1 (1.7)
~argmifDy 1m 1;Dn 1m; Dnm 1@ inace

Vremenska slpenost algoritma j©(N?). Zbog toga postoje raxiti prijedlozi za ubrzanja
algoritma. Neke od njih navodimo u sljedam odjeljku.

1.3 Varijacije algoritma dinami ckog poravnavanja
vremena

Velicina koraka

Pomak opisan u de niciji 1.2.1 osigurava da je u poravnanju ni2dva svakom elementu
prvog niza pridraen element iz drugog niza i obratno. Mana tog uvjeta je da jednom
elementu niza mze biti pridrizen veliki broj elemenata iz drugog niza pa poravnanje ima
vertikalne odnosno horizontalne dijelove. To endace se poravnanje prilagoditi nastaloj
lokalnoj jednolcnosti jednog od nizova i njoj prideiti jedan element iz drugog niza.

Kako bi se izbjegli takvi dijelovi potrebno je promijeniti veinu pomaka. Jedna opcija
je da 3. uvjetiz de nicije 1.2.1 zamijenimom.1 P 2 f(2;1); (1, 2); (1; 1)gzal 2 f1;:::;Lg
Element matrice akumuliranih vrijednosti se sadauraju po formuli

Doim= minfD, 1m 1, Dn 2m 15 Dn 1m 20+ C(%n; Ym) (1.8)

zan 2 f2;::;Ngi m 2 12;:::;;Mg Pacetne vrijednosti siDgp B 0, D1y B ¢(Xg; Y1),
Dno B +1 zan 21f1;::;;Ng D1 B +1 zan 2 £2;::;;Ng Do B +1 zam 2 f1;::;; Mgi
Dym B +1 zam2£2;:::;Mg

Navedeni uvjet ne osigurava da svakontlanu prvog niza biti pridreen barem jedan
clan drugog niza i obrnuto. Jedan takav primjer poravhanjaense vidjeti na 1.6b). Zato
je potrebno modi cirati rekurzivnu formulu tako da svi elementi nizo¥a Y utjecu na
konacnu sumu udaljenosti. Dobije se slj@deformula

Dn 2m 1+ C(%n 1;Ym) + C(Xn; Ym)
Dnim2+t C(Xn;ym 1) + C(Xn;ym) (1.9)
Dn 3m 1+ C(%1 25 Ym) + C(Xn 1;¥Ym) + C(Xn; Ym)

8
%Dn 1m 1+ C(Xn; Ym)
“Dn gm 3+ (X0 Ym 2) + C(Xn; Ym 1) + C(Xn; Yim):
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Slika 1.5: Prikaz tri raztiita nacina pomaka pri trzenju optimalnog poravnanjga) Od-
govara pomaku iz de nicije 1.2.(b) Prikaz poravnanja koje odgovara rekurzivnoj formuli
1.8(c) Prikaz poravnanja koje odgovara rekurzivnoj formuli 1.10

za (;m) 2 f1;:::;;Ng f1;:::;;Mg Sada su peetne vrijednosti sljede: Dy B ¢(xq; Y1),
m2f 2;::;;Mg

Slika 1.6: Prikaz poravnanja dobivenih primjenom reigh, prethodno opisanih rekur-
zivnih funkcija. (a) Poravnanje dobiveno katienjem rekurzije s pomakom iz de nicije
1.2.1 (b) Poravnanja dobiveno katienjem rekurzivne formule 1.8c) Poravnanje dobi-
veno korstenjem rekurzivne formule 1.10

Lokalne tezine

Ako preferiramo pojedini smjer u kreiranju poravnanjae/od nekog drugog memo mu
pridruziti vecu tezinu uvadenjem vektora &na (wg; Wh; Wy) 2 R3. Tako dobivamo sljed
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rekurziju 8
Dn 1m 1+ WaC(Xn; Yim)
Dnm = mingDn 1m + WhC(Xn; Ym) (1.10)
“Dnm 1+ WyC(X%n; Ym)

zan 2 2 :'F',;Ngi m 2 f2;:::;;Mg Nadalje, vrijedi da jeD,.; B Pﬂzlwhc(xk;yl) zan >

1, Dim B 2 wWC(X;yk) zam > 1 te Dy B c(xq;y1). Osnovna rekurzija algoritma
poravnavanja vremena ima vektoritga (1 1;1). Na taj n&in se preferira dijagonalni
pomak u kreiranju poravnanja jer jedan dijagonalni korak odgovara jednom koraku u lijevo
pa gore (ili jednom koraku gore pa lijevo). Da bismo ujedh&ve poteze potrebno je da
vektor teina bude (21; 1).

Globalna ogranicenja

Za eliminaciju pojedinih poravnanja i smanjenje brojawaskih operacija potrebno je
uvesti globalne konstante. Tako se smanjujeeshmst algoritma i izbacuju rubni slajevi
poravnanja koji u veini slucajeva nisu dobra rgenja. Formalno, neka @ f 1;:::;Ng
f1;:::;;Mgpodskup koji odgovara globalnom ogreenju. Kaemo da poravnanjpg pri-
padapodskuplR ako svaki njegov element pripada podskiépuDva najpoznatija ogracenja
na domenu poravnanja S8akoe-Chiba povrsinaltakura paralelogram

Sakoe-Chiba povrsinana konstantnisirinu T i vrijedi da elementw, moze biti pri-
druizeny, zam2 fY—(n  T); ;8= (n+T)g\f1; :::;Mg Dobivena powina je simetina
s obzirom na dijagonalu pravokutne meN M kao na slici 1.7.

Itakura paralelogramza S 2 R, de nira R kao skupciji elementi na pravokutnoj

mrezi N M cine paralelogram de niran pravcima s nagib@nh S.

Slika 1.7: Prikaz osnovnih oblika globalnih ogre@nja na poravnanjga) Sakoe-Chiba
povrsina(b) Itakura paralelogram

Za primjenu globalnih ogranena u raunanju ukupne udaljenosti dovoljno je de nirati
da jec(X,;ym) B +1 za (hym) 2 f1;::;;Ng f1;:::;Mg nR. Na taj n&zin pri racunanju
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udaljenosti nizova potrebno jeaanati samo one elemente matrice D koji pripadaju skupu
R sto kod korstenjeSakoe-Chiba povrsinekada jeT N, moze dovesti do velikog
ubrzanja algoritma.

Glavni nedostatak uvtenja globalnih ogranenja pri izvalenju algoritma je u tome
sto optimalno poravnanje ne mora nano pripadati podskupu R pa optimalno poravnanje
dobiveno algoritmom uz ogracenjepy nece biti jednako optimalnom poravnangu.

Viseslojni algoritam poravnavanja vremena

Neka su zadana dva ni2@i Y s pripadnim duljinamaN; B N i M; B M. Polazni ni-

zovi se zbog potreba ubrzanja algoritma generaliziraju tako da se njihov broj elemenata
smaniji za odrdeni faktor f,. Dobiju se nizovi s duljinama, B N;=f, i M, B M,=f,
(pretpostavljamo dd; dijeli N; i M;). Racuna se optimalno poravnanpg na dobivenim
nizovima. Pomoéu tako dobivenog poravnanja i faktokadobijemo podskujR pravokutne
mrezeN; M; kao u primjeru na slici 1.8. Tek sada sewaa optimalno poravnanjg, na
potpunom sloju podataka koje pripada dobivenom podsiRipusspjesnost postupka ocje-

njuje se prema jednakosti dobivenog optimalnog poravnpgjaoptimalnog poravnanja

bez ogrargenjap .

Slika 1.8: Postupak generalizacije podataka u svrhu ubrzanja algqejRaravnanje do-
biveno na generaliziranom skupu podatéliaPostupak dobivanja podskupekoji pred-
stavlja globalno ogranenje na poravnanje polaznih nizai@ Prosireni podskupR

NekaL, oznarava duljinu poravnanjg,. Tada je podskufR velicineL, f2. Za
racunanje optimalnog poravnanja treba ukupho M.+ L, fZ sto je znatno manje nego
N: M.

Zbog mog@nosti da optimalno poravnane ne pripada dobivenom podskupumoze
ga se prairiti koe cijentom 2 N tako da se za svaki elemenRudoda elemenata koji
Su na mrei pozicionirani gore, dolje, lijevo i desno od polaznog elementa.



Poglavlje 2

Metode ubrzanja algoritma dinamickog
poravnavanja vremena

Algoritam dinamckog poravnavanja vremena je jedarcinaodredivanja mnogo prema
mnogo poravnanja dvaju nizova uz ogieemje na monotonost poravnanja. NekNj@T W
oznaka za algoritam koji isgta uvjet monotonosti. Vrijedi tvrdnja da je njegovazgoost

u slucaju jednodimenzionalnih nizova(nlogn), a ako su sortirani onda je linearna (dokaz
se mae prondi u [2]). Oznaimo sDTW, (NDT W) algoritam dinamikog poravnavanja
vremena (s ispgtanjem uvjeta monotonosti) koji koristi p-normu zawaanje udaljenosti
nizova. Vrijedi sljedéa rekurzivna formula

0; akojei=j=0
§1, akojei=0 j=0
Di;; B il jx  y>! (2.1)
§ % ijp+
minfD; 1j 1;Di 1j;Di;j 10 inace

pri cemu je! globalno ogrargenje na poravnanje, aoznaava operacijekskluzivno ili
Formula vrijedi za0< p< 1. Zap= 1 pocetni uvjeti ostaju kao prethodno de nirani, a
rekurzija je sljedéa

Dij = maxXjx  yjj;minfD; 1;j 1;Di 1;j; Di;j 199 (2.2)

%a zadane nizovk& i Y duljinaredomM, N racunamo udaljenost nizova naaiaDT W, (X; Y) =
g BIVEN
Ocito je da vrijedi sljedéa nejednakost

NDTW,(X;Y) DTW(XY) kX Yk;,,zasve(p 1 : (2.3)

12
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Neka jeA proizvoljan nizizR"i ¢ 2 R. De niramorelaciju” "naR" R[ R R“n2N
na sljedéi nacin:

A cakoisamo ak®i 2 f1;::;;ngA  C

2.4
c Aakoisamo ak®i 2 f1;::;;ngc A (2.4)

Propozicija 2.0.1. Neka su X i Y jednodimenzionalni vremenski nizovi realnih brojeva
takvi da postoji 2 Rtakav davrijediX ¢ YiliX ¢ Y tadavrijedi DTW(X;Y) =
KX Yk

Dokaz. Bez smanjenja denitosti maemo pretpostaviti da jX ¢ Y. Pretposta-
vimo da suX’i Y’ dva jednodimenzionalna vremenska niza konstruirana iz poravnanja
dobivenogNDT W, algoritmom tako da za svaki element poravnanjaspphmo X' i Y’ s
elementima iz nizov i Y koji se nalaze na koordinatama odemim trenutnim elemen-
tom poravnanja. Tada vrije®iDTW(X;Y) = X Y’ . Jasno je da vrijed’ ¢ Y’
zatosto su elementi o’ i Y’ ujedino i elementi nizovX i Y. Vrijedi sliedeta nejednakost

X X

NDTW(XY)= X Vi= (X d+ic Vi)

= X c ,tc Y’ N (2.5)
kX cky+ke Yk
=kX Yk:

Koristenjem nejednakosti 2.3 dobijemo tvrdnju teorema.

Napomena2.0.1 Tvrdnja propozicije 2.0.1 ne vrij%di_zp > 1. Primjerics,_za nizove
X=(0;0;1,0)1Y=(23;,2,2) vrijediDTW5(X;Y) = * 17 dok jekX Yk, = 18.

De nicija 2.0.1. Nekaje! 2 N globalno ogrargenje iX vremenski niz. Neka su(X); =
maxdtxe j jk ij ! gi L(X)i = mindxjjk 1j ! gzai= 1;::;n. Nizovi U(X) i L(X)
cineomotacoko nizaX.

Lema 2.0.1.Zab2 [a;c] vrijedi(c &) (c bP+((b aPzal p<1

Dokaz.Za p = 1 tvrdnja eito vrijedi. Zap > 1 deriviranjem funkcijef(b) = (c b)P +
(b a)P dobije se da funkcija pogte minimum u taki b = 2. Na rubovima intervala za
b 2 fa; cgfunkcija postze maksimum izega slijedi tvrdnja.

Teorem 2.0.1.Neka su zadana dva vremenska niza jednake duljine X iY i ndka je<
1. Za proizvoljan viemenski niz H takav da je xhy  U(Y);ilix; b L(Y);ilihj = X
za sve indekse i vrijedi sljedeta nejednakost

DTWo(X; Y)P  NDTWL(GY)P KX HKE+ NDTWh(H; Y)P. (2.6)
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Zap=1 vrijedi DTW; (X;Y) NDTW (X;Y) maxkX Hk, ;NDTW (H;Y)).

Dokaz. Pretpostavimo da je 1 p < 1. Ozngimo sP poravnanje od@enoNDTW
algoritmom odnosno vrijedNDTW,(X;Y)P = = 20 % YijP. Za svakii vrijedi da je
hi 2 [min(x;y;); max(;y;)] pa koristenjem tvrdnje iz Leme 2.0.1 vrijegi; Vij° | X
hij° + jhy  y;jP za proizvoljan {; j) 2 P. Iz toga slijedi nejednakost
X X
NDTW,(X; Y)P (% hjP+jh yij?) kX HKD+ i P (2.7)
@i:0)2P @i:)2P

P
Tvrdnja teorema slijedi iz prethodne tvrdnje i nejednakosgtjyp jhi  y;j*  NDTW,(H;Y).
Zap =1 vrijedi nejednakost

NDTW (XY) = maxjx y;j  maxmax(x; hij; jhi; yjj)
@i;))2P @i;))2P (2.8)
maxkX Hk; ;NDTW (H;Y)):

Korolar 2.0.1. Neka su zadana dva vremenska niza X i Y jednake duk¥ie.Hk, aprok-
simira DTW,(X;Y) I NDT W, (X; Y) s greskom manjom ili jednakokiH Yk,

Dokaz. Zbog nejednakosti trokutX Hk,+kH Yk, kX Yk;ikX Yk, DTW(XY)
slijedi da jekX Hk, + kH Yk, DTW,(XY) odnosnokH Yk, DTW,(XY)
KX Hk,.

U nastavku slijedi algoritam za pronatnje nizovaJ(Y) i L(Y) koji zahtjeva najwse
3 nusporedbi gdje j@ duljina nizaY.

Ulaz: Y=(y1;:5¥n), ! globalna ogradaDTW algoritma
Izlaz: nizovi U(Y) i V(Y)

u = queue(), |= queue()
u.append (1), |.append(1)
for i 2 f2,...,ng do
if i I +1 then
Uit = Ysronw » Li 1 =Ytront)

if v yi1 then
u.popfrom_back ()
while Yi > Ybacku) do
u.popfrom_back ()
else
| .pop.from_back ()
while Vi < Ypacy dO
I.pop.from_back ()
u.append (i), |.append(i)



15
16
17
18
19
20
21
22
23
24

POGLAVLIE 2. METODE UBRZANJA ALGORITMA 15

if i =2 +1 + front(u) then
u.popfrom_front ()

else if i = 2 +1+front(l) then
I.pop.from_front ()

for i 2 fn+1,..., ! g do

Ui =VYeontw)» Li 1 = Yiront)

if i front(u) 2! +1 then
u.popfrom_front ()

if i front(l) 2 +1 then
I.pop-from_front ()

Slika 2.1: Gracki prikaz nizoval (X) i L(X)

2.1 Keoghova donja granica za DTW algoritam

Neka su X iY vremenski nizovi i neka jd(X; Y) vremenski niz de niran na slje@enacin

8
U(Y)i; ,akojex;  U(Y)

H(X;Y)i=§L(Y)i; ,akojex  L(Y), (2.9)
X inace

zai = 1;:::;n. H predstavljgorojekciju niza X na niz Y nalazi se u omotzau oko nizay.
Koristenjem tvrdnji iz teorema 2.0.1 dobijemo sljédanejednakost

NDTWL0OGY)P KX HOGY)KE + NDTWo(HOG Y);Y)Pzal p<1:  (2.10)
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De niramo LB_KeoghX;Y) B kKX H(XY)k,. |z Teorema 2.0.1 i prethodnih tvrdniji
proizlazi sljedéi korolar.

Korolar 2.1.1. Neka su zadana dva vremenska niza jednake duljine X i Y i neka je
p < 1. Tada vrijedi

1. LB.Keogh je donja granica za DTW algoritam
DTW,(XY) NDTW,(X;Y) LB_Keogh(X;Y): (2.11)

2. Tocnost donje granice je odffena sirinom omotaca niza Y

DTW,(XY) LB_Keogh(X;Y) maxu(Y) vy L(Y)ig : (2.12)
! p

Pomdu sljed€eg algoritma za zadani nzmogLEe je pronai niz iz S koji je najmanje
udaljen od njega. Raina se donja granica te ako je ona dovoljno velika onda se peska
racunanjeDT W algoritma. U ovom primjeru kostena jd; norma i prethodno de nirani
nizovi U(Y) i L(Y)

Ulaz: Y= (y1;:5Yn), S skup vremenskih nizova
Izlaz: niz X.min koji ima najmanju udaljenost s obzirom na niz Y

min_distance= 1
U, L = envelope (Y)
for X2S do
distance= 0
for i 2 f1, 2...,ng do
if xi>U; then
distance= distance+ x Ui
else if ;<L then
distance= distance + L; X;
if distance< min_distance then
t = DTW(XY)
if t < min_distance then
min_distance= t
X_.min = X

2.2 Pobolsana Keoghova donja granica za DTW
algoritam

Poznato nam je da vrijedi sljeda nejednakost

NDTWL(X; Y)P  LB_Keogh(X;Y)P+ NDTWL(H(X;Y);Y)P,zal p<1l: (2.13)
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Osim toga vrijedi
NDTW,(H(X;Y);Y) LB.Keoghy(Y:H(X;Y)): (2.14)
Iz prethodnih nejednakosti slijedi
NDTWL(X; Y)? LB_Keogh(X;Y)P+ LB_Keogh(Y;H(X;Y))?,zal p<1: (2.15)
Ovime smo dobili j@ jednu donju granicu zZBT W algoritam. De niramo
LB_Improveg(X; Y)? B LB_Keoghy(X;Y)P + LB_Keoghy(Y; H(X; Y))": (2.16)

Sljedeti algoritam koristi prethodno de niranu donju granicu 2a W algoritam kako
bi dodatno ubrzao. Prvo seaana donja granichB_Keoghza zadani niz Y i trenutno
izabrani X iz zadanog skupa. Ako je ona dovoljno velika onda se uzima novi ¥eis@a
racunaLB_Improvedgranica i provjerava se je li moga poma@u te granice odbaciti X,
ako nije onda se rana cijeliDT W algoritam. | u ovom primjeru kostena jel; norma i
prethodno de nirani nizovlJ(Y) i L(Y)

Ulaz: Y=(y1;:5Yn), S skup vremenskih nizova
lzlaz: niz X_min koji ima najmanju udaljenost s obzirom na niz Y

min_distance= 1
U, L = envelope(Y)
for X 2 S do

X' =X
distance= 0
for i 2 f1, ..., ng do

if x>U; then
distance= distance + X Ui
XiO: Ui
else if <L then
distance= distance + L; Xi
Xi0: L;
if distance< min_distance
U', L' = envelope (X")
for i 2 f1, 2, ..., ng do
if yi>U? then
distance= distance+ y; U’
else if y<L? then
distance= distance+ LY
if distance< min_distance then
t = DTW(XY)
if t < min_distance then
min_distance= t
X_min = X
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2.3 MetodaPodijeli pa vladaj

Jos jedan oblik raunanja poravnanja dva vremenska nizamse dobiti kostenjem me-
todePodijeli pa vladaj Algoritam je predstavio Dan Hirschberg 1975. godine u radu [4].
Koristenjem dinanukog programiranja algoritam je @@ najdulji zajedntki podniz dvaju
nizova znakova. Vremenska i prostornaz&lnost algoritma su redo®m n) i O(n+ m)

pri cemu su m i n duljine zadanih nizova.

Navedeni algoritam nmze se upotrebljavati i za dobivanje optimalnog poravnanja dva
vremenska niz&X i Y duljine mi n. Algoritam je rekurzivan i sastoji se od dva glavha
koraka. U prvom koraku potrebno je iz@nati tablice sumiranih vrijednosti za nk i
prvu odnosno drugu polovicu niZé& Kod racunanja tablice za drugu polovicu nixa
ishodste je polje (m, n). Za dobivanje elementa konag poravnanja potrebno jeso
zbrojiti stupce tablica koji pripadaju sresijem elementu niz& kao na slici 2.2 i néi
indeks retka s minimalnom sumom. Drugi korak, p@amaobivene toke iz prvog koraka,
dijeli nizove na dva dijela i na svakom od njih ponavlja isti postupak. Slijedi pseudokod
opisanog algoritma.

Ulaz: vremenski nizoviX i Y
lzlaz: DTW poravnanje preko globalnog polja P

Divide_and.conquer (X, Y)f
m = jXj
n=jYj
middle = d=2e
if n 2 orm 2 then
tmp = computeDTW _alignment (X, Y)
add tmp to global array P
else
left = alignment(X, Y[1:middle])
right = alignment (X, Y[middle:n])
min_index = 0
for i 2 f1,...,ng
if left(i, middle)+right(i, middle) <
left (min.index, middle}right(mid.index, middle)
min_index = i
add (minindex) to global array P
Divide_and.conquer (X[1: minindex], Y[1: middle])
Divide_and.conquer (X[minindex , m], Y[middle, n])
g

U sljedeeem primjeru prikazana su dva osnovna koraka algoritma i pokazano je da
algoritam ne daje uvijek optimalno poravnanje.

Primjer 2.3.1. Neka su zadani nizovi=A, 2,2, 1,01 Y= 3, 4, 5, 3, 3. Slika 2.2 ilustrira
prvi i drugi korak prethodno navedenog algoritma na pocetnim nizovima.
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Slika 2.2:a) Prikaz tablica sumiranih vrijednosti nizai prve odnosno druge polovice niza

Y i sredsnjeg stupca dobivenog sumiranjem zadnjeg stupca prve tablice i prvog stupca
druge tabliceb) Drugi korak Podijeli pa vladajalgoritma u kojem se p@tni problem
pomcau tocke iz prvog koraka dijeli na dva istovrsna podproblema

Rekurzivnim racunanjem poravnanja na podnizovima dobivenim podjelom prema in-
deksu retka minimalne sume unutrasnjih stupaca lijeve i desne tablice dobije se poravnanje
koje daje udaljenost 14 dok je rezultat DTW algoritma optimalno poravnanje s udaljenosti
12. Dakle, ovaj algoritam ne daje nuzno optimalno poravnanje. Usporedba poravnanja
vidi se na slici 2.3

Slika 2.3:a) Poravnanje dobiveno algoritmoRodijeli pa vladajb) Poravnanje dobiveno
DTW algoritmom

2.4 Reducirani DTW algoritam

Jos jedan nain razmsljanja o ubrzanju DTW algoritma temelji se na ideji da ssuraju
samo ona polja matriceiju je vrijednost nano znati da bi se izcunalo optimalno po-
ravnanje. Postavlja se pitanje kako odrediti koja polja mattediti popunjena, a koji
elementi su dovoljno raditi da njihovu udaljenost nije potrebnoa@nati. Temelji ovog
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pristupa su normalizacija zadanih nizova na interval [0, 1] teskenie rijetko popunjene
matrice.

De nicija 2.4.1. MatricaA 2 R" " je rijetko popunjena matricaikoliko postoji algoritam
takav da sé\x, za vektorx 2 R" moze racunati uO(n) operacija.

De nicija 2.4.2. Donji susjedielemenata matrice s indeksom c su elementi s indeksima iz
skupafc 1;c n;c (n+ 1)g Gornji susjedielementa matrice s indeksom c su elementi
s indeksima iz skupgc + 1;c+ n;c+ (n+ 1)g

De nicija 2.4.3. Blokirani elementijetko popunjene matrice je svaki element koji ima
vrijednost nula.

Za lakse utvdivanje slcnih dijelova nizova potrebno ih je normalizirati ksténjem

formule
_ Sk min(sY
M max@SK)  min(Sk)

pri cemuSk oznaava i-ti element k-tog niza.

Algoritam se sastoji od 3 dijela. U prvom dijelu se patnalaznih parametaracanaju
broj odnosnairina intervaldy te sirina dijela u kojem se preklapaju. Pooumijih odretuje
se koji elementi nizova pripadaju istom intervalu. Ako je taj uvjet zadovoljenma se
euklidska udaljenost ta dva elementa i vrijednost se sprema u rijetko popunjenu matricu
S M. Ako elementi ne pripadaju istom intervalu onda je vrijednost matrice na pripadnom
indeksu nula. Opisanom postupku odgovara sadermula

8
_ 2s(i); Qi)ky;  ako jesS(i) 2 i Q) 2 I
-BO; inace;

(2.17)

S M; (2.18)
Ako je euklidska udaljenost jednaka nuli onda se vrijednost tog elementa postavlja na
tako da ga se nee razlikovati od blokiranog elementa matrice.

Nakon incijalizacije matrices M slijedi racunanje DTW udaljenosti. Za element na
indeksuc trazi se njegov donji susjed s najmanjom vrijednosti i njegova vrijednost se zbraja
s vrijednosti trenutnog elementa. Postupak je isti kao kod osnovnog oblika DTW algoritma.
Osim toga provjerava se jesu li gornji susjedi trenutnog elementa blokirani, ako jesnara
se euklidska udaljenost pripadnih elemenata nizova i ti elementi resuslokirani.

TreCi dio zaduen je za traenje optimalnog poravnanja. Kné€i od indeksa koji odgo-
vara paru elemenata (m, n) rekurzivno se dodaju indeksi donjih susjeda trenutnog elementa
koji imaju najmanju vrijednost. Postupak se ponavlja sve dok se de do paetnog ele-
menta matrice koji odgovara paru elemenata (1, 1). Slijedi pseudokod opisanog algoritma.
Resvrijednost slzi kod odretivanja broja odnosnsirine intervala koji se koriste kod inici-
jalizacije rijetko popunjene matrice M. MatricaS M je indeksirana linearno po stupcima.
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Ulaz: vremenski nizoviS i Q duljine m odnosno n, Res vrijednost
lzlaz: optimalno DTW poravnanje i pripadna udaljenost nizova
s’ = Normalise (S)
Q' = Normalise (Q)
LowerBound= 0
UpperBound= Res
for all 0 LowerBound 1 B do
S’_indices = find (LowerBound s’ UpperBound)
Q' _indices = find (LowerBound Q’ UpperBound)
LowerBound = LowerBound + RTES
UpperBound= LowerBound + Res
for all g2 S’ _indices do
for all g2 Q _indices do
Add EuclideanDistances{, q;) to SM
end for
end for
end for
for all ¢ 2 SM do
LowerNeighborus= fc 1, ¢ n, ¢ (n+l)g
minCost= min(SM(LowerNeighbours))
SM(c) = SM(c) + minCost
UpperNeighbours=s fc+1, ctn, ctn+1g
for all N2 UpperNeighbours
if Nj == 0 then
SM [ EuclideanDistance(pain\))
end if
end for
end for
WarpingPath=;
hop= SMn m)
WarpingPath[ hop
while hop, SM(1) do
LowerNeighbours= fhop 1, hop n, hop (n+1)g
[minCost, index]= min[Cost(LowerNeighbours)]
hop = index
WarpingPath[ hop
end while
WarpingPath[ SM(1)
return WarpingPath ,SM(n m)

Prednost ovog algoritma nad metod®wmdijeli pa vladajje sto uvijek daje optimalno
poravnanje zadanih nizova zato se od standardnog DTW algoritma razlikuje samo po
tomesto ne rauna cijelu matricu akumuliranih vrijednosti nego samo ona polja koja na
pocetku imaju veliku vjerojatnost dee pripadati optimalnom poravnanju jer pripadaju is-
tom intervalu i onaija vrijednost postane zma prilikom ra&unanja matrice akumuliranih
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vrijednosti. Tako se prostor potreban za spremanje matri@e moatno smanjiti. Vremen-
ska sl@zenost algoritma je u najgorem shjuO(n  m) gdje sumi n duljine nizova.

Primjer 2.4.1. U ovom primjeru prikazati cemo glavne korake na nizovima B, 4,

5,3 31iQ=11, 2, 2, 1, 0]. Prvi korak zahtjeva normalizaciju podataka pa se tako
dobiju sljedeti nizovi: §= [0, 0.5, 1.0, 0.0, 0.0] i &= [0.5, 1.0, 1.0, 0.5, 0]. Neka

je Res parametar jednak 0.5. 1z toga slijedi da je broj intervala jedﬁ‘gk: 4, atosu

[0, 0.5], [0.25, 0.75], [0.5, 1], [0.75, 1.25]. Preklapanje dobivenih intervala pridonosi
smanjenju odblokiranih elemenata prilikom pratemja drugog koraka algoritma kada se
racuna tablica akumuliranih vrijednosti. Sljedeci korak je racunanje euklidske udaljenosti
onih elemenata nizova koji pripadaju istom intervalu. Tako se dobije matrica prikazana na
slici 2.4 a).

Pri racunanju matrice akumuliranih vrijednosti koristi se opta rekurzivna formula ko-
jom se odabire donji susjed s najmanjom vrijednosti i zbraja se s trenutnim elementom. Ako
element koji nije blokiran ima blokirane susjede potrebno ih je odblokirati racunajuci euk-
lidsku udaljenost pripadnih elemenata. U ovom primjeru su to oznaceni elementi matrice
s vrijednostima 34, 35 38 na slici 2.4 b).

Zadnji dio algoritma konstruira optimalno poravnanje krecuci od indeksa zadnjeg ele-
menta matrice koji odgovara paru (m, n) dodajuci rekurzivno indekse donjeg susjeda s
najmanjom vrijednosti.

Slika 2.4: a) Matrica euklidskih udaljenosti elemenata nizova koji pripadaju istim inter-
valima. Ako elementi ne pripadaju istom intervalu onda je polje matrice blokirano (B)
odnosno ima vrijednost (b) Matrica akumuliranih vrijednosti u kojoj su neka polja od-
blokirana
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Baricentri cno usrednjavanje

3.1 Uvod

Zbog sve véeg prisustva vremenskih nizova u praksi potrebno je prilagoditi algoritme koji
se danas koriste u analizi podataka, prepoznavanju uzoraka i stropemuuakvoj vrsti
podataka. Veliki broj podatakeesto je potrebno klasterirati odnosno podijeliti podatke u
skupine tako da se u istoj skupini nalaze podatci koji dijelenslisvojstva prema kojima ih
razvrstavamo. Uspgan rad velikog broja algoritma koji se koriste u prethodno navedenim
granama temelji se na metodama pronalaska srednje vrijednosti skupa ulaznih podataka.

Pronalazak srednje vrijednosti skupa vremenskih nizova nije jednostavan posao jer je
potrebno uzeti u obzir ovisnost podataka u nizu o vremenu. Zbog toga je jasna&igdra
srednje vrijednosti po koordinatama ne dolazi u obzir i potrebno je iskoristiti srspget al-
goritma poravnavanja vremena za usliranje vremenskih nizova. Pri tome treba paziti
da se ne nasi konvergencija algoritama za klasteriranje. U praksiessto koristimedoid
umjesto srednje vrijednosti. Medoid je elemeija je prosjena udaljenost od drugih ele-
menata skupa najmanja, a od srednje vrijednosti skupa razlikuje se pstofmeemedoid
uvijek element danog skupa dok srednja vrijednogemito ne mora biti.

Ozna&imo sS = fSy; Sy; :::;Sngskup vremenskih nizova te&" niz duljineT. Srednju
vrijednost danog skupa de niramo na slj@&iaacin.

De nicija 3.1.1. Neka jeS = fS3;S,; :::;Sng skup vremenskih nizova nad prostorom E
duljine T. Oznaimo sE" prostor svih nizova duljind. Srednja vrijednost danog skupa
je nizC™ koji zadovoljava sljedeu nejednazbu:

P\ P\
8X2E";, DTWAC™:S,) DTWA(X; Sy): (3.1)
n=1 n=1
BudLEi niz koji predstavlja srednju vrijednost ne morazno biti duljine T potrebno je
u prethodnu nejednakost uvesti sve mogslicajeve na duljinu niza. Stoga se zahtjeva

23
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ispunjenost sljed®g uvjeta:
|

X X -
8t2[1;+1]; 8X2E!; DTWA(CY;S,) DTWA(X;S,) : (3.2)

n=1 n=1

Slika 3.1: Na ovoj slici se vidi da mnanje srednje vrijednosti skupa vremenskih nizova
uzimanjem srednjih vrijednosti koordinata s istim indeksoneunea vrijednosti amplitude
nizova. a) Skup vremenskih nizova kojem je potrebna&hnsrednju vrijednostb) Sred-

nja vrijednost zadanog skupa vremenskih nizova dobivetiznanjem srednje vrijednosti
koordinata

U teoriji su poznata dva r@na traenja srednje vrijednosti zadanog skupa vremenskih
nizova. Oba su usko povezana s problemosesirukog poravnavanja vremenskih nizova.
Umjesto r&unanja poravnanja dva niza tako da se uzima minimalna vrijednost prethodna
tri susjedna elementa u dvodimenzionalnoj mardTW algoritam se prsiruje tako da
se primjerice za 3 vremenska nizazireninimalan element od prethodnih sedam susjednih
elemenata u kocki. Za N vremenskih nizova dobije se struktura N-dimenzionalne kecke.
ta koordinata niza srednje vrijednosti skupazmase dobiti raunanjem srednje vrijednosti
koordinata odrdenihi-tom koordinatom \8estrukog poravnanja. Primjerice, ako imamo N
nizovai-ta koordinata vektora poravnanja ligN-torka (s, ; s,,; 11 Sy, ) koja predstavija
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indekse elemenata koji su shesobno pridraeni. |-ta koordinata niza srednje vrijednosti
e biti jednaka

Sy, t &, it Sy

N

Vrlo lako se mae uaiti glavni problem kod ovog pristupa, a to je preveliki broj koraka
potreban za r@unanje vsestrukog poravnanja nizova. Sémost tog algoritma j©(TN) sto
vodi do neupotrebljivosti za imalo e vrijednosti broja N. Osim toga algoritam prelazi i
granice dostupne kaline memorije.

Druga metoda temelji se na pretiaanju prostora rigenja. Najvéa mog@a duljina
visestrukog poravnanja JEN 2T pa pretraivanje prostora mogiih riesenja zavsava sa
slazenostiO(TN) u slucaju diskretnog korenog prostora. U skaju neprekidnog prostora
rjesenja metoda je neupotrebljiva.

Zbog neuspjsnosti pronalaska tmog prosjenog niza razvio se skup metoda za pro-
nalazak njegove aproksimacije. Jedna od najpoznatijih metoda je iterativno usrednjavanje
parova nizova. Ako su zadane srednje vrijednGsti C, skupovaS; i S, onda se za sred-
nju vrijednost unijeS; [ S, uzima niz dobiven reunanjem srednje vrijednosti nizo@

I C,. Po ovom principu, za zadani skup nizova, srednju vrijednostemm dobiti tako
da na paetku izaberemo dva niza, @@mo njihovu srednju vrijednost koju nakon toga
prilagadavamo svakom preostalom elementu tog skupa odnosnmaeno srednju vri-
jednost skupa koji se sastoji od prethodno ¢zrate srednje vrijednosti i neisksteénog
elementa zadanog skupa. Metode setus®bno razlikuju po redoslijedu uparivanja ele-
menata iz skupa i ranu racunanja srednje vrijednosti dvaju nizova.

Jedan od nana uparivanja elemenata zadanog niza temelji se na principu igranja utak-
mica na turniru. Prvo se od petnog broja elemenata N dobi%nizova srednje vrijed-
nosti. Isti postupak se primjenjuje na dobiveni skup srednjih vrijednosti. Tako se dobije
skup velbine%. Postupak se nastavlja dok se ne dobije skup koji imadgedan element
koji oznacava srednju vrijednosti polaznog skupa. Ovim pristupom postupakiamja
srednje vrijednosti dva niza se ponavlj@mo N-1 puta. Drugi nan je da se spajaju ele-
menti skupa koji imaju najmanju udaljenost. Prvo sedarea matrica udaljenosti skupa,
pronadu se dva niza koji imaju najmanju udaljenost i @naa se njihova srednja vrijed-
nost. Postupak se ponavlja sve dok skup nezddcno jedan element. Na ovaj cia
racunanje srednje vrijednosti se ponavljariio N-1 puta, ali dodatan posao jeuaanje
matrice udaljenosti prije svakog uparivanja nizova.

Racunanje srednje vrijednosti iz dobivenog poravnanjaense provesti na nekoliko
nacina. Jedna koordinata po pridruzivanjdaje srednju vrijednodtija je duljina jednaka
duljini vektora pridrizivanja. Za svaku koordinatu poravnanja, koordinata niza srednje vri-
jednosti se dobije kao srednja vrijednost odgovaragupara elemenata iz zadanih nizova.
Glavni nedostatak ovog postupkecumanja srednje vrijednosti o duljina dobivenog
niza mae biti cak jS;j + jS;j 2 sto je maksimalna duljina poravnanja nizdsai S,.

iy (3.3)
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Drugi necin se temelji na principjedna koordinata po komponenti povezanoSvako
poravnanje de nira jedan graf. Koordinatu niza srednje vrijednosti dobijemo kao sred-
nju vrijednost svih vrhova pripadne komponente povezanosti. Ovomam duljina niza
srednje vrijednosti mxe biti izmedu 1 i minfjS,j; jS,jg Ocito je da svaki pristup ima svojih
mana i prednosti. Kod prvog je problesto se duljina konenog niza srednje vrijednosti
moze pov&ati sve doN T dok kod se kod drugog nze dogoditi da dobijemo samo
jednu komponentu povezanosti pa tako imamo niz srednje vrijednost duljine 1 koji sigurno
ne mae dobro opisivati zadane nizove. Zato je potrebno prometodu kojate uspjeno
izbjeti mane i jednog i drugog pristupa. Jedna od njih se zove baricanttisrednjavanje.

3.2 O metodi

Baricentrcno usrednjavanje je iterativna metoda usrednjavanja skupa vremenskih nizova
koja racunanjem DTW poravnanja izrda trenutnog niza srednje vrijednosti i svakog od
preostalih nizova iz skupa prilzkwva trenutnu srednju vrijednost stvarnoj srednjoj vrijed-
nosti skupa. Neka j8 = fS;; S,; :::;;Sygzadani skup vremenskih nizova duljifiete neka
jesC' = (c;c,; :::;Ci.l_o) oznaen niz srednje vrijednosti skupa nizo8au i-toj iteraciji.
Glavna ideja je minimizirati udaljenosti svake od koordinata niza srednje vrijednosti od
koordinata nizova iz zadanog skupa koji su joj pr#ni r&cunanjem DTW poravnanja.
To se postie tako da se svaka koordinata nzaacuna kao srednja vrijednost skupa ko-
ordinata nizova iz skup@koje su joj pridrzene. Ozneimo sC** = (c}**; c,'; :::;C‘T+01) niz
srednje vrijednosti it 1-0j iteraciji. Tada je veza iznti koordinata nizov&' i C'** dana
S
¢! = barycentetasso¢c))) (3.4)

gdje je
Qta+ i+ ay

N

te je assocfunkcija koja za koordinatl(n‘j racuna skup kooridnata nizova &koji su joj

pridruzeni DTW poravnanjem iznti pojedinog niza skupa i niza srednje vrijednosti.
Primijetimo, redoslijed odabira elemenata iz zadanog skupaguienju poravananja

ne utjeee na promjenu niza srednje vrijednosti jer prvouiaa DTW poravnanje svakog

niza iz zadanog skupa i trenutnog niza srednje vrijednosti, a nakon toga se mijenjaju ko-

ordinate niza srednje vrijednosti. Slijedi pseudokod algoritma kauma jedan korak

metode baricentthog usrednjavanja.

barycente(fa;; ap; ::;;ang = (3.5)

Ulaz: Cy, S=1S1;Sy;::;Sng skup nizova duljineT
lzlaz: niz srednje vrijednosti C

1 asocciationTable= polje redaT’ koje sadrzava skup kooridnata
pridruzenih svakoj od koordinata niza C
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m[T, T] = tablica DIW tablica iz koje se moze konstruirati DIW
poravnanje nizova

for niz in S do
m = DTW(C, niz)
i=T
j=T
while i 1 and j 1 do
associationTable[i]= associationTable[i][ niz
(i, j) = second(m[i, jI)
end while
end for
for i =1 to T' do
C! = barycenter(associationTable[i])
end for
return C°

Uspjesnost metode ovisi 0 petnoj inicijalizaciji niza srednje vrijednostija su dva

glavna svojstva duljina odabranog niza i vrijednosti koordinata. Vrijednosti koordinata

se mogu odabrati na mnogoaiaa od kojih su najeste ispitivana sljedea dva: slgajno
odabrani brojevi i koordinate stajno odabranog niza iz skug Prema mjerenjima iz
[10] vrijedi da se najbolji rezultati pogtit za p@etnu duljinu niza vetiine T gdje jeT
duljina nizova iz zadanog skug&i slucajno odabrani niz iz tog skupa.

Lema 3.2.1.Neka je X= xq;::;%, niz realnih brojeva duljine n. Neka jg = X%
aritmeticka sredina niza X. Za svakiZR vrijedi

X X

x %* (% 0 (3.6)
i=1 i=1
Dokaz.
X X o X -
S 9'= ( XFxX of= [k X+ o)
i=1 i=1 " i=1 o
= (x X?°+2 (x XX o+ (X o
i=1 i=1 o )i(znl (37)
= (x X?°+2X o (x X+ (X ¢
i=1 i=1 i=1

X
= (x X¥*+ (X o
i=1 i=1

- _ . . P
Vidimo da za e X zadana suma poprima minimuni_,(x  X)2.
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