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Uvod

U ovom diplomskom radu opisat ¢emo izgradnju skupa realnih brojeva, odnosno kons-
trukciju jednog potpuno uredenog polja. Na pocetku ¢emo definirati osnovne pojmove
potrebne za njegovo razumijevanje. To ¢e biti pojmovi binarnih operacija 1 binarnih rela-
cija na nepraznom skupu i1 njihova svojstva te koncepti razlicitih algebarskih struktura.

Konstrukciju ¢emo zapoceti aksiomima skupa prirodnih brojeva, definiranjem opera-
cija zbrajanja i mnoZenja te uredaja na spomenutom skupu. Kroz nekoliko koraka uslijedit
Ce izgradnja sve sloZenijih struktura definiranih kao kvocijentni skupovi pri odredenim re-
lacijama ekvivalencije. Naposljetku, do potpuno uredenog polja, odnosno skupa realnih
brojeva doc¢i ¢emo kroz koncept Cauchyjevih nizova i konvergencije tih nizova.






Poglavlje 1

Osnovni pojmovi

Definicija 1.0.1. Neka je S neprazan skup. Za funkciju o : S X S — S kazemo da je
binarna operacija na S. Ako je o binarna operacija na S, onda za x,y € S umjesto o(x,y)
obicno pisemo x o y.

Definicija 1.0.2. Za binarnu operaciju na skupu S kaZemo da je asocijativna ako za sve
x,y €S vrijedi (xoy)oz=xo0(yoz).

Definicija 1.0.3. Neka je o binarna operacija na skupu S te neka je e € S. KaZemo da je
e neutralni element za operaciju o ako za Vx € S vrijedi da je xoe = xieo x = x.

Propozicija 1.0.4. Neka je o binarna operacija na skupu S. Pretpostavimo da su e, f € S
neutralni elementi za operaciju o. Tada je e = f.

Dokaz. Bududi da je e neutralni element za o, za svaki x € S vrijedi x o e = x.
Posebno, za x = f dobivamo

foe=f. (1.1)

Budu¢i da je f neutralni element za o, za svaki x € § vrijedi f o x = x.
Posebno, za x = e dobivamo
foe=e. (1.2)

Iz (T.1) i (I.2) slijedi e = f ¢ime je tvrdnja dokazana. O

Definicija 1.0.5. Neka je o binarna operacija na skupu S koja je asocijativna i za koju
postoji neutralni element. Tada za uredeni par (S, o) kaZemo da je monoid.

Definicija 1.0.6. Neka je (S, o) monoid te neka je e neutralni element za o. Tada za e
kaZemo da je neutralni element u monoidu (S, o).

3
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Definicija 1.0.7. Neka je (S, o) monoid te neka je e neutralni element u tome monoidu.
Neka su x,y € S takvidaje xoy =eiyox = e. Tada zay kaZemo da je inverzni element
od x u monoidu (S, o).

Propozicija 1.0.8. Neka je (S, o) monoid te x € S. Pretpostavimo da suy,z € S inverzni
elementi od x u (S, o). Tada jey = z.

Dokaz. Neka je e neutralni element u monoidu (S, o).

Buduc¢i da je y inverzni element od x, vrijedi x o y = e. Iz ovoga slijedi zo (xoy) = zoe.
Bududi da je binarna operacija o asocijativna te da je e neutralni element za tu operaciju,
vrijedi (z o x) oy = z. No, jer je z inverzni element od x vrijedi z o x = e pa iz toga slijedi
e oy = z,0dnosno y = z. Time je tvrdnja dokazana. O

Definicija 1.0.9. Neka je (S, o) monoid takav da svaki x € S ima inverzni element u (S, o).
Tada za (S, o) kaZemo da je grupa.

Definicija 1.0.10. Za binarnu operaciju o na skupu S kaZemo da je komutativna ako za
sve x,y € S vrijedi xoy =yox.

Definicija 1.0.11. Za grupu (S, o) kaZemo da je komutativna ili Abelova ako je o komuta-
tivna binarna operacija.

Definicija 1.0.12. Neka je P skup te neka su + i - binarne operacije na P takve da vrijedi
sljedece:

(1) (P,+) je Abelova grupa.

(2) Binarna operacija - je asocijativna.

(3) Za sve x,y,z€ Pvrijedix-(y+2)=(x-)+x-2) i x+y)-z=x-20+Q-2).
Tada za uredenu trojku (P, +, -) kaZemo da je prsten.

Napomena 1.0.13. Ako je (P, +, ) prsten, onda s 0 oznacavamo neutralni element u grupi
(P, +).

Definicija 1.0.14. Za prsten (P, +, -) kaZemo da je prsten s jedinicom ako postoji neutralni
element za binarnu operaciju -.

Napomena 1.0.15. Ako je (P, +,-) prsten s jedinicom, onda s 1 oznacavamo neutralni
element za operaciju -.

Definicija 1.0.16. Za prsten (P, +, -) kaZemo da je komutativni prsten ako je binarna
operacija - komutativna.



Lema 1.0.17. Neka je (S, o) grupa te x € S takav da je x o x = x. Tada je x = e, gdje je e
neutralni element u grupi (S, o).

Dokaz. Neka je y inverzni element od x.
Tada iz x o x = x slijedi (x o x) oy = x oy, odnosno x o (x o y) = e. Kako iz navedenog
slijedi x o e = e, zakljuCujemo da je x = e ¢ime je tvrdnja dokazana. O

Propozicija 1.0.18. Neka je (P, +, -) prsten. Tada za svaki x € P vrijedi0-x =0ix-0 = 0.
Dokaz. Neka je x € P. Prema tvrdnji (3) iz definicije vrijedi:
O+0)-x=0-x)+(0-x).
Budud¢i da je 0 neutralni element za binarnu operaciju +, vrijedi 0 + 0 = 0. Dakle, imamo
0-x=0-x)+(0-x).
Iz leme[1.0.17]slijedi da je O - x = 0. Analogno dobivamo x - 0 = 0. m|

Definicija 1.0.19. Za prsten (P, +, -) kaZemo da je netrivijalan ako skup P ima barem dva
elementa.

Napomena 1.0.20. Neka je (P, +,-) prsten s jedinicom. Tada je (P, +, -) netrivijalni prsten
ako i samo ako je 0 # 1.

Naime, ako je 0 # 1, onda je prsten (P, +, -) o€ito netrivijalni. Obratno, ako je 0 = 1, onda
za svaki x € P vrijedi

x=1-x=0-x=0,
tj. x = 0 pa je prsten (P, +, -) trivijalan.

Definicija 1.0.21. Neka je (P, +,-) netrivijalan komutativni prsten s jedinicom takav da za
svaki x € P za koji je x # 0 postojiy € P takavdajex-y=1iy-x= 1. Tada za (P, +,")
kazemo da je polje.

Definicija 1.0.22. Neka je S skup te neka je p € S X S. Tada za p kaZemo da je binarna
relacija na skupu S. Za x,y € S umjesto (x,y) € p pisemo i xpy.

Definicija 1.0.23. Neka je p binarna relacija na skupu S.

Za p kaZemo da refleksivna na S ako za svaki x € S vrijedi xpx.

Za p kaZemo da simetricna na S ako za sve x,y € S iz xpy slijedi ypx.

Za p kazemo da antisimetricna na S ako za sve x,y € S iz xpy i ypx slijedi x = y.
Za p kaZemo da tranzitivna na S ako za sve x,y,z € S iz xpy i ypz slijedi xpz.
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Definicija 1.0.24. Neka je p binarna relacija na skupu S. Ako je p refleksivna, simetricna i
tranzitivna na skupu S, onda za p kazemo da je relacija ekvivalencije na skupu S.

Definicija 1.0.25. Neka je p binarna relacija na skupu S. Ako je p refleksivna, antisime-
tri¢na i tranzitivna na skupu S, onda za p kaZemo da je parcijalni uredaj na skupu S.

Definicija 1.0.26. Neka je p parcijalni uredaj na skupu S takav da za sve x,y € S vrijedi
xpy ili yox.Tada za p kaZemo da je uredaj na skupu S.

Definicija 1.0.27. Neka je (P, +,-) prsten te neka je < uredaj na skupu P takav da za sve
X,¥,z € Pvrijede sljedece implikacije:

(1) x<y=x+z7<y+z
(2) 0<xi0<y=0<x-y
Tada za uredenu cetvorku (P, +, -, <) kaZemo da je uredeni prsten.

Definicija 1.0.28. Za uredeni prsten (P, +,-,< ) takav da je (P, +,-) polje kaZemo da je
uredeno polje.

Definicija 1.0.29. Neka je < uredaj na skupu S. Tada za uredeni par (S, <) kaZemo da je
uredeni skup.

Definicija 1.0.30. Neka je (S, <) ureden skup. Pretpostavimo da vrijedi sljedece:

Ako su A i B neprazni podskupovi od S takvi da je a < b za svaki a € Ai b € B, onda
postoji ¢ € S takav da je a < c za svakia € Aic < b za svaki b € B.

Tada za (S, <) kaZemo da je potpuno ureden skup.

Definicija 1.0.31. Neka je (P, +,-,< ) uredeno polje takvo da je (P,< ) potpuno ureden
skup. Tada za (P, +, -, <) kaZemo da je potpuno uredeno polje ili polje realnih brojeva.

Definicija 1.0.32. Pretpostavimo da je (R, +,-, <) jedno zadano polje realnih brojeva.
Neka je S C R. KaZemo da je S induktivan skup ako je 1 € S te ako za svaki x € §
vrijedi x + 1 € S. Uocimo da je R induktivan skup.

Definicija 1.0.33. Definiramo skup N kao presjek svih induktivnih skupova u (R, +, -, <).
Dakle, N = {x € R | x € S za svaki induktivan skup S}. Za N kaZemo da je skup prirodnih
brojeva.

Napomena 1.0.34. N induktivan skup.

Naime, 1 € N jerje 1 € § za svaki induktivan skup S. Akoje x e N,ondaje x € § za
svaki induktivan skup S paje x + 1 € § za svaki induktivan skup S. Dakle, x + 1 € N.



Propozicija 1.0.35. Neka je S C N takav da vrijedi sljedece:
(1) 18
(2) Akoje x € S, ondajex+1€S.

Tada je S = N.

Dokaz. Skup S je induktivan zbog svojstava (/) i (2). Iz definicije skupa N slijedi da je
N C §,auz$ CNvrijedidaje S = N ¢ime je tvrdnja dokazana. O

Napomena 1.0.36. Ako je (P,+,-) prsten, onda za x € P sa —x oznacavamo inverzni

element od x u grupi (P, +). Ako je (P,+,-) prsten s jedinicom te ako s ima inverzni element

u monoidu (P, ), onda ga oznacavamo sa x™".

Propozicija 1.0.37. Neka je (P, +, ) prsten te neka su x,y € P. Tada vrijedi:
(i) (=x)-y=—(x-y)
(it) x-(=y) = =(x-y)
(iti) (=x)-(=y) =x"-y
Dokaz. (i) UoCimo da iz Cinjenice da je (P, +, -) prsten slijedi:
(=x)y+x-y=((=x)+x)-y=0-y=0.

Dakle, (—x) -y + x - y = 0. Dodavanjem izraza —(x - y) objema stranama jednakosti te
primjenom svojstva asocijativnosti, postojanja neutrala i inverza u (P, +) dobivamo:

[(=0) - y+x-y]+[-(x-»] =0+ [-(x-y)]
(=) y+{x-y+[-(x-p]} ==y
(=) y+0=—(x-y)
(=x) -y =—=(x-y).
Time smo dokazali tvrdnju (7). Tvrdnju (ii) dokazujemo analogno kao i tvrdnju (i).

(ii1) Uoc¢imo da opcCenito vrijedi sljedece: ako je (S, o) monoid te ako su a,b € S takvi
da je b inverzni element od a, onda je a inverzni element od b. Stoga, za svaki z € P vrijedi
da je z inverzni element od —z, tj. —(—2) = z.

Koristeci tvrdnje (7) i (ii) te opisanu ¢injenicu, dobivamo
(=x)- (=) =[x (=] =-[-Cx-N]=x-y,

odnosno (—x) - (—=y) = x -y, ¢ime je tvrdnja (iii) dokazana. O
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Propozicija 1.0.38. U uredenoj cetvorci (R, +, -, <) vrijedi 0 < 1.

Dokaz. Budu¢i da je < uredaj na R, vrijedi 0 < 11ili I < 0. Pretpostavimo da je 1 < O.
Tadaje 1 + (—1) < 0 + (—1) primjenom tvrdnje (/) definicije uredenog prstena, tj. 0 < —1.
Takoder, iz iste definicije, primjenom tvrdnje (2) imamo 0 < (—1)-(—1). No, kako je
(-=1)-(-=1) = 1 -1 =1 po tvrdnji (iii) propozicije imamo 0 < 1 §to zajedno s
pretpostavkom 1 < 0 daje O = 1. To je nemoguce jer je (R, +, -) netrivijalan prsten. Dakle,
0<1 ]

Propozicija 1.0.39. Za svaki n € N vrijedi 1 < n.

Dokaz. Nekaje S ={neN|1 <n}. OcCitojeS C N. Nadalje, vrijedi 1 € S.
Pretpostavimo da je n € S. Tada je n € N i 1 < n. Prema propoziciji vrijedi 0 < 1,
pajen+0<n+1,t. n <n+ 1. Primjenom svojstva tranzitivnosti relacije <iz 1 < n i
n<n+lslijedidajel <n+1.

Budu¢i da je n € N te da je N induktivan skup, vrijedi da je n + 1 € N. Prema tome,
n+1 € § te prema propoziciji slijedi da je S = N. Dakle, za svaki n € N vrijedi
nesS,g.1<n. O

Napomena 1.0.40. Uocimo da iz prethodne propozicije slijedi da 0 ¢ N. Naime, u suprot-
nom bi vrijedilo 1 < 0, $to bi zajedno s propozicijom[1.0.38| povlacilo da je 0 = 1 $to je
nemoguce.

Definicija 1.0.41. Neka je Z = {-n|ne N} U {0} UN. Za Z kaZemo da je skup cijelih
brojeva u (R, +, -, <).

Definicija 1.0.42. Neka je Q = {m n'\meZ,ne N}. Za Q kaZemo da je skup raci-
onalnih brojeva u (R, +, -, <).



Poglavlje 2

Skup prirodnih brojeva

Zelimo dokazati da postoji jedno potpuno uredeno polje, tj. polje realnih brojeva. Pri tome
¢emo pretpostaviti da postoje “prirodni brojevi”, tj. da postoje skup N, funkcijar : N - N
11 € N takvi da vrijedi sljedece:

1) mje injekcija

2) n(N) = N\{1}

3) Akoje S € Ntakavdajel € S te dazasvaki x € S vrijedi n(x) € §,ondaje S = N.

Ako su § 1 T skupovi, onda je funkcija sa S u 7T zapravo relacija f € § X T izmedu
skupova S i T koja ima svojstvo da za svaki x € S postoji jedinstveni y € T takav da je
(x,y) € f. Naravno, piSemo f : § — T,azax € S sa f(x) oznaCavamo y € T takav da je

(x,y) € f.

Teorem 2.0.1. Neka je A skup, g : A — A funkcija te a € A. Tada postoji jedinstvena
Junkcija f : N — A takva da je f(1) = ai f(n(x)) = g(f(x)) za svaki x € N.

Dokaz. Neka je Q skup svih p € N X A takvih da je (1,a) € p te da ako je (x,y) € p, onda
je (m(x), g(y)) € p. Primijetimo da je N X A € Q. Neka je

f= ﬂp-
PEW
Tvrdimo da je f € Q.
Ocito vrijedi f C N X Ai(l,a) € f. Pretpostavimo da je (x,y) € f. Tada je (x,y) € p

za svaki p € Q pa je stoga i (m(x), g(y)) € p za svaki p € Q. Prema tome (7(x), g(y)) € f.
Dakle, f € Q.
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Dokazimo da je f funkcija izmedu N i A. Neka je p = {(1,a)} U (N\{1}) x A). Ocito
vrijedi p € NX A i(l,a) € p. Pretpostavimo da je (x,y) € p. Vrijedi n(x) # 1 pa je
nm(x) € N\{1} iz Cega slijedi da je (m(x), g(v)) € N\{1} X A, a to povlaci da je (7(x), g(y)) € p.
Dakle, p € Q.

Iz defincije funkcije f slijedi f € p. Pretpostavimo da je y € A takav da je (1,y) € f.
Slijedi (1,y) € p, paje (1,y) = (1,a), tj. y = a. Prema tome postoji jedinstveni y € A takav
daje (1,y) € f.

Neka je
S ={xeN|3lyeAtakavda (x,y) € f}.

Dokazali smo da je 1 € S. Pretpostavimo da je x € §. Zelimo dokazati da je 7(x) € S.
Bududi da je x € S, postoji jedinstveni y € A takav da je (x,y) € f. Znamo da je f € Q
pa slijedi (7(x), g(y)) € f. Ostaje joS dokazati da ne postoji b € A takav daje b # g(y) 1
(m(x),b) € f. U tu svrhu definiramo:

p = ({(7(x), g} U M\{x(x)} x A)) N f

Ocito, p C NxAi(l,a) € p. Pretpostavimo da je (x’,y") € p. Tada je (x’,y") € f paje
(m(x"),g(y")) € f. Pretpostavimo da je x’ # x. Tada je m(x") # m(x) (jer je m injekcija) pa
je (n(x'),g(y’")) € p. Ako je X’ = x, onda je (x,y’) € fi(x,y) € fpajey = y. Slijedi
(m(x"), g0y")) = (n(x),g(y)) € p. U svakom sluc€aju, (n(x’), g(y’)) € p. Time smo dokazali
daje p € Q. Slijedi f C p pa je

J @), g} U (N\{z(x)} x A). 2.1)

Pretpostavimo da je b € A takav da je (n(x),b) € f. Iz (2.) slijedi da je b = g(y). Dakle,
postoji jedinstveni b € A takav da je (m(x), b) € f. To znaci da je n(x) € §. Prema principu
indukcije vrijedi S = N. To povlaci da za svaki x € N postoji jedinstveni y € A takav da
je (x,y) € f. Prema tome f je funkcija saN u A. 1z (1,a) € f slijedi f(1) = a. Neka je
x € N. Neka je y = f(x). Tada je (x,y) € f paje (n(x),g(y)) € f (Jer je f € Q). Dakle,
f(r(x)) = g(y), §j. f(m(x)) = g(f(x)). Time je tvrdnja teorema dokazana.

O

2.1 Zbrajanje na skupu prirodnih brojeva
Neka je n € N. Neka je s, : N — N jedinstvena funkcija sa sljede¢im svojstvima:

sa(1) = 7(n) (2.2)
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Sn(7(x)) = 7(sn(x)). (2.3)
Prema teoremu takva funkcija uistinu postoji (za A = N, g = wria = n(n)).

Definiramo funkciju + : N X N — N sa +(x,y) = s,(y). Umjesto +(x, y) piSemo x + y.
Uocimo da za sve x, y € N vrijede sljedece jednakosti:

x+1=s(1)=n(x)

x+1(y) = s,(7(y)) = n(s,(y)) = n(x +y),

odnosno
x+1=nx) 2.4)

x+n(y) =n(x+y). (2.5)
Propozicija 2.1.1. Binarna operacija + je asocijativna.

Dokaz. Nekasux,y e N.NekajeS ={zeN|(x+y)+z=x+Q+2)}.
Zelimo dokazati da je S = N. Imamo

x+y+l=nx+y)=x+n@y)=x+Q+1).
Dakle, 1 € §. Pretpostavimo da je z € S.Tada vrijedi:

(x+y) +7(z) = 7((x +y) +2)

=a(x+(O+2)
=x+n(y+2)
=x+(y+7(2).
Prema tome, 7(z) € S pa prema principu indukcije vrijedi S = N.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. |

Lema 2.1.2. Za svaki x € N vrijedi x+1 =1+ x.

Dokaz. NekajeS ={xeN|x+1=1+x}. Ocitojel € S.
Pretpostavimo da je x € S. Tada vrijedi

ax)+1=x+1)+1
=(1+x)+1
=1+x+1)
=1+ n(x),

paje m(x) € §. Prema principu indukcije zakljuCujemo da je S = N. Time je tvrdnja leme
dokazana. m|
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Propozicija 2.1.3. Binarna operacija + je komutativna.

Dokaz. Neka je x € N. Nekaje S = {y € N|x+y =y + x}. Zelimo dokazati da je § = N.
Prema lemi [2.1.2]vrijedi 1 € S. Pretpostavimo da je y € . Tada imamo:

x+rny)=nx+y)=nly+x)=y+n(x)
=y+(x+D=y++x)=0+D)+x=n0)+x.

Dakle, m(y) € S pa prema principu indukcije vrijedi S = N.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Napomena 2.1.4. Neka je + asocijativna i komutativna binarna operacija na skupu G.
Neka su a,b,c,d € G. Tada je

(axb)x(cxd)=(ax*c)*(b=d). (2.6)
Naime,vrijedi sljedece:

(axb)yx(cxd)y=axb*(cxd))

=ax((b*c)*d)
=ax*((c*b)*d)
=ax*(cx(bx*d))
=(axc)*(bx*d).
Posebno, za sve a, b, ¢,d € N vrijedi
(a+b)+(c+d)=(a+c)+ (b +d). 2.7)

2.2 Mnozenje na skupu prirodnih brojeva

Neka je n € N. Neka je g, : N — N funkcija definirana sa g,(u) = u + n za svaki n € N.
Prema principu definicije indukcijom postoji jedinstvena funkcija p, : N — N takva da je

Pu(1) = ni pu((x)) = gu(pu(x)).
Definiramo funkciju - : N X N — N sa -(x,y) = p(y). Umjesto -(x, y) piSemo x - y.
Uocimo da za sve x,y € N vrijedi sljedece:
x-1=p,(l)=x
x-(+D=x-720) = pay) = g(p:(y) = gclx-y) =x-y+x,

odnosno
x-1=x (2.8)

x-+D)=x-y+ux (2.9)
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Napomena 2.2.1. U buduce ¢emo smatrati da operacija - ima “veci prioritet” od operacije
+, tj. ako su a,b,c € N, onda ¢emo pod izrazom a + b - ¢ podrazumijevati a + (b - ¢) te pod
izrazom a - b + ¢ podrazumijevati (a - b) + c. Tako ¢e npr. za x,y,z,w e Nizraz x-y+z-w
znaciti (x - y) + (z - w).

Propozicija 2.2.2. Za sve x,y,z € Nvrijedix- (y+2)=x-y+x-2

Dokaz. Nekasux,ye N.NekajeS ={zeN|x-(y+2)=x-y+x-27}.
Zelimo dokazati da je S = N. Vrijedi

x-0+D)=x-y+x=x-y+x-1
paje 1 € §. Pretpostavimo da je z € S. Tada je
x-y+@+D)=x-(G+2)+ 1)
=x-(y+2)+x
=(x-y+x-2+x

=x-y+(x-z2+Xx)
=x-y+x-(z+1).

Dakle, x- (y+(z+ 1) =x-y+x-(z+1),pajez+1€S.
Prema principu indukcije slijedi da je S = N ¢ime je tvrdnja ove propozicije dokazana. 0O

Propozicija 2.2.3. Binarna operacija - je asocijativna.

Dokaz. Nekasux,yeN. NekajeS ={zeN|(x-y)-z=x-(-2)}
Zelimo dokazati da je S = N. Buduéi da je
(x-y)-1=x-y=x-(y-1),
vrijedi 1 € S. Pretpostavimo da je z € §. Tada imamo sljedece:
(x-y)-E+D=x-y)-z2+x-y)
=x (v D) +x-y
=x-(y-z+y)
=x-(y-(@+1).
Dakle, (x-y)-(z+1)=x-(y-(z+1)),pajez+1€S.

Prema principu indukcije slijedi da je S = N pa je time tvrdnja ove propozicije dokazana.
O

Propozicija 2.2.4. Za sve x,y,z € Nvrijedi (y +z)-x=y-x+27-x.
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Dokaz. Nekasuy,ze N.NekajeS ={xeN|(y+2)-x=y-x+z-x}.
Zelimo dokazati da je S = N. Bududi da je

b+ l=y+z=y-1+z-1,
vrijedi 1 € S. Pretpostavimo da je x € S. Tada vrijedi:

O+ x+ D=0+ x+(+2)
=@ x+z2-0)+0+2)
=(y-x+y+(E-x+2)
=y-(x+1D)+z-(x+1).

Dakle, y+2)-(x+1)=y-(x+1)+z-(x+1),pajex+1€S.
Prema principu indukcije slijedi daje S = Ni time je tvrdnja ove propozicije dokazana. O

Lema 2.2.5. Za svaki x € N vrijedi 1 - x = x.

Dokaz. NekajeS ={xeN|1-x=x}. Zelimo dokazati dajeS =N.
Ocitoje 1 € § jerje 1 -1 = 1. Pretpostavimo da je x € S. Tada je

l-(x+1)=1-x+1=x+1.

Dakle, 1 - (x+1)=x+1,pajex+1€S.
Prema principu indukcije vrijedi S = N pa je tvrdnja leme dokazana. O

Propozicija 2.2.6. Binarna operacija - je komutativna.

Dokaz. Nekajex € N. NekajeS ={yeN|x-y=y-x}.
Zelimo dokazati daje S = N. Vrijedix-1=x=1-xpajel €S.
Pretpostavimo da je y € §. Tada imamo:

x-0+)=x-y+x
=y-x+x
=y-x+1-x

=@+ 1) x

Dakle, x - (y+1)=(@+1)-xpajex+1€S.
Prema principu indukcije vrijedi S = N. Time je tvrdnja ove propozicije dokazana. m|
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2.3 Uredaj na skupu prirodnih brojeva

Definirajmo binarnu relaciju < na N na sljedeci nacin:
x <y ako postoji k € N takav da vrijedi y = x + k.

Uocimo da za svaki x € N vrijedi x < x+ 1. Ako su x,y € N takvi da ne vrijedi x < y, onda
piSemo x £ y.

Propozicija 2.3.1. Binarna relacija < je tranzitivna na N.

Dokaz. Pretpostavimo da su x,y,z € N takvi da je x < yiy < z. Prema pretpostavci,
postoje k,/ € Ntakvidajey = x+kiz=y+ [ Iz togas slijedi da je

z=(x+k)+l=x+k+)
paje x < z. Time smo dokazali tvrdnju ove propozicije. O
Propozicija 2.3.2. Neka su x,y,z € N. Pretpostavimo da je x < y. Tada je x + 7 < y + z.
Dokaz. 1z x < y slijedi da postoji k € N takav da je y = x + k. Vrijedi sljedece:

y+z=(x+k)+z

=x+(k+2)
x+(z+k)
(x+2)+k.

Dakle,y+z=(x+27)+kpajex+z<y+z
Time je tvrdnja ove propozicije dokazana. O

Lema 2.3.3. Za svaki x € N takav da je x # 1 vrijedi 1 < x.

Dokaz. Nekaje S = {xeN|x=1ilil <x}. Zelimo § = N.

Ocito je da vrijedi 1 € S. Pretpostavimodaje x € S. Tadajex = 11ili 1 < x.

Znamo daje x < x+ 1. Akoje x = 1, onda je o¢ito 1 < x + 1, aako je 1 < x, onda iz
propozicije[2.3.1]slijedi daje 1 < x+ 1. U svakom slucaju vrijedi | < x+1pajex+1€S.
Dakle, vrijedi § = N prema principu indukcije. Time je tvrdnja dokazana. O

Propozicija 2.3.4. Za sve x,y € N takve da je x # y vrijedi x < y iliy < x.

Dokaz. NekajeS ={xe N|Zasvakiy € Ntakavdajey # x vrijediy < xili x < y}.
Prema lemi vrijedi 1 € S. Pretpostavimo da je x € N. Zelimo dokazati daje x+1 € S.
Nekajey e Ntakavdajey # x + 1.
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Promotrimo prvo slucaj kada je y = x. Zbog x < x + 1 vrijediy < x + 1.

Pretpostavimo sada slucaj kada je y # x. Zbog x € § tada vrijedi y < xili x < y. Ako
jey < x, onda zbog propozicije 2.3.1] vrijedi y < x + 1. Ako je x < y, tada postoji k € N
takav da je y = x + k. Uo¢imo da, zbog pretpostavke y # x + 1, vrijedi da je k # 1. Iz leme
[2.3.3]slijedi 1 < k. Takoder, iz propozicije 2.3.2]slijedi x + 1 < x+k, tj. x+ 1 < y. Iz
ovoga zakljuCujemo da je x + 1 € §. Stoga, prema principu indukcije vrijedi S = N 1 time
je propozicija dokazana. O

Propozicija 2.3.5. Za sve x,k € N vrijedi x # x + k.

Dokaz. Nekajek e N. NekajeS ={xeN|x # x+ k}.

Tvrdimodaje 1 € S. Pretpostavimo suprotno. Tadaje 1 = 1+k. No 1+k = k+1 = n(k),
paje 1 = n(k). To je nemoguce jer je 7(IN) = N \ 1. Prema tome 1 € S.

Pretpostavimo da je x € S. Tada je x # x + k. Buduci da je m injekcija, vrijedi
nx) #n(x+k), . x+1 #(x+k)+ 1. No,(x+k)+1 =(x+1)+kpajex+1#(x+1)+k.
Prema tome, imamo x + 1 € S te prema principu indukcije vrijedi da je S = N.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. O
Korolar 2.3.6. Neka je x € N. Tada ne vrijedi x < x.

Definirajmo binarnu relaciju < na N na sljedeci naCin:

x<yakojex <yilix=y.

Ako su x,y € N takvi da ne vrijedi x < y, onda piSemo x £ y.

Propozicija 2.3.7. Binarna relacija < je uredaj na N.

Dokaz. Za svaki x € N ocito vrijedi x < x. Prema tome relacija < je refleksivna na N.

Neka su x,y € N takvida je x < yiy < x. Tvrdimo da je x = y. Pretpostavimo
suprotno, tj. da je x # y. Tada vrijedi x < y 1y < x pa prema propoziciji slijedi x < x.
No, prema korolaru to je nemoguce. Dakle, x = y. Time smo dokazali da je binarna
relacija < antisimetri¢na na N.

Neka su x,y,z € N takvi da je x < yiy < z. Zelimo dokazati x < z. MoZemo pretpos-
tavitidajex # yiy # z(akoje x = yiliy = zonda je oCito x < 7). Tadaje x <yiy < zpa
prema propoziciji [2.3.1] vrijedi x < z. Iz toga slijedi da je x < z. Time smo dokazali da je
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binarna relacija < tranzitivna pa je i parcijalni uredaj na N.

Neka su x,y € N. Tvrdimo da je
x<yiliy<x. (2.10)

Ako je x = y, onda (2.10) ocito vrijedi. Ako je x # y, onda prema propoziciji[2.3.4] vrijedi
x < yiliy < x pa zbog toga vrijedi i (2.10). Time smo dokazali da je < uredaj na N. i

Napomena 2.3.8. Neka su x,y € N takvida x £ y. Tada je y < x.

Iz x £ yslijedi x £ y i x # y. Prema propoziciji[2.3.4]slijedi da je x < yili y < x. Stoga
je y < x. Obratno, pretpostavimo da su x,y € N takvidajey < x. Tadaje x £ yix # y jer
bi u protivnome iz propozicije [2.3.1|slijedilo x < x Sto je nemoguce. Prema tome, vrijedi

x£y.
Iz propozicije direktno dobivamo sljedecu propoziciju:
Propozicija 2.3.9. Neka su x,y € N takvi da je x < y. Tada za svaki 7 € N vrijedi
X+z<y+z
Propozicija 2.3.10. Neka su x,y,z € N.
(1) Pretpostavimo da je x + z <y + z. Tada je x < y.
(2) Pretpostavimo da je x + z <y + z. Tada je x < y.

Dokaz. (1) Pretpostavimo da x £ y. Tada iz napomene [2.3.8|slijedi da je y < x, a nadalje
primjenom propozicije dobivamo x + z < y + z §to je u kontradikciji s pretpostavkom
te tvrdnje. Dakle, x < y.

(2) Pretpostavimo suprotno. Tada je, prema napomeni [2.3.8] y < x. Nadalje, prema
propoziciji slijedi da je y + z < x + z Sto je kontradikciji s pretpostavkom propozicije.
Time je ova tvrdnja dokazana. O

Propozicija 2.3.11. Neka su x,y,z € N takvi da je x + z = y + z. Tada je x = y.

Dokaz. Pretpostavimo da je x # y. Tada je prema propoziciji x<yiliy < x.
Ako je x < y, onda je prema propoziciji x +z <y+z No, to je nemoguce jer vrijedi
x+z=y+z Akojey < x,ondaje y+z < x+z Sto je takoder nemoguce. Dakle, x =y. O

Propozicija 2.3.12. Neka su x,y,u,v € N takvidaje x <yiu<v. Tadaje x +u<y+v.

Dokaz. Prema propoziciji[2.3.9|imamo x + u <y + u. Takoder vrijediiy+u <y +v.
Zbog tranzitivnosti uredaja < na skupu N slijedi x + u < y + v. Time je tvrdnja dokazana.
]






Poglavlje 3

Skup cijelih brojeva

3.1 Definicija skupa cijelih brojeva
Neka je ~ relacija ekvivalencije na skupu §. Za x € § definiramo

[x]={yeS|y~xh

Za [x] kazemo da je klasa ekvivalencije elementa x pri relaciji ~.

Uocimo da je x € [x] za svaki x € §. Nadalje, ako su x,y € §, onda
x~y&[x]=]y

Naime, ako je [x] = [y], onda zbog y € [y] imamo y € [x] pa je y ~ x. Obratno, pretpos-
tavimo da je x ~ y. Neka je z € [x]. Tada je z ~ x Sto zajedno s x ~ y daje z ~ y, .
z € [y]. Prema tome, imamo [x] C [y]. Analogno dobivamo [y] C [x] pa zaklju¢ujemo da
je [x] = [y]. Dakle, vrijedi x ~ y & [x] = [y].

Pretpostavimo da su x,y € § takvi da x = y. Tada je [x] N [y] = 0. U suprotnome,
postojao bi z takav da je z € [x] iz € [y] pabi vrijediloz ~ xiz ~y, tj. x ~ziz ~ypa
bismo imali x ~ y.

Skup svih klasa ekvivalencije pri relaciji ~ na skupu S nazivamo kvocijentni skup pri
relaciji ~ i oznaCavamo ga sa S /.. Dakle,

S/-={lx] |xeS§}
Na skupu N X N definirajmo binarnu relaciju ~ na sljedeci nacin:

(a,b) ~ (c,d)akojea+d=c+b.

19
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Tvrdimo da je ~ relacija ekvivalencije na skupu N X N. Relacija ~ ocito je refleksivna i
simetri¢na na skupu N x N.

Pretpostavimo da su a, b, ¢, d, e, f € N takvi da je (a,b) ~ (c,d) 1 (c,d) ~ (e, f).
Tada je

a+d=c+b i c+f=e+d.
Zbog komutativnosti operacije + vrijedid + a = b + ¢, §to zajedno sa c + f = e + d daje
d+a)+(c+f)=0bB+c)+(e+d).
Prema napomeni[2.1.4] vrijedi (d + ¢) + (a + f) = (b + €) + (c + d), 4j.
@+ f)+(c+d)=(e+b)+(c+d).

Prema propoziciji 2.3.11] vrijedi a + f = e + b. Time smo pokazali da je relacija ~ tranzi-
tivna. Zaklju¢ujemo da je ~ relacija ekvivalencije na skupu N x N.

Kvocijentni skup pri relaciji ~ oznacavamo sa Z. Dakle,
Z =NxN/_.
Ako su x,y € N, onda ¢emo sa [(x, y)] oznacavati klasu elementa (x, y) pri relaciji ~. Dakle,

Z = { [(x,y)] |Xa)’ € N}

3.2 Zbrajanje na skupu cijelih brojeva

Na Z definiramo operaciju + na sljede¢i naCin:
[(a,b)] + [(c,d)] = [(a+c,b+d)],zasvea,b,c,d € N.

DokaZzimo prvo da je ova operacija dobro definirana. Neka su a,b,c,d,a’,b’,c’,d’ € N
takvi da je (a,b) ~ (a’,b") 1 (c,d) ~ (c’,d"). Zelimo pokazati da je

[@+c,b+d)] =@+, b +d)], 4.
(a+c,b+d)~ (@ +c,b'+d).
Imamoa+b' ' =a +bic+d =c" +dpaje

(a+b)+(c+d)=(@@ +b)+(c +4d).
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Iz napomene [2.1.4]slijedi (a + ¢, b+ d) ~ (@’ + ¢, b’ + d'), tj. vrijedi
[@a+c,b+d)]=[d+,b+d)].

Dakle, operacija + je dobro definirana.

Propozicija 3.2.1. Uredeni par (Z,+) je Abelova grupa.

Dokaz. i) Dokazimo da je operacija + asocijativna. Neka su a, b, ¢, d, e, f € N. Imamo:

([(a, b)] + [(c,d]) + [(e, )] = [(a@ + ¢, b+ d)] + [(e, )]
=[((a+c)+e,(b+d)+ f)].

S druge strane imamo

[(a,b)] + ([(c, )] + [(e, )] = [(a,b)] + [(c + e,d + f)]
=[(a+(c+e),b+(d+[)))].

pa iz ¢injenice da je operacija + asocijativna na N slijedi
([(a, B)] + [(c, D]) + [(e, /)] = [(a, )] + ([(c, )] + [(e, N

Time smo dokazali da je operacija + na Z asocijativna.

ii) Neka sua,b,c,d,e, f € N. Tada je:

[(a,b)] + [(c,d)] =[(a+c,b+d)]
=[(c+a,d+b)]
= [(c, )] + [(a,D)].

Bududi da je [(a, b)] + [(c,d)] = [(c,d)] + [(a, b)], operacija + je komutativna na Z.

iii) Oznac¢imo 0 = [(1, 1)]. Neka su x,y € N. Imamo

[, 0]+ 0 =[G, ]+ (L, DI =[(x+ 1,y + D] = [(x, )]

jerje (x + 1,y + 1) ~ (x,y). Dakle, vrijedi a + 0 = a za svaki a € Z. Budu¢i da je ope-
racija + komutativna, vrijedi1 0+a = a. Prema tome, 0O je neutralni element za operaciju +.

iv) Neka je a € Z. Tada je a = [(x,y)] za neke x,y € N. Neka je b = [(y, x)]. Vrijedi

a+b =[] +[0.0] =[(x+y.y+ 0] =[(x+y,x+y)] = [(1,1)]

jerjeocito (x +y,x+y) ~ (1,1). Prematomea+b=0ib+a =0.
Time smo dokazali da je (Z, +) grupa. O
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3.3 Mnozenje na skupu cijelih brojeva

Na Z definiramo binarnu operaciju - na sljedeéi nacin:

[(a,b)] - [(c,d)] = [(ac + bd,ad + bc)],za sve a,b,c,d € N.

(3.1

DokaZimo da je operacija - dobro definirana. Neka su a, b, c,d,a’,b’,c’,d’" € N takvi da je

(a,b) ~ (@', b)i(c,d) ~ (c’,d"). Zelimo pokazati da je
[(ac + bd,ad + bc)] = [(d'c" + b'd’,d'd + '],

odnosno, da je
(ac +bd,ad + bc) ~ (d'c’ +b'd',a’d +b'c).

Dokazimo da je
(ac + bd,ad + bc) ~ (a'c +b'd,a’d + b'¢).

(dc+bd,dd+bc)~@cd +bd,add +bc).
Tada ¢e zbog tranzitivnosti relacije ~ iz i slijediti (3.2).
Tvrdnja (3.3)) ekvivalentna je s
(ac +bd) + (a’d+ b'c) = (ad + be) + (d'c + b'd),
a ovo je ekvivalentno sa
(a+b)c+b+d)d=(@+b)d+(b+d)c.
Ova jednakost ocito vrijedi jer je a + b = @’ + b. Dakle, (3.3)) vrijedi.

Tvrdnja (3.4)) ekvivalentna je s

@c+bd)+@d +bc)y=@@cd+bd)+(dd+Dbc),

a to je ekvivalentno sa
dic+d)+bd+c)=d (" +d)+b'(d + o).

Ova jednakost ocito vrijedi jer je ¢ + d’ = ¢’ + d. Dakle, (3.4) vrijedi.
Time smo dokazali da je operacija - dobro definirana.

(3.2)

(3.3)

(3.4)
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Neka su a, b, ¢, d € N. Tada po definiciji binarne operacije - na Z vrijedi
[(c,d)] - [(a,b)] = [(ca + db, cb + da)]

paiz (3.1) slijedi da je
[(a,b)] - [(c,d)] = [(c,d)] - [(a, D)].

Prema tome, binarna operacija - na skupu Z je komutativna.

Napomena 3.3.1. Neka je x binarna operacija na skupu G. Ako su x,y,z € G, onda
¢emo pod x % y % z podrazumijevati (x % y) x z. Uocimo da ako je % asocijativna binarna
operacija vrijedi

Xk ykz=Xx%(y*x2).

Nadalje, ako su x,y,z,w € G, onda ¢emo pod x*y * z * w podrazumijevati (x xy % z7) * W.
Uocimo da ako je x asocijativna, onda vrijedi

X*kYy*Zhkw=(X*y)k(z*xw).
Propozicija 3.3.2. Binarna operacija - na skupu Z je asocijativna.

Dokaz. Nekasua,b,c,d, e, f € N. Tada je

([(a, D)] - [(c, D)D) - [(e, /)] = [(ac + bd, ad + bc)] - [(e, f)]
= [((ac + bd) - e + (ad + bc) - f,(ac + bd) - f + (ad + bc) - e)]
= [(ace + bde + adf + bcf,acf + bdf + ade + bce)] .

S druge strane vrijedi da je

[(a,D)] - ([(c,d)] - [(e, H]) = [(a, D)] - [(ce + df,cf + de)]
=[(a-(ce+df)+b-(cf +de),a-(cf+de)+b-(ce+df))]
= [(ace + adf + bcf + bde,acf + ade + bce + bdf)] .

Ocito je da vrijedi
([a, D)] - (e, D)D) - [(e, N] = [(a, b)] - ([(c, D] - [(e, /)]
Time je tvrdnja ove propozicije dokazana. 0
Ako su x,y, k € N, tada vrijedi
[, )] = [(x+ &,y + K]

Naime, trivijalno je provjeriti da je (x,y) ~ (x+k,y+ k). Nekaje2 = 1 + 1. Zbog
distributivnosti mnozenja i zbrajanja u skupu N vrijedi 2x = x + x za svaki x € N.
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Propozicija 3.3.3. Binarna operacija - na Z ima neutralan element.

Dokaz. Neka su a,b € N. Tada vrijedi

(2, D] [(a,b)] =[(2a+ b,2b + a)]
=[(a+(@a+b),b+(a+b))]
= [(a,b)].

Takoder, vrijedi [(a, b)]-[(2,1)] = [(a, b)]. Dakle, [(2, 1)] je neutralan element za operaciju
- na skupu Z. O

Propozicija 3.3.4. Za sve x,y,z € Zvrijedix-(y+z) =x-y+Xx- 2
Dokaz. Nekasua,b,c,d, e, f € N. Tada je
[(a,b)] - ([(c,d)] + [(e, )] = [(a,b)] - [(c + e,d + f)]
=[(a-(c+e)+b-d+ [a-d+f)+b-(c+e)]
= [((ac + ae) + (bd + bf), (ad + af) + (bc + be))]
= [((ac + bd) + (ae + bf), (ad + bc) + (af + be))]
= [(ac + bd, ad + bc)] + [(ae + bf,af + be)]
= [(a,D)] - [(c,d)] + [(a, b)] - [(e, )] .

Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Bududi da je operacija - na Z komutativna, iz propozicije|3.3.4{slijedi da za sve
X,y,2 € Z vrijedi
+2)-x=y-x+z-x

1z prethodnih tvrdnji zaklju€ujemo da je (Z, +, -) komutativni prsten s jedinicom.

3.4 Uredaj na skupu cijelih brojeva

Na skupu Z definiramo binarnu relaciju < na sljedeci nacin:
[(a,b)] < [(c,d)] akojea+d < c+b,zasvea,b,c,d € N.

Dokazimo da je ova binarna relacija dobro definirana, tj. da ne ovisi o izboru predstavnika
klasa. Pretpostavimo da su a, b, c,d,a’,b’,c’,d’ € N takvi da je (a,b) ~ (a’,b') 1
(c,d) ~ (¢’,d"). Pretpostavimo da je a + d < ¢ + b. Tada prema propoziciji [2.3.9| vrijedi

(a+d)+b <(c+b)+0,
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odnosno
(a+b)+d<(c+b)+b.

Zbog a+b’ = a’ +bimamo (a’+b)+d < (¢ + b’) + b. Primjenom propozicije [2.3.10[slijedi
a’ +d < ¢+ b’. Ponovnom primjenom propozicije dobivamo

@+dy+d <(c+b)+d,
odnosno

(@+d)y+d <(c+d)+b'.
Zbog c+d = ¢’ +dimamo (@’ +d)+d" < (¢’ +d) + b’, odnosno (@’ +d')+d < (¢ + b') +d.
Koriste¢i propoziciju slijedi

a+d <cd+b.
Dakle,a+d < c+bpovlatia' +d < ¢’ +b'. Analogno vrijedidaa’ +d’ < ¢’ + b’ povlaci
a+d < c+ b. Dakle, vrijedi:
a+d<c+bod+d < +Vb.

Time smo pokazali da binarna operacija < na skupu Z ne ovisi o izboru predstavnika klasa.

Propozicija 3.4.1. Binarna relacija < je uredaj na skupu Z.

Dokaz. Neka je x € Z. Tada je x = [(a,b)] za a,b € N. Ocito je da vrijedia + b < a+ b.
Stoga je x < x. Dakle, relacija < je refleksivna na Z.

Pretpostavimo da su x,y € Z takvidaje x < yi1y < x. Imamo x = [(a,b)] 1y = [(c,d)]
zaa,b,c,d e N. Tadajea+d < c+bic+b < a+d. Budui da je < antisimetri¢na
relacija na N vrijedi a + d = ¢ + b. Dakle, (a,b) ~ (c,d) pa je x = y. Time smo dokazali da
je < antisimetri¢na relacija na Z.

Pretpostavimo da su x,y,z € Z takvidaje x < yiy < z. Imamo x = [(a, b)], y = [(c,d)]
iz=|(e,f)] zaa,b,c,d,e,f € N. Tadajea+d < c+bic+ f < e+d. Iz propozicije
slijedi da je (a+d)+(c+ f) < (c + b) + (e + d). Koriste¢i napomenu[2.1.4]i svojstvo
komutativnosti operacije + u skupu N dobivamo:

(a+d)+(f+o)<b+o)+(e+d)eo(a+fl+(d+c)<(b+e)+(c+d),
odnosno (a + f) + (¢ + d) < (e +b) + (c +d). Primjenom propozicije dobivamo

a+ f <e+b. Dakle, x < z. Stoga, relacija < je tranzitivna na skupu Z.

Neka su x,y € Z. Imamo x = [(a,b)], y = [(c,d)]. Buduéi da je < uredaj na skupu N,
vrijedia+d < c+bilic+b < a+d. Uprvom sluaju imamo x < y, au drugom y < x.
Time smo dokazali da je < uredaj na skupu Z. m|
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Propozicija 3.4.2. Neka su x,y,z € Z takvida je x < y. Tada je x + 7 < y + z.
Dokaz. Nekasua,b,c,d,e, f € N takvi da je x = [(a,b)], y = [(c,d)], z = [(e, f)]. Tada je
x+z=[ab)]+|[e ] =[a+eb+f)]

ytz=[e,d)]+[e )] =[c+ed+ f)].
Vrijedi da je a + d < ¢ + b. Zbog propozicije[2.3.9] vrijedi

(a+d)y+(e+f)<(c+b)+(e+f),
odnosno, koriste¢i napomenu dobivamo
(a@+e)+d+f)<(c+e)+ b+ f).
Ovo znaci da je x + z < y + z ¢ime je tvrdnja ove propozicije dokazana. O
Za x,y € Z definiramo x <y akoje x <yix #y. Nekasua,b,c,d € N. Tada je
[(@,b)] <[(c,d)] ®@a+d<c+b.

Naime, ako je [(a,b)] < [(c,d)], onda je [(a,b)] < [(c,d)] 1 [(a,b)] # [(c,d)]. Tada je
a+d<c+bia+d#c+b,t.a+d < c+b. Analogno se pokaze da vrijedi obratan smjer.

Lema 3.4.3. Neka su a,b € N. Tada je

(LI) 0<[(a,b)] ®b<a

(L2) 0 <[(a,b)l ®b<a.

Dokaz. Primjenom tvrdnje (2) propozicije [2.3.10]1 propozicije [2.3.9slijedi tvrdnja (L1):

0<[(a,b)] & [(1, D] < [(a,b)]
Sl+b<a+1
Sb+1<a+1
s b<a.

Takoder, primjenom tvrdnje (/) propozicije|[2.3.10|1 propozicije slijedi tvrdnja (L2):

0 <[(a,b)] & [(1, D] < [(a,b)]
Sl+b<a+1
Sb+l<a+1
S b<a.

Time je ova lema dokazana. m|
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Propozicija 3.4.4. Neka su x,y € Z takvidaje 0 < xi0 <y. Tada je O < x - y.

Dokaz. Neka su a,b,c,d € N takvidaje x = [(a,b)] iy = [(c,d)]. 1z0 < xileme[3.4.3
slijedi b < a. Isto tako iz 0 < y i iste leme slijedi d < ¢. Imamo

x-y=[(ac + bd,ad + bc)].
Zelimo dokazati 0 < x - y, a to je prema lemi ekvivalentno s
ad + bc < ac + bd. (3.5)
Iz b < aslijedi da je a = b + k za neki k € N. Sada je nejednakost (3.5) ekvivalentna s
(b+k)d+bc<(b+k)+bd,

odnosno s
(bd + kd) + bc < (bc + kc) + bd.

Koriste¢i komutativnost i asocijativnost operacije + u skupu N te tvrdnju (/) propozicije
[2.3.10] dobivamo da je posljednja nejednakost ekvivalentna s kd < kc. Nadalje, iz d < ¢
slijedi da je ¢ = d + [ zaneki [ € N. Tada je

kd < kc © kd <k(d+1) © kd < kd + kl.

Posljednja nejednakost vrijedi prema definiciji relacije < u skupu N pa je time tvrdnja ove
propozicije dokazana. |

Korolar 3.4.5. Neka su x,y € Z takvidaje0 < xi0<y. Tadaje(O < x - y.

Dokaz. Ako je 0 < x10 < y, onda tvrdnja slijedi iz prethodne propozicije Inace,
imamo 0 = xili 0 = y pa je 0 = x - y prema propoziciji[I.0.18] (jer je O neutralan element u
grupi (Z, +)). Stoga je oCito 0 < x - y. O

Na temelju svega dosad dokazanog ( ¢injenice da je (Z, +, -) prsten, propozicija[3.4.1]1
[3.4.2)te korolara[3.4.5]), slijedi da je (Z, +, -, <) uredeni prsten.

Napomena 3.4.6. Neka je (P, +, -, <) uredeni prsten. Za a,b € P pisSemo a < b ako jea < b
ia#bh.

Pretpostavimo da su x,y,z € Ptakvidaje x <y. Tadaje x + z <y + z. Naime, iz x <y
slijedix+z<y+z.
Pretpostavimo da je x + z = y + z. Dodavanjem —z na lijevu i desnu stranu jednakosti
dobivamo x = y $to je ocito u kontradikciji s x < y. Prema tome, x + z # y + z, pa je
X+z7<y+z
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Propozicija 3.4.7. Neka su x,y,z € Z.
(1) Akojex<yiO<z ondajex-z<y-z
(2) Akoje 0 < zix-z<y-z ondajex <y.

Dokaz. 1z x <y prema propoziciji [3.4.2] slijedi 0 < y + (—x) pa prema korolaru [3.4.5|
imamo da je 0 < (y + (—x)) - z. Nadalje, primjenom distributivnosti mnoZenja prema zbra-
janju u skupu Z te propozicije dobivamo 0 < yz + (—xz). Stoga iz ponovne primjene
propozicije|3.4.2slijedi x - z < y - z ¢ime je tvrdnja (/) dokazana.

Pretpostavimo da x £ y. Tada je oCito y # x, a iz propozicije zaklju€ujemo da je
y < x. Stoga je y < x. Prema napomeni 3.4.6|slijedi O < x + (=), a primjenom propozicije
[3.4.4] dobivamo 0 < (x + (—y)) - z. Sli¢no kao i u tvrdnji (1) zakljuCujemo da je yz < xz,
Sto je u kontradikciji s ¢injenicom da je xz < yz. Prema tome, x < y. Time je tvrdnja (2)
dokazana. O

Propozicija 3.4.8. Neka su x,y € Z takvidaje x # 0iy # 0. Tada je x -y # 0.

Dokaz. 1z x # Oslijedidaje x < 0ili0 < x,aizy # Oslijedidajey < 01ili 0 < y. Imamo
sljedeca Cetiri slucaja:
1.O<x i O<y

2.0<x 1 y<0
3.x<0 1 O<y
4. x<0 1 y<O.

U prvom slucaju, prema propoziciji[3.4.4/imamo 0 < x -y paje x -y # 0.

U drugom slucaju, iz y < 0 i napomene [3.4.6] slijedi 0 < —y §to zajedno s 0 < x i

propozicijom [3.4.4]daje O < x - (—y). Iz tvrdnje (ii) propozicije slijedi 0 < —(x - y),
pa ponovnom primjenom napomene dobivamo x - y < 0. Stoga je x - y # 0.

I u preostala dva slucaja analogno zaklju€ujemo da je x - y # 0. Time je tvrdnja propo-
zicije dokazana. O

Za prsten (P, +, -) kaZzemo da je integralna domena ako za sve x,y € P takve daje x # 0
1y # 0 vrijedi x - y # 0. Prema propoziciji (Z, +, -) je integralna domena.

Propozicija 3.4.9. Neka je (P, +, ) integralna domena te neka su x,y,z € P takvi da je
7 # 0. Ako je xz = yz, onda je x = y. Nadalje, ako je zx = zy, onda je x = y.
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Dokaz. Pretpostavimo da je xz = yz. Tada vrijede sljedece ekvivalencije:

xz=yz e xz2—yz=0
S xz+(=02) =0
S xz+(=y)-z=0
©x+(=y)-z=0
S x-y)-z=0.

Iz Cinjenice da je (P, +, -) integralna domena i z # O slijedi da je x —y = 0, odnosno x = y.
Analogno dobivamo da zx = zy povlaci x = y. O






Poglavlje 4

Skup racionalnih brojeva

4.1 Definicija skupa racionalnih brojeva

Oznac¢imo Z, = {x € Z| 0 < x}. Definirajmo relaciju ~ na Z X Z, sa:
(a,b) = (c,d) e a-d=c-b.

Propozicija 4.1.1. Relacija =~ je relacija ekvivalencije na skupu Z X Z..

Dokaz. OCcito je relacija = refleksivna i simetri¢na. Pretpostavimo da su (a, b), (c,d), (e, f) €
Z X Z, takvida je (a,b) = (c,d) 1 (c,d) = (e, f). Tada je

a-d=c-b 4.1)
c-f=e-d. 4.2)

MnoZenjem navedenih jednakosti dobivamo (a - d) - (¢ - f) = (c - b) - (e - d), odnosno
(a-f)-(c-dy=(e-b)-(c-d. (4.3)

Pretpostavimo da je ¢ = 0. Tada iz {@.1)) i (4.2) slijedidajea-d =0ie-d =0, a s obzirom
dajed # O vrijedia =e =0. Stogajea- f =e- b, tj. vrijedi (a, b) = (e, f).

Pretpostavimo sada da je ¢ # 0. Tada je ¢ -d # 0, pa iz (4.3) i propozicije dobi-
vamodajea- f =e-b,t. (a,b) = (e, f).

U svakom slucaju, vrijedi (a, b) =~ (e, f) pa zakljuCujemo da je ~ tranzitivna relacija. Time
smo dokazali da je = relacija ekvivalencije na skupu Z X Z, . |

31
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Kvocijentni skup pri relaciji * oznacavamo s Q. Dakle,
Q=2Zx7Z,/-~.

Ako je (a,b) € Z X Z,, onda ¢emo klasu [(a, b)] od (a, b) pri relaciji ~ oznaCavati i s g.

UoCimodazaa,ce€Zib,d e Z, vrijedi

a

5 (a,b) = (¢,d) © ad = cb.

Ul o

4.2 7Zbrajanje, mnoZenje i uredaj na skupu racionalnih
brojeva

Na skupu Q definiramo binarnu operaciju + na sljedeéi nacin:

ad + cb
bd

a+c
b d

DokaZimo da ova operacija ne ovisi o izboru predstavnika klasa.

’ ’

. . . ..oL.a . C c
Pretpostavimo da su a,d’,c,c’ € Z1b,b’,d,d’" € Z, takvi da vrijedi — = —

d+cb dd +c'b b b d d
ad +c ad +c . . o
7 U tu svrhu je dovoljno dokazati da je

(ad +cb)-(b'd") = (@d + D) - (bd),

Zelimo dokazati da je

odnosno, da je
adb'd’ + cbb'd = ad'd’bd + 'b'bd. “4.4)

Iz ab’ = a'b slijedi adb’'d’ = a’d’bd te iz cd’ = c'd slijedi cbb’d’ = ¢'b’bd pa je ocito da
vrijedi (4.4). Prema tome, operacija + je dobro definirana.

Takoder, uo¢imo da za b, d € Z, vrijedi bd € Z, prema propoziciji[3.4.4]

Na skupu Q definiramo binarnu operaciju - na sljedeci nacin:

a ¢ ac

b d bd

Dokazimo da operacija - ne ovisi o izboru predstavnika klasa.
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’ /

Pretpostavimo da su a,a’,c,c’ € Zib,b’,d,d € Z, takvi da vrijedi g = %, 1 2 = :7
Tadaje ab’ = a’bicd’ = ¢'d paje ach'd’ = a'¢’bd. Stoga je % - Z/;/.
Dakle, operacija - je dobro definirana.
Na Q definiramo binarnu relaciju < na sljedeci nacin:
S<Zead<cb
Dokazimo da ova definicija ne ovisi o izboru predstavnika klasa. Pretpostavimo da su
a,d,c,c € Zib,b,d,d € Z, takvi da vrijedi % - % i Cfl - % te da je ad < cb.

Zelimo pokazati da je ’d’ < ¢’b’. Prema tvrdnji (1) propozicije dobivamo
adb'd’ < cbb'd’,

tj.
ab’'dd’ < cd'bb’.

Koriste¢i ab’ = a’b i cd’ = ¢’d zakljuCujemo da je a’bdd’ < ¢’dbb’, odnosno
a'd’bd < c'b'bd.

Pema tvrdnji (2) propozicije dobivamo a’d’ < ¢’b’ §to je i trebalo pokazati. Dakle,
relacija < je dobro definirana.

NekasuaeZteb,k € Z,. Tada je

a_kwa
b k-b
Sto vrijedi po definiciji klase u Q jer je uistinu a - kb = b - ka.
Ako su x,y,z € Q, onda postoje a,b,c € Zid € Z, takvi da je x = g,y = giz = 2
Naime, imamo x = %, y = f}—; 1z = i—; pri ¢emu su x,y1,21 € Z1 X2,Y2,22 € Z, paje
= nGa) o 1) 1z = 21(x2y2) iz Cega slijedi da brojevi a, b, c,d s trazenim

H y - Z =
CX0(0nz) T ya(xz) 22(x2y2)
svojstvom postoje.

Neka je 17 neutralni element za operaciju - u Z. U dokazu propozicije vidjeli smo
daje 1z = [(2,1)]. Uo¢imo da je 0 < 1.
0

1
Definiramo Og = = 1 1g = 1—; Nekasuae€Zib € Z,. Tada je
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Takoder, vrijedi 0Og < g s 0<a.

Nekasua,beZiceZ,. Tadaje

a b a+b
_+_

c c c
b ac+bc (a+b)-c

... a
jerje — 4+ — =
c c c-c c-c

Nekasua,beZiceZ,. Tadaje

o1
IA
oS

b
—, onda je ac < bc pa prema tvrdnji (2) propozicije|3.4.7/imamo a < b.
c

b

Obratno, ako je a < b, onda prema tvrdnji (/) iste propozicije imamo ac < bc pa je a4 < -
c ¢

Naime, ako je — <

[ RS

Propozicija 4.2.1. Za sve x,y € Q takve da je x # Oq iy # Og vrijedi x - y # Oq.

Dokaz. Neka su x,y € Q takvi da je x # Og 1y # Og. Imamo x = m 1y = ﬁ, gdje su
np n

2
my,my € Ziny,ny € Zy. Iz x # Og 1y # Og slijedi m; # 0z 1 m, # 0z. Buduci da je (Z, +, -)
integralna domena, vrijedi m; - m; # 0z. Imamo

m; mp mp - myp

x-y: . =
n n ny-ny

paje x -y # Og. Prema tome, (Q, +, ) je integralna domena. O
Napomena 4.2.2. Skup Q ima barem dva elementa.
Naime, jer je 1z # 0 vrijedi 1o # Og.

Teorem 4.2.3. Uredena cetvorka (Q, +, -, <) je uredeno polje.
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Dokaz. Binarna operacija + na skupu Q je ocito komutativna.

b
Neka su x,y,z € Q. Tadapostojea,b,ceZialEZthakVidajex:f—l’,y:C—iiz:E
Imamo:
x4+ a_l_b_l_c a+b+c (a+b)+c
X =1|— — - = _=
YVre=\aTa)TaT Ta Ta d

S druge strane, imamo:

i ad T 4

x+(y+z):ﬂ+(é

+£ ~a b+c a+(b+o)
d \a d]

Jasno je da zbog asocijativnosti operacije + na skupu Z vrijedi (x +y) +z=x+ (y +2) pa
je operacija + na skupu Q asocijativna.
Neka je x € Q. Tada je x = ?—), gdjejea € Z1b € Z,. Vrijedi:

40 _a+0_a+0_a+0_a_
R A T L

Dakle, vrijedi x + Og = x, a zbog komutativnosti operacije + na Q vrijedi 1 Og + x = x.
Time zakljuCujemo da je Og neutralni element za operaciju + na skupu Q.

Neka je x € Q. Tada je x = g, gdjejea € Zib € Z,. Definirajmo y = %a' Imamo:

a —-a a+(-a) O
+y=—-—+—= = — = 0q.
YR b b~ ¢

Dakle, x +y = Oq te je takoder y + x = Og. Time smo dokazali da je (Q, +) Abelova grupa.

Iz ¢injenice da je binarna operacija - na Z komutativna i asocijativna slijedi i da je ope-
racija - na skupu Q komutativna i asocijativna.

Nadalje, za svaki x € Q vrijedi x - 1g = 1g - x = x, §j. 1o neutralni je element za
operaciju - na skupu Q.

Neka je x € Q takav da je x # Og. Imamo x = g,gdjejeanibeZ+. Iz x # Og

b
slijedi a # 0. Tada je a < 01ili 0 < a. Ako je 0 < a, onda definiramo y = — te vrijedi:
a

=" =""=1,

é a-b ab_
a b-a ab

SR

X-y=
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-b
Ako je a < 0, onda imamo 0 < —a, tj. —a € Z,. Definirajmo y = —. Vrijedi
—a

_a —b _a-(=b) —(ab) _—(ab) _
YT T b(ca) —ba)  —(ab) ¢

Dakle, za svaki x € Q takav da je x # Oqg postojiy € Q tako da vrijedi x-y =y - x = lq.

b
Nekasux,y,zeQ.Tadapostojea,b,cEZid€Z+takVidajex:g,y:Eizzg.
Imamo:
a (b ¢ a b+c a-(b+o)
. —+ == |l—-—4—]1=— =
x(yz)d(dd)dd d-d
_ab+ac_ab+ac_a b+a c
 dd dd dd d d d d
=X-y+x-z
Dakle, x - (y + z) = x - y + x - z. Time smo dokazali da je (Q, +, -) polje.
) ) C L a b . c
Nekasux,y,ZGQ.TadapostOJea,b,c621d€Z+takv1daJex:E,yzglz:c—l.

a+c b+c
<
d

b
Iz g, < y slijedia < bpajea+c < b+ c. Stoga je iz Cega nadalje dobivamo

daje

+-< -+

b

QUIR
Nl e
Ul S
Ul o

@]

odnosno x + z <y + z. Dakle, za sve x,y,z € Qtakve daje x < y vrijedi x + z <y + z.

Neka su x,y € Q takvi da je Og < x10g < y. Imamox:giy:g,gdjesua,CGZi
ac

b,d € Z, te vrijedi 0 < a1 0 < c. Prema korolaru [3.4.5|slijedi 0 < a - c. Stoga je Og < v’

tj. Og < x-y. Dakle, za sve x,y € Q takve da je Og < x10g <y vrijedi Og < x - y.
Time smo dokazali da je (Q, +, -, <) uredeno polje. O

Propozicija 4.2.4. Neka su a,b,c,d € Q.
(1) Pretpostavimo da je Og <a <bi0g < c <d. Tada je ac < bd.
(2) Pretpostavimo da je Og < a <biOq < c <d. Tada je ac < bd.

Dokaz. Dokazimo najprije tvrdnju (/). Analogno kao u dokazu propozicije dobi-
vamo da za sve x,y,z € Q takve da je x < y10g < z vrijedi x - z < y-z. Koristeci ovo
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dobivamo da je ac < bc 1 be < bd. Stoga je ac < bd ¢ime je tvrdnja (/) dokazana.

Dokazimo sada tvrdnju (2). Ako su x,y,z € Q takvi da je x < y10g < z, onda je
xz < yz. Naime, sigurno je xz < yz. Pretpostavimo da je xz = yz. MnoZec¢i ovu jednakost
s z7! dobivamo x = y §to je u kontradikciji s x < y. Dakle, xz < yz. Koristeéi ovo,
zakljuCujemo da je bc < bd $to zajedno s ac < bc daje ac < bd. Time je tvrdnja (2)

dokazana. O
Napomena 4.2.5. Neka je (S, <) uredeni skup. Za x,y € S pisemo:

(1) x<yakojex<yix+#y

(2) x>yakojey<x

(3) x> yakojey < x.

Napomena 4.2.6. Neka je (P, +,-,<) uredeni prsten te neka su x,y,u,v € P takvi da je
x<yiu<v. Tadajex+u<y+v.

Ova tvrdnja se dokazuje sli¢no kao i propozicija [2.3.12)

Napomena 4.2.7. Ako je (P, +,-,<) uredeni prsten, onda za sve x,y,u,v € P takve da je
x<yiu<vvrijjedix+u<y+v.

To se lako dokaZe koriste¢i napomenu

4.3 Apsolutna vrijednost racionalnog broja

Za x € Q definiramo

x, x > Op,
= °
-x,x<0g
Uocimo da za svaki x € Q takav da je x < Og vrijedi [x| = —x.

Za |x| kazemo da je apsolutna vrijednost od x.
Propozicija 4.3.1. Neka su x,y € Q. Tada vrijedi:
(1) |x| = Og
(2) |x|=0g & x=0g
(3) |x-yl=1lxl- Iyl
(4) Ix+yl < x| + Iyl
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Dokaz. Ako je x > Og, onda je |x| = x pa je |x| > Og. Ako je x < Og, onda je Og < —x. No,
kako je tada |x| = —x, imamo x| > Og. Time smo dokazali svojstvo (/).

Ako je x = Og, ocito je da vrijedi |x| = Og. Obratno, pretpostavimo da je |x| = Og. Ako
je x > Og, onda je |x| > Og, a ako je x < Og, onda je takoder |x| > Og. Stoga, x = Og. Time
je dokazano svojstvo (2).

Dokazimo sada svojstvo (3). Imamo nekoliko slucajeva:
Lslu¢aj: 0g < x10g <y
Tada je Og < x - y te iz toga slijedi |x - y| = x -y = [x] - [yl.

2.slucaj: Og < x1y < 0q
Tada je Og < —y pa je Og < x - (—y) iz Cega slijedi Og < —(x-y), a ovo povlaci x - y < Og.
Stogaje x -yl = —(x-y) = x-(=y) = x| - |yl.

3.slucaj: x <0g10g <y
Analogno kao i u prethodnom sluc¢aju dobivamo |x - y| = |x] - [y].

4.slucaj: x < 0giy < 0q

Tada je Og < —x10g < —y paje Og < (=x) - (=y), odnosno Og < x - y.
Stogaje [x -yl = x-y = (=x) - (=y) = |x| - ]yl.

Time je dokazano svojstvo (3).

Ako je a € Q, onda je a < |a|. Naime, ovo je jasno ako je a > Og, a ako je a < Og, onda
koristeci svojstvo (1) dobivamo a < Og < |al, pa je a < |al.

Nadalje, za svaki a € Q vrijedi | — a| = |a|. Naime, ako je Og < a, onda je —a < Og pa
je|l—al=—(-a) = a=lal. Akojea < 0q,ondajeOqg < —-apaje|—al=-a=]|al

Dokazimo sada svojstvo (4). Imamo x < |x| iy < [y| pa prema napomeni[4.2.6] vrijedi
x+y < x|+l 4.5)

S druge strane, imamo —x < |—x| = |x|, t.—x < |x|. Analogno imamo i —y < [y| pa

napomena4.2.6| povlaci da je (—x) + (—y) < |x| + [y|. Lako zaklju¢ujemo da je
(x+y) + ((=x) + (=y)) = Oq,
paje —x + (—y) = —(x + y). Prema tome,

= (x+y) <[+l (4.6)
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1z definicije apsolutne vrijednosti slijedidaje [x + y| = x+ yili [x +y| = —=(x + y), pa iz
(4.5) i (4.0) slijedi da je

lx + y| < x| + [yl.

Time su sve tvrdnje ove propozicije dokazane. O






Poglavlje 5

Skup realnih brojeva

5.1 Cauchyjevi nizovi u Q

Definicija 5.1.1. Neka je S skup. Za svaku funkciju sa skupa N u skup S kaZemo da je niz
u skupu S. Ako je x nizu skupu S, tj. x : N — §, onda za n € N umjesto x(n) pisemo x,, a
funkciju x oznacavamo kao (x,),en ili (x,).

Definicija 5.1.2. Neka je (x,) nizu Q te a € Q. KaZemo da niz (x,) teZi ili konvergira
prema a i piSemo x, — a, ako za svaki € € Q takav da je € > Oq postoji ny € N takav da za
svaki n € N, za koji je n > ny, vrijedi |x, — a| < &.

Propozicija 5.1.3. (1) Neka je a € Q te neka je (x,) niz u Q definiran sa x,, = a za svaki
n € N. Tada x,, — a.

(2) Pretpostavimo da je (x,) nizu Q te a € Q tako da x, — a. Tada niz (—x,),en teZi
prema —a.

(3) Pretpostavimo da su (x,) i (y,) nizoviu Q te da su a,b € Q takvida x, — aiy, — b.
Tada niz (x, + Y,)nen teZi prema a + b.

Dokaz. Zasvakin € N je |x, — a| = Og pa tvrdnja (1) ocito vrijedi.
Neka je n € N. Tada vrijedi:

| =X — (=) = |(=1) - x, + (=1) - (—a)|
=|(=1) - (x, + (=)l
= |—1|'|X,1—Cl|

= |x, —a.

41
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Neka je € € Q takav da je € > Oq. Tada postoji ny € N takav da za svaki n € N, za koji je
n > ny, vrijedi |x, —a| < €. Dakle, za svaki n € N, za koji je n > ng, vrijedi | —x,—(—a)| < .
Time je tvrdnja (2) dokazana.

1
Nekaje 7 € Qtakavdaje 7t = £ Imamo
17+ 14
IZ + lz
+71= lo.
T IZ + 1Z 2

Ocito je T > Og. Neka je € > Og. Tada je 7- € > Og, no jer je (Q, +, -) integralna domena
prema propoziciji[#.2.1jimamo 7 - & # Og pa slijedi da je 7- & > Oq.

Bududi da x, — a, postoji ny € N takav da za svaki n € N za koji je n > ny vrijedi
|x, —al < 7-&. Buduéiday, — b, postoji my € N takav da za svaki n € N za koji je n > my
vrijedi |y, — b| < 7 - €. Neka je

= ng, ako ny > my.
"7\ my, inace.

Tada je kg > nop i kg > my. Neka je n € N takavdajen > ky. Tadajen > nyin > my.
Koristeci svojstvo (4) propozicije i napomenu dobivamo:

(X + yn) — (@ + D)l = |x, + yu + (—a) + (=D)|
=[x, —a) + (yn - b)|
< |xn_a|+|yn_b|

<T-E€+T-E

=(t+71)-¢€
:1Q'8
=&

Dakle, |(x, + y,) — (a + b)| < € za svaki n € N takav da je n > ky. Time je dokazana tvrdnja
(3) te je dokaz ove propozicije zavrsen. O

Definicija 5.1.4. Neka je (x,) niz u Q. Za (x,) kaZemo da je Cauchyjev niz ako za svaki
g € Q takav da je € > Og postoji ny € N takav da za sve m,n € N takve da je n > ny i
m > ng vrijedi |x,, — x,| < €.

Definicija 5.1.5. Za niz (x,) u Q kazemo da je konvergentan ako postoji a € Q takav da
X, — a.

Propozicija 5.1.6. Neka je (x,) konvergentan niz. Tada je (x,) Cauchyjev niz.
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Dokaz. Znamo da postoji a € Q takav da x, — a. U dokazu tvrdnje (3) propozicije[5.1.3|
vidjeli smo da postoji T > Og takav da je 7 + 7 = 1. UoCimo da za sve «, 8 € Q vrijedi

lo =Bl = [B - al.

Naime, vrijedi

~B-a) =~ + ()
= +(~(-)
=—-f+a

:af—ﬂ’
pajela—-Bl=|-(B-o)l=|8-al

Neka je € > Oq. Tada postoji ny € N takav da za svaki n € N takav da je n > ny vrijedi
|x, —a| < 7 -&. Neka sum,n € N takvi da je m > ny i n > ny. Imamo:

| % — X4l = |xm —a + a— x|
= (o —a) + (@ — x,)|
< xm —al +la — x|
=[x —al + |x, — al

<T-&E+T-E

=(t+71)-¢
ZIQ'{;‘
=&

Prema tome, vrijedi |x,, — x,| < € za sve m,n € N za koje je m > ny 1 n > ny. Dakle, niz
(x,) je Cauchyjev. O

5.2 Definicija skupa realnih brojeva

Neka je ¢ skup svih Cauchyjevih nizova u Q. Na % definiramo binarnu relaciju ~ na
sljedeci nacin:

(x2) ~ (yn), ako niz (x, — y,)nen teZi prema Og.

Dokazimo da je ~ relacija ekvivalencije na .
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Za svaki (x,) € € vrijedi (x,) ~ (x,) jer je (x, — Xx,)nen konstantan niz s vrijednoséu Oq
koji prema tvrdnji (/) propozicije tezi prema Og. Dakle, relacija ~ je refleksivhana €.

Neka su (x,), (y,) € ¢ takvi da je (x,) ~ (y,). Tada x, —y, — Oq. Iz tvrdnje (2)

propozicije[5.1.3]slijedi —(x, —y,) — —0g, odnosno y, — x, — Og. Prema tome, (y,) ~ (x,)
pa je relacija ~ simetri¢na na €.

Neka su (x,), (), (z,) € € takvida je (x,) ~ (y,) 1 (y») ~ (z,). Tada x, —y, — Og i
Yn = Zn = Og. Prema tvrdnji (3) propozicije [5.1.3| vrijedi (x, — y,) + (v, — z,) = Og + Og,
tj. x, — 2, — Oq. Dakle, vrijedi (x,) ~ (z,) pa zakljuCujemo da je ~ tranzitivna relacija na
¢ ¢ime smo dokazali da je ~ relacija ekvivalencije na €.

Definiramo R = %’/ .. Dakle,

R={1G)] | (x,) € €}

5.3 Omedeni nizovi u Q

Lema 5.3.1. Neka je n € N. Tada ne postoji x € N takav dajen < x < n + 1.

Dokaz. Pretpostavimo da takav x postoji. Tadajex =n+kin+1 = x+1[zanekek,/ € N.
Imamo
n+l=x+l=m+k)+l=n+(k+1),

tj.n+1=n+ (k+1) paiztogaslijedidaje 1 = k+ [. S druge strane, imamo
I1<1+1<1+1<k+],

tj. 1 < k + L. Dobili smo kontradikciju pa je time tvrdnja ove leme dokazana. O

Lema 5.3.2. Neka je (x,) niz u Q. Tada za svaki n € N postoji M € Q takav da je |x;| < M
za svaki i € N takav da je i < n.

Dokaz. Neka je S skup svih n € N za koje postoji M € Q takav da je |x;| < M za svaki
i € Ntakavdajei < n. OCito je 1 € S. Pretpostavimo da je n € §. Tada postoji M € Q
takav da je |x;| < M za svaki i € N takav da je i < n. Definirajmo:

N = M, ako |x,.1| < M
|x,+1], inace.

Tadaje M < Ni|x,,1]| < N. Nekajei € Ntakavdajei <n+ 1. Imamo 2 slucaja:

i<nilin<i.
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Ako jei < n,onda je |x;] < M pazbog M < N imamo |x;| < N.

Ako je n < i, onda je i = n+ 1. Naime, u suprotnom bi vrijedilo i < n + 1, pa bismo
zajedno s n < i imali kontradikciju s lemom [5.3.1] Dakle, |x;| < N za svaki i € N takav da
jei <n+ 1. Time smo pokazali da je n + 1 € §. Prema principu indukcije vrijedi S = N,
Sto znaci da je tvrdnja ove leme time dokazana. O

Definicija 5.3.3. Za niz (x,) u Q kazemo da je omeden ako postoji M € Q takav da je
|x,| £ M za svakin € N.

Propozicija 5.3.4. Neka je (x,) Cauchyjev niz. Tada je (x,) omeden niz.

Dokaz. Buduci da je (x,) Cauchyjev niz, postoji ny € N takav da za sve m,n € N takve
da je m,n > ny vrijedi |x,, — x,| < 1g. Posebno, za svaki n € N takav da je n > n vrijedi
|x, — X,,| < 1g. Uzmimo neki n € N takav da je n > ny. Imamo:

|xn| = |(xn - xno) + xnol
< |xn - xnol + |xno|
< 1Q + |Xn0|.

Dakle, za svaki n € N takav da je n > n vrijedi
x| < 1g + |x,]- (5.1)
Prema lemi [5.3.2] postoji M € Q takav da za n € N, za koji je n < ny, vrijedi
|x,| < M. (5.2)

Odaberimo N € Q takav da je 1g + |x,)| < N1 M < N (takav N sigurno postoji $to se moze
vidjeti iz dokaza leme [5.3.2). Neka je n € N. Tada je n < ng ili n > ng pa vrijedi (5.1)) ili
(5.2). U svakom slucaju slijedi |x,| < N. Dakle, niz (x,) je omeden. O

5.4 Zbrajanje i mnoZenje na skupu realnih brojeva

Lema 5.4.1. Neka je x € Q takav da je x > 0q. Tada je x™' > Oq.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada je x™! < 0g, paje 0g < —x'. Iz ovogaiOg < x
slijedi Og < x-(=x"), §j. 0g < —(x-x7!). Dakle, 0g < —1g pa slijedi 19 < 0Og $to je
nemoguce. Time zakljucujemo da tvrdnja ove leme uistinu vrijedi. O

Propozicija 5.4.2. Neka su (x,) i (y,) Cauchyjevi nizovi. Tada su (x, + y,) i (X, - V)
Cauchyjevi nizovi.
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Dokaz. Nekaje v € Qtakavdajer > 0gi7+ 7= 1g. Neka je € > Oq.
Bududi da je (x,) Cauchyjev niz, postoji ny € N takav da za sve m,n € N sa svojstvom da
sum,n > ngy vrijedi

|X — x| < T- €.
Bududi da je (y,) Cauchyjev niz, postoji m, € N takav da za sve m,n € N sa svojstvom da
sum,n > my vrijedi

lym = yul <7-&.

Odaberimo k, € N takav da je ky > ng i kg > my. Neka su m,n € N takvi da sum,n > k.
Tada je m,n > no 1 m,n > my pa vrijedi:

1Cen + Y) = Com + Y| = 100 = X)) + O = Y
< %0 = Xl + [yn = Yl
= X = Xal + [Ym = Yl
<T-&€+T-E&

=(t+71)-¢
:lQ'8
=&

Dakle, |(x, + y,) = (X + ym)| < € za sve m,n > ky. Prema tome, niz (x, + y,) je Cauchyjev.

S obzirom na propoziciju[5.3.4| nizovi (x,) i (y,) su omedeni. Stoga, postoje M,N € Q
takvi da je |x,| < M iy, < N za svaki n € N. Odaberimo K € Q takav da je

K>M+1g i K>N+1g.

Ocito je Og < Mte M < M + 1 pa iz toga slijedi Og < K. Nadalje, imamo M < K i
N < K paje |x,| < K ily,] < K za svaki n € N. Iz leme [5.4.1] slijedi da je 0g < K~! pa
je K™'- (&) > 0g. Iz &injenice da su (x,) i (y,) Cauchyjevi nizovi zakljuCujemo da postoji
ko € N takav da za sve m,n € N sa svojstvom da su m, n > kg vrijedi

|xm - xn| < K_l ' (Tg) i |ym _ynl < K_l : (78)'

Neka su m,n € N takvi da sum,n > k.
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Koriste¢i propoziciju te tvrdnju (3) propozicije 4.3.1/imamo:

(= V) = o= Yl = 1% Yo = X * Yo+ X * Yin = Xin * Yol
= %0+ n = Ym) + Y+ (X — X))
S 1 O = Yl + Y+ (X = X0)
= [Xal * Vi = Yl + [Vl - X0 = X
<K- (K" - (te))+ K- (K- (1¢))
=(K-KY-1te+(K-K")-1¢
=lg-te+1g- 1€
=T7T-£€+7-€
=(t+71)-¢&

= E&.
Dakle, |(x, - y,) — (X - ym)| < € za sve m,n > ky. Prema tome, niz (x, - y,) je Cauchyjev. O

Propozicija 5.4.3. Neka su (x,), (x,), (y») i (v,,) Cauchyjevi nizovi u Q takvi da je
(xn) ~ (x) 1 (ya) ~ (). Tada je

(-xn +yn) ~ (x;, +y;,1) i (xn yn) ~ (-x;, y;)

Dokaz. 1z x, ~ x,, 1y, ~ y, slijedi x, —x,, = Og iy, —y, = Og pa prema tvrdnji (3)
propozicije [5.1.3| vrijedi (x, — x;) + (v, — ¥,) = Og, tj.

(xn + yn) - ('x;z + y;,) - OQ'
Stoga je (x, + yu) ~ (x), +¥)).

Nizovi (x}) i (y,) su prema propoziciji [5.3.4| omedeni pa kao u dokazu prethodne pro-
pozicije zakljuujemo da postoji K > Og takav da za svaki n € N vrijedi

lx/| < Kily,| < K.

Neka je 7 > Oq takav da je T + 7 = 1g. Neka je € > Og. Buduc¢i da x,, — x;, — Og, postoji
ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi |(x, — x,) — 0g| < K" - (7&), §j. |x, — x| < K~ - (7¢).
Isto tako, postoji mg € N takav da za svaki n > my vrijedi |y, — y/| < K~! - (r&). Odaberimo
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ko € N takav da je ko > ng 1 kg > my. Neka je n € N takav da je n > ky. Imamo:

|t yn = 25, ¥3) = Ol = X - yu = -
:|xn'yn_x;l'yn+x;z'yn_x;l'y;z|
=10 = X) - Yu + X, - Vn = V)
<N = x3) - Yl + 1%, - O = Y
= [otw = x| - yul + 1] - 1y = w3
< (K- (1e))- K+ K- (K- (18))
=T e+7T-¢€
=(t+71)-¢&
=lg-e

= E&.

Dakle, |(x, - y, — x,, - y,) — Ogl| < & za svaki n > k. Prema tome, x, -y, — x,, - ¥, = Og, tj.
(X - yu) ~ (x;, - y,). Time je propozicija dokazana. O

Definirajmo binarne operacije + i - na R na sljedeéi naCin:
[l + [G)] = [Can +y)] i 6] [O)] =[G -y
Da su ove operacije dobro definirane slijedi iz propozicija[5.4.2]i[5.4.3]

Neka je (x,) niz u Q definiran s x, = Og za svaki n € N. Prema tvrdnji (/) propozicije

[5.1.3]niz (x,) je konvergentan pa time i Cauchyjev prema propoziciji
Oznacimo Og = [(x,)], j. Og = [(Og, Og, ...)]. Sli¢no definiramo 1y kao klasu konstantnog
niza u Q s vrijednoséu 1g, tj. 1z = [(1g, 1g, ...)].

Lema 5.4.4. Neka je (x,) Cauchyjev niz. Tada je (—x,) Cauchyjev niz.

Dokaz. Nekasua,b € Q. Tada je
la=bl=|-(a-b)|=|-(a+(-b)|=|-a—-(-D).

Dakle,
la— bl =|-a—-(=b). (5.3)

Neka je € € Q takav da je € > Oq. Tada postoji ny € N takav da za sve m,n € N, za koje
sum,n > ng, vrijedi |x,, — x,| < &. Prema vrijedi |x,, — x,| = | = X, — (—x,,)| za sve
m,n € N. Stoga je | — x,, — (—x,)| < € za sve m,n € N takve da su m,n > ny. Dakle, niz
(—x,) je Cauchyjev. O
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Lema 5.4.5. Neka je (x,) Cauchyjev niz koji ne tezi u Oqg. Tada postoje ny € Ni ¢ € Q takvi
daje 6 > Ogi|x,| > 0 za svaki n > ny.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Neka je 7 € Q takavdajet > Og 17+ 7 = Ig te neka
je € € Q takav da je € > Oqg. Tada postoji np € N takav da za sve m,n € N, za koje su
m,n > ngy, vrijedi |x,, — x,| < 7 - &. Takoder, tada postoji N > n, takav da je [xy| < 7-&. U
suprotnome bi za svaki N > ny vrijedilo |xy| > 6, gdje je 6 = 7 - &, a pretpostavili smo da
ne postoje ny € N 16 > Oq s takvim svojstvima. Neka je n € N takav da je n > ng. Imamo:

|x, — Ogl =[x, = (X, — xn) + 2N < X — XN+ XN < T-e+T-e=(T+T)-e=1g-e=6.

Dakle, |x, — Og| < € za svaki n > ny. Prema tome, niz (x,) tezi u Og Sto je u kontradikciji s
pretpostavkom leme. Time smo dokazali da tvrdnja leme uistinu vrijedi. O

Teorem 5.4.6. Uredena trojka (R, +, -) je polje. Pri tome je Or neutralni element za opera-
ciju +, a lg neutralni element za operaciju -.

Dokaz. Neka su a,b,c € R takvidaje a = [(x)], b = [()] ic = [(zy)], gdje su
(xX2), V), (z,) € €. Imamo:

(a+Db)+c=(x)]+[)]) + [zn)]
= [(xn + yu)] + [(z0)]
= [((xn + yn) + 24)]
= [0 + O + 20))]
= [(x)] + [0 + z0)]
= [(xx)] + (O] + [@)D

=a+(b+c).
Dakle, vrijedi (a + b) + ¢ = a + (b + ¢) pa je operacija + asocijativna na R.

Nadalje, imamo:

a+b=[(x)]+[0)] =[G +y)] =[O0+ x)] = [Ow)] + [(x)] = b +a.

Dakle, vrijedi a + b = b + a pa je operacija + komutativna na R.

Kako vrijedi da je

a+ Og = [(x,)] +[(0g, Og, ...)] = [(x, + 0g)] = [(x,)] = a,

zakljucujemo da je Og neutralni element za operaciju + na R.
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Prema lemi [5.4.4|niz (—x,) je Cauchyjev. Definirajmo a’ = [(—x,)]. Tada je

a+d =[(x)]+[(~x)] = [(x, + (~x))] = [(0g, O, ..)] = Oz

Dakle, a + a’ = Og pa je a’ inverzni element od a u monoidu (R, +).

Analogno se pokazuje da je operacija - asocijativna i komutativna na R te da je 1y ne-
utralni element za tu operaciju na R.

Imamo:

(@a+Db)-c=[(x)]+[Ow]) - [(zn)]
=[x + yu)] - [(zn)]
= [((a + Yn) - Z0)]
=[x - 20 + Yu - 7))
= [(%n - z0)] + [On - 20)]
=[] - [@)] + [w)] - [(za)]

=a-c+b-c
Dakle, vrijedi (a + b) - ¢ = a - ¢ + b - ¢ pa zakljuCujemo da je (R, +, -) komutativni prsten s

jedinicom.

Neka je a € R takav da je a # Og. DokaZimo da postoji b € R takavdajea-b = Ip.
Imamo a = [(x,)], gdje je (x,) € €. 1z [(x,)] # [(Og, Og, ...)] slijedi da (x,) » (0g,0g) pa
zakljuCujemo da da niz (x,) ne tezi u Og. Prema lemi postoje ngp € N 16 > Oq takvi
daje |x,| > 6 za svaki n € N takav da je n > ny. UoCimo da za svaki n > n vrijedi x,, # Oq.

Definirajmo niz (y,) u Q sa

_ OQ,ak0n<n0
Yn = x 1, akon > ng

Opcenito, za r € Q takav da je r # Og vrijedi
=

Naime, vrijedi |[r™!| - || = |r™' - 7| = |[1g|. Dakle, [r!| - |r| = 1g pa mnoZec¢i posljednju
jednakost s |r|~! dobivamo |r~!| = |r|7L.

Neka je n > ng. 1z |x,| > 6i 6" > 0 (3to slijedi iz leme |5.4.1) primjenom tvrdnje (/)
propozicije dobivamo |x,|- 67! > 1g. Na isti na¢in, mnoZe¢i posljednju nejednakost s
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|x,|”! dobivamo 67! > |x,|™! §to vrijedi za svaki n > ny.

DokaZimo sada da je (y,) Cauchyjev niz. Neka je € > Og. Budu¢i da je (x,) Cauchyjev
niz, postoji m, takav da za sve m,n € N, za koje je m,n > my, vrijedi |x,, — x,| < (6 - 9) - €.
Odaberimo & € N takav da je k) > ng i kg > my. Neka su m,n > k. Tada vrijedi:

= Yl = 1%, = x|
=105, - x5 - (= x|
= (e, | 16D - 1 = Xl
<@ 5 — Xl
<@ ((5-6) €

:E,

pri ¢emu smo koristili tvrdnju iz dokaza propozicije #.2.4]da je ac < bc ako su a,b,c € Q
takvida je a < b1ic > Oqg. Dakle, |y, — y.| < € za sve m,n > ky pa je prema tome (y,)
Cauchyjev niz.

> -1 = 1g. Prema tome, x, -y, — 1g = Og
za svaki n > ny. Iz ovoga zakljuCujemo da niz (x, - y, — lg)nen teZi prema Og. Stoga je
(xn ’ yn) ~ (IQ’ IQ’ ) paje [(xn ’ yn)] = lg.

Neka je n > ny. Imamo x, -y, = x, - X

Definirajmo b = [(y,)]. Imamo:

a-b= [(xn)] ’ [(yn)] = [(xn yn)] = g,

odnosno a - b = 1x. Time smo dokazali da je (R, +, -) polje. O

5.5 Uredaj na skupu realnih brojeva

Na R definiramo binarnu relaciju < na sljedeci nacin:

a < b ako postoje Caucyjevi nizovi (x,) 1 (y,) te ng € N i€ > Og takvi da je a = [(x,)],
b =[(yn]ix,+e<y,zasvakin > ny.

Propozicija 5.5.1. Neka su a,b € R takvi da je a < b. Tada za sve Cauchyjeve nizove (x,,)
i (yn) takve da je a = [(x,)] i b = [(y,)] postoje € > 0q i ny € N takvi da je x, + € <y, za
svaki n > ny.
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Dokaz. 1z a < b slijedi da postoje Cauchyjevi nizovi (@,) 1 (8,) te € > Og 1 np € N takvi da
jea=1[(a)], b=[B]i

a, + € < B,, zasvakin > ny. (5.4)

Neka su (x,) i (y,) Cauchyjevi nizovi takvi da je a = [(x,)] i b = [(y,)]. Neka je 7 > Og
takav da je T + 7 = lg. Imamo [(x,)] = [(@,)] pa je (x,) ~ (@,) Sto nadalje povlali da
X, — @, — Og. Prema tome, postoji m, € N takav da za svaki n > mj vrijedi

|x, — a,| < 1-(7€).
Analogno zakljucujemo da postoji ky € N takav da za svaki n > ky vrijedi

|yn _:8n| <T- (TE)~

Odaberimo /) € N takav da je [y > ng, lp > mo 11y > ky. Neka je n > [.
Iz |x, — a,| < 7 (7€) slijedi x, — @, < T (7€) pa je

X, <, +71-(T€). (5.5)
Iz |ﬁn - ynl = |yn _ﬁnl <T- (TE) Sh.]edlﬂn Y <T- (TE) paje
B <V, + 7T (T€). (5.6)

Iz 54), (53) i (5.6) slijedi

X, +T-(te)+1e < (), + T-(1€)) + 7 - (T€E) + TE€
=a,+(T+71) T€+TE
=, +Te€+ Te
=a,+(T+717) €
=a,+e€
< B

<y, +71-(7€).
Dakle, x,+ 7 (t€)+ 7€ < y,+7-(7€). Dodavanjem —7(-7¢€) lijevoj i desnoj strani posljednje
nejednakosti dobivamo x, + 7€ < y,. Dakle, za svaki n > [, vrijedi x, + € < y,, gdje je
€ = 1e > 0g. Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Propozicija 5.5.2. (i) Neka je a € R. Tada a £ a.

(ii) Neka sua,b,c € R takvidajea <bib < c. Tada je a < c.
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Dokaz. (i) Pretpostavimo da je a < a. Odaberimo (x,) € € takav da je a = [(x,)]. 1z pro-
pozicije[5.5.1]slijedi da postoje € > Og i ng € N takvi da za svaki n > ng vrijedi x,, + € < x,.
Odaberimo neki n > ny. 1z x, + € < x,, dodavanjem —x, lijevoj i desnoj strani nejednakosti,
slijedi da je € < Oq Sto je u kontradikciji s ¢injenicom da je € > Oq.

(i) Neka su (x,), (vx), (za) € € takvidajea = [(x)], b =[] ic = (@] Iz
propozicije[5.5.1)i a < b slijedi da postoje € > Og i ny € N takvi da za svaki n > n, vrijedi

X, + €<y, 5.7
Analogno zakljuCujemo da postoje 6 > Oq 1 mp € N takvi da za svaki n > m vrijedi
Ynt+0 <2, (5.8)

Neka je ky € N takav da je kg > ng i kg > my. Neka je n > ko. Primjenom (5.7) i
imamo
Xp+ €LYy, <y, +0 =<2,

odnosno x, + € < z, iz ega zakljuCujemo da je a < c¢ $to smo i trebali dokazati. O
Na R definiramo relaciju < na sljede¢i nacin:
a<bakojea<bilia=b.
Propozicija 5.5.3. Relacija < je parcijalni uredaj na skupu R.

Dokaz. OCito je a = a za svaki a € R. Prema tome, < je refleksivna relacija na R.

Pretpostavimo da su a,b € R takvidajea < b1 b < a. Tvrdimo da je a = b. Pretpos-
tavimo suprotno, tj. da je a # b. Tada je a < b i b < a pa iz tvrdnje (ii) propozicije [5.5.2]
slijedi a < a, a to je u kontradikciji s tvrdnjom (i) iste propozicije. Prema tome, a = b pa
je < antisimetri¢na relacija na R.

Pretpostavimo da su a,b,c € R takvidajea < bib < c¢. Tvrdimo da je a < c. Ovo je
ocito ako je a = b ili b = c. Pretpostavimo stogadajea # bib # c. Tadajea<bib <c
pa prema tvrdnji (i1) propozicije slijedi a < c¢. Stoga je a < c. ZakljuCujemo da je <
tranzitivna relacija na R.

Dakle, < je parcijalni uredaj na skupu R. O

Lema 5.5.4. Neka je (z,) Cauchyjev niz takav da za svaki € > Oq i svaki N € N postoje
m,n > N takvi da je z, < € i z,, > —€. Tada z,, — Oq.
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Dokaz. Nekaje T > Oq takav da je 7+ 7 = 1g. UoCimo da je T < 1. Naime, u suprotnome
bi vrijedilo da je 1o < 7 pabislijedilo 1g + 1g < 7+ 7 = 1g, §j. Ig + 1g < 1g, a Sto bi
povlacilo 1g < 0Oq Sto je nemoguce.

Neka je € > 0g. Tada postoji ny € N takav da za sve m,n € N, za koje je m,n > ny,
vrijedi
1z — Za|l < T+ (TE). (5.9)

S druge strane, prema pretpostavci ove leme, postoje m, n > ng takvi da je
2y < T-(T€) (5.10)

iz, > -7 (te). 1z (5.9) slijedi da je z,, — z, < 7- (t€) paje z, < z, + T - (te). Iz (5.10)
slijedida je z, + 7- (t€) < 7- (7€) + 7 - (7€) = T€. Stoga je

Zm < TE. (5.11)

Nadalje, iz 7 < 1g 1 7€ > Og slijedi 7- (t€) < 7e. Iz —7- (7€) < z,, slijedi —z,, < 7- (7€) paje

— Zm < TE. (5.12)
Iz (5.11)) i (5.12)) zakljucujemo da je
|zl < TE. (5.13)
Neka je k > ny. Koriste¢i i dobivamo
|zx — Ogl = |zl
= |2k — Zm + 2zl

< IZk - Zml + |Zm|
<71-(1€)+ 7€
< TE+ TE
=e€.
Dakle, |z — Og| < € za svaki k > ny. ZakljuCujemo da z; — Oqg. m|

Propozicija 5.5.5. Relacija < je uredaj na skupu R.

Dokaz. Prema propoziciji relacija < je parcijalni uredaj na R.

Ostaje joS dokazati da za sve a,b € R vrijedi a < b ili b < a. U tu svrhu dovoljno je
dokazati sljedece:
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akosua,beRtakvidaa £bib £ a,ondajea = b.

Nekasua,b € Rtakvidaa £ bib £ a. Odaberimo Cauchyjeve nizove (x,) i (y,) takve da
jea =1[(x)]1ib = [(yn)] Iz a £ b slijedi da za svaki € > Oq i svaki ny € N postoji n > ny
takav da je x, + € > y,, odnosno € > y, — x,. Isto tako, iz b £ a slijedi da za svaki € > Og i
svaki ny € N postoji m > ng takav da je y,, + € > x,,, odnosno y,, — x,,, > —€.

Neka je (z,) niz u Q definiran sa z, = y, — x,, za svaki n € N. Niz (z,) je Cauchyjev,
a prema navedenome, za svaki € > Og 1 svaki ny € N postoje m,n > ng takvi da je
7 < €iz, > —e. Iz prethodne leme [5.5.4] slijedi da z, — 0Og. Dakle, y, — x, — 0Og
pa zakljuCujemo da je (x,) ~ (v,). Prema tome, [(x,)] = [(V»)], tj. a = b. Time je ova

propozicija dokazana. O

Propozicija 5.5.6. Uredena cetvorka (R, +, -, <) je uredeno polje.

Dokaz. Znamo da je (R, +, -) polje prema teoremu [5.4.6]i da je < uredaj na R prema pro-

poziciji[5.5.5

Neka su a,b,c € R takvi da je a < b. Tvrdimo da je a + ¢ < b + c. To je jasno ako je
a=b(jerjetadaa+c=>b+c).
Pretpostavimo da je a # b. Tada je a < b. Odaberimo (x,), (y,),(z,) € € takve da je
a=[x)], b =[0n]ic=1[z)] Iza < bslijedi da postoje € > Og i ny € N takvi da za
svaki n > ny vrijedi x, + € < y,. Slijedi da za svaki n > ng vrijedi (x, + €) + z, < Y, + Zu, j.

(Xp +20) + €Ly, + 25

Buduéidajea+c = [(x, +z,)]11b+ ¢ = [(y, + 2,)] vidimo da je a + ¢ < b + ¢, pa posebno
ia+c<b+ec.

Neka sua,b € R takvidasuOgr < ai0g < b. Tvrdimo da je Ogr < a-b. To je jasno u
sluCaju a = Og ili b = Og. Naime, prema propoziciji[I.0.18|tada vrijedi a - b = Og.
Pretpostavimo da je @ # Og i b # Og. Tada je Ogp < a i Og < b. Odaberimo (x,), (v,) € €
takve da je a = [(x,)] 1 b = [(y,)]. Znamo da je Og = [(Og,Og,...)]. 1z Or < a slijedi da
postoje € > Oqg 1 ny € N takvi da za svaki n > ng vrijedi Og + € < x,, tj.

€ < x,.
1z Or < b slijedi da postoje 6 > Og 1 mg € N takvi da za svaki n > myg vrijedi Og + 6 < y,, .
0 <y,

Odaberimo ky € N takav da je ko > ng 1 ky > my. Nekajen > ky. Tadaje € < x,10 < y,.
Iz propozicije 4.2.4]slijedi da je € - 6 < x, - y,. Dakle, Og + € -6 < x, - y, za svaki n > ko.
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BuduéidajeOg <e-dia-b=[(x,:y,)], vrijedi O < a - b.

Zakljucak: (R, +, -, <) je uredeno polje. O
Za x € R definiramo

] = x, ako x > O
| —x, ako x < Og.

Za |x| kazemo da je apsolutna vrijednost realnog broja x.
Sljedecu propoziciju dokazujemo posve analogno kao propoziciju |4.3.1

Propozicija 5.5.7. Neka su x,y € R. Tada vrijedi:

(1) |xI = 0=

(2) Ixl=0r ® x=0r

(3) 1x-yl = Il - [yl

(4) lx+yl < x| + Iyl

(5) x <l

(6) | = x| = |xl

5.6 Cauchyjevi nizovi u R

Definicija 5.6.1. Neka je (x,) nizuR ia € R. KaZemo da niz (x,) teZi ili konvergira prema
a u R i pisemo x, — a, ako za svaki € € R takav da je € > O postoji ny € N takav da za
svaki n € N za koji je n > ng vrijedi |x, — a| < €.

Definicija 5.6.2. Neka je (x,) niz u R. KaZemo da je (x,) Cauchyjev niz u R ako za svaki
€ € R takav da je € > O postoji ny € N takav da za sve m,n € N za koje je m,n > ng vrijedi
|-xm - xnl <Ee

Definicija 5.6.3. Neka je (x,) nizu R. KaZemo da je (x,) konvergentan niz u R ako postoji
a € R takav da x,, — a.

Za r € Q definiraymo

r=|[(rr..)].
Dakle, ¥ € R. Uocimo da je % =0 te da je @ = 1g.

Propozicija 5.6.4. Neka su r, s € Q. Tada vrijedi:
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(1) r+s=7+7
(2) r=sr=s
(3) —=r=-r

(4) r<soer<

“l

(5) r<sor<s

(6) [F =3 =1Ir—s

(7) T=s=7r-3s

(8) Ako je r # QOq, onda je =@
Dokaz. (1) Imamo:

r+s=[r+s,r+s.)]=[rr.)]+I[(ss.)]=F+7,

odnosno navedena tvrdnja uistinu vrijedi.

(2) Ako je r = s, onda je ocito da vrijedi 7 = 5. Obratno, pretpostavimo da je 7 = .
Dakle, [(r,r,...)] = [(s,s,...)] paje (r,1,...) ~ (s, 5,...) Sto povlaCi daniz r — s, 7 — s, ... tezi
prema Oq. Iz ovoga slijedi da je r = 5. Naime, u suprotnome bi vrijedilo r — s # Oq, .
|[r—s| > Og te bi tada za € = |[r—s| vrijedilo |(r—s)—0g| < €, j. |r—s| < |r—s| Sto je nemoguce.

(3) Prema (1) vrijedi L
7+ —-r=r+(-r)=0q = O,
pa je —r = —r ¢ime je tvrdnja dokazana.
(4) Neka je r < s. Definirajmo € = s — r. OCito je € > Og. Vrijedi r + € = s, posebno
r + € < s, pa zakljuCujemo da je [(r, 1, ...)] < [(s, S, ...)], odnosno 7 < 5. Obratno, pretpos-

tavimo da postoji € > Og takav da je r + € < 5. Iz Og < € slijedi da je r < r + € pa iz toga
slijedidaje r < s.

(5) Ova tvrdnja slijedi iz tvrdnji (2) 1 (4).

(6) Promotrimo slucaj kada je r — s > Oq. Tada je

r—sl=r—s=r+(-s)=r+-s=r—-s=[r—75|

jerje (prema (5))r—s=r—s 2%: Og.
Promotrimo sada slu¢aj kada je r — s < Oqg. Tada je
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jerje?—§<®:OR.
(7) Imamo:
r-s=[(r-s,r-s,.)]=[0rr.)] [(ss.)]=r-s
¢ime smo pokazali da navedena tvrdnja uistinu vrijedi.

(8) Prema (7) vrijedi

F-r‘lzr-r‘lzﬁle,

pajer! = @) " O

Zan € N definiramo
o _ [(n+1,D]
n=—.
1z
Dakle, n* € Q. Uocimo da je 1* = 1g. Takoder, nije teSko provjeriti da za sve m,n € N
vrijedi (n + m)* = n* + m".
Lema 5.6.5. Neka je g € Q. Tada postoji n € N takav da je g < n".

Dokaz. Ako je g < Og, onda moZemo uzeti n = 1. Pretpostavimo da je Og < ¢. Tada je
q = g, gdje su a,b € Z,. Iz leme |3.4.3[slijedi da je a = [(a1,a2)] 1 b = [(b1,b,)], gdje

su ay,ax,by,b, € N takvi da je a, < a; 1 b, < by. Iz posljednje nejednakosti slijedi da
jel+b, <bypaje2+ b, <b+15topovlacidaje [(2,1)] < [(b1,b2)], 4. 17 < b. 1z
propozicije slijedia-1z <a-bpaje

<2 (5.14)
1z

SR

+1,1 .
Vrijedi [(a1, a2)] < [(a; + 1, 1)] jerjea; + 1 < (a; + 1) + a,. Stoga je 1i < M, tj.

] zZ Iz
zan = a; + 1 imamo

2w (5.15)
1z
Iz (5.14) 1 (5.15) slijedi g < n*, tj. ¢ < n* §to je i trebalo dokazati. O

Propozicija 5.6.6. Neka je a € R. Tada postoji r € Q takav da je a <.

Dokaz. Imamo a = [(x,)], gdje je (x,) € €. Neka je € = 1g. Tada je € > Og pa postoji
ny € N takav da za sve m, n € N za koje je m,n > ny vrijedi |x,, — x,,| < €. Posebno, za svaki
n € N takav da je n > ng vrijedi |x, — x| < €.
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Neka je n > ny. Slijjedi x, — x,,, < € pa je x, < x,, + €. Nadalje, x, + € < (x,, + €) + €.
Definirajmo r = x,, + € + €. Dakle, r € Q1 x, + € < r za svaki n > ny. Stoga je

[(x)] < [(r,r,..)], tj. a < T $to je i trebalo dokazati. O

Napomena 5.6.7. Iz dokaza propozicije je jasno da u svakom uredenom polju
(P,+,-,<) vrijedi 0 < 1, tj. 0 < 1. Nadalje, vidimo da tvrdnje propozicije 4.2.4|i leme
vrijede u bilo kojem uredenom polju.

Lema 5.6.8. Neka je (x,) niz u Q takav da je (x,) Cauchyjev niz u R. Tada je (x,) konver-
gentan nizu R.

Dokaz. Neka je € > Og. Tada je € > Or pa postoji ny € N takav da za sve m,n > ng vrijedi
|x,, — x,| < €. Neka sum,n > ny. Imamo |x,, — x,| = |x,, — x,,| paje |x,, — x,| < € Sto povlaci
|x,, — x,| < €. Time zaklju¢ujemo da je (x,) Cauchyjev niz u Q.

Neka je a = [(x)]. Tvrdimo da niz (x,) tezi prema a u R. Neka je € > Og. Tada je

€' > Og prema napomeni Prema propoziciji slijedi €~ < 7 za neki r € Q.
Stoga je O < 7 pa zakljuCujemo da je r > Oq. Iz €' < 71inapomene slijedi 7l <e

tj. r! < €. Definirajmo § = r~'. Tadaje 6 > Og i 6 < €. Nekajet > Og takav da je
T+ 7 = lg. Buduéi daje (x,) € €, postoji ny € N takav da za sve m,n > ny vrijedi

|Xp — Xp| < T-0. (5.16)
Neka je n > ny. Tvrdimo da je |x, — a| < €.
Prvi slucaj: x,, — a > Og. Tada je |x, — a| = X, — a. Imamo:

Xy —a = [y Xy )] = [(X15 X2, 00y X )] = [(Kn = X1, X0 = X2, 0y Xy — Xy 20)]
Neka je k > ny. Koristeci (5.16)) dobivamo da je x,, — x; < |x, — x| < 70, 4. X, —x, < T8
paje (x, — xx) + 7 -6 < 0. Dakle, posljednja nejednakost vrijedi za svaki k > ng, a ocito je
7 -0 > Og. Iz definicije relacije < na R zakljuCujemo da je

[(x, — x1, %, — X250y Xy — X1, .. ] < (6,6, ..., 0, ...)] .

Dakle, X, — a < 6 pa slijedi X, — a < €, tj. [x, —a| < .

Drugi slucaj: x, — a < Og. Tada je |x, — a| = a — X,,. Posve analogno kao u prvom
slucaju dobivamo a — x,, < €, tj. |x, —a| < €.

Dakle, |x, — a| < € za svaki n > ny. Prema tome, niz (x,) je konvergentan u R. O
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Lema 5.6.9. Neka sua € Ri e > Og. Tada postoji r € Q takav da je |la — 7| < €.

Dokaz. Tmamo a = [(x,)], gdje je (x,) € €. Kao u dokazu leme vidimo da postoji
0 > Op takav daje o <e.

Neka je 7 > Og takav da je 7 + 7 = 1. Buduci da je (x,,) Cauchyjev niz, postoji ny € N
takav da za sve m, n > ny vrijedi |x,, — x,| < 7 - 6. Neka je r = x,,,. Imamo:

a—T7 = [(X1, X2, oy Xy oo )] = [(Kings Xngs o5 Xngs )] = [(X1 = Xgs X2 = Xings wvvr Xt — Xirgs -) ] -

Neka je n > nyg. Imamo x, — x,, < |x, —x,,| < 7-06. Dakle, x, — x,, < 7-06 pa je

(Xp = Xyy) + T+ 6 < 6 za svakin = ng. ZakljuCujemo da je a — 7 < . Stogajea—7 < e.
Analogno dobivamo da je ¥ — a < ¢, odnosno 7 — a < €. Iz svega toga slijedi da je
la—T7| < €. O

Lema 5.6.10. Neka su a,b,a’,b’ € R. Tada je |la—b| —|a’ = b'|| < |la—d'| +|b - |
Dokaz. Imamo:

la—bl=la—a +ad - b
<la—d|+la" - bl
=la-d|+|d -b +b —b|
<la-d|+|a -b|+|b" - D]
=la-d|+|d -b|+|b-Db|.
Iz toga slijedi da je
la—bl—la" —b'|<l|la—-d|+|b-Dbl (5.17)

S druge strane, imamo:

' —b'|=ld —a+a-"b|
<la"—al+la-"b|
=la—-d|+la-b+b-"0|
<la-d|+la-bl+1|b-"b|.

Iz toga slijedi da je

la =b'|—la—-b|<l|la—d|+|b-Dbl (5.18)
Uoc¢imo da iz (5.17) i slijedi da je |la — b| — |a’ — b'|| < |la—da’| + |b - b’| Cime je
tvrdnja ove leme dokazana. O

Teorem 5.6.11. Svaki Cauchyjev niz u R je konvergentan.
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Dokaz. Neka je (a,) Cauchyjev niz u R. Neka je n € N. Tada je 0g < n* pa je Og < n*.
Prema napomeni tada je Or < (n*)”!. Prema lemi postoji x, € Q takav da je

jan = %l < ()" (5.19)

DokaZzimo da je x, Cauchyjev niz u R. Neka je 7 > Oq takav da je 7 + 7 = 1g. Neka je
€ > Og. Tada postoji 6 > Oq takav da je 6 < e. Buduci da je (a,) Cauchyjev niz u R, postoji
ny € N takav da za sve m,n > ngy vrijedi

la, —a,| <7-0. (5.20)

Prema lemi W postoji my € N takav da je (7 - (16))! < my. Odaberimo ky € N takav
da je ko = mo 1 kg > no. Neka sum,n > ko. Tada je my < m pa je my < m" Sto nadalje

povladi da je (7 - (t6))™! < m*. Iz toga slijedi da je (m*)™' < 7 - (76) paje (m*)! < - (19)
Sto naposljetku povlaci da je
(m*) ' < 1 (19). (5.21)

Analogno dobivamo da je
() < 7 (16). (5.22)

Koriste¢i lemu [5.6.10]i nejednakosti (5.19), (5.21) i (5.22) dobivamo

[Xim = Xl = lam = anl < X = Xl = lam — anll

< X = @l + [0 — anl
= lam = Xl + lan — x|
< (m)™ + ()™
<71-(10)+ 7 (10)
=7-(190) + 7 (19)

=71-0,
odnosno X, — X,| — la, — a,| < 7-6. 1z ovoga i nejednakosti 1} nadalje dobivamo:

|ﬂ_-x_n|<‘r'5+|am_an|

<T-64+7-6
_T o470
=0
<eE€.

Dakle, za sve m, n > kq vrijedi |x,, — X,,| < € pa je prema tome (x,) Cauchyjev niz u R.
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Prema lemi taj niz je tada konvergentan u R. Dakle, postoji b € R takav da
X, — b. Tvrdimo da a,, — b.
Neka je € > Og. Odaberimo 6 > Og takav da je 6 < €. 1z X, — b slijedi da postoji ny € N
takav da za svaki n > ng vrijedi
% — bl <7-0. (5.23)

Prema lemi postoji my € N takav da je (r-6)™' < m. Odaberimo kj € N takav da je
ko > mg i ko > ng. Neka je n > kq. Tada je my < n pa je m; < n* Sto nadalje povlaci da je
(t-68)~' < n*. Iz ovoga, kao i prethodno u dokazu, slijedi da je

) ' <716 (5.24)

Iz n > ny, nejednakosti (5.19), (5.23) i (5.24) slijedi:

|a, — bl = la, — X, + X, — bl

< lan — Xa| + [x, — b
<) '+1-6
<T-64T7-6
=7-64+7-6

=6

<e.

Dakle, za svaki n > kg vrijedi |a,—b| < € pa prema tome a, — b, tj. niz (a,) je konvergentan
u R. Time je ovaj teorem dokazan. O

5.7 Potpunost

Definicija 5.7.1. Neka je S C N te neka je a € S. KaZemo da je a minimum (najmanji
element) skupa S ako za svaki s € S vrijedi a < s.

Lema 5.7.2. Neka su x,n € N takvi da je x < n+ 1. Tada je x < n.

Dokaz. 1z x < n+ 1 slijedi da postoji k € Ntakavdajen+ 1 = x + k.
Akojek=1,ondajen+1=x+1,paje x =n, aposebno x < n.

Akojek # 1,ondajek =[/+1zanekile Npajen+1=x+({+1),t.n+1=x+D)+1,

pajen = x + [. Dakle, x < n. Time je ova lema dokazana. O

Teorem 5.7.3. Svaki neprazan podskup od N ima minimum.
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Dokaz. Neka je
¥ = {n € N|svaki podskup S od N za kojeg postoji x < n takav da je x € § ima minimum}.
Dokazimo indukcijom da je £ = N.

Pretpostavimo da je S € N te da postoji x < 1 takav da je x € S. 1z leme slijedi

da je x = 1. Dakle, 1 € S pa iz iste leme zakljuujemo da je 1 minimum od §. Prema
tome, 1 € X.

Pretpostavimo da je n € X. Dokazimo da je n + 1 € X. Pretpostavimo da je S C N te da
postoji x < n + 1 takav da je x € §. Promotrimo sljedeca dva slucaja.

1.slucaj: Postojiy € S takavdajey <n+ 1.
Prema lemi [5.7.2) vrijedi y < n. Iz n € X slijedi da § ima minimum.

2.slucaj: Zasvakiy € S nevrijediy<n+1,tj. y£n+1.
Iz napomene [2.3.8| slijedi da za svaki y € § vrijedin + 1 < y. Posebno, n + 1 < x §to
zajednos x <n+ 1 daje x=n+ 1. Dakle,n+ 1 € S. Stoga je n + 1 minimum od S.

ZakljuCak: n + 1 € Z. Prema tome, £ = N.
Neka je S neprazan podskup od N. Odaberimon € §. Zax =nvrijedix <nix € §
paiz n € X slijedi da § ima minimum. Time je ovaj teorem dokazan. O

Definicija 5.7.4. Neka je S C R i neka je a € R. KaZemo da je a gornja meda skupa S ako
za svaki x € S vrijedi x < a.

Lema 5.7.5. Neka su a,b,c € R takvidajea < b < c. Tada je |b —al < ¢ — a.

Dokaz. Tmamo Og < b—apaje|b—a|l = b —a. 1z b < c i suglasnosti < te operacije +
slijedi b —a < ¢ — a. Prema tome, |b —a| < c —a. O

Teorem 5.7.6. Uredena cetvorka (R, +, -, <) je potpuno uredeno polje.

Dokaz. Pretpostavimo da su S 1 T neprazni podskupovi od R takvi da je x < y za svaki
x € S 1svakiy € T. Zelimo dokazati da postoji z € R takavdajex <z<yzasvakix € §
isvakiyeT.

Odaberimo xy € S. Ako je xy gornja meda skupa S, onda smo gotovi (jer moZzemo
uzeti z = Xp). Pretpostavimo da x( nije gornja meda skupa S. Za n € N ozna¢imo

5, = (n9)7L.
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Neka je n € N. Tvrdimo da postoji k € N takav da je xo + k* - 6, gornja meda od S.
Odaberimo y, € T. Iz leme [5.6.5]i propozicije [5.6.6| slijedi da postoji m € N takav da je
yo — Xo < m*. Neka je k = m - n. Imamo

k6,=m-ny @) =m () =m0 () =,

paje yo — xo < k* - 6. Stoga je yg < xo + k*-6,. Prema pretpostavci teorema svaki element
skupa T je gornja meda skupa S, posebno i yy, pa je xo + k* - 6, gornja meda od S. Prema
tome, postoji k € N takav da je xo + k* - 9, gornja meda od S.

Neka je A = { k € N | xo + k* - 6, gornja meda od S }. Imamo A # () pa prema teoremu
A ima minimum. Oznacimo ga s k,;,. Dakle, k,,;, € A pa je xo + k. -6, gornja meda
od §S. Definirajmo a, na ovaj nacin:

a, = (xo + k%, +8,) =6,

min

Tvrdimo da a, nije gornja meda od S. Ako je k,;, = 1, onda je a, = x( pa je jasno da a,
nije gornja meda od skupa S. Pretpostavimo da je k,,;, # 1. Tada postoji [ € N takav da je
kpnin = [+ 1. Imamo:

ay = (xo + [+ 1) 6,) =6,

=(xo+F+17:68,) =6,

= (x+ (" +19-6,) =6,

=Xo+ 16, + 1z -6, 0,

=X+l 6,+6,— 06,

= Xxg + I Op.
Dakle, a, = x¢ + I 0,. UoCimo da je [ < k,,;,, pa stogal ¢ A. Prema tome, x, + I 0, nije
gornja meda od S, tj. a, nije gornja meda od S .

Zakljucak: Imamo niz (a,) u R takav da je a, + 6, gornja meda od S za svaki n € N, ali a,
nije gornja meda od S.

Tvrdimo da je (a,) Cauchyjev niz u R. Neka su m,n € N. Buduc¢i da a, nije gornja
meda od S, postoji s, € S takav da je a, < s;. Isto tako, postoji s, € S takav da je a,, < 5.
Neka je

| si1,ako 51 > 5,
B { s», inace.

meda od S, vrijedi s < a, + 6,. Dakle, a, < s < a, + &, pa iz leme slijedi da je tada

Tadaje s € Sis < s, 5 <s. Slijedia, < sia, <s. Bududidajea,+ 9, gornja
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ls —a,| < 6,. Isto tako vrijedi |s — a,,| < 6,,. Stoga je

|am_an|:|am_s+s_an|
< lam = s+ Is — a,l
:|S_am|+|s_an|
<O, +0,.

Dakle, za sve m,n € N vrijedi
la, — a,| < 6, + 0,. (5.25)
Neka je € > Og. Kao u dokazu leme |5.6.8| dobivamo da postoji p > Oq takav da je p < e.

Neka je 7 > Og takav da je 7+7 = 1o. Prema lemi[5.6.5|postoji ny € N takav da (7-p)~" < nj.
Slijedi ()™ < 7-ppaje

) <7 p. (5.26)

Neka sum,n > ng. Tada je n; < n* pa je (n) ' < (n(’;)‘1 Sto nadalje povlaci (n*)~! < (nj)~!,
tj. (17" < (n5)™". Isto tako vrijedi (m*)™! < (nf)~". Dakle, 6,6, < (n;)"". Sada, iz (5.25)
i slijedi:

a, — a,| <0, + 0,
<)+ ()
<T-p+T-p
=T-p+71-p
=5
<e&.

Dakle, za sve m,n > ny vrijedi |a,, — a,| < € pa zakljuCujemo da je (a,) Cauchyjev niz u R.

Prema teoremu niz (a,) je konvergentan pa postoji z € R takav da a, — z.
Tvrdimo da je x <z < yzasvaki x € S isvakiy € T. Neka je x € S. Pretpostavimo da je
z<x. Tadajex—z>Orp pajeT:(x—2) > Or. 1z a, — zslijedi da postoji ny € N takav
da za svaki n > ng vrijedi |a, — z| < T - (x — z). Kao i maloprije, zaklju¢ujemo da postoji
m € N takav da je (m*)™! < T - (x — z). Odaberimo k € N takav da je k > ny i k > m. Tada



je (k)" < (m*)™" paje (k)" <T-(x - z). Imamo:

(ax + k) — 2l = l(ax — 2) + &l
< lar — 2| + 64|
= g — 2| + (k)
<T-(x=2)+7-(x—2)
=T+7)-(x-2)
=(T+71)(x-2)
=Xx-2

Dakle, |(a; + 0;) — z| < x — z pa posebno (a; + ;) — z < x — z. Slijedi a; + 6x < x, no ovo je

u kontradikciji s ¢injenicom da je a; + 6 gornja meda skupa S. Dakle, ne vrijedi z < x pa
prema tome imamo x < z.

Neka je y € T. Pretpostavimo da je y < z. Tada je z — y > Og pa zbog a, — z postoji
my € N takav da je |a, — z| < z — y za svaki n > my. Odaberimo n > my. Imamo:

Z=ay <|z—ayl =la, —2d <z-y.
Dakle, vrijedi z — a, < z — y iz Cega slijedi y < a,. Budu¢i da je y gornja meda od S (jer je

y € T), imamo da je a, gonja meda od S. No to je u kontradikciji s definicijom niza (a,).
Prema tome, z < y.

Dakle, imamo x < ziz < yzasvaki x € § i svaki y € T. Time smo dokazali da je
(R, <) potpuno ureden skup. Prema tome, (R, +, -, <) je potpuno uredeno polje. m]
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Sazetak

Ovaj diplomski rad podijeljen je na pet vecih tematskih poglavlja kroz koje se provodi
konstrukcija skupa realnih brojeva, odnosno jednog potpuno uredneog polja.

Prvo poglavlje sadrzi definicije osnovnih pojmova. To su pojmovi binarnih operacija 1
binarnih relacija na nepraznom skupu 1 njihova svojstva te pojmovi razlicitih algebarskih
struktura.

U drugom poglavlju opisani su aksiomi prirodnih brojeva, definirane operacije zbra-
janja i mnoZenja na skupu prirodnih brojeva uz njihova svojstva te konstruiran uredaj na
istom skupu.

Skup cijelih brojeva, operacije zbrajanja i mnoZenja te uredaj na njemu definirani su u
treCem poglavlju.

Cetvrto poglavlje sadrzi konstrukciju skupa racionalnih brojeva te ve¢ spomenute poj-
move uz dodatnu izgradnju koncepta apsolutne vrijednosti apsolutnog broja.

Peto poglavlje zapocCinje pojmom niza i njegove konvergencije. Uz definiciju Cauc-
hyjeva niza u skupu racionalnih brojeva i relacije ekvivalencije na skupu Cauchyjevih ni-
zova dolazi se do definicije skupa realnih brojeva. Nakon toga, uz izgradnju operacija
zbrajanja i mnoZenja te uredaja na skupu realnih brojeva, preko Cauchyjevih nizova na tom
skupu i dokaza da su oni konvergentni dolazi se do kona¢nog koncepta potpuno uredenog
polja.






Summary

This graduate thesis is divided into five major thematic chapters through which the cons-
truction of a set of real numbers, that is, a completely ordered field, is shown.

The first chapter contains the definitions of basic notions. These are the notions of bi-
nary operations and binary relations on a nonempty set and their properties, as well as the
concepts of various algebraic structures.

In the second chapter we give the axioms of natural numbers, we define addition and
multiplication on the set of natural numbers, we prove their properties and construct an
order on the same set.

The set of integers, addition, multiplication and the order on it are defined in the third
chapter.

The fourth chapter contains the construction of the set of rational numbers and the
aforementioned concepts with the additional concept of the absolute value of a rational
number.

The fifth chapter begins with the concept of a sequence and its convergence. With the
definition of Cauchy sequence in the set of rational numbers and the relation of equivalence
at the Cauchy sequence, a definition of a set of real numbers comes up. Thereafter, along
with the construction of the addition, multiplication and the order on the set of real num-
bers, through Cauchy sequences in that set and the proof that they are convergent, comes
the ultimate concept of a completely ordered field.
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