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1 Uvod

U novije vrijeme financijske institucije suocene su sa kompleksnim zadatkom
procjene i kontrole svoje izlozenosti trziSnim rizicima koji mogu biti uzro-
kovani raznim cimbenicima poput promjena cijena kapitala, roba, deviznog
tecaja i kamatnih stopa. Veliki napredak u pristupu rizicima ostvaren je
nakon sto je Odbor za nadzor banaka u Baselu donio niz pravila koja su
omogucila inovacije u metodologiji upravljanja rizicima. Osnova za mjerenje
trzisnog rizika postala je metrika zvana riziénost vrijednosti (engl. Value at
Risk - VaR) - statisticka metoda za mjerenje razine rizika nekog investicij-
skog portfelja u danom vremenskom periodu. Nju je uvelike popularizirao
J.P.Morgan 1990-ih jer su zaposlenici u upravljanju rizicima na kraju svakog
dana morali racunati statisticku vrijednost koja je predstavljala rizik cijelog
portfelja banke. Cilj je bio dobiti jedan broj koji predstavlja ukupni rizik
bez potrebe za promatranjem rizika vezanih uz odredene pozicije u portfelju.
VaR mjeri maksimalnu veli¢inu koja se moze izgubiti u portfelju u danom
vremenskom periodu uz odredenu razinu povjerenja, kao i vjerojatnost ma-
terijalizacije odredenog gubitka. Koriste¢i podatke dobivene modeliranjem
pomocu VaR-a financijske institucije mogu odrediti imaju li dovoljno kapital-
nih rezervi da pokriju eventualne gubitke i trebaju li dodatno diverzificirati
portfelj u slucaju neprihvatljivo visokih rizika.



2 Procjena rizi¢nosti vrijednosti u uvjetno
Gaussovoj klasi modela

2.1 Uvod u rizi¢nost vrijednosti
2.1.1 Prakti¢na primjena rizi¢nosti vrijednosti

VaR je odreden velicinom potencijalnog gubitka, vjerojatnosti pojave gu-
bitka i vremenskim periodom. Statisticki gledano, VaR portfelja je kvantil
distribucije gubitka portfelja u odredenom vremenskom intervalu pri danoj
vjerojatnosti.

Slika 1

VaR

Izvor: Slika 1 konstruirana u matematickom software-u R

Na slici 1 nacrtana je graficka reprezentacija VaR-a sa 95%-tnom razinom
povjerenja. Slika prikazuje hipotetsku funkciju gustoc¢e povrata za portfelj.
Crveno podrucje lijevo od razine VaR-a predstavlja 5% ukupnog podrucja
ispod krivulje, a podrucje desno od razine VaR-a predstavlja 95% ukupnog
podrucja ispod krivulje. Ako na primjer portfelj dionica ima dnevni 95%-tni
VaR od $1 000 000 to znaci da ¢e vrijednost portfelja u 5% slucajeva pasti
za vise od $1 000 000.



Prvi zadatak institucija kod koristenja VaR-a je softverski problem imple-
mentacije sucelja u razne sustave i baze podataka koji koriste potencijalno
razlic¢ite operacijske sustave i jezike. Sljedeci zadatak je koristenje dobivenih
podataka za kontrolu rizika i stvaranje uvjeta u kojima svi sudionici pri-
hvacaju takav sustav upravljanja rizikom.

Postoji mnogo prednosti koristenja VaR-a koje su i dovele do njegove velike
popularnosti. Prvenstveno, VaR je vrlo jednostavan za interpretaciju - to
je broj izrazen u nekoj valuti ili postotku vrijednosti portfelja koji opisuje
rizicnost portfelja. Nadalje, jako je rasprostranjen i postoji Siroka primjenji-
vost na razlicite oblike financijske imovine. Takoder, upravo zbog svoje po-
pularnosti ¢esto je unaprijed implementiran u raznim financijskim softverima
Sto omogucuje brzo racunanje VaR-a nekog portfelja. Ipak, nakon Svjetske
financijske krize 2007.g-2008.g, postalo je jasno da VaR ima neke znacajne
nedostatke. Neki od njih su:

- Rezultat procjene ovisi o uzetim pretpostavkama
Kao i kod svake druge kvantitativne metode u financijama, rezultati i
upotrebljivost VaR-a ovise o podatcima koje koristimo pri racunanju.
Zato razli¢ite metode racunanja daju rezlicite rezultate.

- VaR ne mjeri najveéi gubitak koji se mozZe dogoditi

Najveée ogranicenje VaR-a je da nam on ne govori koliki je najveci
mogudéi gubitak. Na primjer, dnevni 99%-tni VaR od $1 000 000 znaci
da ¢e u 1% slucajeva (to su 2-3 dana trgovanja u godini sa dnevnim
racunanjem VaR-a) gubitak biti veéi od $1 000 000, ali problem je da
ne znamo nista o veli¢ini gubitka unutar tih 1%. On moze biti malo
vedi od spomenutog iznosa, ali moze se dogoditi i da je znacajno vedi.
Zato se za VaR Cesto kaze da daje lazan osjec¢aj sigurnosti.

. Cesto koristenje pretpostavke o normalnosti

Vec¢ina prihvacenih i nagradivanih ekonomskih teorija pociva na nor-
malnosti distribucije rizika. To znaci da se najcesée dogadaju situacije
koje imaju manje ozbiljne posljedice, a vjerojatnost da se ostvare ri-
jetki dogadaji poput sloma trzista je gotovo nula. Nazalost, takve pret-
postavke ne odrazavaju stvarni svijet (imali smo ve¢ nekoliko slomova
trzista, a prema ovoj pretpostavci to se ne bi trebalo uopcée dogoditi, a
kamoli vise puta).

- Tesko se izracunava za velike portfelje
Sto je veéi broj pozicija u portfelju to je teze izracunati VaR. Takoder,
velika raznolikost portfelja otezava, ali i poskupljuje zadatak odredivanja
rizika.



- VaR nije aditivan
Moguce postojanje korelacije izmedu razlicitih faktora rizika mora se
uzeti u obzir pri racunanju rizika. Zato zbroj VaR-a portfelja koji sadrzi
financijsku imovinu X i VaR-a portfelja koji sadrzi financijsku imovinu
Y nije jednak VaR-u portfelja koji sadrzi imovine X i Y.

I zaista, VaR (kao i mnogi drugi pokazatelji) uvelike je podcijenio opasnost i
ucestalost rizika koji su doveli do krize. Kako su banke bile previse uvjerene
u uspjesnost VaR-a, nisu imale dovoljno sredstava da pokriju novonastale gu-
bitke. Svjetska financijska kriza 2007.g-2008.g uvelike je narusila povjerenje
koje su banke imale u VaR. Ipak, to ne znaci da je VaR nuzno lo§ pokazatelj.
VaR moze biti vrlo dobar pokazatelj ako smo svjesni njegovih moguénosti i
ogranicenja. Ne smijemo ga koristiti kao jedini pokazatelj rizika, ve¢ ga treba
implementirati zajedno sa drugim mjerama rizika.

2.1.2 Statisticko modeliranje rizicnosti vrijednosti

U praksi racunanje VaR-a za velike portfelje sa kompliciranijim financijskim
instrumentima predstavlja pronalazenje ravnoteze izmedu brzine i tocnosti.
Kao sto ¢emo vidjeti, brzi modeli zahtjevaju ogranicavajuce pretpostavke o
promjeni vrijednosti portfelja ovisno o faktorima rizika, a precizniji modeli
obi¢no vode duzem vremenu izvrSavanja. Pitanje modeliranja i aproksimacije
rizika je klju¢éno jer neadekvatni pristup VaR-u moze upropastiti cijeli sus-
tav upravljanja rizicima financijske institucije. Koristenje VaR metodologije
zato zahtijeva odabir prikladnog statistickog modela i nacina aproksimacije.
Odabir modela nije jednostavan proces i nalaze da se u obzir uzmu mnogi
¢imbenici. Ovisno o tome dobit ¢emo rezultate sa razlic¢itim razinama preciz-
nosti i drugacijim vremenima izvrSavanja. Neke od vaznih odluka povezanih
sa modeliranjem su:

1. Koje faktore rizika treba uzeti u obzir?

Ta odluka prvenstveno ovisi o poslovanju banke, tj. o imovini koja
dominira u njenom portfelju, ali takoder moze ovisiti o dostupnosti
povijesnih podataka. Nedovoljna koli¢ina podataka vezana uz odredeni
rizik moze dovesti do pogresne interpretacije vaznosti odredenog rizika.
Zato je bolje koristiti drugaciji faktor sa boljim, dostupnijim povijesnim
podatcima. Isto tako, izostavljanjem nekog bitnog pokazatelja moze se
dogoditi da odredena dobra ili losa svojstva pogresno pripisemo nekom
drugom ¢imbeniku. Zato nas model mora u obzir uzeti sve relevantne
faktore rizika.



2. Kako modelirati cijene kao funkcije faktora rizika?
Na primjer kod manjih portfelja sa dionicama obi¢no se uzima da svaka
dionica predstavlja zaseban faktor rizika. Ako X} = log(S}) —1log(S!_,)
predstavlja log povrat dionice ¢ u vremenskom intervalu [t-1,t], onda je
promjena u vrijednosti portfelja koji sadrzi samo dionicu ¢ dana sa

ASI=Si (X —1)
gdje S! predstavlja cijenu dionice i u trenutku £.

3. Koja svojstva pretpostavljamo za dinamiku faktora rizika X, ?
Osnovni modeli za dionice pretpostavljaju da log povrati dionica X; =
log(S!) — log(Si_;) imaju multivarijantnu normalnu razdiobu i da su
medusobno nezavisni. Slicni zakljucci vrijede i za ostale faktore rizika.

4. Kako procijeniti parametre modela na temelju povijesnih podataka?
Uobicajeni pristup je definirati model i onda traziti procjenitelje koji
zadovoljavaju odredene uvjete. Tako je na primjer nepristrani procje-
nitelj minimalne varijance kovarijacijske matrice ¥ faktora rizika X,
,pravokutni pomicni prosjek”

T

S= ) (X, — ) (X — )T

T—1Z( e — ) (X — p)
7=1

gdje je p ocekivanje varijable X;. Drugaciji pristup je da prvo nademo

procjenitelja, a tek nakon toga odredimo model za koji taj procjenitelj

zadovoljava odredena svojstva.

Tako postoji mnogo razlicitih statistickih modela za trzisne rizike, u praksi
se pretezito koriste dvije vrste:

1. IID-models
Faktori rizika X; nezavisni i jednako distribuirani, ali distribucija od
X, nije nuzno normalna.

2. Uvjetno Gaussovi modeli
Faktori rizika X; imaju multivarijantnu normalnu distribuciju uvjetno
na informaciju do trenutka ¢ — 1.



2.1.3 Aproksimacije rizi¢nosti vrijednosti

Promatrat ¢emo aproksimacije VaR-a u klasi uvjetno Gaussovih modela.
Pretpostavljamo da je uvjetno ocekivanje od X; jednako nula (u; = 0) i da
je kovarijacijska matrica X; procijenjena u trenutku t-1. Tada je promjena
vrijednosti portfelja na vremenskom intervalu [t-1,t] dana sa

AVy(X,) = iwiASf(Xt)

i=1

gdje su w; tezine portfelja. Ubuduce ¢emo promatrati situciju bez vremenskih
indeksa. Dakle AV ¢e predstavljati promjenu vijednosti portfelja u sljede¢em
vremenskom intervalu, a X pripadni vektor faktora rizika. VaR ne mozemo
dobiti iz distribucije individualnih faktora rizika, ve¢ VaR trebamo odrediti
pomocu distribucije od AV. Jedina opc¢enita metoda za odredivanje kvantila
distribucije od AV je Monte Carlo simulacija. Nazalost u praksi se pokazalo
da Monte Carlo simulacije nisu najpraktic¢nije rjeSenje, pogotovo za jako ve-
like portfelje. Pomoc¢u raznih metoda aproksimacije vrijednosti portfelja kao
funkcije faktora rizika mozemo priblizno odrediti kako izgleda AV, iako ju ne
znamo. Te metode pokazuju kako promjene faktora rizika odreduju promjene
vrijednosti portfelja. Danas se najvise koristi takozvana Delta-Gama aprok-
simacija. Ona je poboljSana verzija Delta metode koja nije bila uspjesna
zbog pretpostavke linearnosti (u stvarnom svijetu financijski instrumenti u
portfelju nisu linearno vezani za faktore rizika). Naime, Delta metoda obu-
hvacala je samo prvu derivaciju funkcije vrijednosti, a Delta-Gama metoda
obuhvaca prvu i drugu derivaciju funkcije vrijednosti. Delta-Gama aproksi-
macija temelji se na Taylorovom razvoju drugog reda za vrijednost portfelja.
Slijedi:

AV(X) =~ ATX + %XTFX, (1)
pri cemu je

AV(Xt> - V(Xt) - V(Xt_l)
1
= AX-)" (X — Xyo1) + E(Xt — X ) T (Xp-1)(Xy — Xia).
A je vektor,a I' simetricna matrica koji predstavljaju redom prvu, odnosno

drugu derivaciju od V' u odnosu na X, tj. A i I" predstavljaju osjetljivost od
V' na faktore rizike.



2.1.4 Svojstva Delta-Gama normalnih modela

Kao $to smo gore rekli, promjenu vrijednosti portfelja AV mozemo aproksi-
mirati kao:

1 - 1 —
AV(X) ~ ATX + 2X rx = § AKX+ 5 § Xl X

/L"j

gdje je X ~ N(0,X) 1 A, := %, .= 8)??(;/)(_ zasve 1,7 =1,...,n.

7 A J
Cilj nam je pokazati da se vrijednost portfelja AV moze izraziti kao suma
nezavisnih slucajnih varijabli koje su kvadraticne funkcije standardnih nor-

malnih varijabli Y;. To ¢emo napraviti u tri koraka:

1. Faktorizacija Choleskog matrice ¥ radi transformacije varijabli X; u
nezavisne slucajne varijable
Koristeci faktorizaciju Choleskog za kovarijacijsku matricu X, moze se
naé¢i matrica A tako da vrijedi: AAT = . Iz toga slijedi A7!X ~
N(0,I). Promotrimo sad ponovo aproksimaciju od AV ali zapisanu
sa jedini¢nim matricama koje é¢emo zamijeniti sa I = AA™1ili I =
(AT)_lAT:
1
AV(X) = ATIX + 5XTIFIX
1
= ATAAT'X + QXT(AT)_IATFAA_lX
1
= ATAAT'X + §XT(A*1)TATFAA*1X

= ATAAT'X) + %(A‘IX)TATFA(A‘lX)

Sada mozemo pisati:
1
AV(X)=ATAZ + 5ZTMZ, (2)

gdje je Z = A"1X ~ N(0,I) (sve varijable Z; su standardne normalne
nezavisne sluc¢ajne varijable) i M = ATT'A (M je simetri¢na matrica jer
je T' simetri¢na).

2. Diyjagonalizacija matrice I'
Svojstveni vektori e’ matrice M su vektori za koje vrijedi:

Mei = /\iei (3)

7



gdje se skalari \; nazivaju svojstvene vrijednosti. Gornja jednadzba
ima netrivijalno rjesenje ako je matrica (M — \;I) singularna. Zato
rjesavanjem sustava

det(M — )\zI) =0

dobivamo svojstvene vrijednosti koje mozemo iskoristiti u jednadzbi
(3) za racunanje svojstvenih vektora. Kako je gore definirana matrica
M simetri¢na, slijedi da ima n ortonormiranih svojstvenih vektora (je-
diniéni i ortogonalni) (/)T = (e €, --- €l) ,j = 1,2,...,n. Sada

definirajmo matricu () Ciji stupci su svojstveni vektori matrice M:

1 2 n

e% e% o€

n

L . e; €5 ... €}
Q:(e e 6): )
1 2 n

€, €. ... en

Iz toga odmah slijedi QTQ = I. Zato jei QT = Q7' = QQT = I.
Svojstvene vrijednosti se mogu iskoristiti da se konstruira dijagonalna
matrica:

A0 .00
0 X ... O
0 0 ... X\

Sada se jednadzba (3) moze zapisati kao M Q) = QA. Mnozenjem obje
strane sa Q7 slijedi QT MQ = QTQA = A $to mozemo zapisati kao

QTATTAQ = A
Sto je upravo trazena dijagonalizacija matrice I.

. Zapis AV u traZenom obliku
Sada u jednandzbu (2) uvedimo jedini¢ne matrice i zamijenimo ih sa

QQ™:
AV(X) = ATAIZ + %ZTIMIZ
= ATAQQTZ + %ZTQQTMQQTZ
= ATAQQTZ) + Q" 2)"AQ2).
Sada mozemo pisati

AV (X) = ATAQY + %YTAY,



gdieje Y = QTZ = QTA'X i A = QTMQ = QTATTAQ. Ako jos
ozna¢imo & = QT AT A slijedi da je

1
AV(X)=6"Y + 5YTAY sa Y ~ N(0,1).

To povlaci

AV = 36X+ pAY?). (4)

i=1

Ako (4) zapiSemo na drugaciji nacin, dobivamo sljededi izraz za AV:

av =Sy O
SN

2.1.5 Prednosti i nedostatci Delta-Gama aproksimacije

Ovaj pristup sa Delta-Gama aproksimacijom nai$ao je na mnoge pohvale,
ali i kritike. Postoje jednostavni primjeri portfelja sa opcijama kod kojih
kvadraticna aproksimacija funkcije vrijednosti moze dovesti do velikih po-
gresaka u racunanju VaR-a. Takoder, navedena Taylorova aproksimacija je
lokalna i upitno je moze li biti dobra u modeliranju ekstremnih dogadaja.
Usprkos tome, postoji mnogo razloga zasto bi banke trebale implementirati
ovu metodu. Statisticka pretpostavka uvjetno Gaussovih faktora rizika moze
pomodi objasniti razne ¢injenice vezane uz povrate imovine. Takoder, pri-
mamljivo je izrazavati promjene u vrijednosti portfelja u deltama i gamama
jer su one lako rac¢unaju i ve¢ su Siroko implementirane u raznim sustavima
koji se koriste u trgovini (a bolje je nego koristenje samo delta). Na kraju,
osobi koja se bavi upravljanjem rizika tesko je odbaciti Delta-Gama metodu
ako ju vec¢ina konkurencije ima implementiranu.

Predlozeno je mnogo metoda za racunanje kvantila distribucije odredene mo-
delom (1). Neke od njih su Monte Carlo simulacija (ako se koristi stvarna
vrijednost funkcije AV(X) govorimo o ,,punoj” Monte Carlo simulaciji, a
ako se koristi kvadraticna aproksimacija, tada govorimo o parcijalnoj Monte
Carlo simulaciji), Johnsonova transformacija, Cornish Fisherova ekspanzija,
Solomon-Stephensonova aproksimacija i druge. Dvije metode koje se vrlo
cesto koriste u praksi su Cornish-Fisherova aproksimacija i parcijalna Monte
Carlo simulacija. Cornish-Fisherova aproksimacija je veoma brza, ali i ne-
dovoljno precizna. Monte Carlo simulacije mogu (u teoriji) postiéi bilo koju
zeljenu toc¢nost, dok Cornish-Fisherova aproksimacija daje samo ograni¢enu
tocnost.



2.2 Cornish-Fisher aproksimacija
2.2.1 Izvodenje i svojstva

Ako postoji odnos izmedu dviju distribucija i ako je poznata funkcija kvan-
tila jedne distribucije, onda je ponekad moguce iskoristiti taj odnos kako bi
se dobio prikaz funkcije kvantila druge distribucije pomo¢u funkcije kvan-
tila prve distribucije. Jedna od najpoznatijih reprezentacija funkcije kvan-
tila je Cornish-Fisherov razvoj koji su osmislili znanstvenici E.A.Cornish i
R.A.Fisher.

Neka ® predstvlja neku distribuciju i ¢ njenu funkciju gustoce. Generalizirani
Cornish-Fisherov razvoj nastoji procijeniti a-kvantil odredene distribucije F
u terminima o-kvantila od @, tj. nastoji procijeniti funkciju F~! o ®. Za
razvoj =1 o @ u red koristeéi derivacije od F i ® trebat ¢emo Lagrangeov
teorem inverzije! koji kaze da ako je funkcija s — t definirana sa

t=c+s-h(t), (5)
gdje je ¢ konstanta i h analiticka funkcija u ¢, tada se analiticka funkcija f(t)
moze razviti u red u okolini od s =0 (t = ¢):

£ = 10+ 3 S W),

gdje je D, operator diferenciranja definiran sa D, = %, a D71 oznacava
diferenciranje r — 1 puta.
Opcenito, ako su x i z redom kvantili distribucija F i ¢ tada je ideja rijesiti

F(z) = ®(2) (6)

po x jer nastojimo odrediti kvantil distribucije F' u terminima kvantila dis-
tribucije ®. Za funkciju gustoce ¢(z) distribucije ® pretpostavljat ¢emo da
je diferencijabilna. Ako sada definiramo

Z(x) = F(z) — () (7)
tada iz (6) slijedi
Z(z) = / o(t)dt.
Zapisimo formulu (6) u drugacijem obliku kao

O(z) = @(2) — Z(x) (8)

1Za precizan iskaz i dokaz pogledati: [19]
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i stavimo t = ®(x) i ¢ = ®(z). Tada (8) mozemo zapisati kao
t=c— Z(® 7)),
gdje je ®~! inverz funkcije ®. Kako ta jednandzba ima trazeni oblik iz

Lagrangeovog teorema (za s = —1ih = Z(®7!) = (F — ®) o ®71) slijedi da
za f = &~ yrijedi:

@ (t) +Z DT’ H([F —@]"/¢) 0 27](c).

Pri tome smo koristili formulu za derivaciju inverza funkcije ® :

-1y o 1
SR TE)

Stavljanjem s = —1 u (5) slijedi
t=c—1-(F—®)od (1),

a iz toga dobijemo ®1(¢t) = F~!(c). Ako oznacimo = = F~1(c),z = ®7!(c)
tada gornja jednandzba poprima oblik:

=2+ Z DT H((F = @) /¢) 0 271(2(2)) (9)
Nadalje D, mozemo zapisati kao D, = dic = %d% = %Dz pa supstituiranjem

tog izraza u (9) dobivamo:

> 1/ 1 H(F - )
M o r_(_pz) [—] 2, 10
NEIETET ) (10)
gdje smo koristili da je & = Lo~1(¢c) = W = @ Konacno, stavlja-

njem a = (F — ®)/¢ dobivamo da se (10) moze zapisati kao:
x—z+§j Y Deyla’)(2) (1)

gdje je Dy ) (D + )(D +2¢)..(D+ T%) i D) identiteta.
i

Kako bismo pokazali da su (10) i (11) ekvivalentni zapisi, uo¢imo da vrijedi
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(D + r%) = #D(b”. Ta cinjenica slijedi iz pravila za derivaciju produkta
dviju funkcija:

r _ u) = — r—1 1 rflu rflu
<¢WD¢)<) D60 = D66 ) = S [D(@) u+ 9D(5 )]

o" o
= %u + gbl D(¢" u)
o ¢/ 1 r—2
=5t D(¢¢" "u)
—%u+¢3JDWW“%+¢DW“%H
¢’ 1 r—
= 2gu+ ¢T_2D((;S u)
= r%u + Du
= (7‘% + D) (u)

Sada dobivamo:

(53] 0 s[5

= (07'D8") (972 D) -+ (67" VDo )K > }

:¢_1D¢1¢_2D¢2"'¢ r— 1)D¢(T 1) |:(—> :|

)
= ¢ "D DG - 97D [cb(’"_” (—F ; q)ﬂ
(F — <I>)’}
— |

Sa (11) je oznacen generalizirani Cornish-Fisherov razvoj koji daje aproksi-
maciju za funkciju x = F~1(®(z)). Kada su Cornish i Fisher prvo osmislili
ideju ovog razvoja, oni su promatrali gore navedenu distribuciju ® kao stan-
dardnu normalnu funckiju distribucije. Tada se jednadzba (11) reducira do
tzv. standardne Cornish-Fisherove jednadzbe?. Ta prvotna ideja se kasnije
prosirila pa se za distribuciju ® moze uzeti bilo koja distibucija. Oznac¢imo sa

~ oy

2Za detalje vidjeti:[14]
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F~1! aproksimaciju (procjenjenu funkciju) funkcije £/~ dobivenu koristenjem
(11) za neku kona¢nu gornju ogradu sume r.

[ako su Cornish-Fisherove aproksimacije ¢esto koristene u financijama za
racunanje VaR-a, moramo biti svjesni da imaju neke nedostatke?:

- Procjenjene funkcije F' i ' o ® nisu nuzno monotone (Cornish-Fisherov
razvoj aproksimira funkciju F~!o® polinomijalno. Jasno je da je nuzan
uvjet za monotonost od F' neparan stupanj polinoma).

. F ima lose ponaganje na repovima. Cornish-Fisherova aproksimacija a-
kvantila postaje sve losija (manje pouzdana) kako se a priblizava nuli
(ili jedinici).

- Aproksimacija se ne poboljsava kako povec¢avamo broj r

Ukratko, Cornish-Fisherova aproksimacija ima dosta prednosti i nedosta-
taka. S jedne strane, metoda se moze lako implementirati i jednostavna je za
racunanje, a s druge strane ponekad nije dovoljno precizna. U praksi je po-
nekad korisna jer aproksimira brzo sa dovoljnom preciznos¢u. Ipak, rezultati
se svakako moraju prouciti jer posljedice mogu biti teske ukoliko se ostvari
najlosiji scenarij Cornish-Fisherove aproksimacije.

2.3 Tehnike smanjena varijance u Monte-Carlo simu-
laciji
2.3.1 Generiranje uzorka Monte-Carlo metodom

Parcijalna Monte-Carlo metoda (razlikuje se od obi¢ne Monte-Carlo metode
po tome §to se brze izvodi) je Monte-Carlo simulacija koja se izvodi generi-
ranjem odredenih cijena u statistickom modelu i njihovim izvrednjavanjem
koristenjem jednostavne Delta-Gama aproksimacije. Koristit ¢emo sljedece
oznake:

- X =vektor faktora rizika

- AV =promjena u vrijednosti portfelja koja proizlazi iz X
- L=-AV

-« =razina toc¢nosti

- |= referentna razina gubitka

3Svojstva preuzeta iz:[11]
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- A= derivacija prvog reda od V' u odnosu na faktore rizika
- I'= derivacija drugog reda od V u odnosu na faktore rizika
- Y x =kovarijacijska matrica faktora rizika

Sjetimo se jednandzbe koja definira klasu Delta-Gama normalnih metoda:
AV (X) ~ ATX + L X'TX. Procedura za implementaciju parcijalne Monte-
Carlo metode dana je sljede¢im koracima:

1. Generiraj N scenarija simulirajuci fakotre rizika X;, Xs, ..., Xy u skladu
sa Xx

2. Promotri portfelj i odredi gubitke u vrijednosti portfelja Lq, Lo, ..., Ly
koristeci jednostavnu delta-gama aproksimaciju

3. Izracunaj broj scenarija u kojima gubitci prelaze referentni gubitak (:

N
N7'Y Ly
=1

(za procjenu VaR-a ovaj korak se moze ponoviti za vise razli¢itih vri-
jednosti od 1)

Dakle parcijalna Monte-Carlo metoda je fleksibilna i jednostavna za imple-
mentaciju. Daje nam preciznu procjenu VaR-a kada je funkcija gubitka pri-
blizno kvadrati¢na. Jedini komplicirani korak u gornjem algoritmu je drugi
korak. Svaki put moramo iznova procijeniti promjenu vrijednosti portfe-
lja, a svaki takav postupak moze biti dugotrajan. Trajanje tog procesa je
ogranicavajuci faktor za broj scenarija koji mozemo promatrati. Takoder,
ukoliko postoji velik broj faktora rizika, trebat ¢e mnogo ponavljanja da se
algoritam provede Sto potencijalno znaci da ¢e vrijeme izvodenja biti jako
dugacko. Kako bi se rijesio taj problem, osmisljena je metoda smanjenja
varijance koja se moze ostvariti kroz nekoliko razli¢itih tehnika. Krenimo od
objasnjenja vaznosti smanjenja varijance.

Pretpostavimo da zelimo odrediti odredeni parametar . Monte Carlo simu-
lacijom generiramo niz {6;,i = 1,2,...} gdje su sve 9 nezavisne i jednako
distribuirane i svaki 6; ima oceklvanje 0 i varijancu o> Tada Je procjenitel]
za 0, na temelju N ponavljanja, sredina uzorka Oy := N Zz 10 Koristit
¢emo Centralni grani¢ni teorem* koji kaze da za niz nezavisnih, jednako dis-
tribuiranih sluc¢ajnih varijabli X;, X5, ... koje imaju kona¢no ocekivanje pu i

4Cjelovit iskaz, dokaz i posljedice pogledati u:[15]
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konaénu varijancu o? > 0 vrijedi da niz slu¢ajnih varijabli \/EX"—U_H konver-
gira po distribuciji jedini¢noj normalnoj razdiobi kada n tezi u beskonacnost:

X, —
M\/ﬁgN(O,l),n—HJO.

Pritom je definicija konvergencije po distribuciji dana u definiciji 2.1.

Definicija 2.1. KaZemo da niz (X,,n € N) slucajnih varijabli na vjerojat-
nosnom prostoru (2, F, P) konvergira po distribuciji prema slu¢ajnoj varijabli
X ako je

lim F(z) = F(x), za svaki v € C(F),

n—-+o0o
gdje je F,, funkcija distribucije slucajne varijable X,,, F' funkcija distribucije
sluc¢agne varijable X i C(F) je skup toc¢aka neprekidnosti funkcije F.

Dakle, zbog Centralnog grani¢nog teorema slijedi da je za veliki broj ponav-
ljanja N sredina uzorka priblizno normalno distribuirana sa o¢ekivanjem € i
varijancom o2 /N. Takoder, slijedi da je 100(1 — 3)% interval pouzdanosti za
parametar ¢ dan sa

o g
VN VN2

gdje zp predstavlja kvantil standardne normalne distribucije. Dakle, greska
2

éN— Zg,éN-i-

u procjeni proporcionalna je \/U_N pa uz ostale uvjete nepromijenjene, smanje-
nje varijance za faktor 10 ima isti u¢inak na smanjenje greske kao povecanje
broja uzoraka za 100. Sada vidimo da se proces smanjenja varijance koristi
za povecanje preciznosti procjene za odredeni broj iteracija. Na taj nacin
mozemo dobiti znacajno preciznije rezultate i to u kracem vremenu. Postoji
tehnika poboljsanja metode smanjenja varijance koja, osim promatranja mi-
nimalne varijance, uzima u obzir i efikasnost izvrsavanja.

Promotrimo sljededi slucaj. Pretpostavimo sad da imamo moguénost izbora
izmedu dva Monte Carlo procjenitelja {A!,i = 1,2,..}i {ég,@: 1,2,..}.
Pretpostavimo da su oba nepristrani procjenitelji (E[0}] = E[0?] = 0), ali
da vrijedi 01 < 0,. Prema gornjem razmisljanju slijedilo bi da je sredina
za N ponavljanja 6! bolji procjenitelj za 6 od sredine za N ponavljanja 62.
Nazalost, promatranje manje varijance nekad nije dovoljno za odabir bo-
ljeg procjenitelja jer ne znamo koliko je zahtjevan proces generiranja uzorka.
Oznacimo sa konstantom b;, j = 1,2 posao potreban za generiranje jednog
uzorka 67 i oznacimo sa ¢ potrebno vrijeme izvrSavanja. U vremenu ¢ moze
se generirati ¢/b; ponavljanja 6. Zato su procjenitelji dani sa

t/b1 t/bQ

i - bex—
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Za velike t oni su priblizno normalno distribuirani sa ocekivanjem 6 i stan-

dardnim devijacijama
by . by
o1\ — 1 o094/ —.
Wi Vot

Zato za velike t treba preferirati prvi procjenitelj ako vrijedi
O'%bl <U§b2 <~ U%/J§<bg/b1. (12)

Jednadzba (12) nam govori da odabir dobrog procjenitelja zna¢i kompromis
izmedu varijance procjenitelja i zahtjevnosti izvrsavanja. Ako se vodimo
nacelom efikasnosti, treba koristiti procjenitelj sa manjom varijancom ako
je gornji omjer varijanci manji od omjera bs/b;. To znaci da je nekad bolji
procjenitelj sa ve¢om varijancom, ali manjim vremenom izvrSavanja.

Neke poznate tehnike smanjenja varijance su:

1. Antiteticka metoda

Antiteticka metoda (za detalje vidjeti [8]) nastoji smanjiti varijancu
uvodenjem negativne ovisnosti medu parovima vrijednosti. Pretpos-
tavimo da nekom implementacijom antitetickog uzimanja uzorka dobi-
jemo niz parova (z1, Z1), (29, 22), ..., (2n, Zn) gdje suza svakii = 1,..., N
z; € R™ nezavisni uzorci iz standardne normalne distribucije i z; = —z;.
Pretpostavimo da je W; = f(z;) za svaki ¢ = 1,..., N. Dakle proma-
tramo parove (£(z1), f(—21)), (F(z2)s F(—22)), o (F(zn), F(—2x)). Cil
nam je procijeniti p = E(W) koristeéi antiteticku metodu. Na temelju
N ponavljanja, nepristrani procjenitelj za yu = E(W) dan je sa

| N | N
(0 = — M/Z _ — Z,
PR P
U ovom primjeru se antiteticka metoda temelji na ¢injenici da ako z;
ima standardnu normalnu distribuciju da onda i antiteticka vrijednost
Z; takoder ima standardnu normalnu distribuciju.
Tada je istinita ¢injenica da za standardnu normalnu varijablu X vrijedi
E[f(X)] = E[f(—X)] za svaku funkciju f jer standardne normalne
varijable X i —X imaju istu funkciju gustoce. Zato je i

N

ﬂZ%Zf(—Zi)

i=1

nepristrani procjenitelj za p. Slijedi da je i

N
R i+ fi Zz+f zi))
o= B = LS ey sy = 15
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nepristrani procjenitelj za .

Sada se mozemo zapitati pod kojim uvjetima je procjenitelj antiteticke
metode bolji od obi¢cnog Monte-Carlo procjenitelja. Kako bismo mogli
usporedivati te procjenitelje pretpostavimo da je vrijeme izvrsavanja
kod simuliranja para (z;, Z;) dvostruko dulje od vremena izvrsavanja
kod simulacije z;. Pod tom pretpostavkom je vrijeme izvrSavanja po-
trebno za odredivanje 14y priblizno jednako vremenu izvrSavanja za
odredivanje srednje vrijednosti 2N nezavisnih ponavljanja f(z;) i zato
ima smisla usporedivati varijance te dvije vrijednosti. Dakle antiteticka
metoda smanjuje varijancu ako vrijedi

2N

Var|iiay] < Var {% ; f(zi)} .

Koristedi ¢injenicu da su z;,¢ = 1, ..., N medusobno nezavisne i jednako

distribuirane (a samim time su i w,z = 1, ..., N medusobno

nezavisne i jednako distribuirane) slijedi da je gornja nejednakost ek-
vivalentna izrazu:

Var(f(z)+ f(—z)] <2Var[f(z)].

Raspisivanjem lijeve strane dobijemo:

Varlf(z)] + Var[f(=z)] + 2Couv[f(z), f(=z)] < 2Var[f(z)],

odnosno

2Var(f(zi)] +2Cov[f(2), f(—2z)] < 2Var[f(z)].

Dakle uvjet da bi antiteticka metoda smanjila varijancu je

Cov[f(z), f(=z)] <0.

Uspjesnost ove metode uvelike ovisi o funkciji f. Antiteticka metoda
najcesée dovodi do smanjena varijance, ali ¢ak i tad ne mozemo biti
sigurni koliko ¢e to smanjenje biti. Opcenito govoreéi ova metoda je
dobra za smanjenje varijance, ako ne postoji neki razlog zasto se ne bi
trebala koristiti.

2. Kontrola varijabi®
Neka je procjena od p = E[ i| = E[f(z)] dana sa + SN W i pretpos-
tavimo da znamo fi = E[W;] = E[g(z;)]. Osnovna ideja ove metode je

®Metod preuzeta iz [1]

17



zamijeniti procjenu nepoznatog oc¢ekivanja sa procjenom razlike izmedu
nepoznate veli¢ine i poznatog ocekivanja. Dakle kako bismo smanjili
gresku

1
N2 Wi-n
i=1
koristimo
B SRR o (13)
N Z N o
u skladu s idejom ove metode. Oznacimo sada Y := %Zf\;m i

X = % Zﬁ\; I/T/i, tojest Y, =W; i X, = VT/Z Nas problem postaje

V(9) = ¥ = HX — EIXD = 5 D205 - 506~ BIX))

ili po komponentama
Yi(B) =Y — B(X; — E[X]). (14)

Ovo je procjenitelj kontrole varijable. Uocena greska X — E[X] sluzi
kao kontrola u procjeni E[Y]. Zbog

ElY(B)] = E[Y - B(X - E[X])] = E[Y] =
slijedi da je Y () nepristrani procjenitelj za p.
Vrijedi da je

VarY;(8)] = VarlY; — 3(X; — E[X])]
= 0y — 2Boxoypxy + 2ok = % (B),

gdje je 0% = Var[X], 02 = Var[Y] i pxy koeficijent korelacije izmedu
X 1Y. Dakle sada koristeci raspis (14) slijedi da je varijanca procjeni-
telja kontrole varijable Y (/3):

Var[Y (B)] Var{ ZY } — %évar(y I

1
= L Var(vi(8))

_ 2B
b
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Iz gornjeg racuna vidimo da Y (koji odgovara sluc¢aju kada je 8 = 0)
ima varijancu 0% /N. Zato procjenitelj kontrole varijable ima manju
varijancu od obi¢nog procjenitelja ako vrijedi:
> > o*(B) o}
Var[Y(8)] < Var]Y] < —2~ < X,

arlV ()] < Varly] = = < 2
a po tome kako je definirano o?(3) to vrijedi ako i samo ako je
B%ox < 2Boypxy. Slijedi da je oprimalni parametar 3* (u smislu da za-
dovoljava spomenutu nejednakost i daje najmanju vrijednost varijance)
dan sa o

Y

B* = —pxy.
ox

Tada je
Var[Yy(8)] = oy (1 = piy)-

To nam govori da uspjesnost ove metode ovisi o jacini korelacije izmedu
Y i X (predznak korelacije je nebitan jer ga apsorbira 5*). U praksi se
pokazalo da je potreban vrlo visok stupanj korelacije kako bi upotreba
ove metode bila opravdana.

3. Metoda izjednacavanja momenata®
Oznacimo ponovo sa z;,¢ = 1,..., N nezavisne standardne normalne
slucajne vektore koje koristimo u simulaciji. Uzoracki momenti nece
tocno odgovarati momentima standardne normalne razdiobe. Ideja ove
metode je da tranformiramo z; kako bi konacan broj momenata bio
jednak momentima promatrane populacije.

Definicija 2.2. Za r € N sa M, = E[X"] definiramo r-ti moment
sluc¢agne varygable X ukoliko ocekivange postoyi.

Na primjer transformacija potrebna za izjednacavanje prvog momenta
je:

gdje je z = % Zfil z; uzoracka sredina od z;, a p, je stvarno (egzaktno)
ocekivanje. Vrijedi:

1

Elz] = Bla] = 5 (NElz)] + 1 = pe.

SMetoda preuzeta iz[1]

19



Moze se naéi i transformacija koja osigurava izjednacavanje drugog,
tre¢eg i visih momenata, ali pronalazenje tih transformacija zna biti
vrlo zahtjevno i sporo. Jedan nedostatak ove metode je da uvodenje
ovih transformacija uzorka dovodi do stvaranja ovisnosti medu uzor-
cima $to znaci da ne¢emo moci koristiti neke alate koje zahtjevaju ne-
zavisnost uzoraka.

4. Uzorkovanje po vaznosti
Jos jedna vazna tehnika smanjenja varijance. U sljede¢em odjeljku
dajemo detaljan opis racunanja VaR-a parcijalnom Monte-Carlo simu-
lacijom sa metodom vaznosti uzorka.

Antiteticka metoda i Kontrola varijabli su tehnike koje se najvise upotreblja-
vaju u praksi prvenstveno zbog jednostavnosti njihove implementacije. Ipak,
ovisno o problemu, njihova u¢inkovitost nije uvijek zadovoljavajuca. Zato se
ponekad odlucujemo za snaznije metode poput Uzorkovanja po vaznosti koja
je ucinkovitija, ali zahtjeva veéi napor pri implementaciji. Takoder, pogresna
implementacija moze dovesti do povec¢anja varijance sto je suprotno onomu
Sto zelimo postiéi.

2.3.2 Parcijalna Monte-Carlo simulacija sa metodom uzorkovanja
po vaznosti

Prije nego sto udemo u detalje parcijalne Monte-Carlo simulacija sa meto-
dom uzorkovanja po vaznosti, uo¢imo da pomocu aproksimacije (1) za AV
mozemo L = —AV zapisati kao L = —ATX — %XTFX. Koristedi slican
postupak kao u potpoglavlju 2.1.4 dobivamo da se L moze zapisati kao:

L=0"2+2Z"A2 =Y 6:Z:+ ) NZ} (15)

=1 i=1

To smo dobili tako da smo odabrali matricu A tako da vrijedi AAT = %,
zatim smo odabrali ortogonalnu matricu () ¢iji su stupci svojstveni vektori od
—%ATFA. Svojstvene vrijednosti smo iskoristili za konstrukciju dijagonalne
matrice A koja na dijagonali sadrzi svojstvene vrijednosti od —%ATFA. Za
Z =QTA™1X vrijedi Z ~ N(0,1), a sa 67 smo oznacili §7 = —ATAQ.”
Prvi cilj nam je izracunati funkciju izvodnicu momenta za L koja ¢e nam
koristiti u daljnjem racunu.

"Za cijeli raspis pogledati [10]
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Definicija 2.3. Neka je X diskretna ili neprekidna slucajna varijabla. Funk-
cija izvodnica momenta slucajne varijable X je funkcija Mx (t) definirana sa

Mx(t) = E[e™¥]

za sve realne brojeve t za koje gornje ocekivangje postoji, tj. za koje vrijedi
EletX] < .

Kako je u (15) Z; ~ N(0,1), slijedi® da je Z? ~ x?(1). To znaci da (15)

mozemo zapisati kao:

L=Y 6Zi+) NZ, gdje je Z; ~ N(0,1) i Zi ~ x*(1).

=1 i=1

Z; o¢ito nisu nezavisni od Z; jer za svaki ¢ vrijedi Zi = Z?. Sada ¢emo zapisati
L tako da svaki ¢lan bude nezavisan od svakog drugog ¢lana. Z; je nezavisan
od svakog drugog ¢lana u L ako je odgovarajuca svojstvena vrijednost \;
jednaka 0.

Definiramo J := {j = 1,..,n | A; # 0} i zapiSemo L kao:

i¢J jeJ jeJ
= 6Zi+ ) {@-Zj + Ajzf]
i¢J jed
= 2:<5,~Z,-+z:x(i + 7Z;)? — Zﬁ
i¢J jes 2y ! jed 4

Uvodimo sljedece oznake: ug := >, ; 0;Z;, u; := (;TJ] + Z;)*. Kako je Z; ~
N(0,1) i kako je ug linearna kombinacija tih standardnih normalnih varijabli,
slijedi da je ug ~ N(0,3 4, 67). Isto tako zbog Z; ~ N(0,1) slijedi da je
Z; —1—% ~ N (%, 1). Kako je kvadrat standardne normalne slu¢ajne varijable
zapravjo 2 sluéejmjna varijabla slijedi:

5.\ 2 52
u] ( i 2>\j) X ( ’4)\?>

80péenito, dokaz da je suma kvadrata standardnih normalnih varijabli zapravo x?2
slucajna varijabla moze se naéi u [3]
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Odredimo sada funkciju izvodnicu momenta za neku normalnu slu¢ajnu va-
rijablu X ~ N (u,0?):

o 1 1 (z—p)?
Mx(t) = E[e'¥] = / et ez 7 dr=
—~  V2mo?

= {supstitucija cx=z04+p

o0 1 1220'2
—oo 2mo?
o 1 12
—_ eut/ etza 6752 dZ
oo V2T

1242
:e,ute§a t

To nam pomaze u daljnjem rjesavanju problema. Kao §to smo ve¢ naveli, ako
je Z standardna normalna slucajna varijabla, onda vrijedi (Z 4+ a) ~ N(a, 1)
i zatim (Z + a)? ~ x*(1,a?). Zelimo odrediti funkciju izvodnicu momenta za
(Z + a)>.

< e 1 (@=a)?

Mat:EetXQNQ:/et"’C e 2z dx
(Z+ )2<) [ Jx N(a,1) - \/ﬂ

1 & 1
= — ex tx2——x—a2}daj
\/27T/—oo p{ 2< )

1 & 1 1
= —— ex t——x2+ax——a2}dx
o /Oo p{( 5) 5

1 12 [T [La-20]a2_-2[-1a]a
— 2 e L2 e 2 dx
VvV 271'6 —00 {

2
Sada koristenjem poznatog integrala ffooo e~ o=y — \/ée% dobivamo
da je funkcija izvodnica momenta za (Z + a)? dana sa:
]. T 71042 T ‘ira2
Mizpap(t) = e T =

1 a’t
Var\ T =2t \/1—2t6xp{1—2t}'

2
U raspisu za L vidjeli smo da varijable u; imaju distribuciju x? <1, 46—;2)
J

§to odgovara distribuciji ovdje navedene varijable (Z + a)?. Zato je funkcija
izvodnica momenta za u; dana sa:

1 t o7
=M 5y \/1—2t€xp{1—2t4>\§}



Vidjeli smo da je ug ~ N(0,3 4, 6%). Zato je
M., (%) —e:r;p( t2252>
i¢J

Kako bismo odredili funkciju izvodnicu momenta za L trebat ¢e nam jos dvije
propozicije.

Propozicija 2.4. Neka su X 1Y nezavisne slucajne varijable sa funkcijama
izvodnicama momenata redom Mx(t) ¢ My (t). Tada je funkcija izvodnica
momenta njihovog zbroja dana sa Mx.y (t) = Mx (t) My (t).

Dokaz. Dokaz slijedi direktno iz definicije funkcije izvodnice momenta i iz
¢injenice da je oc¢ekivanje umnoska dvije nezavisne varijable jednako umnosku
ocekivanja tih dviju varijabli.

Mty (t) = E[et3)] = BletXetY] = BleX|E[e™] = My (t) My (¢)
]

Propozicija 2.5. Za slucajnu varijablu X koja ima funkciju izvodnicu mo-
menta Mx(t) i za a,b € R, a # 0 vrijedi M,x (t) = e® Mx(at).

Dokaz. Dokaz slijedi direktno iz definicije funkcije izvodnice momenta.

MaX+b(t> _ E[et(aXer)] — E[e(ta)Xetb] _ eth[e(ta)X] _ €thx((lt).

Kako smo L zapisali kao

2
—uo—l—Z)\u] Z 5

jed jedJ

koristenjem spomenutih propozicija odmah slijedi:

My (t) = exp{ —tz4>\ }Muo(t)HMuj(/\jt)

jedJ JjeJ

16%
= Hexp{ —t % } ” H { 1Y% }
oy ol \ /1 — 2\t 1 —2X\t),
- M H {1 52 t° }
- uo — (-
JEJ4/1_2,\ 271 =2\t
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Uvrstavanjem izraza za M, (t) dobijemo:
M (t) exp( t2§ 52) || {1 ZL} (16)
J . :
) /71 ) 21— 2xt

Ako uocimo da vrijedi A; = 0 za svaki ¢ ¢ J, prvu eksponencijalnu funkciju
mozemo napisati kao:

1o 2 _ Ligey — ! -
ewp(2t ;5i)—geﬂ’(2t 5¢)_i1_[m { 511—2)&}

Uvrstavanjem u (16) funkciju izvodnicu momenta za L mozemo napisati za
svaki indeks 7 =1,...,n

- 1 242
H Ny ———eap{50t/(1 - 22;)}.

=1

Sada kada imamo funkciju izvodnicu momenta za L zelimo odrediti funkciju
izvodnicu kumulanata za L.

Definicija 2.6. Neka je X diskretna ili neprekidna slucajna varijabla. Funk-
cija izvodnica kumulanata slucajne varijable X definirana je sa

rx(t) = In(Mx(t))
za one t € R za koje je funkcija izvodnica momenta Mx (t) definirana.

Funkcija izvodnica kumulanata za L je:

ki (t) = In(Mp(t) ln(H mexp{ t2/(1—2)\jt)})

_Z{ \/ﬁ)Jrl%—tjSt}
_Z {1_2“ ln(1—2)\jt)}.

Osnovna ideja kod Metode uzorkovanja po vaznosti je da odredene slucajne
varijable u simulaciji imaju veéi utjecaj na parametre koji se procjenjuju.
Nastoji se smanjiti statisticka nesigurnost Monte-Carlo metode koncentrira-
njem na te ,,vaznije” vrijednosti i njihovim ¢es¢im simuliranjem.
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To se moze posti¢i promjenom distribucije iz koje dolazi nas generirani uzorak
u neku drugu distribuciju koriste¢i primjereni vjerojatnosni omjer. Jedan od
osnovnih pristupa u parcijalnoj Monte-Carlo metodi je da umjesto uzimanja
uzorka faktora rizika X; uzmemo vektor Z standardnih normalnih sluc¢ajnih
varijabli. Uocimo da smo zbog raspisa (15) gdje je X = AQZ problem uzima-
nja uzorka faktora rizika X; upravo sveli na uzimanje vektora Z standardnih
normalnih sluc¢ajnih varijabli.

U metodi uzorkovanja po vaznosti promijenit ¢emo distribuciju (iz koje si-
muliramo Z) iz N(0,1) (standardne multivarijantne normalne) u N(u, X)
(multivarijantnu normalnu sa vektorom ocekivanja p i matricom kovarija-
cije ¥2). To radimo kako bismo se koncentrirali na generiranje iz ,vaznijeg”
podru¢ja. Kljuéni izraz za to je

P(L>1) = EIL>0)= [1gnf)a:
(17)

- / n{bl}%gamz — B,s6(Z2)I(L > 1)

gdje je f(z) multivarijantna funkcija gustoé¢e od N(0, ) izracunata u z, g(z)

je multivarijantna funkcija gustoée od N(u,Y) izracunata u z, a 0(z) := ]908

je vjerojatnosni omjer. Pritom smo sa (L > [) oznacili funkciju:

1 ,akoje L >1

[(L > Z) = ]1{L>l} = {O “ako je L < 5

Sljededi korak je odabir p1 i ¥ tako da Monte-Carlo procjenitelj ima minimalnu
varijancu. Zbog (17) mozemo generirati Z iz bilo koje distribucije N (u,X)
i dobiti nepristrani procjenitelj 8(Z)I(L > [) za vjerojatnost gubitka. Kako
izabrati u 1 ¥ tako da dobijemo procjenitelj sa manjom varijancom (i sa-
mim time veéom preciznoséu)? Kako promjena p i ¥ ne uzrokuje promjene
ocekivanja, usporedba varijanci je ekvivalentna usporedbi drugih momenata
zato §to varijancu mozemo zapisati kao

Var,s[0(Z)I(L > )] = E,s[(0(2)I(L > 1))*] = (E,s[0(Z2)I(L > 1)])*.

Uocimo da je drugi moment od 6(Z)I(L > ) jednak:
Busl0(2)IL >0 = [ )1 sng(o)d:

_ / 0(=)Lizon f(2)dz = EB(Z)I(L > 1)].
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Zato smanjenje varijance podrazumijeva da vjerojatnosni omjer bude malen
kada L > [. Takoder, zelimo izabrati p i X tako da L > [ bude vjerojatnije
kod N(u,X), nego kod N(0,I).

Koristeéi Delta-Gama aproksimaciju L = Y, 6;Z;+ Y, \;Z7 mozemo odrediti
u kojim sluc¢ajevima su gubitci veliki i iskoristiti tu informaciju za odabir i
Y. Pitamo se koje vrijednosti od Z ¢e uciniti aproksimirani gubitak najvec¢im.
To ¢e se dogoditi za:

e velike pozitivne Z; kada je §; > 0
e velike negativne Z; kada je §; <0
e velike Z?2 kada je \; > 0.

To opisuje ,,vazne” dijelove koje trebaju dobiti veéu vjerojatnost u novoj dis-
tribuciji (u odnosu na staru). Sugerira nam da trebamo povecati o¢ekivanje
od Z; kada je 9; > 0, smanjiti ocekivanje od Z; kada je §; < 0 i povecati
varijancu od Z; kada je \; > 0 te mozda smanjiti varijancu od Z; kada je
A < 0. To radimo tako da odabir p i ¥ svedemo na odabir parametra w > 0
i onda odredimo taj parametar.

Y(w) = (I —2wA)™ | pw) =wS(w)d

S tim parametrima Z vise ne simuliramo iz N(0, I), nego iz N (u(w), X(w)).
Dakle, sada je Z; normalna slucajna varijabla sa o¢ekivanjem i varijancom:

wéi 2 1

Uoc¢imo da smo time ostvarili da imamo Z; kakve i trebamo. Na primjer ako
je A; > 0 onda se varijanca od Z; poveca S$to smo i htjeli.
Nakon ove promjene distribucije iz koje simuliramo, vjerojatnosni omjer 6(2)
moze se zapisati® kao:

0(Z) = ekt (18)
Iz zapisa (18) sada slijedi da je na$ trazeni nepristrani procjenitelj za vjero-
jatnost gubitka:

e WIHRLWIT(L > ).

Takoder, moZe se pokazati da vrijedi sljedeée!?:

d

@KL@J) = Eu(w)vg(w) [L] (19)

9Za detalje vidjeti [8]
10Vidjeti [10]
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Dakle gornja jednadzba (19) nam kaze da prva derivacija od funkcije iz-
vodnice kumulanata x; po w daje ocekivani gubitak kada Z simuliramo iz
N(p(w), X(w)). Kako mi nastojimo procijeniti P(L > [) onda ¢emo w oda-
brati tako da bude rjesenje jednadzbe

1) = By lZ] = 1 (20)
Sada smo dobili upravo ono sto smo i htjeli: u sluc¢ajevima kada je L > [
vrijedi da je vjerojatnosni omjer #(Z) malen. Odabirom w tako da vrijedi
(20) osigurali smo da kada simuliramo Z iz N(u(w),3(w)) da ¢e slucajevi
kada je L > [, koji su prije bili rijetki, sada biti ,tipicni” jer je ocekivana
vrijednost gubitka L upravo [.
Dakle, nakon $to odredimo N (u(w), X(w)), mozemo koristiti istu proceduru
kao kod obi¢éne parcijalne Monte-Carlo metode navedene na pocetku potpo-
glavlja 2.3.1. Jedina razlika je da se broj scenarija u kojima gubitci prelaze
referentni gubitak [ racuna kao: N=' SN [em“Ets@ (L, > [)].
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3 Primjena copula u racunanju rizi¢nosti vri-
jednosti

3.1 Copule

Promatrimo jedan primjer vezan uz rizi¢nost vrijednosti. Neka je VaR, (X;),
i = 1,2 dnevni 100a% VaR za portfelj sa financijskom imovinom X;, ¢ = 1,2
te pretpostavimo da je on procijenjen nekim modelom banke. Problem nas-
taje kada banka treba odrediti VaR za zajednicku poziciju X; + X5, odnosno
VaR, (X + X3) jer je poznato da VaR nije aditivan, tj. opéenito ne vrijedi
VaR. (X1 + X3) =VaR.(X1)+VaR,(X2). Kako je VaR,(X; + X3) zapravo
a-kvantil od funkcije distribucije gubitka portfelja sa imovinama X; i Xo,
problem bi bio jednostavan kada bismo znali zajednicku distribuciju od X i
Xs. U praki nazalost najcesée nema dovoljno informaciji o zavisnosti izmedu
faktora rizika, tj. zajednicka distribucija od X; i X, je nepoznata. Veéina
VaR metoda pretpostavlja multivarijantnu normalnu distribuciju faktora ri-
zika pa je zato zavisnost izmedu razlicitih faktora rizika odredena korelaci-
jom izmedu tih faktora. Ipak, u [6] se pokazalo da taj koncept korelacije
izmedu razlicitih faktora ima nekoliko znacajnih mana. Zato je preporucena
upotreba teorije copula kako bi se opisala zavisnost. Copule mogu sluziti
za opisivanje zavisnosti izmedu dvije ili vise varijabli sa nekim proizvoljnim
distribucijama. Omogucuju nam definiranje zajednicke distribucije pomocu
marginalnih distribucija i zavisnosti izmedu varijabli. Takoder, teorija co-
pula nam omogucuje da rastavimo n-dimenzionalnu zajednicku distribuciju
na n marginalnih distribucija i funkciju copule.

Za pocetak promotrimo situaciju u kojoj su nam dane dvije slu¢ajne varijable
X 1Y sa funkcijama distribucije redom F(x) = P(X < x)iG(y) = P(Y <)
te zajednickom funkcijom distribucije H(x,y) = P(X < z,Y <y). Za svaki
par realnih brojeva (z,y) mozemo odrediti tri broja: F(z),G(y), H(x,y).
Uoc¢imo da svaki od tih brojeva lezi u intervalu [0, 1]. Drugim rije¢ima, svaki
par realnih brojeva (z,y) vodi do tocke (F(z), G(z)) u jedini¢nom kvadratu
[0,1] x [0,1], a taj uredeni par vodi broju H(x,y) u [0,1]. Ta veza koja
vrijednosti zajednicke funkcije distribucije pridruzuje uredenom paru vrijed-
nosti individualnih funkcija distribucije je zapravo funkcija i to funkcija koju
zovemo copula.
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Ovdje ne¢emo promatrati opéenite, n-dimenzionalne copule, ve¢ ¢emo se kon-
centrirati na dvodimenzionalne copule.

Definicija 3.1. Dvodimenzionalna copula je funkcija C : [0,1]> — [0,1] sa
sljedecim svojstvima

1. Za svako u € [0, 1] vrijedi:
C(0,u) = C(u,0) = 0.

2. Za svako u € [0, 1] vrijedi:
Clu,l)=u i C(1,u)=u.

3. Za svaki uredeni par (ui,us), (vi,vs) € [0,1] x [0,1] tako da je uy < vy
1 Uy < Vg vrigedi:

C(Ul, Ug) — C(Ul, U,Q) — C(Ul, U2) + C(Ul, UQ> Z 0.

3.1.1 Sklarov teorem

Teorem u naslovu ovog potpoglavlja je centralni teorem u teoriji copula i
osnova je gotovo svih primjena te teorije u statistici. Prije iskaza samog
teorema navodimo neke potrebne definicije.

Definicija 3.2. Funkcija distribucije slucajne varijable X je funkcija F' koja
svakom x € R pridruzuje vjerojatnost F(x) = P(X < x).

Pritom smo u gornjoj definiciji sa R oznagili R := R U {400} i vrijedi
F(—o00) =01 F(+o00) = 1.

Definicija 3.3. Zajednicka funkcija distribucije slucagnih varijabli X Y
(ili funkcija distribucije sluéajnog vektora (X,Y')) je funkcija H koja svim
x,y € R pridruzuje vierojatnost H(z,y) = P(X < z,Y < ). Pritom vrijedi
H(z,—00) = H(—00,y) =0 i H(+00,+00) = 1.

Teorem 3.4. (Sklarov teorem) Neka je H zajednicka funkcija distribucije sa
marginalnim funkcijama distribucije Fy @ Fs. Tada postoji copula C' tako da
vrijeds:

H(z1,29) = O(Fy(21), Fy(w3)), za sve x1,29 € R. (21)
Ako su funkcije Fy 1 Fy neprekidne, onda je C jedinstvena. Inace je C
jedinstveno definirana na Ran(Fy)x Ran(Fy) gdje smo sa Ran() oznacili sliku
funkcije. Obrnuto, ako je C' copula © Fy 1 Fy su funkcije distribucije, onda je
funcija H definirana sa (21) zajednicka funkcija distribucije sa marginalnim
funkcijama distribucije Fy i Fs.
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Dokaz. Vidjeti [17] O

U [17] se pokazuje da su marginalne funkcije F} i Fy od H iz gornjeg teorema
definirane kao

Fy(wy) € H(z1,+00) i Fy(as) € H(+00,22).

Americki matematicar Abe Sklar prvi je iskoristio naziv ,,copula” koji u pri-
jevodu iz latinskog znaci povezati. Kroz Sklarov teorem taj naziv dobiva
smisao jer teorem opisuje funkciju koja povezuje multidimenzionalnu distri-
buciju sa svojim jednodimenzionalnim marginalnim distribucijama.

Ako promatramo odredene slucajne varijable X; i X5 sa funkcijama distribu-
cije redom F} i F5 te zajednickom funkcijom distribucije H onda jednadzbu
(21) iz Sklarovog teorem mozemo napisati na sljede¢i nacin:

H(zq,x9) = C(Fi(21), Fy(22)) = P(X) < 21, Xo < x9). (22)

3.1.2 Primjeri copula

U nastavku navodimo nekoliko primjera poznatih copula'’.

1. Produktna copula
Produktna copula dana je funkcijom

I(u,v) .

Vaznost ove copule proizlazi iz opisa nezavisnih slu¢ajnih varijabli. O
tome govori sljedeci teorem.

Teorem 3.5. Neka su X i Y slucajne varijable sa neprekidnim funk-
cijama distribucije redom F 1 G te zajednickom funkcijom distribucije
H. Iz Sklarovog teorema znamo da postoji jedinstvena copula Cxy tako
da vrijeds

P(X <z,Y <y) = H(z,y) = Cxy(F(z),G(y)).

Tada su X 1Y nezawvisne slucajne varyable ako © samo ako vrijedi
CXY =1II.

Dokaz. Vidjeti [17] O

HPrimjeri copula preuzeti su iz [18]
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2. Granic¢ne copule
Copula definirana sa M (u, v) o min(u, v) naziva se Fréchet-Hoeffdingova
gornja granica, a copula definirana sa W (u, v) o maz(u+v—1,0) na-
ziva se Fréchet-Hoeffdingova donja granica. Moze se pokazati da za
svaku copulu C' vrijedi

W(u,v) < C(u,v) < M(u,v), za sve u,v € [0,1].

3. Gumbel-Hougaardova copula
Gumbel-Hougaardova copula dana je funkcijom

Colu,v) = exp{ — [(=In w)’ + (~In v)"]/*},

gdje parametar 6 moze poprimiti sve vrijednosti iz [1,4+00). Ako za
parametar ¢ uzmemo # = 1 gornja copula reducira se do Produktne
copule, tj. Ci(u,v) = I(u,v) = uv. Takoder, moze se pokazati da
kada § — +o0o onda Gumberl-Hougaardova copula konvergira prema
Fréchet-Hoeffdingovoj gornjoj granici,t;j.

Co(u,v) g min(u,v) = M(u,v).

4. Frankova copula
Jos jedna vazna copula zove se Frankova copula, a dana je izrazom:
1 (efeu_l)(679'u_1)
Cg(u,’U) def —gln[l + W} 0 € <—OO,+OO>
uv ,0=0

Iz definicije copule je jasno da u slucaju da je parametar € jednak 0,
tj. @ = 0, Frankova copula reducira se do Produktne copule. Takoder,
za Frankovu copulu vrijedi:

Co(u,v) e M (u,v)

1 jos:
Co(u,v) i W (u,v).
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3.2 Racunanje rizi¢nosti vrijednosti primjenom copula

U ovom potpoglavlju navodimo postupak ra¢unanja rizicnosti vrijednosti
portfelja pomoc¢u copula (opet se koncentriramo samo na dvodimenzionalni
slucaj), a u sljede¢em poglavlju navodimo implementaciju tog postupka u ma-
tematickom softveru R. Taj postupak zahtijeva nekoliko koraka. Prvi korak
je odabir marginalnih distribucija - mi ¢emo se zbog jednostavnosti koncen-
trirati na normalnu distribuciju. Sljede¢i korak je odabir copule. Ne postoje
neka posebna pravila za odabir copule, ve¢ taj odabir ovisi o svojstvima
podataka kojima raspolazemo. Nakon odabira copule nastojimo ,,podesiti”
copulu vremenskom nizu:

s=sU, .. sD gdje je s® = (s, s\ za t € {1,2,...,T}.

Zbog jednostavnosti pretpostavljamo da su s\*) realizacije nezavisnih, jednako

distribuiranih slucajnih varijabli S. Procjena parametara copule moze se

napraviti na mnogo nacina, a mi ¢emo se koncentrirati na metodu podesavanja

najmanjim kvadratom'2. Ideja ove metode je da funkcija distribucije FG(C) (x)

odredena copulom C' (pa onda i parametrom copule ) treba §to vise od-
1

govarati funkciji distribucije S(x) = thTzl ﬂ{s(t)<xl NOPE Procjenitelji
1 3T1,53 ">

parametara copule dobiju se kao rjesenje problema minimizacije:

T 2

1

' (@) (4 (®) —
min ;1 (Fe (s*) = S(s\) + 5 )

koristenjem Newtonove metode. U [11] se objasnjava da dodavanje izraza %
rjesava probleme koji proizlaze iz moguéih % skokova u uzorku.
Pretpostavimo sada da je copula C' odabrana. Zelimo odrediti VaR za neki
portfelj. Za to trebamo generirati parove slucajnih varijabli (X3, X3) sa mar-
ginalnim distribucijama ®;, ®5 (ovdje su ®; i &5 normalne funckije distribu-
cije jer smo se odlucili koncentrirati na takve marginalne distribucije) i ¢ija
je zajednicka distribucija definirana copulom C. Ti parovi oblikuju scenarije
mogucih promjena faktora rizika. Zatim ¢emo Monte-Carlo metodom gene-
rirati V takvih scenarija. Tada je a-kvantil uzorka trazeni VaR sa razinom
pouzdanosti .

Kako bismo generirali gore navedene parove sluc¢ajnih varijabli pratimo sljedeéi
postupak: prvo trebamo generirati parove (u,v) opservacija slu¢ajnih vari-

jabli U i V' koje imaju uniformnu distribuciju U(0,1) i ¢ija je zajednicka

funkcija distribucije C(u, v). Definiramo funkciju ¢, na sljedeé¢i nacin:

(V) o PV <ov,U =u).

12Vidjeti [11]
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U [7] se pomo¢u visedimenzionalnih copula pokazuje da vrijedi:

- C(u+ Au,v) — C(u,v) 0 def
cu(v) = Jim, < - Clun) ¥ G, (23
Zbog sljedeceg teorema znamo da ¢, (v) postoji i neopadajuca je za skoro sve

v e [0,1].

ocC

Teorem 3.6. Neka je C copula. Za svako u € [0, 1] parcijalna derivacija -

postoji za skoro svako v € [0,1]. Za takve u i v vrijedi:

0
< — <
0< aUC(u,v) 1

Analogna tvrdnja vrijedi i za parcijalnu derivaciju od C' po u.
Takoder, funkcije w — C,(u) df oCwy) 4 Cu(v) & % postoje i

ov u
neopadajuée su skoro svugdje na [0, 1].

Dokaz. Vidjeti [17] O

Zbog jednostavnosti ¢emo nadalje pretpostaviti da ¢, postoji i strogo je
rastuca za sve v € [0,1].

Sada kada znamo (23) radimo sljedeée korake:

- Generiramo dva nezavisna broja u,w € [0,1] (ovaj u je prvi broj iz gore
spomenutog para (u,v))

- Izra¢unamo inverz od funkcije ¢, (pretpostavili smo da je ¢, strogo rastuca
na [0, 1] pa znamo da inverz postoji). Nakon toga treba staviti v =
c. 1 (w) kako bi se dobio v iz para (u,v)

- Na kraju, kada znamo u i v, odredimo z; = ®;'(u) i 7, = ®,'(v) kako
bismo dobili jedan trazeni par (z7,xs). Pritom smo sa ®; i ®5 oznagcili
marginalne normalne funkcije distribucije.

Gornji postupak ponovimo N puta kako bismo dobili Monte Carlo uzorak
(zM, 2?)), gdje su 2V i 2® N-torke. Ako sa ay,as 0znacimo tezine pozicija
u portfelju tada je promjena u vrijednosti portfelja Zle a; - r;. Racunanjem
kvantila tog izraza dobijemo trazeni VaR.
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4 Implementacija u matematickom softveru

R

U ovom poglavlju navest ¢emo implementaciju postupka'? ra¢unanja riziénosti
vrijednosti primjenom copula u matematickom softveru R.

Prva funkcija koju navodimo je funkcija VaRcopula. Ona racuna funkciju
copule, njezine derivacije i inverz. Argumenti navedene funkcije su:

uv; n X 2 matrica

0; skalar, parametar copule

mode; cijeli broj iz skupa {—1,0,1,2,3,4,5,6, 7}

copula; cijeli broj izmedu 1 i 10-odabire copulu prema tablici 1

Tablica 1

Cy(u,v) = 0 e
max ([u=? + 07 — 1]*1/9,0> [
max (1 — [(1—u)0+(1—v)9—1]1/6,0) [
3w ~1,1)
[
(

O e

1—-60(1—u)(1—w)
4 exp (—[(—Inw)? + (= Inwv)?]'/?)

1 (e —De” " 1)
—7z1n (1 + —— )

e

ot

T e S SR ) I S
7 max [fuv+ (1 —60)(u+v—1), O} (0,1]
8  max 92972(12151%6?5})(;21’) , O} (0,1]
9 wvexp(—OInulnov) (0,1]
10 w140 - - 1,'6)} e (0. 1]

Izvor: Tablica 1 preuzeta iz [11]

Ovisno o tome koji mode odaberemo, nasa funkcija rjesava drugaciji pro-
blem, tj. vraca razli¢itu vrijednost:

5 -1
- mode=—1 ; ratuna (%) (v)
- mode=0 ; racuna copulu Cy(u, v)

13Pratit ¢emo implementaciju postupka i primjere dane u [11]
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- mode=1/2/3 ; rac¢una prvu derivaciju copule u odnosu na 1./2./3. para-
metar (u/v/0)

- mode=4/5/6 ; rac¢una drugu derivaciju copule u odnosu na 1./2./3. para-
metar (u/v/0)

- mode="7 ; daje inicijalnu vrijednost od 6 danu u vektoru thetainit

Kod:

VaRcopula<-function(uv,theta,mode,copula)
if (is.numeric(uv)==FALSE)
stop("Elementi matrice uv moraju biti brojevi!")
if (ncol(uv)!=2)
stop("Matrica uv mora imati dva stupca!")

uu<-uvl[,1]
vv<-uv[,2]

fact<-0.0001
eps<-0.00000000000001

#copula 1 2 3 4 65 6 7 8 9 10
thetainit<-cbind(c(1,1.5,0,1.5,1,1.5,0.5,1.5,0.5,0.5))
thetamin<-cbind(c(-1,1,-1,1,-Inf,1,0,1,0,0))
thetamax<-cbind (c(Inf,Inf,1,Inf,Inf,Inf,1,Inf,1,1))
thetanot<-cbind(c(0,NaN,NaN,NaN,O,NaN,NaN,NaN,NaN,NaN))

if (mode==0)
{
# Moramo provjeritt je li theta koji funkcija primi unutar dozvoljentih
# granica. Ako nije, malo ga "popravimo".
if (theta<=(thetamin[copula]+eps)) theta<-(thetamin[copula]+eps)
if (theta>=(thetamax [copula]-eps)) theta<-(thetamax[copulal-eps)
else if ((is.nan(thetanot[copulal])==FALSE) &&
(abs (theta-thetanot [copula])<fact))
theta<-thetanot [copula]+sign(theta-thetanot [copula])*fact

F<-matrix(0,length(uu),1)

index0O<-numeric (0)

index1<-numeric(0)

for (i in 1:nrow(uv))

{
if (uv[i,1]<=eps || uv[i,2]<=eps) 1index0 <- c(index0,i)
if (M (uv[i,1]l<=eps || uv[i,2]<=eps)) index1<- c(index1,i)

}
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if (length(index0)!=0) F[index0,1]=0
if (length(index1) !=0)
{
u<-uu[index1]
v<-vv[index1]
if (copula==1) {
F[index1]=((u~ (-theta)+v~ (-theta)-1)~(-1/theta))
F[index1]=F[index1]*(F[index1]1>0)}
if (copula==2){
Flindex1]=(1-((1-u) “theta+(1-v) “theta)~(1/theta))
Flindex1]=F[index1]*(F[index1]>0)}
if (copula==3) F[index1]=u*v/(1-theta*(1-u)*(1-v))
if (copula==4)
Flindex1]=exp(-((-log(u)) = theta +
(-log(v)) ~ theta)” (1 / theta))
if (copula==5)
Flindex1]=-(1/theta)*log( 1+((exp(-theta*u)-1)*
(exp(-theta*v)-1))/(exp(-theta)-1))
if (copula==6)
F[index1]=1-((1-u) “theta+(1-v) “theta-
(1-u) “theta*(1-v) “theta) " (1/theta)
if (copula==7){
F[index1]=(theta* (u*v)+(l-theta)*(utv-1))
F[index1]=F[index1]*(F[index1]1>0)}
if (copula==8){
Flindex1]=((theta”2* (uxv)-(1-u)*(1-v))/
(theta”2-(theta-1) "2*x((1-u)*(1-v))))
Flindex1]=F[index1]*(F[index1]>0)}
if (copula==9) F[index1]=uxv*exp(-theta*xlog(u)*log(v))
if (copula==10)
Flindex1]=uxv/(1+(1-u"theta)*(1-v-theta)) "~ (1/theta)
}
}

if (mode==1)

{

h=uux*fact

# Kako je wu i1z [0,1], vrijedi da je uu-h>=0.
# Jos moramo provjeriti da je uuth<=1.

index<-numeric()

for (j in 1:length(h))

{if (uul[j]>1-h([j]) index<-c(index,j)}

if (!(length(index)==0)) uulindex]=1-h[index]

F=(VaRcopula(cbind((uu+h) ,vv) ,theta,mode-1,copula)-
VaRcopula(cbind ((uu-h),vv) ,theta,mode-1,copula))/(2%h)
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if (mode==2)

{

h=vv*fact

# Kako je wv i1z [0,1], wvrijedi da je wvu-h>=0.
# Jos moramo provjeriti da je vvuth<=1.

index<-numeric()

for (j in 1:length(h))

{if (vv[jl>1-h[j]) index<-c(index,j)}

if (!(length(index)==0)) vv[index]=1-h[index]

F=(VaRcopula(cbind(uu, (vv+h)) ,theta,mode-2,copula)-
VaRcopula(cbind (uu, (vv-h)) ,theta,mode-2,copula))/(2*h)
}

if (mode==3)
{
h<-abs(theta*fact)
if (h<fact) h<-fact
F<-(VaRcopula(uv,theta+h,mode-3,copula)-
VaRcopula(uv,theta-h,mode-3,copula))/(2*h)

}
if (mode==4)
{

h=uuxfact

# Kako je wu i1z [0,1], vrijedi da je uu—-h>=0.
# Jos moramo provjeriti da je uuth<=1.

index<-numeric()

for (j in 1:length(h))

{if (uul[j]>1-h([j]) index<-c(index,j)}

if (!(length(index)==0)) uulindex]=1-h[index]

F=(VaRcopula(cbind((uu+h) ,vv) ,theta,mode-4,copula)-
2*VaRcopula(cbind (uu,vv) ,theta,mode-4,copula)+
VaRcopula(cbind ((uu-h),vv) ,theta,mode-4,copula))/(h~2)

}
if (mode==5)
{

h=vv*fact

# Kako je wv i1z [0,1], wvrijedi da je vu-h>=0.
# Jos moramo provjeriti da je vvuth<=1.

index<-numeric ()

for (j in 1:length(h))
{if (vv[jl>1-h([j]) index<-c(index,j)}
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if (!(length(index)==0)) vv[index]=1-h[index]

F=(VaRcopula(cbind(uu, (vv+h)) ,theta,mode-5,copula)-
2*VaRcopula(cbind (uu,vv) ,theta,mode-5,copula)+
VaRcopula(cbind (uu, (vv-h)) ,theta,mode-5,copula))/(h~2)

}
if (mode==6)
{

h<-abs(theta*fact)

if (h<fact) h<-fact

F<-(VaRcopula(uv,theta+h,mode-6,copula)-

2xVaRcopula(uv,theta,mode-6,copula)+
VaRcopula(uv,theta-h,mode-6,copula))/(h"2)

}
if (mode==7)
{
F<-thetainit [copula]
}
if (mode==-1)
{
rhs=vv;

vO=matrix(0,length(uu),1)
vi=matrix(1l,length(uu),1)
fO=VaRcopula(cbind(uu,v0) ,theta,1,copula)-rhs
f1=VaRcopula(cbind(uu,v1),theta,1,copula)-rhs
i=1
while (1<=20)
{

v2=(v1+v0)/2;

f2=VaRcopula(cbind(uu,v2) ,theta,1,copula)-rhs

index1<-numeric()

index2<-numeric ()

for (j in 1:length(£2))

{

if (sign(f0[jl)==sign(£2[j1))
index1<-c(index1, j)
¥

for (j in 1:length(£2))

{
if (' (sign(£f0[jl)==sign(£2[j1)))
index2<-c(index2, j)
}

if (!(length(index1)==0))

{

vO[index1]=v2[index1]
fO[index1]=f2[index1]

}
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if (!(length(index2)==0))

{

v1[index2]=v2[index2]
f1[index2]=f2[index2]

}

i=i+l

F=v2

}

return(F)

}

Pritom smo u gornjem kodu kod mode= -1 koristili metodu bisekcije**. To
je metoda za numericko rjesavanje jednadzbe f(x) = 0 gdje je f neprekidna
funkcija definirana na intervalu [a, b] te f(a) i f(b) imaju suprotne predznake.
Portupak kod metode bisekcije prati sljedece korake:

- Podjela intervala [a, b] na dva dijela ratunanjem ¢ = %2

- Racunanje vrijednosti f(c)

- Ako je sign(f(a))#sign(f(c)), zamijeni interval [a,b] sa intervalom [a, c|.
Inace zamijeni interval [a, b] sa intervalom |[c, b]

- Ponovi gornji postupak sa ,zamijenjenim” intervalom

Uvjet zaustavljanja moze biti npr. odredeni broj iteracija ili dodavanje uvjeta
poput |¢; —¢;_1| < tol gdje je i broj iteracije, a tol je neki unaprijed odredeni
fiksni broj.

147a vise detalja o metodi bisekcije vidjeti:[2]
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Primjer: Promotrimo primjer u kojemu racunamo Gumbel-Hougaardovu
copulu (mode=0,copula=4) za odredeni vektor wv i parametar 6.

theta<-3

uv<-matrix(0,441,2)

uv[,1]<-rep(seq(0,1,0.05),21)

uv_pom <- seq(0,1,0.05)

uv_pom2 <- numeric()

for (i in 1:length(uv_pom)) uv_pom2 <- c(uv_pom2, rep(uv_pom[i],21))
uv[,2] <- uv_pom2

cuv<-VaRcopula(uv,theta,0,4)

install.packages("scatterplot3d")
library("scatterplot3d")
scatterplot3d(uv[,1], uv[,2], cuv,color = "royalblue3",pch=16,main =
"Gumbel-Hougaard copula", xlab = "u",
ylab ="v", zlab = "C(u,v)", angle = 60)

Dobili smo Gumbel-Hougaardovu copulu koju smo zatim nacrtali pomocu
funkcije scatterplot3d:

Gumbel-Hougaard copula
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Funkcija VaRfitcopula podesava (prilagodava) copulu danim podatcima ko-
riste¢i metodu podesavanja najmanjim kvadratom. Argumenti ove funkcije
su:

e history; n x 2 matrica, podatci
e copula; cijeli broj izmedu 1 i 10-odabire copulu prema tablici 1

Funkcija vraca listu res koja sadrzi procjenu parametra copule i standardne
devijacije dvaju marginalnih normalnih distribucija.

Kod:

VaRfitcopula<-function(history,copula)
{
if (is.numeric(history)==FALSE)
stop("Prvi parametar mora biti numericki.")
if (ncol(history)!=2) stop("History mora imati 2 stupca')

res<-matrix(0,3,1)
sigma<-cov(history)
sigmal<-sqrt(sigmal1,1])
sigma2<-sqrt(sigmal2,2])
histdim<-dim(history)
histcum<-matrix(0,histdim[1],1)

histi<-historyl[,1]
hist2<-history[,2]

dci<-pnorm(history[,1])

dc2<-pnorm(history[,2])

# Funkctija pnorm(z) vraca vrtjednosti mormalne funkcije
# distridbucije u T

NUMNEWTON<-10
k<-1
while (k<=length(hist1))
{

index<-numeric ()

for (i in 1:length(histl))

{

if ( (histi[il<hist1([k]) && (hist2[il<hist2[k]) )
index<-c(index,i)

}

histcum[k]<-length(index) ;

k<-k+1;
}
hc<-(histcum+0.5) /histdim[1];
theta<-VaRcopula(matrix(0,1,2),0,7,copula);
i<-1
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while (i<=NUMNEWTON)
{
htheta<-thetax*0.001;
f<-sum(hc-VaRcopula (cbind(dcl,dc2),theta,0,copula))"2
df<--2*sum((hc-VaRcopula (cbind(dcl,dc2),theta,0,copula))*
VaRcopula (cbind(dcl,dc2),theta,3,copula))
ddf<-2*sum(VaRcopula (cbind(dcl,dc2),theta,3,copula)"2)-2x%
sum( (hc-VaRcopula (cbind(dcl,dcl),theta,0,copula))x*
VaRcopula (cbind(dcl,dcl),theta,6,copula))
theta<-theta-df/ddf
i<-i+1
}
res<-list(Theta=theta,Sigmal=sigmal,Sigma2=sigma2)
return(res)

}

Sljedec¢a funkcija koju promatramo je funckija VaRsimcopula. Njezini ar-
gumenti su:

N ; skalar, broj opservacija

stigmal; standardna devijacija prve normalne distribucije
stigma?2; standardna devijacija druge normalne distribucije

0; skalar, parametar copule

copula; cijeli broj izmedu 1 i 10-odabire copulu prema tablici 1

Funckija vra¢a uzorak duljine N za copulu copula sa parametrom 0 i za
normalne distribucije sa standardnim devijacijama sigmal i sigma?2.

Kod:

VaRsimcopula<-function(N,sigmal,sigma2,theta,copula)
{
u<-runif (N)
v<-runif (N)
x<-qnorm(u)*sigmal
y<-gnorm(VaRcopula(cbind(u,v) ,theta,-1,copula))*sigma?2
res<-cbind(x,y)
return(res)
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Posljednja funkcija koju promatramo je VaRestMCcopula koja vraca pro-
cjenjeni parametar # dane copule i procijenjeni VaR za dani portfelj koristec¢i
copule.

Ona prima sljedeé¢e ulazne podatke:

history; n X 2 matrica, podatci

a; 2 x 1 vektor

copula; cijeli broj izmedu 1 i 10-odabire copulu prema tablici 1
opt; lista koja sadrzi:

- alpha; skalar, razina znacajnosti za VaR (default vrijednost 0.01)

- nsimu; skalar, broj Monte Carlo simulacija (default vrijednost 1000)

Kod:

VaRestMCcopula<-function(history,a,copula,opt=1list(alpha=0.01,nsim=1000))

{

if ((opt$alpha<=0) || (opt$alpha>0.1))
stop("alpha mora biti izmedu O i 0.1")

if (opt$nsim<=0)
stop("Broj MC simulacija treba biti pozitivan")

alpha<-opt$alpha
N<-opt$nsim

respom<-VaRfitcopula(history, copula)
res<-VaRsimcopula(N,respom$Sigmal,respom$Sigma2,respom$Theta, copula)
pl<-resyxia

VaR<-quantile(pl,alpha)

# Naredba quantile(niz,alpha) vraca alpha-kvantil od

# wvektora niz

VaRMCc<-list (respom$Theta,VaR)
return(VaRMCc)
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Primjer: Promotrimo primjer racunanja VaR-a sa razinom znacajnosti 1%
za dane podatke pomoc¢u Gumbel-Hougaardove copule.

pom<-rnorm(200)
hist<-matrix(pom,100,2)
a <- cbind(c(1,2))

opt=list(alpha=0.01,nsim=1000)
proc<-VaRestMCcopula(hist,a,4,opt)

print (proc)
#procijenjent theta
[[1]1] 7.066699
#procijenjent VaR
[[2]11-5.904234
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Sazetak

Rizi¢nost vrijednosti (engl. Value at Risk - Var) jedna je od uobi¢ajenih mjera
rizika u financijskoj industriji. VaR mjeri maksimalnu potencijalnu promjenu
u vrijednosti portfelja financijskih instrumenata u danom vremenskom pe-
riodu uz odredenu razinu povjerenja. Statisticki gledano, VaR portfelja je
kvantil distribucije gubitka portfelja u odredenom vremenskom intervalu pri
danoj vjerojatnosti. Usprkos mnogim prednostima koristenja VaR metodo-
logije (jednostavna za razumijevanje, vrlo ¢esto prisutna u raznim oblicima
financijskih softvera), postoje odredeni nedostatci - prvenstveno, rizi¢nost
vrijednosti daje lazan osjec¢aj sigurnosti jer ne mjeri najveéi gubitak koji se
moze dogoditi.

Jedan od glavnih ciljeva ovog diplomskog rada je opisati metode aproksi-
macije rizi¢nosti vrijednosti u uvjetno Gaussovoj klasi modela (faktori rizika
imaju multivarijantnu normalnu distribuciju). Naglasak je na Delta-Gama
pristupu u kojem se pretpostavlja da postoji dovoljno dobra kvadraticna
aproksimacija (kao funkcija faktora rizika) promjene vrijednosti portfelja.
Prva metoda za odredivanje kvantila distribucije promjene vrijednosti port-
felja je Cornish-Fisherova aproksimacija. To je relativno brza metoda koja
daje aproksimaciju sa dovoljno dobrom preciznoséu u mnogim situacijama u
praksi, ali moze biti nedovoljno dobra u najlosijim scenarijima. Druga me-
toda koju promatramo je parcijalna Monte Carlo metoda sa uzorkovanjem
po vaznosti. Uzorkovanje po vaznosti pomaze nam generirati uzorke iz po-
drucja koja su vaznija za nas problem. Parcijalna Monte-Carlo metoda je
sporija, ali i preciznija od Cornish-Fisherove aproksimacije.

Drugi vazan cilj ovog diplomskog rada je objasniti primjenu copula u odredivanju
rizi¢nosti vrijednosti. Copule su funkcije koje se koriste za opisivanje zavis-
nosti izmedu slucajnih varijabli sa proizvoljnim marginalnim distribucijama.
Na kraju opisujemo postupak za racunanje rizi¢nosti vrijednosti pomocu
copula.
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Summary

Value at Risk, often referred to as VaR, is a commonly used risk measure
in the financial industry. Value at Risk measures the maximum potential
change in value of a portfolio of financial instruments with a given probabi-
lity over a pre-set horizon. Statistically speaking, the VaR of a portfolio is
the quantile of the distribution of that portfolio’s loss over a specifed time
interval, at a given probability level. Despite many advantages of using VaR
methodology (simple to understand, frequently available in various types of
financial software), there are certain drawbacks - most importantly, it creates
a false sense of security because Value at Risk does not measure worst case
loss.

One of the main goals of this graduate thesis is to describe Value at Risk
approximating methods in conditional Gaussian class of models (i.e. the risk
factors are assumed to be joint normal). The emphasis is being placed on
Delta-Gamma approach where the assumption is that there is a reasonably
good quadratic approximation (as a function of risk factors) of the change in
the portfolio’s value. Our first method used to determine a quantile of the
distribution of the change in the portfolio’s value is called Cornish-Fisher
approximation. It is a relatively fast method that gives approximations with
sufficient accuracy in many practical situations but it can be mediocre in
worst-case scenarios. The second method that we examine is partial Monte-
Carlo method with importance sampling. Importance sampling method helps
us generate more samples from the region that is more important for the pro-
blem at hand. Partial Monte-Carlo method is slower, but more accurate than
Cornish-Fisher approximation.

The second main goal of this graduate thesis is explaining the applications of
copulas for the calculation of Value at Risk. Copulas are functions that can
be used to describe the dependence between random variables with arbitrary
marginal distributions. In the end we describe the procedure for computing
VaR with copulas.
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