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Uvod

U vrijeme modernih tehnologija, gdje su ucenici svakodnevno obasipani velikom
koli¢inom informacija, za nastavnike je postao izazov zadrZati paznju uenika cijeli Skolski
sat. Ucenici posebno brzo gube interes ukoliko ne vide svrhu gradiva koje se obraduje.
”Koncentriranjem na Sto, izostavljajuci zasSto, matematika je svedena na praznu ljusku.
Umjetnost nije u “istini” ve¢ u objasnjenju i razlozima. Razlog je taj koji daje istinitost
sadrZaju 1 odreduje Sto je zaista receno i Sto se mislilo. Matematika je umjetnost obraz-
laganja.” [7] Upravo iz tog razloga javila se potreba za promjenom dosadasnjeg nacina
poucavanja. Frontalnu nastavu postepeno zamjenjuje nastava usmjerena na ucenika, tzv.
suvremena nastava. Medu ostalim, u suvremenoj nastavi naglasak je na istrazivackoj nas-
tavi u kojoj u€enici samostalno istraZuju, otkrivaju i donose zakljucke te na taj nacin razvi-
jaju sposobnost rjeSavanja problema i donoSenja odluka. Samim time i uloga nastavnika
znatno je promjenjena. Zadatak nastavnika je motivirati te poticati samostalnost ucenika,
kao i voditi uc¢enike prema ocCekivanim zakljuccima te ih prema potrebi usmjeriti na pravi
put. Naveden promjene posebno su nuzne u nastavi matematike, kao jednoj od predmeta
koji ve€ina ucenika ili ne voli ili smatra teSkim. Kao Sto je rekao profesor Kurnik: ”Samo
usvajanje znanja je niZa razina matematickog obrazovanja. Potrebno je podiéi kakvocu
poucavanja, znanja i sposobnosti, osuvremeniti nastavu matematike.” [S]]

Suvremena nastava matematike treba, prije svega, zadovoljiti tri osnovna uvjeta:
e potrebu za uvodenjem novih pojmova i postupaka
e smislenost pojmova i postupaka koje Zelimo uvesti

e samostalno ucenicko otkrivanje novih pojmova i postupaka

Ovaj diplomski rad organiziran je kao niz ucenickih aktivnosti koje zadovoljavaju na-
vedene uvjete. U prvom poglavlju ucenici kroz 9 aktivnosti postepeno izgraduju pojam
matrice. Pocevsi od prirodne organizacije zadanih podataka u tablicu pa sve do mnoZenja
matrica, ucenici otkrivaju smisao matrica, pojmove i postupke vezane uz njih te mogucnost
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primjene u drugim dijelovima matematike. IstraZivanje moguénosti primjene matrica nas-
tavlja se 1 u iduéem poglavlju u kojem je naglasak na linearnim operatorima. Ucenici na-
kon upoznavanja s pojmom linearnih operatora otkrivaju njihovu vezu s matricama, vezu
izmedu kompozicije linearnih operatora i matri¢nih prikaza operatora te povezuju graficki
1 matricni prikaz djelovanja geometrijskih preslikavanja.

Svaka aktivnost, uz nastavni listi¢ za u€enike 1 potrebne materijale za provodenje ak-
tivnosti, sadrZi i Kutak za nastavnike. U njemu su, osim rjeSenja nastavnih listica, dane 1
metodicke smjernice, upute i definicije, navedeni mogudi, ali i oCekivani, u€enicki odgo-
vori. U odgovarajuéim aktivnostima isticemo potrebu za pronalaZzenjem primjera, kontra-
primjera te primjera koji ne odgovaraju zadanim uvjetima.

U posljednjem poglavlju razraden je projektni zadatak u kojem je naglasak na samostal-
nom istrazivanju u¢enika te primjeni nau¢enog gradiva na novim, konkretnim situacijama
1z stvarnog Zivota.



Poglavlje 1

Matrice u srednjoskolskoj nastavi

Matrice su u srednjoj Skoli dio obveznog sadrZzaja jedino u programu za prirodoslovno-
matematicke gimnazije te se obraduju u 2. polugodiStu 3. razreda. Za navedeni program
postoje dva udzbenicka kompleta ([[1], [2]]) te smo prije sastavljanja aktivnosti proucili kako
su matrice i prateci sadrzaji u njima obradeni.

U oba udZbenika obraduje se definicija matrice, primjeri specijalnih matrica, operacije
s matricama, inverz matrice drugog i treceg reda te matri¢ne jednadzbe.

U udzbeniku [[1]], nakon obrade navedenih pojmova izostaje primjena matrica, odnosno
ne obraduje se rjeSavanje sustava Gauss-Jordanovom metodom. Tako ucenici ostaju zaki-
nuti za jednu od ¢eS¢ih 1 vaZnijih primjena matrica i s pravom si mogu postaviti pitanje:
»Cemu matrice uopée sluze?”.

S druge pak strane, u udzbeniku [2], pojam matrice uvodi se i prije same obrade navede-
nog gradiva, upravo u poglavlju gdje ucenici obraduju razliite metode rjeSavanja sustava,
poput metode determinante i Gauss-Jordanove metode. lako je upravo zapisivanje koefi-
cijenata sustava u pravokutnu tablicu, a kasnije i rjeSavanje sustava koristeci tu tablicu,
prikladan motivacijski zadatak u kojem ucenici mogu uvidjeti potrebu i smisao uvodenja
matrica, u navedenom udzbeniku nije iskoriStena ta moguénost. Naime, ucenicima je di-
rektno prezentirano na koji nacin koeficijente sustava zapisujemo u tablicu, a da ih se nije
potaknulo na samostalno razmisljanje zasto je to tako.

Iz navedenih razloga, redoslijed i gradivo pokriveno aktivnostima u ovom radu razlikuje
se od onog predloZzenog u srednjoskolskim udzbenicima. Ucenicima Zelimo omoguditi
da se najprije upoznaju s matricom kao tablicom za organiziranje podataka, a zatim da
postepeno otkrivaju njihova svojstva, §to sve s matricama mogu raditi te u kojim nam
podrucjima taj nacin organiziranja podataka moze biti od koristi.

Tako ¢e se ucenici najprije upoznati s matricama te temeljnim pojmovima vezanim uz
njih, a zatim Ce proucavati osnovne operacije s matricama (zbrajanje, svojstva zbrajanja,
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mnoZenje matrice skalarom). Nakon toga, u€enici ¢e primjenjivati matrice za rjeSavanje
sustava Gauss-Jordanovom metodom te ¢e proucavati rjeSenja homogenog i nehomogenog
sustava. Navedene pojmove i postupke ucenici mogu usvojiti intuitivho, uz minimalnu
intervenciju nastavnika prilikom izvodenja aktivnosti i detaljno razradenu diskusiju nakon
aktivnosti.

Za razliku od prethodno navedenog, mnoZenje matrica puno je sloZeniji postupak kojeg
¢e ucenici vrlo teSko samostalno otkriti. Vazno je da ucenici sami uoce Sto “lezi” iza
mnozenja matrica, tj. koje elemente iz matrica ima smisla medusobno mnoziti. Vise o
tome, u zadnjoj aktivnosti ovog poglavlja.

1.1 Uvodenje matrica i osnovnih pojmova

AKktivnost 1. SloZi sustay

Cilj: ucenici ¢e podatke organizirati u pravokutnu tablicu (matricu)
Nastavni oblik: individualni rad

Nastavna metoda: problemska nastava

Potrebni materijal: nastavni listi¢ sa zadatkom, kartice s koeficijentima

Tijek aktivnosti:

Svaki ucenik dobit Ce listi¢ sa zadatkom 1 kartice s koeficijentima. Uclenici za rjeSavanje
imaju 10 minuta. Nakon Sto rijeSe zadatak, slijedi prezentacija rjeSenja, diskusija i
uvodenje novih pojmova.

Nastavni listi¢:

Zadatak:

Izvida¢ Dario prodaje kekse. Mala kutija keksa koSta 3 kune, srednja kutija 5 kuna,
a velika kutija 7 kuna. Dario je ukupno prodao 15 kutija i zaradio 77 kuna. Prodao
je pet kutija viSe srednjih nego malih i velikih kutija zajedno. Koliko kutija pojedine
vrste keksi je Dario prodao?

1) Postavi sustav te ga zapiSi u opéem obliku.

2) Koristeci dobivene kartice s koeficijentima, slozi ih tako da predstavljaju dobiveni
sustav.

3) Sto predstavlja treé¢a kartica u prvom redu?
4) Sto predstavlja druga kartica u Eetvrtom stupcu?
5) Kako biste nazvali tablicu u koju ste organizirali podatke?
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Kutak za nastavnika:

NuZno predznanje uenika za ovu aktivnost je postavljanje sustava 3 X 3 zadanog
rijeCima te poznavanje pojma opci oblik sustava. Sam zadatak ne treba biti kompliciran
jer nam rjeSavanje sustava nije u prvom planu.

x+y+z=15
RjeSenje zadatka 1) je: {3x+ S5y + 7z =77, gdje x oznaCava broj malih kutija, y broj
x—y+7=-5
srednjih kutija i z broj velikih kutija. RjeSenje je jednoznacno do na poredak jednadzbi u
sustavu, S$to ne utjeCe bitno na ostale odgovore.

Za rjeSenje zadatka 2) moZemo pripremiti kartice s koeficijentima koje sa straZnje
strane imaju nalijepljenu magnetnu traku. Na taj nacin netko od ucenika svoje rjeSenje
moze lako prikazati na ploci, a to ¢e nam olakSati i1 daljnju diskusiju. Ako su jednadZzbe
sustava napisane navedenim redoslijedom, rjeSenje zadatka 2) mozemo vidjeti na slici|l.1

1 1 1 15
3 5 7 77
1 -1 1 -5

Slika 1.1: Kartice s koeficijentima sustava

S obzirom na to da je potrebno 12 kartica, najbolje je da ih u€enici dobiju to€an broj, kako
ne bi gubili vrijeme na traZenje odgovarajucih kartica. Druga opcija je da zadamo sustav
2 x 2 pa u€enicima moZemo podijeliti i ”lazne” kartice koje im nisu potrebne.

U pitanjima 3) i 4) provjeravamo razumiju li u€enici vezu izmedu sustava i tablice s ko-
eficijentima. Ocekivani odgovori su: Treca kartica u prvom retku predstavlja koeficijent uz
varijablu z u prvoj jednadzbi, a druga kartica u Cetvrtom stupcu predstavlja slobodni koefi-
cijent u drugoj jednadzbi. Ova pitanja su predvidena da s ucenicima zapo¢nemo diskusiju
Sto su retci, a Sto stupci. Za ocekivati je da ¢e u€enici imati razliite interpretacije stupaca
i redaka. Ukoliko odgovori ucenika na prethodna pitanja odgovaraju njihovoj interpreta-
ciji stupaca, odnosno redaka, smatramo ih to¢nima. Nakon kratke diskusije, u€enicima je
potrebno argumentirati Sto smo odlucili zvati retcima, a Sto stupcima, kako bi se kasnije
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lakSe prisjetili. Neki od argumenata mogu biti: “Rasvjetni stupovi su okomiti na povrSinu
Zemlje, pa ¢emo zato vertikalne kolone zvati stupcima.”; ”Svaku jednadzbu piSemo u svoj
red pa koeficijenti pojedine jednadzbe Cine redak.”.

Zadnjim pitanjem provjeravamo jesu li se ucenici ve¢ susreli s pojmom matrice. Uko-
liko netko od ucenika odgovori potvrdno, korisno je posluSati gdje se ve¢ susreo s navede-
nim pojmom te §to 0 njemu zna.

Nakon §to s u€enicima prodemo sva pitanja iz nastavnog listica, dobivenu tablicu s ko-
eficijentima trebamo zapisati, strogo matematicki, u matricu. Tako prelazimo na definiciju
matrica i osnovnih pojmova vezanih uz njih.

Definicija 1.1.1. Matrica je pravokutna tablica realnih brojeva. Njih nazivamo elemen-
tima matrice. Element matrice A koji se nalazi u i-tom retku i j-tom stupcu oznacavamo s
a;;j i nazivamo op¢i element matrice. ([2l])

Definicija 1.1.2. Za matricu sa m redaka i n stupaca kaZemo da je tipa m X n. Ako je broj
redaka m jednak broju stupaca n, za matricu kazemo da je kvadratna matrica reda n. ([2])

Definicija 1.1.3. Dvije matrice A i B su jednake ako su istog tipa i ako imaju jednake
odgovarajuce elemente, tj. vrijedi a;; = b;j. ([2])

Definicija 1.1.4. Nulmatrica je matrica kojoj su svi elementi nule. ([2|])

Definicija 1.1.5. Dijagonalna matrica definirana je samo za kvadratne matrice. To je
matrica kojoj su svi elementi izvan dijagonale jednaki nuli. ([2])

Definicija 1.1.6. Jedinicna matrica je dijagonalna matrica kojoj su svi dijagonalni ele-
menti jednaki 1. ([2}])

Definicija 1.1.7. Gornja trokutasta matrica je matrica kojoj su svi elementi ispod dijago-
nale jednaki 0.

Definicija 1.1.8. Donja trokutasta matrica je matrica kojoj su svi elementi iznad dijago-
nale jednaki 0.

Definicija 1.1.9. Transponirana matrica matrice A u oznaci AT je matrica koju dobijemo
tako da retke matrice A zapisemo u stupce matrice A". ([2)])

Definicija 1.1.10. Matrica A je simetri¢na ako vrijedi A = A™. ([2]])

Nije potrebno sve navedene definicije pisati na ploci, niti traZiti od u€enika da ih zapiSu
u biljeZnice. Korisno je da prije svake definicije s uCenicima diskutiramo o pojmu koji
Zelimo definirati te da nakon definicije traZimo od ucenika da za navedeni pojam zapiSu
nekoliko primjera u svoje biljeZnice.
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Takoder, nije na odmet spomenuti da matricu iz uvodnog zadatka nazivamo proSirenom
matricom sustava, a matricu bez stupca slobodnih koeficijenata, matricom sustava. S na-
vedenim pojmovima, ucenici e se susresti kasnije, pri uvodenju Gauss-Jordanove metode
rjeSavanja sustava.

1.2 Osnovne operacije s matricama

Pod osnovnim operacijama s matricama smatramo zbrajanje, odnosno oduzimanje te
mnoZenje matrice skalarom. Kao S§to je navedeno ranije, mnoZenje matrica je sloZeniji
postupak te Ce se kao takav obraditi na kraju ovog poglavlja.

AKktivnost 2. Zbrajanje matrica

Cilj: ucenici otkrivaju postupak zbrajanja matrica te svojstva zbrajanja matrica
Nastavni oblik: individualni rad, rad u paru

Nastavna metoda: problemska nastava

Potrebni materijal: nastavni listi¢ sa zadatkom

Tijek aktivnosti:

Svaki ucenik dobit e listi¢ sa zadatkom. Listi¢ se sastoji od dva dijela. U prvom dijelu
ucenici otkrivaju postupak zbrajanja matrica. Za rjeSavanje prvog dijela u€enici imaju 15
minuta. Nakon toga slijedi diskusija i precizno definiranje operacije zbrajanja. Ucenici
zatim nastavljaju rjeSavati drugi dio nastavnog listica u kojem provjeravaju vrijede li ko-
mutativnost i asocijativnost zbrajanja matrica. Za rjeSavanje drugog dijela ucenici takoder
imaju 15 minuta. Nakon §to su ucenici gotovi, slijedi diskusija.

Nastavni listi¢:

Zadatak:

I Dio

1. Mama prvi dan pojede 3 jabuke i 2 kruske. Tata pojede 4 jabuke i 1 krusku.
Podatke organiziraj u matricu.

a) Sto oznacavaju stupci u tvojoj matrici?

b) Sto oznacavaju retci?

¢) Provjeri je li prijatelj iz klupe podatke organizirao na isti nacin. Ako nije, proucite
razliku. Jesu li oba rjeSenja smislena? Ako ste podatke organizirali na isti nacin,
razmislite postoji li joS koji.
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2. Mama drugi dan pojede 2 jabuke i 1 krusku, a tata 3 jabuke i 5 krusaka. Podatke
organiziraj u matricu (na isti nacin kao i u 1. zadatku)

3. Odgovori rije¢ima:

a) Koliko je mama ukupno pojela jabuka, a koliko krusaka?

b) Koliko je tata ukupno pojeo jabuka, a koliko kruSaka?

¢) Podatke iz a) i b) zadatka organiziraj u matricu (na isti nain kao i u 1. 1 2.
zadatku)

4. MoZete li nekom racunskom operacijom povezati matricu iz zadatka 3.c) s matri-
cama iz 1. 1 2. zadatka?
IT Dio

Na proizvoljnim matricama tipa 3 X 3 provjeri vrijede li sljedece jednakosti:
a)A+B=B+A

b)A+(B+C)=(A+B)+C

Vrijede i ove jednakosti opCenito, za sve matrice A, B 1 C istog tipa? Iz kojih
prethodno poznatih svojstava to proizlazi?

Kutak za nastavnika:

Operaciju zbrajanja matrica uvodimo na primjeru matrica tipa 2 X 2 kako ucenike ne
bismo zatrpali hrpom informacija u tekstu zadatka.

Ocekivano je da nece svi ucenici u razredu podatke organizirati na isti nain. Iz tog
razloga ucenike u 1. zadatku poticemo da razmisle Sto oznacavaju stupci u njihovim matri-
cama, a Sto retci. Navedena pitanja mogu ih potaknuti da dobiju ideju zamijeniti podatke
u stupcima i podatke u retcima. Naravno, moguca su jo$ dva to¢na rjeSenja koja dobijemo
ako zamijenimo poredak voca, odnosno roditelja. U nastavku ¢emo se usmjeriti na rjeSenja
koja vidimo u prvom i drugom retku na slici (1.2

Proucavajuéi navedena rjeSenja, moZzemo provjeriti poznavanje prethodno naucenog
pojma - transponirane matrice. Ucenicima postavljamo pitanja: U ¢emu se razlikuju
ove dvije matrice? Kako ih zovemo?”. Osim ponavljanja pojma transponirane matrice,
ucenicima skre¢emo pozornost na to $to su odabrali pisati u retke, a Sto u stupce, kako bi u
zadatcima 2. i 3. podatke organizirali na isti nacin.

Sliku[I.2](bez ukljucenih znakova ”+” i ”=") moZemo prikazati na projektoru prije nego
Sto ucenici prezentiraju rjeSenje 4. zadatka. Na taj nain omoguéujemo ucenicima koji
nisu dosli do rjeSenja da vizualiziraju problem te najprije samostalno dodu do ocekivanog
zakljucka. Naravno, rjeSenje ovog problema potrebno je zapisati i strogo matematicki:

Aol i R i e
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Slika 1.2: Zbrajanje matrica istog tipa

Prije nego Sto definiramo operaciju zbrajanja matrica, s u¢enicima trebamo diskutirati
o tipovima matrica koje moZemo zbrajati. Kako bi ucenici lakSe uocili da mozemo zbrajati
samo matrice istog tipa, postavljamo im novi problem, vezan uz prethodni, te ga takoder
prikazati vizualno (slika[I.3)). Primjerice, moZemo im postaviti sljedece pitanje:

Mama i tata su 3. dan kupili mandarine. Mama je taj dan pojela 1 jabuku, 1 krusku
1 5 mandarini. Tata je pojeo 2 jabuke, 1 krusku i 3 mandarine. Podatke organiziraj
u matricu. MoZete li, kao u prethodnom primjeru, odrediti koliko su mama i tata
ukupno pojeli voéa 2. 1 3. dan?

U ovom bi primjeru ucenici trebali lako uociti da ne mogu zbrojiti podatke u matricama
jer u prvoj matrici nedostaje stupac, odnosno redak, koji oznacava mandarine. MoZemo
ocekivati da ¢e netko od ucenika uoditi da je prvu matricu moguce nadopuniti sa stupcem
u koji ¢emo upisati nule i koji ¢e predstavljati broj pojedenih mandarina. Upravo Ce taj
zakljucak pridonijeti kona¢noj definiciji zbrajanja matrica, odnosno zakljucku da moZemo
zbrajati samo matrice istog tipa. Osim proucavanja tipova matrica koje mozZemo zbrajati,
pozornost ucenika treba usmjeriti 1 na tip matrice koja je rezultat zbrajanja.
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Slika 1.3: Zbrajanje matrica razli¢itog tipa

Definicija 1.2.1. Neka su A i B matrice istog tipa. Rezultat zbrajanja matrica A + B je
matrica istog tipa kao A i B. Njezin element na mjestu (i, j) jednak je zbroju elemenata
matrica A i B na tom istom mjestu. Dakle, ako je C = A + B, onda je c;; = a;; + b;j za sve

i, J. ([2])

ay; ... d by, ... by, ay +by ... ap,+ by,

adm1 .- Qun bml bmn Ay + bml B bmn

U drugom dijelu, nakon S$to ucenici provjere da navedene jednakosti vrijede za pro-
izvoljne matrice tipa 3 X 3, dokazujemo da jednakosti vrijede i opéenito:
a)A + B = [aij+bij] = [bij+a,~j] =B+A
b) A+ (B + C) = [a,'j + (le + Cij)] = [(aij + b,]) + Cij] = (A + B) +C
Ucenici bi trebali samostalno zakljuciti da navedena svojstva proizlaze iz komutativnosti,
odnosno asocijativnosti, realnih brojeva.

Prirodno, uz zbrajanje matrica, javlja se 1 pitanje moguénosti oduzimanja matrica. Za
potrebe definiranja oduzimanja, uvodimo pojam suprotne matrice.

Definicija 1.2.2. Neka je A matrica tipa m X n. Za matricu B tipa m X n kaZemo da je
suprotna matrici A ako vrijedi A + B = 0, gdje 0 oznacava nulmatricu tipa m X n.

Nakon definiranja suprotne matrice, ucenike podsje¢amo na osnovnu Skolu kada su
na oduzimanje gledali kao na dodavanje suprotnog broja. Iz toga ucenici mogu povuéi
paralelu na oduzimanje matrica.

Definicija 1.2.3. Neka su A i B matrice istog tipa. Razliku matrica A — B racunamo kao
zbroj matrice A i matrice suprotne matrici B.
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AKktivnost 3. MnoZenje matrice skalarom

Cilj: ucenici otkrivaju postupak mnozenja matrice skalarom
Nastavni oblik: individualni rad

Nastavna metoda: problemska nastava

Potrebni materijal: nastavni listi¢ sa zadatkom

Tijek aktivnosti:
Svaki ucenik dobit Ce listi¢ sa zadatkom. Ucenici za rjeSavanje imaju 10 minuta. Nakon
Sto rijeSe zadatak, slijedi prezentacija rjeSenja i diskusija.

Nastavni listic:

Zadatak:

Dana je tablica s podatcima o koli¢ini oborina, za odredene mjerne postaje u Repu-
blici Hrvatskoj, u prvoj polovici 2017. godine. ([4])

! Bjelovar | Osijek | Porec¢ | Rab | Split | Varazdin | Zagreb
1.mj 32.8 252 | 23.8 | 52.6 | 50.0 324 34.3
2.mj 33.1 74.4 | 149.8 | 90.9 | 68.9 56.0 41.4
3.mj 26.2 67.6 | 27.2 | 62.6 | 67.6 20.1 19.8
4.mj 28.2 49.7 | 629 | 70.3 | 35.5 32.5 443
5.mj 76.0 50.6 | 559 | 727 | 409 66.7 35.2
6.mj 54.7 454 | 91.0 | 427 | 44 84.5 107.8

a) U tablici pronadi podatke o koli€ini padalina za Zagreb, Spliti Osijek u 1., 3. 1 6.
mjesecu 2017. godine. Navedene podatke organiziraj u matricu.

b) Koliko je kiSe palo u Zagrebu u 3. mjesecu? Na kojem se mjestu u matrici nalazi
taj podatak?

¢) Koliko je kise palo u Osijeku u 1. mjesecu? Na kojem se mjestu u matrici nalazi
taj podatak?

d) Koliko je kiSe palo u Splitu u 6. mjesecu? Na kojem se mjestu u matrici nalazi
taj podatak?

e) Meteorolozi predvidaju da Ce sljedece godine pasti Cak dvostruko vise padalina!
Kako ¢e izgledati matrica, za izdvojene gradove i mjesece, sljedee godine?

) S kojim brojem si pomnoZio/la svaki element matrice?

g) Kako mnoZimo matricu skalarom?
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Kutak za nastavnika:

U ovom primjeru ucenicima smo podatke dali u Excel tablici. Ucenici traZene podatke
trebaju iScitati iz tablice te ih organizrati u matricu. S ucenicima diskutiramo koja je razlika
izmedu zapisa podataka u tablici i zapisa podataka u matrici. Zelimo da ulenici uote da
razlike nema, odnosno da je matrica samo matematicki nacin zapisivanja tj. organiziranja
podataka. Navedeni zaklju€ak vidimo na slici|l .4

M Zeerch | Split | Osijek | 1343 500 25.2

l.mj | 34.3 | 50.0 | 25.2 ,
3mj| 198 | 67.6 | 67.6 19.8  67.6 67.6

6.mj | 107.8 | 4.4 | 454 107.8 4.4 454

Slika 1.4: Usporedba razlicitih zapisa

Pitanjima b), c) i d) Zelimo provjeriti jesu li ucenici dobro organizirali podatke, kao
1 znaju li numeraciju mjesta u matrici. Pri provjeri rjeSenja treba imati na umu da nece
svi ucenici u jednakom poretku upisivati gradove, pa odgovori na pitanje: “Na kojem se
mjestu u matrici nalazi taj podatak?” nece biti isti kod svih ucenika.

68.6 100.0 50.4
Rjesenje e) zadatka je: [ 39.6 135.2 135.2]|.
2156 88 90.8

U f) zadatku, ucenici ve¢ iz samog teksta prethodnog zadatka mogu zakljuciti da svaki
element matrice mnozimo sa 2.

Ukoliko ucenici ne povezu rjeSenja ta dva zadatka s pitanjem u g) zadatku, podsje-
timo ih da mnoZenje zapravo predstavlja uzastopno zbrajanje istog elementa. Na taj nacin
poticemo u¢enike da mnoZenje matrice skalarom zapiSu kao zbrajanje te tako uoce da svaki
element matrice trebaju pomnoziti skalarom.

Definicija 1.2.4. Neka je A matrica tipam X n i A € R bilo koji skalar. UmnoZak matrice
A = [a;;] skalarom A je matrica AA = [Aa;;]. Dakle, matrica se mnoZi skalarom tako da se
svaki njezim element mnoZi tim skalarom. ([2)])

al . Aip /1(111 /1611,1
P

Apl e Aoy Aa,, ... Aay,
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Osim §to ¢e ucenici ovom aktivnoS¢u savladati mnoZenje matrice skalarom, sada se
mozZemo vratiti na oduzimanje matrica te “opravdati” prethodnu definiciju.

Prou¢imo razliku matrica A — B. Minus ispred matrice B oznacava koeficijent —1 pa
prema prethodnoj definiciji svaki element matrice B mnozimo skalarom —1. Na taj nacin
prethodni ratun A — B prelazi u A + (—B) gdje je ofito —B matrica suprotna matrici B.
Prema tome, prethodno usvojena definicija oduzimanja matrica je u skladu s definicijom
mnoZenja matrice skalarom.

Takoder, osim navedenog, ucenici trebaju provjeriti koja svojstva zadovoljava usvojena
operacija. Stoga im zadajemo sljedeci zadatak:

Na proizvoljnim matricama tipa 3 X 3 provjeri vrijede li sljedece jednakosti:

a) a(BA) = (@p)A

b) (A + B) = aA + aB

¢) (@+B)A =aA +BA

Vrijede 1i ove jednakosti opCenito, za sve matrice A, B i C istog tipa? Iz kojih
prethodno poznatih svojstava to proizlazi?

Kao i u Aktivnosti 2., nakon $to ucenici provjere da navedene jednakosti vrijede za
proizvoljne matrice tipa 3 X 3, dokazujemo da jednakosti vrijede i opéenito:

a) a(BA) = a[Ba;;] = (af)la;;] = (@B)A

b) a(A+B) = Ol[aij‘i'bij] = [a(a;j+ b;j)] = [aa;j+ab;j] = [aaij]'*'[abij] = alajj] +alb;;] =
aA + aB

¢) (@ +P)A = (a +P)la;;] = [(a +Paij] = [aa;; + Ba;;] = [aa;;] + [Ba;;] = ala;;] + Blai;] =
aA + BA

UcCenici bi trebali samostalno zakljuciti da navedena svojstva proizlaze iz kvazi-
asocijativnosti, odnosno distributivnosti mnoZenja prema zbrajanju.

1.3 RjeSavanje sustava

Jedna od glavnih upotreba matrica koju mozemo provesti u srednjoskolskoj nastavi mate-
matike je upravo rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi. Kao §to je navedeno u uvodu ovog
poglavlja, u jednom od udzbenika ucenici se susre¢u s pojmom matrice u svrhu rjeSavanja
sustava prije samog definiranja matrica. Ucenici najprije sustave 2 X 2 1 3 X 3 rjeSavaju
metodom determinante 1 upravo je to poglavlje u kojem se prvi puta susre¢u s pojmom ma-
trice. Nakon toga, uCenici sustave rjeSavaju primjenom Gauss-Jordanove metode s ¢ime
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¢emo se baviti u sljedecih nekoliko aktivnosti. U€enici ¢e najprije otkriti Gauss-Jordanovu
metodu, zatim primijeniti navedenu metodu za rjeSavanje input-output analize u ekono-
miji te ¢e na kraju proucavati rjeSenja homogenog i nehomogenog sustava. Ove aktivnosti
su predvidene da se provode upravo ovim redoslijedom, nakon obrade matrica i osnovnih
pojmova te operacija, a prije operacije mnozenja matrica.

AKktivnost 4. Uvodenje Gauss-Jordanove metode

Cilj: ucenici otkrivaju Gauss-Jordanovu metodu rjesavanja sustava
Nastavni oblik: individualni rad

Nastavna metoda: problemska nastava

Potrebni materijal: nastavni listi¢ sa zadatkom

Tijek aktivnosti:
Svaki u€enik dobit Ce listi¢ sa zadatkom. Ucenici za rjeSavanje imaju 10 minuta. Nakon
Sto ucenici rijeSe zadatak, slijedi diskusija i uvodenje Gauss-Jordanove metode.

Nastavni listi¢:

e N

Zadatak:

Rijesi dani sustav koristeci iskljuc¢ivo metodu eliminacije. Paralelno, sve transfor-
macije koje provodis na sustavu, provedi i na pripadnoj proSirenoj matrici sustava.

Sustav Prosirena matrica sustava
x+2y+3z=5
2x—-y—z=1
x+3y+4z=16

Kutak za nastavnika:

Ucenici su ranije sustave 3 X 3 rjeSavali metodom eliminacije, a u Aktivnosti 1. (str. {)
upoznali su se sa zapisom sustava u matricu te pojmom prosirena matrica sustava. Stoga
ocekujemo da ucenici ne€e imati problema sa zapisom sustava u matricu niti sa samim
rjeSavanjem sustava u klasi¢nom zapisu.

Potencijalni problem koji se moZe pojaviti na poCetku rjeSavanja aktivnosti je da u€enici
ne shvate §to znaci da transformacije koje rade na sustavu treba provesti i na matrici. U
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tom slucaju ucenike podsje¢amo da retci matrice predstavljaju jedandzbe sustava te da
operaciju koju rade na odredenoj jedandzbi u sustavu trebaju provesti i na odgovarajuem
retku u matrici.

Prilikom mnoZenja odredene jednadZbe sustava skalarom, velika je moguénost da ce
se kod ucenika pojaviti konfuzija kada tu operaciju trebaju provesti na matrici. Naime,
ako se sjete na koji nacin smo definirali mnoZenje matrice skalarom, zakljucit ¢e da ne
smiju pomnoZiti samo jedan redak matrice. Iz tog razloga treba naglasiti da nam je u
ovom slucaju matrica samo drugaciji zapis sustava. S obzirom na to da u sustavu mnozimo
odredenu jednadzbu nekim brojem, u matrici se to manifestira kao mnozZenje retka tim
brojem. Jedan od mogucih postupaka rjeSavanja prikazan je u sljedecoj tablici:

Sustav ProSirena matrica sustava
x+2y+3z=5 1 2 3.5
|
2x—-y—-z=1 ? _31 _41\2
|
x+3y+4z=6 !
xX+2y+3z=5 1 2 3.5
|
-S5y—-T7z=-9 0 -5 -7,-9
0 1 1 1
y+z=1
x+z=3 1 0 1.3
7= -4 00 —2:—4
01 111
y+z=1 ‘
x+z=3 1 013
7=2 00 1}2
01 11
y+z=1 ‘
x=1 1 0 0,1
=2 00 1: 2
01 0'-1
y=-1 |
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Nakon Sto ucenici rijeSe zadatak, na projektoru im prikazemo gornji postupak
rjeSavanja te diskutiramo jesu li svi zadatak rijeSili na prikazani nacin. Ocekujemo da
su ucenici zadatak rijeSili na razli¢ite nacine, te ¢e nam to posluZiti da se uCenici pod-
sjete kako nam kod rjeSavanja sustava metodom eliminacije nije bitno kojim redoslijedom
eliminiramo nepoznanice.

Nadalje, s uCenicima diskutiramo zasto smo u prikazanom postupku rjeSavanja na kraju
zamijenili posljednja dva retka u matrici, odnosno posljednje dvije jednadzbe sustava.
Ucenici znaju da je rjeSenje sustava uredena trojka (x, y, z) pa bi lako trebali zakljuciti da je
promjena nuzna zbog redoslijeda nepoznanica. Nakon $to ucenici zaklju€e u kojem redos-
lijedu moraju biti jednadZbe sustava na kraju rjeSavanja, moZemo prijeci na proucavanje
zavrSne matrice sustava.

Ucenici trebaju prepoznati da je posljednja matrica sustava dijagonalna matrica i za-
kljuciti da nam je cilj, prilikom rjeSavanja sustava koristeci matrice, do¢i do dijagonalne
matrice sustava. lako znamo da to neée biti moguce u svim slu¢ajevima, ovisno o oda-
branim sustavima, trenutno ¢emo stati na tom zaklju¢ku. Ucenici ¢e kasnije, u primje-
rima kada sustav ima beskona¢no mnogo rjesenja ili kada sustav nema rjeSenja, zapoceti s
rjeSavanjem zele¢i do¢i do jedini¢ne matrice. U jednom ¢e trenutku uociti da to ipak nije
moguce te cemo tada s njima diskutirati zaSto 1 koji nam je cilj u tom slucaju.

Konac¢no, prelazimo na proucavanje samog postupka rjeSavanja sustava, odnosno tran-
sformiranja pripadne matrice sustava, kako bismo dosli do definicije Gauss-Jordanove me-
tode. Ucenicima postavljamo pitanja: “Koje ste sve transformacije radili u sustavu? S
kojim ciljem ste radili navedene transformacije? Sto svi sustavi koje ste dobili u postpuku
rjeSavanja imaju zajednicko?”. Ucenicke odgovore sumiramo u sljedeéi zakljucke (prema

[2]):

Elementarnim transformacijama sustav svodimo na njemu ekvivalentan sustav iz kojeg je
lakSe odrediti njegova rjeSenja. Dva sustava nazivamo ekvivalentnim ukoliko imaju isti
skup rjeSenja.

Elementarne transformacije koje koristimo pri svodenju sustava na ekvivalentan sustav
su:

e zamjena poretka dviju jednadzbi u sustavu

e mnozenje jedne jednadzbe brojem razli¢itim od nule
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e dodavanje nekoj jednadZzbi neke druge jednadZbe pomnoZene brojem razli¢itm od
nule

Analogno, na retcima prosirene matrice sustava odgovaraju sljedece elementarne transfor-
macije:

e zamjena dvaju redaka matrice
e mnoZenje retka brojem razli¢itim od nule

e dodavanje nekom retku nekog drugog retka pomnozenog brojem razli¢itim od nule

Navedeni postupak nazivamo Gauss-Jordanovom metodom rjeSavanja sustava.

VaZno je napomenuti da se elementarnim transformacijama na matricama dobivaju ma-
trice koje nazivamo ekvivalentnim matricama te ih oznacavamo s ~. U ovom trenutku,
preciznija definicija ekvivalentnih matrica nam nije potrebna. No ipak, s ufenicima je
potrebno diskutirati mijenja li se elementarnim transformacijama na matricama, odnosno
na jednadZzbama sustava, rjeSenje sustava. lako znamo da ekvivalentnost matrica dobive-
nih elementarnim transformacijama proizlazi iz mnoZenja matrice s lijeva s elementarnim
matricama, ucenicima trebamo pruZiti objaSnjenje primjereno njihovoj razini znanja i ra-
zumijevanja. Zamjenom poretka jednadzbi nismo promijenili jednadZbe sustava pa tako
ni njegovo rjeSenje. MnoZenjem jedne od jednadzbi brojem razli¢itim od nule samo smo
promijenili koeficijente te jednadZbe, a vec iz rjeSavanja linearnih jednadZbi u€enici znaju
da to ne utjeCe na rjeSenje jednadZzbe, pa tako ni na rjeSenje sustava. Posljednja elemen-
tarna transformacija je dodavanje nekoj jednadzbi neke druge jednadZbe pomnoZene bro-
jem razlicitim od nule. S tim postupkom su se ucenici i ranije susretali, rjeSavajuci sustave
metodom eliminacije. Na taj nac¢in dobivamo novu jednadzbu koja zadovoljava "uvjete”
obje jednadzbe. Prema tome, ni ta elementarna transformacija ne mijenja rjeSenje sustava.

Nakon S$to definiramo Gauss-Jordanovu metodu trebamo jo$ utvrditi najefikasnije ko-
rake za provodenje navedene metode. S obzirom na to da su ucenici ve¢ uocili da nam je
cilj do¢i do dijagonalne matrice, o€ito je da Zelimo eliminirati sve elemente iznad i ispod
dijagonale. Postupak ¢emo objasniti na matrici tipa 3 X 3, u 3 klju¢na koraka:

1) Postupak zapocinjemo s koeficijentom a;, te njime eliminiramo sve koeficijente is-
pod njega, odnosno koeficijente a;; i a3;. Vazno je napomenuti da na prvo mjesto mozemo
namjestiti jednadzbu koja nam najvise odgovara. To je najcesce jednadZba koja na mjestu
a; ima koeficijent 1 ili koeficijent koji je djelitelj koeficijenata na mjestima ay; 1 az;. Ako
smo na prvo mjesto stavili jednadzbu ¢iji koeficijent na mjestu a;; nije 1, nakon eliminacije
koeficijenata ispod njega, prvi redak dijelimo s tim koeficijentom.

2) Nakon toga, Zelimo eliminirati sve elemente ispod mjesta a,;. Pri tome moZemo,
ako nam je pogodnije, zamijeniti mjesto drugom i treem retku. Prvi redak viSe ne diramo,
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jer na mjestu a;; imamo koeficijent 1 Sto je nuzno kako bi smo na kraju dosli do jedini¢ne
matrice. Kao i u prvom koraku, ako koeficijent na mjestu a,, nije 1, nakon eliminacije
koeficijenata ispod njega (ili prije, ovisno o koeficijentu koji trebamo eliminirati), drugi
redak dijelimo s tim koeficijentom.

3) Zatim uzimamo posljednji element matrice as3, svedemo ga na jedinicu ukoliko nije
1 te zapoc€injemo postupak kojeg nazivamo obratni hod. Elementom as3 sada poniStavamo
sve elemente koji se nalaze iznad njega. Isti postupak radimo i s elementom a,,. Kada
matricu sustava dovedemo do jedini¢ne matrice, postupak je zavrSen.

Navedeni postupak, ucenicima objasnjavamo na konkretnom primjeru. Neophodno je
napomenuti da se Gauss-Jordanova metoda ne koristi isklju¢ivo na sustavima 3 X 3 te da
postupak vrijedi i opcenito za sustave od m linearnih jednadzbi sa n nepoznanica.

AKktivnost 5. Primjena Gauss-Jordanove metode
Cilj: ucenici primjenjuju Gauss-Jordanovu metodu
Nastavni oblik: individualni rad

Nastavna metoda: problemska nastava

Potrebni materijal: nastavni listi¢ sa zadatkom

Tijek aktivnosti:
Svaki u€enik dobit Ce listi¢ sa zadatkom. Ucenici za rjeSavanje imaju 20 minuta. Nakon
Sto ucenici rijeSe zadatak, slijedi prezentacija rjeSenja i diskusija.

Nastavni listic:

' N

Zadatak ([6]):

Pretpostavimo da se cijela ekonomija jedne drZave sastoji od tri gospodarske grane
koje medusobno razmjenjuju resurse: drvna indsutrija, elektroprivreda i naftna in-
dustrija. Oznacimo ukupne prihode ovih industrija redom sa d, e, n.

a) Drvna industrija za svoju proizvodnju koristi 40% resursa elektroprivrede i 60%
resursa naftne industrije. Izrazi ukupne troSkove drvne industrije.

b) Elektroprivreda za svoju proizvodnju koristi 60% resursa drvne industrije, 10%
vlastitih resursa i 20% resursa naftne industrije. Izrazi ukupne troSkove elektropri-
vrede.

¢) Naftna industrija za svoju proizvodnju koristi 40% resursa drvne industrije, 50%
resursa elektroprivrede i 20% vlastitih resursa. Izrazi ukupne troskove naftne indus-
trije.
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d) Postoje 1i ukupni prihodi (u oznaci d, e, n) takvi da su troSkovi svake industrije
jednaki njenim prihodima? Sustav rijesi Gauss-Jordanovom metodom.

e) Koliko ima mogucih rjeSenja. O ¢emu ovise rjeSenja?

Kutak za nastavnika:
U a), b) i ¢) zadatku ucenici navedene podatke trebaju zapisati kao algebarski izraz.
RjeSenja navedenih zadataka su:
a) 0.4e + 0.6n
b) 0.6d + 0.1e + 0.2n
) 0.4d + 0.5¢ + 0.2n
U d) zadatku ucenici trebaju postaviti sustav, koriste¢i prethodno postavljene algebar-

ske izraze. Iznos troSka za svaku industriju treba izjednaciti s ukupnim prihodima te indus-
trije. Tako dobivamo sustav:

d=04e+0.6n
e=06d+0.1e+0.2n
n=04d+0.5¢ +0.2n

Ucenici sada ve¢ znaju da sustav najprije trebaju zapisati u opéem obliku, a zatim koefici-
jente sustava zapisati u proSirenu matricu sustava. Prema tome, slijedi:

d—04e-0.6n=0 1 -04 -06,0 1 0 —09 0
0.6d—09¢+02n=0 |06 09 02 '0[~|0 1 -085'0
0.4d +0.5¢ — 0.81 = 0 04 05 -08:0 00 0 10

Iz posljednje matrice Citamo konacno rjesenje: d = 0.94n 1 e = 0.85n. Navedeno rjeSenje je
zaokruzeno na dvije decimale, a ucenici, ovisno o nacinu rjeSavanja, mogu rjesenje dobiti
1 u obliku razlomaka (d = %n le = %n). Iz zapisa rjeSenja, s kojim su se susretali 1
ranije, ucenici Ce zakljuciti da navedeni sustav ima beskonacno mnogo rjeSenja, koja u
ovom obliku, ovise o ukupnim prihodima naftne industrije. Takoder, ucenici bi prilikom
interpretacije rjeSenja trebali uociti da n mora biti strogo veci od O jer se radi o prihodima.
Kako bi provjerili da u€enici u potpunosti razumiju, odnosno znaju interpretirati, dobiveno
rjeSenje, mozemo traziti da navedu nekoliko konkretnih vrijednosti koje rezultiraju time da
su prihodi svake industrije jednaki troSkovima te industrije. Primjerice, ako uzmemo da
su ukupni prihodi naftne industrije 10 milijuna kuna, onda su prihodi drvne industrije 9.4

milijuna, a prihodi elektroprivrede 8.5 milijuna kuna.
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Nekoliko je stvari s kojima ¢e se uCenici prvi puta susresti u matri¢nom zapisu sus-
tava. Naime, sustav u zadatku je homogeni sustav, te ¢e zadnji stupac u proSirenoj matrici
sustava sadrzavati samo nule. Ucenici ¢e tokom rjeSavanja uociti da se koriStenjem ele-
mentarnih transformacija, koeficijenti u zadnjem stupcu nece mijenjati. Iz toga razloga,
tokom diskusije je potrebno potaknuti raspravu o tome je li nuzno pisati zadnji stupac ili
ne, kako bi svi ucenici dosli do ocekivanog zakljucka. Ukoliko se odlu¢imo da od ucenika
u tom slucaju ne¢emo zahtijevati da piSu zadnji stupac, vazno je joS jednom napomenuti da
to smijemo napraviti samo kod homogenih sustava te istaknuti zaSto je to pogresno raditi
kod sustava koji nisu homogeni.

Osim toga, ucenici ¢e se prvi puta susresti s nul-retkom u proSirenoj matrici sustava.
Ucenici su do sada Gauss-Jordanovom metodom rjeSavali sustav koji je imao jedinstveno
rjeSenje te su na temelju toga donijeli zakljuak da matricu sustava trebaju dovesti do je-
dini¢ne matrice. S obzirom na to, navedeni redak mogao bi uvesti konfuziju kod uc¢enika
kada trebaju krenuti s obratnim hodom, odnosno poniStavanjem elemenata iznad glavne
dijagonale.

1 -04 -06 .0

0 1 -085,0

0 O 0 0
S obzirom na to da je koeficijent na mjestu as3, s kojim zapocinjemo obratni hod, jednak
0, ucenici bi mogli zakljuciti da s -0.85 trebaju ponistiti koeficijent na mjestu a;3. lako na-
vedenim postupkom nece dobiti pogresno rjeSenje, umjesto direktnog iScitavanja rjeSenja
1z matrice, ucenici ¢e morati koristi dodatne elementarne transformacije na sustavu. Na-
vedeni razlog navodimo ucenicima kao primjer zasto moraju obratiti pozornost s kojim
elementima zapocinju obratni hod te joS jednom napominjemo da to moraju biti elementi
na dijagonali. U ovome trenutku ucenike trebamo podsjetiti na zakljucak iz prethodne ak-
tivnosti, u kojoj smo rekli da je cilj prilikom provodenja Gauss-Jordanove metode matricu
sustava svesti na jedinicnu matricu. Ovo je jedan od slucajeva kada to neée biti moguce
pa moramo “unaprijediti” prethodno doneSen zakljuak. Proucavajuéi matricu iz koje su
iSc¢itali rjeSenja, oCekujemo da ¢e ucenici zakljuciti kako je cilj matricu sustava svesti na
gornje trokutastu matricu.

Takoder, s u¢enicima diskutiramo zasto smo dobili nul-redak u proSirenoj matrici sus-
tava te koja je veza izmedu nul-retka i odnosa jednadzbi u sustavu. Zelimo da ulenici
stvore poveznicu izmedu linearno zavisnih jednadzbi sustava, sustava s beskonacno mnogo
rjeSenja i nul-retka u proSirenoj matrici sustava. Ono Sto bi ucenici ve€ trebali znati iz
standardnog rjeSavanja sustava je da ako imamo sustav n jednadzbi s n nepoznanica te je
barem jedna od jednadZzbi linearna kombinacija ostalih, sustav ¢e imati beskonacno mnogo
rjeSenja. Dakle, sada jo§ samo trebaju zakljuciti da ¢e u tom slucaju proSirena matrica
sustava sadrzavati nul-redak.
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AKktivnost 6. Proucavanje rjeSenja homogenog sustava

Cilj: ucenici Ce otkriti strukturu rjeSenja homogenih sustava
Nastavni oblik: rad u grupi

Nastavna metoda: problemska nastava

Potrebni materijal: nastavni listi¢ s uputom, tablicom i pitanjima, kartice sa zadatcima

Tijek aktivnosti:
Ucenike podijelimo u Cetveroclane skupine. Svaka skupina

prezentacija rjeSenja i diskusija.

Nastavni listic:

dobiva jedan listi¢ s tablicom
1 uputama i 8 kartica sa zadatcima. Ucenici najprije rjeSavaju dobivene sustave te ih zatim
trebaju svrstati u odgovarajuéi stupac tablice. Nakon Sto rasporede sve sustave ucenici
zajedno odgovaraju na pitanja. Za rjeSavanje u€enici imaju 25 minuta. Na kraju slijedi

7

Zadatak:

u biljeznicu Gauss-Jordanovom metodom. Na karticu sa

sljedecoj tablici:

1. Svaki ¢lan grupe neka uzme dvije kartice sa zadatcima. Dobivene sustave rijesite
zadatkom zapiSite matricu
iz koje ste iscCitali rjeSenje. Nakon toga, karticu smjestite u odgovarajuéi stupac u

Sustav ima jedinstveno

Sustav nema rjeSenje o
rjeSenje

Sustav ima beskonacno
mnogo rjesenja

rjesenja?

2. Promotrite skupinu ”Sustav ima jedinstveno rjeSenje” te matrice iz kojih ste
iSCitali rjeSenja sustava te skupine. Sto uocavate? Imaju li te matrice neSto za-
jednicko? MozZete li zakljuciti kada ¢e homogeni sustav imati jedinstveno rjesenje?

3. Promotrite skupinu ”Sustav ima beskona¢no mnogo rjeSenja” te matrice iz kojih
ste iS¢itali rjeSenja sustava te skupine. Sto uocavate? Imaju li te matrice nesto za-
jednicko? Mozete li zakljuciti kada ¢e homogeni sustav imati beskonacno mnogo

4. Postoji li skupina u koju niste svrstali ni jednu karticu? Ako da, mislite i da
opcenito postoji neki homogeni sustav koji bi spadao u tu skupinu?
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Primjeri rijesenih kartica:

\ 3X+2y+z:() 10 _1;0
+y=0 1
{736 )’5 o [O (1)8] Sx+4y+3z=0 [0 1 2 0]
T | 4x+3y+2z=0 00 0'0
‘ —y—z=0 ‘
3x+5y:0 35,0 X—=yY—2 1 0 0:0
—12x-20y =0 0 0'0 —x+y+2z=0 0100
‘ 2x—y—2Z:0 0 O 110
+y+z+ =0 3
x+5y+4z=0 15 4.0 xtyt+tz+tw i 10 0 Z:O
| Tx+5y—-z+5w=0 [|0 1 0 0,0
—x=5y—-4z=0 0 00,0 1
2x+ 10y + 8z =0 0000 3x+y-z+2w=0 001 3,0
’ Sx+Ty+z+4w =0 00000
+3y+z+w=0 ‘
X+oy+z+w 1 00 0:0 dx+y+57=0 L0 00
7x+4y—Z+5W:O 010 0‘0 |
| 7x+4y—Z:() 0 1 0‘0
3x+y—z+2w=0 00100 e . 00 1o
X —7 =
5x+7y+3z+4w =0 000110 Y=z

Kutak za nastavnika:

Ucenicima zadajemo sustave 2 X 2, 3 X 3 i 4 X 4 kako bi tokom donoSenja zakljucaka,
donijeli opéenite zakljucke, a ne samo zakljucke za matrice pojedinog tipa.

Ucenici ¢e proucavajuéi matrice u skupini ’Sustav ima jedinstveno rjeSenje” brzo uociti
da su sve matrice sustava jedinicne. Iz toga direktno slijedi zakljuCak da ¢e homogeni
sustav imati jedinstveno rjeSenje ako elementarnim transformacijama na matrici sustava
dobijemo jedini¢nu matricu. Takoder, u€enici uocavaju da je to jedinstveno rjesenje uvijek
identi¢no - nul-rjeSenje.

U Aktivnosti 5. ucenici su se veC susreli sa sustavom koji ima beskonatno mnogo
rjeSenja te uocili da matricu tog sustava ne mozemo dovesti do jedini¢ne ve¢ do gornje
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trokutaste matrice. Navedeno u¢enicima moze pomo¢i da uoce kako su sve matrice u sku-
pini ”Sustav ima beskona¢no mnogo rjeSenja” gornje trokutaste, odnosno da imaju barem
jedan nul-redak. Navedeni zakljucak ucenici mogu potvrditi ako se sjete poveznice izmedu
nul-retka u matrici i odnosa jednadzbi u sustavu (o navedenoj poveznici s ucenicima smo
diskutirali na kraju Aktivnosti 5.). Naime, ucenici znaju da Ce sustav n X n (n jednadzbi
sa n nepoznanica) imati beskonacno mnogo rjeSenja ako je barem jedna jednadzba line-
arna kombinacija ostalih, a u prethodnoj aktivnosti su zakljucili da ¢e tada matrica sus-
tava imati barem jedan nul-redak, odnosno da ¢e biti gornje trokutasta. 1z svega navede-
nog ucenici trebaju do¢i do konacnog zakljucka da ¢e homogeni sustav imati beskonacno
mnogo rjeSenja ako elementarnim transformacijama na matrici sustava dobijemo gornje
trokutastu matricu.

Iako ¢e ucenici nakon rjeSavanja sustava i svrstavanja kartica u odgovarajuée stupce
odmah uociti da je stupac ’Sustav nema rjeSenje” ostao prazan, ovo pitanje postavljeno
je kao zadnje jer njegov odgovor zahtjeva proucavanje matrica sustava u preostalim stup-
cima. UcCenici trebaju uociti da postoje dvije moguénosti. Prva moguénost je da ¢e matrica
sustava biti jedini¢na i tada imamo jednistveno nul-rjeSenje. Druga mogucnost je da e
matrica sustava biti gornje trokutasta i tada imamo parametarsko rjeSenje, odnosno be-
skonacno mnogo rjeSenja. U oba slucaja, homogeni sustav ima rjeSenje. S obzirom na to
da tre¢a mogucnost ne postoji, ucenici zakljuuju da ne postoji homogeni sustav koji bi
spadao u navedeni stupac.

Ucenicima za kraj diskusije postavljamo pitanje moZe li homogeni sustav imati jedins-
tveno rjeSenje koje nije trivijalno (ne nul-rjeSenje). Proucavajuéi kartice rasporedene u
stupce, ucenici zakljucuju da to nije moguce. Ako matrica nije jedini¢na, onda sustav nece
imati jedinstveno rjeSenje ve¢ beskonatno mnogo rjesenja, a ako je matrica jedini¢na, onda
je jedino moguce rjeSenje upravo nul-rjesenje.

AKktivnost 7. Proucavanje rjeSenja nehomogenog sustava

Cilj: ucenici Ce otkriti strukturu rjeSenja nehomogenih sustava

Nastavni oblik: rad u grupi

Nastavna metoda: problemska nastava

Potrebni materijal: nastavni listi¢ s uputom, tablicom i pitanjima, kartice sa zadatcima

Tijek aktivnosti:

Ucenike podijelimo u Cetveroclane skupine. Svaka skupina dobiva jedan listi¢ s tablicom
1 uputama i 8 kartica sa zadatcima. Ucenici najprije rjeSavaju dobivene sustave te ih zatim
trebaju svrstati u odgovarajuci stupac tablice. Nakon §to rasporede sve sustave ucenici za-
jedno odgovaraju na pitanja. Na kraju slijedi prezentacija rjeSenja i diskusija. Za rjeSavanje
ucenici imaju 35 minuta.
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Nastavni listic:

24

Zadatak:

1. Svaki ¢lan grupe neka uzme dvije kartice sa zadatcima. Dobivene sustave rijeSite
u biljeznicu Gauss-Jordanovom metodom. Na karticu sa zadatkom zapiSite matricu
iz koje ste iscitali rjeSenje. Nakon toga, karticu smjestite u odgovarajuéi stupac u
sljedecoj tablici:

Sustav ima jedinstveno | Sustav ima beskonacno

Sustav nema rjeSenje C . N
rjesenje mnogo rjesenja

2. Promotrite skupinu ”Sustav nema rjeSenje” te matrice iz kojih ste iSc¢itali rjeSenja
sustava te skupine. Sto uocavate? Imaju li te matrice nesto zajednicko? Mozete li
zakljuciti kada nehomogeni sustav nece imati rjeSenje?

3. Promotrite skupinu “Sustav ima jedinstveno rjeSenje” te matrice iz kojih ste
is¢itali rjeSenja sustava te skupine. Sto uolavate? Imaju li te matrice nesto
zajednicko? Mozete i zakljuciti kada ¢e nehomogeni sustav imati jedinstveno
rjeSenje?

4. Promotrite skupinu ”Sustav ima beskona¢no mnogo rjeSenja” te matrice iz kojih
ste i8¢itali rjeSenja sustava te skupine. Sto uoavate? Imaju li te matrice nesto za-
jednicko? Mozete li zakljuciti kada ¢e nehomogeni sustav imati beskonacno mnogo
rjeSenja?

5. Koja je razlika izmedu mogucih rjeSenja homogenih i nehomogenih sustava? 1z
Cega proizlazi navedena razlika?

Primjeri rijeSenih kartica:

X—-y+z-w=2 ‘
: 6100 1 X+y+z=6 1001
x+2y—2Z—W:5 010 O‘ 1 |
[ 2x+y—zz] 0 1 0‘2

3x-2y—-5z-w=3 0010 0 X o, 010
2x—z—-w=4 0 0O 11—2 xX—y+z= |
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2x+3y+4z=3 - ‘
rryEs 1o -1.3 4x+5y=7 45,7
)C+y+Z:2 0 1 2 \_1 16x + 20 2 0 0'=-30
X = - -
x+2y+3z=4 00 03 g |
x=y+2z=10 1 0 2,-22 ‘
—5x+2y=-16
3x—2y+6z7=-2 01 0, 6-32 { i y_ [(1) (1)1421
—x+y-2z=5 00015 -3y =2 |
x+2y+3z=1 10 -12 X+y+z=3 110,
3x+y+z=2 01 %3 2x+2y+3z=4 00 1!-2
2x+y+27=-1 00 00 2x+2y+27=6 000!

Kutak za nastavnika:

Ova aktivnost sli¢na je kao 1 prethodna, s promijenjenim zadatcima na karticama 1
prilagodenim pitanjima. Aktivnosti su sli¢ne jer Zelimo da ucenici pristupe odgovaranju na
pitanja s odredenim ocekivanjima, imajuci na umu zakljucke koje su donijeli za homogene
sustave.

Tako ¢e ucenici ve¢ pri odgovaranju na drugo pitanje uociti glavnu razliku izmedu
mogucih rjeSenja homogenog i nehomogenog sustava. Naime, stupac “Sustav nema
rjeSenje” je u prosloj aktivnosti ostao prazan, ali u ovoj aktivnosti sadrzi ¢ak tri kartice.
Ucenici €e prilikom iS¢itavanja rjeSenja iz matrice doci do jednakosti koje ne vrijede te
zakljuciti kako pripadni sustav nema rjeSenja. Ucenici trebaju uociti da sve matrice sustava
iz navedenog stupca sadrZze nul-redak, no odgovarajuéi koeficijent tog retka iz posljednjeg
stupca proSirene matrice sustava, nije nula. Zbog navedenog dolazimo do kontradikcije
odnosno zakljucka da u tom slu¢aju sustav nee imati rjesenje.

U 3. 1 4. pitanju ucenici ¢e nakon kratkog proucavanja matrica u svakom od stupaca
direktno primijeniti zakljucke koje su donijeli i za homogene sustave. Nehomogeni sustav
¢e imati jedinstveno rjeSenje ako elementarnim transformacijama na matrici sustava dobi-
jemo jedini¢nu matricu, a beskonacno mnogo rjeSenja ako elementarnim transformacijama
na prosirenoj matrici sustava dobijemo matricu koja sadrzi nul-redak.
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Ucenici su ve¢ na pocetku uocili da je razlika izmedu mogucih rjeSenja homogenih i
nehomogenih sustava to §to ¢e homogeni sustav uvijek imati rjeSenje. Dakle, kako bi otkrili
iz Cega proizlazi navedena razlika, u€enici trebaju prouditi matrice u stupcu ’Sustav nema
rjeSenje”. U drugom pitanju ucenici su uocili da nam eventualni problem predstavljaju
koeficijenti zadnjeg stupca proSirene matrice sustava. Naime, ako neki od tih koeficijenata
nije nula, a odgovarajuci redak matrice sustava je nul-redak, sustav ne€e imati rjeSenje.
No kako su u homogenim sustavima svi koeficijenti zadnjeg stupca proSirene matrice nula,
navedena situacija se u tom slucaju ne moze dogoditi.

Za kraj Aktivnosti 6. i 7. sistematiziramo sve dosadasnje zakljucke.

Homogeni sustav:

e ima jedinstveno rjeSenje ako je transformirana matrica sustava jedini¢na

e ima beskona¢no mnogo rjesenja ako transformirana matrica sustava sadrzi nul-redak
Nehomogeni sustav:

e ima jedinstveno rjesenje ako je transformirana matrica sustava jedini¢na

e ima beskona¢no mnogo rjeSenja ako transformirana proSirena matrica sustava sadrzi
nul-redak

e nema rjeSenja ako transformirana matrica sustava sadrZi nul-redak, a odgovarajuci
koeficijent tog retka iz posljednjeg stupca proSirene matrice sustava, nije nula

Iako su navedeni zakljucci dovoljno precizni za ucenike srednjih Skola, nastavnik mora
biti svjestan od kuda su oni proizisli.

Teorem 1.3.1 (Kronecker-Capelli). Sustav AX = B je rjesiv ako i samo ako je rang matrice
sustava A jednak rangu proSirene matrice sustava A,,.

Korolar 1.3.2. Sustav m linearnih jednadzbi s n nepoznanica ima jedinstveno rjesenje ako
i samo ako je r(A) = r(A,) = n.

Uoc¢imo da se u navedenom teoremu i korolaru spominje pojam s kojim do sada nismo
upoznali uCenike. Za ucenike koji Zele znati viSe, moZemo uvesti pojam ranga te na taj
nacin produbiti prethodne zakljucke. S obzirom na to da jedinstvenost rjeSenja ovisi o
regularnosti matrice sustava (jer se radi o sustavima »n jednadZzbi s n nepoznanica), osim
pojma ranga uvodimo i pojam regularne matrice. Definiciju ranga prilagodili smo uzrastu
1 predznanju ucenika.



POGLAVLIJE 1. MATRICE U SREDNJOSKOLSKOJ NASTAVI 27

Definicija 1.3.3. Rang matrice A, u oznaci r(A), definiramo kao najveci broj linearno
nezavisnih redaka matrice.

Definicija 1.3.4. Za kvadratnu matricu A tipa n X n kaZemo da je regularna ako je rang
matrice A jednak n, tj. ako vrijedi r(A) = n.

Primjenjujuéi samo ove dvije definicije i proucavajuci matrice sustava A i proSirene
matrice sustava A, iz prethodne dvije aktivnosti, uCenici dolaze do novih, proSirenih za-
kljucaka:

e ako je matrica sustava regularna, sustav ima jedinstveno rjeSenje (neovisno o tome
je li sustav homogen ili nehomogen)

e ako matrica sustava nije regularna, postoje dvije moguénosti:

— ako je r(A) = r(A,), sustav ima beskona¢no mnogo rjeSenja

— ako je r(A) # r(A,), sustav nema rjeSenja

Uocimo da se u prvom slucaju radi o Cramerovom sustavu. Naime, imamo sustav od n li-
nearnih jednadZzbi sa n nepoznanica te je rang matrice sustava jednak n. Premal[l.3.2]slijedi
da sustav ima jedinstveno rjeSenje. Naravno, znamo da za Cramerov sustav AX = B jedins-
tveno rjesenje ratunamo kao X = A~!'B. No s obzirom na to da u¢enike nismo upoznali s
pojmom inverzne matrice, ostajemo samo na zakljucku da sustav ima jedinstveno rjeSenje.

Takoder, ucenicima koji bez poteskoca savladaju prethodno gradivo, moZemo kao pro-
jektni zadatak zadati da otkriju strukturu rjeSenja nehomogenih sustava. RjeSavajuéi ne-
koliko nehomogenih te pripadnih homogenih sustava, Zelimo da ucenici uoce kako skup
rjeSenja nehomogenog sustava mozemo zapisati kao R + H gdje je R neko od rjesenja ne-
homogenog sustava (tzv. partikularno rjeSenje), a H skup rjesSenja pripadnog homogenog
sustava. Navedeni zakljucak proizlazi iz sljedeceg teorema:

Teorem 1.3.5. Neka je Ry neko rjesSenje sustava AX = B. Skup svih rjesenja sustava
AX = Bje
R=Ry+H={Ry+H:HeH]}

gdje je H skup svih rjesenja pripadnog homogenog sustava AX = 0.

Pri odabiru sustava koje ¢emo zadati uenicima vazno je odabrati sustave iz kojih ¢e ucenici
najlakse uociti navedeni zakljucak, a to su sustavi s beskona¢no mnogo rjeSenja.
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Aktivnost 8. Popuni matricu

Cilj: ucenici uvjezbavaju odredivanje veze izmedu matrice sustava i broja rjeSenja sustava
Nastavni oblik: rad u paru

Nastavna metoda: problemska nastava

Potrebni materijal: kartice sa zadatcima

Tijek aktivnosti:

Ucenike podijelimo u parove. Svaki par dobiva tri kartice sa praznim matricama 1 upu-
tom kako trebaju popuniti matricu. Ucenici rjeSavaju kartice i odgovaraju na pitanja. Za
rjeSavanje ucenici imaju 20 minuta. Kada svi parovi rijeSe sve tri kartice slijedi diskusija i
prezentacija rjesenja.

Kartice sa zadatcima:

Zadatak 1.

Ispod zadataka nalazi se prazna matrica koja predstavlja proSirenu matricu sustava
3 X 3. Naizmjeni¢nim upisivanjem koeficijenata, popunite matricu tako da pripadni
sustav nema rjesenje.

Objasnite koja je bila vasa strategija prilikom popunjavanja matrice.

Zadatak 2.

Ispod zadataka nalazi se prazna matrica koja predstavlja proSirenu matricu sustava
3 x 3. Naizmjeni¢nim upisivanjem koeficijenata, popunite matricu tako da pripadni
sustav ima jedinstveno rjesenje.

Objasnite koja je bila vaSa strategija prilikom popunjavanja matrice.
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Zadatak 3.

Ispod zadataka nalazi se prazna matrica koja predstavlja proSirenu matricu sustava
3 x 3. Naizmjeni¢nim upisivanjem koeficijenata, popunite matricu tako da pripadni
sustav ima beskona¢no mnogo rjesenja.

Objasnite koja je bila vasa strategija prilikom popunjavanja matrice.

\ J

Kutak za nastavnika:

Ova aktivnost predvidena je za rjeSavanje u parovima kako bi se ucenici medusobno
provjeravali, ispravljali i diskutirali koji koeficijent smiju ili ne smiju zapisati na odredeno
mjesto u tablici. Na taj nacin u€enici argumentiranim ¢injenicama moraju opravdati svoje
postupke te tako, osim S§to objasnjavaju i uce jedni druge, razvijaju socijalne vjeStine i
koriStenje matematickog jezika.

Od ucenika u razli¢itim zadatcima o¢ekujemo razlicite taktike popunjavanja. Iako u
konacnici svi parovi kroz diskusiju trebaju doci do tocnog rezultata, postoji moguénost
da prilikom popunjavanja matrice nisu obratili pozornost na sve bitne ¢imbenike. Stoga,
prilikom prezentacije rjeSenja prozivamo vise parova sve dok ucenici ne spomenu sve bitne
¢imbenike na koje su trebali paziti. Ako za odredeni zadatak ne dobijemo sve ocCekivane
odgovore, ucenike dodatnim potpitanjima vodimo do ¢imbenika na koje su zaboravili.

Matricu u prvom zadatku potrebno je ispuniti tako da pripadni sustav nema rjesenje.
Ucenici pri upisivanju koeficijenata moraju imati na umu da homogeni sustav uvijek ima
rjeSenje pa prema tome trebaju paziti da u stupac slobodnih koeficijenata ne upiSu sve nule.
Kako sustav ne bi imao rjeSenje, preostaje redak Ciji pripadni koeficijent u posljednjem
stupcu nije nula, ispuniti nulama. Ostale koeficijente matrice sustava moguce je ispuniti
proizvoljno.

U drugom zadatku ucenici trebaju ispuniti matricu tako da pripadni sustav ima jedins-
tveno rjeSenje. lako ucenici matricu mogu ispunjavati na razli¢ite nacine te zatim provjera-
vati ima li taj sustav jedinstveno rjeSenje ili ne, najefikasniju taktiku ucenici ¢e primijeniti
ako se sjete da sustav ima jedinstveno rjeSenje kada je matrica sustava jedini¢na matrica.
Nakon toga, stupac slobodnih koeficijenata ucenici mogu ispuniti proizvoljno, ali je vazno
prokomentirati zaSto nam nije bitno jesu li u posljednjem stupcu samo nule ili razliciti
koeficijenti.

Posljednju matricu ucenici trebaju ispuniti tako da pripadni sustav ima beskonac¢no
mnogo rjeSenja. Ucenici se trebaju prisjetiti da e sustav, neovisno o tome je li homogen
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ili nehomogen, imati beskona¢no mnogo rjesenja ako proSirena matrica sustava sadrZi nul-
redak. Iako je to nuZan zahtjev, uCenici takoder trebaju pripaziti prilikom popunjavanja
preostala dva retka kako se ne bi dogodilo da ih ispune tako da sustav nema rjeSenje.

1.4 MnoZenje matrica

MnoZenje matrica ostavili smo za kraj ovog poglavlja kako zbog njegove teZine i sloZzenosti
tako i zbog veze sa sljede¢im poglavljem - linearnim operatorima.

Kroz sljedecu aktivnost koja sadrzi tri medusobno povezana zadatka, ucenici Ce se
postepeno upoznavati s mnozZenjem matrica. PocevSi od umnoska matrica tipa 2 X 1 1
1 X 2, preko umnos$ka matrica tipa 2 X 1 1 2 X 2 pa do prou¢avanja umnoSka matrica tipa
2 X212 X2, pridavat cemo smisao mnoZenju matrica. Uloga nastavnika u ovoj aktivnosti
je velika te je diskusija i postavljanje pitanja klju¢ni nacin vodenja ucenika do konac¢nog
zakljucka. Glavni cilj ove aktivnosti nije da ucenici samostalno otkriju pravilo mnozenja
matrica ve¢ da uoCe potrebu za njihovim mnoZenjem te da im zapisana definicija ne bude
toliko apstraktna koliko bi bila kada bismo im bez primjera objasnili na koji nacin se mnoze
matrice.

Aktivnost 9. MoZemo mnoZiti matrice?

Cilj: ucenici ¢e usvojiti mnoZenje matrica

Nastavni oblik: individualni rad

Nastavna metoda: problemska nastava, metoda dijaloga
Potrebni materijal: nastavni listi¢ sa zadatkom

Tijek aktivnosti: Svaki uCenik dobiva svoj nastavni listi¢. Ucenici najprije samostalno
rjeSavaju zadatak po zadatak. Nakon svakog zadatka slijedi diskusija i doneSenje odredenih
zakljucaka. Predvideno vrijeme trajanja aktivnosti je jedan Skolski sat.

Nastavni listié:

e N

Zadatak 1.

Anja je kupila dva kilograma jabuka i kilogram kruSaka. Jabuke koStaju 4 kn/kg, a
kruske 9 kn/kg.

a) MozZete li dane podatke organizirati u matricu/matrice?

b) Koliko je Anja potroSila novaca? ZapiSite racun kojim ste izraCunali taj iznos.
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Zadatak 2.

Anjina prijateljica Karla takoder je kupila dva kilograma jabuka 1 kilogram kruSaka,
no jabuke su kosStale 5kn/kg, a kruske 10 kn/kg.

a) Koliko je Karla potrosila novaca? ZapiSite racun kojim ste izraCunali taj iznos.
b) Mozete li ove podatke organizirati kao u prethodnom zadatku?

¢) Mozete li podatke organizirati koriste¢i prethodno zapisane matrice?

d) Mozete li mnoZenjem matrica iz ¢) zadatka do¢i do podataka o tome koliko je
novaca potroSila Anja, a koliko Karla?

Zadatak 3.

Tjedan dana nakon i Anja 1 Karla kupile su 3 kilograma jabuka i 2 kilograma kruSaka
po istim cijenama kao 1 tjedan ranije.

a) Koliko je tada svaka od njih potroSila novaca?

b) Mozete li ove podatke organizirati koriste¢i matrice iz prethodnog zadatka?

¢) MozZete li mnoZenjem matrica iz b) zadatka do¢i do podataka o tome koliko je
novaca svaka od djevojaka potrosila u svakoj kupnji?

Kutak za nastavnika:

RjeSenja zadataka, ocekivane uCeniCke zakljucke, diskusiju i pitanja razradit éemo kroz
svaki od zadataka.

Zadatak 1.

Ucenici su se u drugoj aktivnosti (str. [/]) susreli sa sliénim podatcima koje su trebali
organizirati u matricu. Upravo taj zadatak mogu povezati s navedenim te zakljuciti kako
podatke nema smisla organizirati samo u jednu matricu. Iz toga zakljucka direktno sli-
jedi da ¢emo podatke o kilogramima voc€a organizirati u jednu matricu, a podatke o cijeni
odredenog voca u drugu. S obzirom na to da teZimo prema mnoZenju matrica, u¢enike mo-
ramo navesti da jedne podatke zapiSu u matricu-redak, a druge podatke u matricu-stupac.
Ukoliko ucenici i jedne i druge podatke svrstaju u matrice istog tipa postavljamo im pitanje
kako znaju koji su im podatci u kojoj matrici te postoji li nacin kako organizirati te podatke
a da lakse razlikujemo u kojoj matrici su koji podatci. U€enici trebaju zakljuciti da podatke
mozZemo organizirati na dva sljedeca nacina:

2 1],[3] ili m[4 9]
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Neovisno o zapisu podataka u matrice, svi ucenici do¢i ¢e do zakljucka da je Anja po-
troSila 17 kuna te da to dobivamo iz racuna: 2 -4 + 1 - 9. Od ucenika trazZimo da zapiSu
navedeni racun kako bi prilikom daljnje diskusije dobili ideju na koji na¢in mnoZimo pret-
hodno zapisane matrice.

Sada uc€enici imaju zapisane podatke u matricama, iznos koji je Anja potrosila te racun
kojim su dosli do tog iznosa. Ucenike tada podsjeCamo da smo matrice do sada zbrajali,
oduzimali 1 mnoZili skalarom te im postavljamo pitanje koju bi jo§ operaciju mogli s ma-
tricama raditi. Ocekujemo da ¢e ucenici odgovoriti mnoZenje te ih zatim upucujemo da
razmisle ima li smisla mnoZiti zapisane matrice te Sto bi bio rezultat njihovog umnoska. S
obzirom da se u jednoj matrici nalaze podatci o koli¢ini kupljenog voca, a u drugoj podatci
o cijeni odgovaraju¢eg voca mozemo zakljuciti da ¢e nam njihov umnozak dati ukupni
iznos koji je Anja potroSila. Pred ucenike zatim postavljamo novi problem: Kako bi za-
pisali taj raCun te kako bi opisali postupak mnoZenja matrica. Zakljuak do kojeg Zelimo
da ucenici dodu je da navedeni iznos dobivamo tako da mnoZzimo prvi ¢lan prve matrice s
prvim ¢lanom druge matrice te mu dodajemo umnozak drugog ¢lan prve matrice s drugim
¢lanom druge matrice (ovdje pod pojmovima “prva” 1 “druga’” matrica ne smatramo njihov
poredak kao u uredenom paru). Sto se ti¢e samog zapisa raluna, javljaju se sljedeée Cetiri
mogucnosti, ovisno o tome na koji su nacin u€enici podatke organizirali u matrice:

4

1. mogucénost: [2 1] . [9

4 . 4 —
] =17 2. moguénost: [9] . [2 1] =17
2

3. mogucnost: [4 9] . [1

] =17 4. moguénost: [ﬂ . [4 9] =17

Kljuéno pitanje s kojim ucenici prelaze na iduci zadatak je vrijedi li komutativnost
mnoZenja matrica te koji je od predloZenih zapisa umnoska tocan i zasto. Iako joS uvijek
od ucenika ne o¢ekujemo da uoce kako matrice moraju biti ulancane te na koji nacin tipovi
matrica koje mnoZimo utjecu na tip matrice koja je rezultat umnoska, Zelimo ih potaknuti
da uoce vezu izmedu broja stupaca i broja redaka matrica koje mnozimo. Iz tog razloga,
proucavamo zapisane mogucénosti te ih diskutiramo s u¢enicima.

U prve dvije mogucnosti koli¢ina voéa zapisana je u redak, odnosno matrica ima dva
stupca. Imamo podatke o koli¢ini kupljenih jabuka i koli¢ini kupljenih krusaka. Kako bi
mogli izracunati koliko je Anja potroSila novaca, u drugoj matrici takoder moramo imati
dva podatka: cijenu jabuka i cijenu kruSaka. Dakle, ako jedna matrica ima dva stupca druga
matrica mora imati dva retka.

U druge dvije mogucnosti, koli¢ina voca zapisana je u stupac, odnosno matrica sadrzi
dva retka. Kako bi u ovim slucajevima izracunali koliko je Anja potroSila novaca, druga
matrica mora imati dva stupca.
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Osim ve¢ navedenog kljucnog pitanja s kojim ucenici prelaze u iduci zadatak, vazno je
i da prethodna dva zakljuc¢ka sazmu u jedan, privremeni zakljucak, koji ¢e nam biti temelj
za daljnje proucavanje umnoska matrica: koliko jedna matrica ima redaka, toliko druga
matrica mora imati stupaca (ili obrnuto).

Zadatak 2.

U a) dijelu zadatka ucenici dolaze do podatka da je Karla potrosila 20 kuna, a navedeni
iznos dobivaju iz rauna: 2 -5+ 1 - 10.

Nadalje, prema prethodnom zadatku ucenici ¢e u b) dijelu nove podatke lako organizi-
rati na analogan nacin:

2 1],[150] ili m[s 10]

Ono Sto ucenici ve¢ ovdje mogu uociti je to da je matrica koja nam govori o koli¢ini
kupljenog voca jednaka kao i u prethodnom zadatku, a ono §to se promijenilo je matrica
koja nam govori o cijeni pojedinog voca. Taj zakljuCak ucenici koriste u ¢) dijelu zadatka.

Ocito matrica [2 1], odnosno ostaje ne promijenjena, a podatke o cijeni voc¢a koje je

1
ovaj put kupila Karla mozemo uvrstiti u matricu u kojoj se nalaze podatci o cijeni voéa
koje je kupila Anja. U ovom dijelu ucenici se opet mogu prisjetiti Aktivnosti 2. (str. [/) u
kojoj su podatke o koli¢ini vo€a koje su pojeli mama i tata svrstavali u istu matricu gdje
nam je jedan redak odnosno stupac govorio o koli¢ini voca koju je pojela mama, a drugi o
koli¢ini voca koju je pojeo tata. Ako su ucenici podatke o cijeni voéa koje je kupila Anja
svrstali u matricu tipa 2 X 1 onda ¢e u drugi stupac dodati podatke o cijeni voéa koje je
kupila Karla. U suprotnom, podatke o cijeni voc¢a koje je kupila Karla u€enici ¢e svrstati u
drugi redak. Prema tome, podatke moZemo organizirati na dva nacina:

2 1]’[3 150] i [?Hg 190]

U posljednjem dijelu zadatka dolazimo do klju¢nog pitanja: MoZemo li mnoZiti ovako
zapisane matrice te Sto bi bio rezultat umnoska? Imajuci na umu prethodni zadatak pri-
rodno nam se namece odgovor da moZemo te da ¢e rezultat ovoga puta biti iznos novca
koji je potrosila Anja i iznos novca koji je potrosila Karla. Iako je u pros§lom zadatku rezul-
tat mnoZenja matrica bio skalar, u ovom slucaju kao rezultat dobivamo ne jedan, ve¢ dva
podatka. Prirodno se namece da ¢emo ta dva podatka zapisati u matricu no iz tog zakljucka
slijedi novo pitanje: Na koji nacin zapisati ta dva podatka; u matricu tipa 2 X 1 ili matricu
tipa 1 X 2? Ogovor nam se krije u jednoj od ve¢ zapisanih matrica. Ucenicima postavljamo
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pitanje u kojoj matrici “’razlikujemo” Anju i Karlu. To je o€ito matrica tipa 2 X 2, jer se
u drugoj matrici nalaze podatci o koli¢ini kupljenog voca koji se odnose na obje djevojke
zajedno. Upucujemo ucenike da prouce matricu tipa 2 X 2 te koji se od podataka u njima
odnose na Anju, a koji na Karlu.

.. |4
U matrici [9 10

mnozimo s matricom [2 1], u prvom stupcu ¢emo zapisati koliko je novaca potrosila Anja,
a u drugom stupcu koliko je novaca potroSila Karla. Prema tome, rezultat éemo zapisati u
matricu tipa 1 X 2: [17 20].

] prvi stupac se odnosi na Anju, a drugi na Karlu. Dakle, ako tu matricu

prvi redak se odnosi na Anju, a drugi redak na

‘o .. 9
U drugom slucaju, u matrici [ s 0]

2 . T
1| & prvom retku ¢emo zapisati koliko
je novaca potroSila Anja, a u drugom retku koliko je novaca potrosila Karla. Prema tome,

Karlu. Dakle, ako tu matricu mnozimo s matricom

rezultat cemo zapisati u matricu tipa 2 X 1:

1
20|

Kao 1 u prethodnom zadatku, sada dolazimo do pitanja kako zapisati navedeni racun.
Ponovno, javljaju se ¢etiri moguénosti:

1. moguénost: [2 1] . [g 150] = [17 20] 2. mogucénost: [g 150] . [2 1] = [17 20]

; aose |4 01121217 4 aose 2] 14 2| Z[17
. mogucnost: 5 10 1 = 20 . mogucnost: 1 5 10 = 20

Osim $to ¢emo proucavati razli¢ite moguénosti umnoska matrica trazimo od ucenika
da opiSu postupak mnoZenja matrica. Takoder, pozornost ucenika usmjeravamo i na ti-
pove matrica kako bi dosli do ocekivanog zaklju¢ka da matrice koje mnozimo moraju biti
ulancane. Navedeno ¢emo proucavati na prve dvije moguénosti te ¢emo ostaviti u¢enicima
da doneSene zakljucke provjere na druge dvije moguénosti.

U prve dvije moguénosti, koli¢ina pojedinog voca zapisana je u redak, odnosno matrica
ima dva stupca. Koeficijente te matrice mnozimo najprije s koeficijentima u prvom stupcu
druge matrice (kao u prvom zadatku), a zatim i1 s koeficijentima u drugom stupcu druge
matrice. Rezultat prvog mnoZenja zapisujemo u prvi stupac, a rezultat drugog mnozenja u
drugi. Dakle, kako bi koli¢inu pojedinog vo¢a mogli pomnoZiti s odgovaraju¢om cijenom,
druga matrica mora imati dva retka. Ovdje je bitno da s ucenicima diskutiramo o tome
koliko druga matrica moZe imati stupaca. U prvom zadatku imali smo jedan stupac koji
nam govoriti o cijeni vo€a kojeg je kupila Anja. U drugom zadatku smo u matricu dodali
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stupac koji nam govori o cijeni voca kojeg je kupila Karla. MoZemo li na isti na¢in dodati
jos stupaca? Kako bi tada izgledao rezultat umnosSka matrica? Ucenici bi trebali zakljuciti
da moZemo na analogan nacin dodati jo§ proizvoljan broj stupaca iz ¢ega slijedi zakljucak
da nam broj stupaca druge matrice ne utjeCe na moguénost mnoZenja matrica, ali ipak
mijenja oblik rjeSenja. Ucenike potiCemo da u matricu 2 X 2 nadodaju josS jedan stupac te
da zatim zapiSu umnozak matrica. Nakon S$to to ucine, usmjeravamo ih da prouce tipove
matrica koje su mnoZili u oba primjera te tip matrice koju su dobili kao rezultat umnoska. U
prvom primjeru ucenici su mnoZili matrice tipa 1 X2 12X 2 te su kao rezultat dobili matricu
tipa 1x2. Iz ovog dijela uCenici ne mogu jo$ nista konkretno zakljuciti. Jedan od zakljucaka
koji bi se mogao pojaviti na temelju samo ovog primjera je da je rezultat umnoska istog
tipa kao jedna od matrica u umnosku. No, kada u€enici prouce drugi primjer, u kojem su
mnoZili matrice tipa 1 X2 1 2 X 3 te za rezultat dobili matricu tipa 1 X 3, o¢ekujemo da Ce se
polako formirati ocekivani zakljucci. Ukoliko to nije slucaj, u¢enicima moZemo zadati da
nadodaju jos koji stupac u matricu, izraunaju umnoZzak te prouce promjene u rezultatima.
Radi lakSeg proucavanja, na plocu zapisujemo tipove matrica iz umnoska 1 tip matrice koja
je rezultat umnoska:

1x2-2x2=1x%x2
1x2-2%x3=1x%3
1x2-2x4=1x%x4

Iz navedenog Zelimo da ucenici zakljuce da na tip matrice u rezultatu ne utjece broj koji
“povezuje” matrice iz umnoSka. U ovom trenutku ucenicima ¢emo otkriti da ne vrijedi
komutativnost matrica ali i napomenuti da ¢emo to joS i sluZbeno provjeriti nakon §to
precizno zapiSemo postupak mnozenja matrica. Prema to, uz gore navedene zapise tipova
matrica u umnosku, dopisujemo i njihove “komutativne parove”:

2%x2-1x2=1x%x2
2x3-1x2=1x%x3
2x4-1x2=1x4

Ocekujemo da ¢e ucenici iz navedenih zapisa uociti kako su prva tri zapisa smislenija
jer se brojevi u sredini koji povezuju” matrice u umnosku izostave te nam ostaje tip ma-
trice koja je rezultat umnoska. Ucenicima tada objasnjavamo da je to jedini toCan zapis te
uvodimo definiciju ulancanih matrica.

Definicija 1.4.1. Za uredeni par matrica kazemo da su ulanc¢ane ako druga matrica ima
onoliko redaka koliko prva ima stupaca. ([1])

Ovdje naglasavamo ucenicima da govorimo o uredenom paru matrica upravo iz razloga
jer ne vrijedi komutativnost mnozenja.
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Definicija 1.4.2. Opcenito ¢e umnoZak matrica AB biti definiran samo ako je matrica A
tipa m X n, a matrica B tipa n X p. Njihov umnoZak bit ¢e matrica tipa m X p. ([1l])

Ucenicima zadajemo da prouce i druge dvije moguénosti u ovome zadatku te provjere
jesu li one dobro zapisane. Prema prethodno navedenom pravilu, ucenici trebaju zakljuciti
da 4. mogucénosti, kao 1 2., nije tocna. Nakon Sto definiramo precizno mnoZenje ma-
trica, vratit cemo se na ovaj primjer te zadati u€enicima da prouce vezu izmedu 1. i 3.
moguénosti.

Prije prelaska na iduci zadatak, ucenike trebamo vratiti na prethodni kako bi proucili
koje su od Cetiri zapisane mogucnosti to¢ne. Za razliku od 2. zadatka, u 1. su svi umnosci
dobro zapisani. No, umnosci u 2. i 4. moguénosti za rezultat daju matricu tipa 2 X 2 pa
navedeni zapisi nisu tocni.

Zadatak 3.

Kao i u prethodnom zadatku, diskusiju s u€enicima provest ¢emo samo na jednom
primjeru, a drugi primjer im ostavljamo za provjeru doneSenih zakljucaka.

Anja je ovaj tjedan kupila 3 kilograma jabuka po cijeni 4 kn/kg i 2 kilograma kruSaka
po cijeni 9 kn/kg. Prema tome, Anja je potroSila 3 -4 +2-9 = 30 kn. S druge strane, Karla
je kupila 3 kilograma jabuka po cijeni 5 kn/kg 1 2 kilograma kruSaka po cijeni 10 kn/kg.
Prema tome, Karla je potroSila3 -5+ 2 - 10 = 35 kn.

Iz prethodnog zadatka imamo matricu [2 1] koja nam govori o koli¢ini voca koje su

djevojke kupile tjedan dana ranije te matricu koja nam govori o cijenama pojedinog

45 }
9 10
voca koje svaka od djevojaka kupila. Ocito ¢emo podatke iz ovog zadatka organizirati u
drugi redak prve matrice jer se u njoj nalaze podatci o koli¢ini kupljenog voca.

2 1

3 2
Sada nam prvi redak govori o koli¢ini voca kupljenog prvi tjedan, a drugi redak o
koli¢ini voca kupljenog drugi tjedan te nam preostaje prouciti kako ¢emo racunati novi

umnozak:
2 1 ' 4 5
3 21 (9 10

U prethodnom zadatku ucenici su s retkom [2 1] najprije mnozili prvi a zatim 1 drugi
stupac druge matrice te su dobivene rezultate zapisali u redak nove matrice. Analogno,
u ovom zadatku ucenici zakljuuju da uz prethodni racun sada jos 1 redak [3 2] trebaju



POGLAVLIJE 1. MATRICE U SREDNJOSKOLSKOJ NASTAVI 37

mnoziti najprije s prvim, a zatim i s drugim stupcem druge matrice. S obzirom na to da
smo u prvi redak zapisali iznos novca koji su potroSile Anja i Karla prvi tjedan, iznose za
drugi tjedan zapisat ¢emo u drugi redak. Na temelju opisanog, dobivamo rezultat mnozenja

matrica:
2 11|14 5| _|(17 20
3 2( 19 10 |30 35
Kako bi ucenici lakSe iz navedenog primjera usvojili opéenito pravilo mnoZenja ma-
trica, u navedenom primjer zapocinjemo diskusiju o tome na koji nacin smo dobili po-
jedini element iz rezultata. Ucenicima postavljamo pitanja: "Na kojem mjestu se nalazi
element 17? Koje retke/stupce smo mnozili da bi dobili taj rezultat?”’. Analogno i za ostale
elemente. Kroz navedenu diskusiju Zelimo da ucenici dodu do zakljucka da se na mjestu

(i, j) nalazi umnozak i-tog retka prve matrice sa j-tim stupcem druge matrice. Navedeni
zakljucak prikazujemo i slikovno kao na slici[I.5]

¥

Slika 1.5: MnoZenje matrica

Konacno, precizno matematicki zapisujemo pravilo mnoZenja matrica:

Definicija 1.4.3. Neka je A = [a;;] matrica tipa m X n, B = [b;;] matrica tipa n X p. Opéi
element umnoska AB dan je formulom

n
[AB]ij = Cli]l’)lj + Cligsz + ...+ ainbnj = Z aikbkj-
k=1
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Ovaj umnoZak prepoznajemo kao umnoZak i-tog retka matrice A i j-tog stupca matrice B.
Dakle, za matricu C = AB, C = [c;j], vrijedi:

Cij:[ail ap ... ain]' . (2D

Ucenicima sada zadajemo zadatak da svatko od njih odabere dvije proizvoljne matrice
te da na njima provjeri vrijedi li komutativnost mnozenja. S obzirom na to da su matrice
koje komutiraju rjede od onih koje ne komutiraju, ofekujemo da ¢e vecina uenika za-
kljuciti da mnoZenje matrica nije komutativna operacija. Ukoliko se ucenici nisu ranije
susreli s pojmom kontraprimjera, sada ga moZemo spomenuti te diskutirati s ucenicima je
li jedan primjer za koji navedeno svojstvo ne vrijedi dovoljan da opéenito moZemo reci da
to svojstvo ne vrijedi.

Definicija 1.4.4. Za bilo koje dvije matrice A i B ne vrijedi komutativnost matricnog
mnoZenja, pa je opéenito
AB # BA.

Ako za matrice A i B vrijedi AB = BA, tada kaZemo da one komutiraju. ([2])

Nakon §to ucenici provjere navedeno, vracamo ih na 2. zadatak u kojem su zakljucili
kako nam dva razliCita zapisa matrica daju to¢no rjeSenje. To su bili zapisi:

2 1]'[3 150]:[17 2] i [g 190]'[%]:[%]

Matrice iz prvog zapisa oznacimo redom s A, B 1 C te dobivamo A - B = C. UcCenicima
zatim zadajemo da prouce drugi zapis te da ga pokuSaju povezati sa prethodno oznacenim
matricama. Prilikom uvodenja matrica, ucenici su se upoznali sa pojmom transponirane
matrice pa ofekujemo da ¢e u drugom zapisu prepoznati transponirane matrice i zapisati:
BT - A" = C7. S ucenicima je potrebno diskutirati hoce li umnoZak matrica BT - AT biti
dobro definiran za bilo koje matrice A 1 B ako znamo da je umnoZak B - A dobro definiran.
Dovoljno je da ucenici znaju definiciju transponiranja matrica kako bi dosli do ocekivanog
zakljuc¢ka. Naime, neka je A matrica tipa m X n i B matrica tipa n X p. Tada je matrica A"
tipa n X m, a matrica BT tipa p X n pa je umnozak B" - A” dobro definiran.

Za kraj ostaje provjeriti koja od poznatih svojstava zadovoljava ovako definirana ope-
racija mnoZenja. Kao i do sada, ucenici na proizvoljnim primjerima provjeravaju asocija-
tivnost 1 distributivnost mnoZenja matrica.
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Definicija 1.4.5. Za sve matrice A, B i C vrijedi asocijativnost matricnog mnoZenja:
(AB)C = A(BC),
kad god je umnoZak (s bilo koje strane) definiran. ([2])
Definicija 1.4.6. Za sve matrice A, B i C vrijedi distributivnost mnoZenja prema zbrajanju:
(A+ B)C=AC+BC, A(B+C)=AB+AC,

kad god je lijeva (ili desna) strana u tim izrazima definirana. ([2l])



Poglavlje 2

Linearni operatori u srednjoskolskoj
nastavi

Linearni opratori, odnosno linearna preslikavanja, prirodni su nastavak cjeline matrica.
Tako se u udzbeniku [2] linearna preslikavanja ravnine nalaze u istom poglavlju kao i
matrice te se obraduju nakon mnoZzenja matrica. Nakon Sto se definiraju linearni operatori,
obraduje se veza linearnih operatora i matrica, zatim se proucavaju matricni prikazi ranije
naucenih linearnih preslikavanja te se na kraju obraduje kompozicija linearnih operatora.
U udzbeniku [1]] navedeno gradivo se ne obraduje.

Osim $to ucenici mogu primijeniti gradivo matrica na jednom potpuno novom po-
drudju, linearni operatori objedinjuju veliku veéinu preslikavanja ravnine koja su ucenici
proucavali u dosadaSnjem Skolovanju. Primjenjujuci matrice, ucenici Ce ta preslikavanja
sada proucavati s novog gledisSta te ¢e na taj nacin proSiriti i upotpuniti svoje znanje.

Linearni operatori jedan su od pojmova za koji od ucenika, osim pronalaZenja primjera,
mozemo traZiti da pronadu primjere koji ne odgovaraju definiciji. Na taj ¢e nacin ucenici
kasnije lakse uociti koja preslikavanja sigurno ne zadovoljavaju uvjete linearnog operatora,
a koja bi mogla zadovoljavati.

2.1 Veza linearnih operatora i matrica

Aktivnost 10. Linearni operator < Matrica

Cilj: ucenici Ce otkriti vezu izmedu linearnih operatora i matrica
Nastavni oblik: individualni rad

Nastavna metoda: problemska nastava

40
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Potrebni materijal: nastavni listi¢ sa zadatkom

Tijek aktivnosti:

Svaki u€enik dobit Ce listi¢ sa zadatkom koji se sastoji od dva dijela. Ucenici za rjeSavanje
svakog dijela imaju 10 minuta. Nakon $to rijeSe prvi dio zadatka slijedi provjera rjesenja,
diskusija 1 donoSenje zakljucaka. Potom ucenici prelaze na rjeSavanje iduceg dijela nakon
¢ega ponovno slijedi provjera rjesenja, diskusija te donoSenje konacnog zakljucka.

Nastavni listié:

Zadatak:
I Dio
Zadan je linearni operator f : V> — V? i njegovo djelovanje na kanonskoj bazi {Z f}

f(?) = a17+ azf: lal]

a

2 > > |b
f()=bii+byj = [bl]
2

a) Vektor 7 € V? prikaZi kao linearnu kombinaciju vektora baze.

b) Vektor 7 prikazi matri¢no.

¢) Koristeéi svojstvo da je preslikavanje f linearni operator, raspis vektora 7 iz a)
zadatka te djelovanje linearnog operatora f na vektorima baze, zapiSi f(7) kao line-
arnu kombinaciju vektora baze.

d) Dobiveni izraz zapiSi matri€no

ool 1]

@ bl] te preslikavanje f : V> — V? zadano
a b2

pravilom pridruzivanja f(7) = A7. Je li preslikavanje f linearni operator?

IT Dio

Obrnuto, neka je zadana matrica A = [

Kutak za nastavnika:

Prije same analize aktivnosti i rjeSenja, osvrnut ¢emo se na definiciju linearnih opera-
tora iz udzbenika:

Definicija 2.1.1. Preslikavanje f : V> — V? je linearno ako za sve skalare a,, a, i vektore
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A, 7 € V2 vrijedi

flaii + api3) = ay f(7) + ar f(72). (2.1)

1li, ekvivalentno
f(A+1)=f0)+ f() (2.2)
fla?) = af(@®. (2] (2.3)

Uocimo da je u definiciji linearni operator definiran kao preslikavanje iz vektorskog
prostora V2 u vektorski prostor V2. Zanemarivsi §kolsku definiciju, znamo da se linearni
operator definira kao preslikavanje f : U — V gdje su U i V vektorski prostori nad is-
tim poljem. Prema tome, u srednjoj Skoli linearni operator takoder moZemo definirati kao
preslikavanje f : R? — R2. Ova aktivnost, kao i sve ostale, prilagodljive su navedenoj
definiciji. Umjesto kanonske baze {Z f} koristimo kanonsku bazu za R?,{(1,0), (0, 1)}, a
umjesto proizvoljnog vektora 7 € V2 odabiremo proizvoljni uredeni par (x,y) € R2. Odabir
definicije prepuStamo nastavnicima koji, poznavajuéi predznanje svojih ucenika, trebaju
samostalno procijeniti u kojem vektorskom prostoru ¢e ucenicima biti lakSe savladati line-
arne operatore. S obzirom na definiciju iz udzbenika, u nastavku rada fokusirat ¢emo se na
vektorski prostor V2.

U a) zadatku ucemcl primjenjuju steCeno znanje iz gradiva vektora. Vektor 7 trebaju
zapisati kao 7 = xz T+ by Jj gdje je naravno svejedno koje slova ucenici iskoriste za koeficijente
uz vektore baze 7 i ], osim naravno ay, a,, by i b, koje smo ranije iskoristili.

U b) zadatku moZe se javiti pitanje treba li koordinate vektora 7 zapisati u vektor-redak
g v . . . o, .. ve . . 2 . R
ili vektor-stupac, no ucenici trebaju uociti na koji su nacin prikazani f(i) i f(j) te prema

> . . X
tome 7 matri¢no zapisati kao [y}

Za rjeSavanje c) zadatka ucenici trebaju znati definiciju linearnog operatora.

Prema definiciji, u€enici trebaju provjeriti:

f@) = £ (xd+y]) = @) = xf @ +yf()
= X(d]l_)-i- Clzf) + y(b17+ bzf)

(@1X + byy)i + (@x + byy) ).

Ne ocekujemo da ¢e ucenici od prve prepoznati o kojem umnosku matrica se radi. No
ako su ucenici usvojili mnoZenje matrica, metodom pokusaja i pogreSke ubrzo bi trebali

do¢i do rezultata:
l’)] X
o=l 3 )
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Sada joS preostaje s uCenicima diskutirati prethodno navedeni zapis. 1z b) dijela za-
datka bi uCenici trebali prepoznati da je druga matrica zapravo matri¢ni zapis vektora 7.
S obzirom na to da prvu matricu nismo do sada spominjali u ovome zadatku, nju ¢emo
oznaciti sa A. Prema tome, navedenu jednakost sada moZemo zapisati kao f(7) = A7. lako
se matrica A do sada nije pojavljivala u zadatku, pozornost u¢enika usmjeravamo na stupce
te matrice. Zelimo da u&enici uote da je prvi stupac matri¢ni zapis vektora f @), a drugi
stupac matri¢ni zapis vektora f (f).

Kona¢no, zapisujemo zakljutak prvog dijela: Za svaki linearni operator f : V> — V2
postoji matrica A tipa 2 x 2 takva da je f(¥) = APza 7 € V2.

U drugom dijelu zadatka ucenici se trebaju sjetiti kako provjeravaju je li zadano pres-
likavanje linearni operator te prilikom provjere trebaju Koristiti ranije usvojena svojstva
matrica. Da bi zadano preslikavanje f bilo linearni operator treba vrijediti (2.1)) ili (2.2)) i

(2.3). Provjerimo vrijedi li (2.1):
[ + axrz) = A1 + asr?)
=A(a177) + A(arr3)
= a1A (17) + @A (12)
arf (A7) +arf (73).

Prema tome, zadano preslikavanje f je linearni operator. Dakle, svaka matrica A tipa 2 X 2
definira jedno linearno preslikavanje koje vektoru 7 € V2 pridruzuje vektor r € V2 tako da
je r’ = A7 ([2])

Time smo dokazali sljedece:

Teorem 2.1.2. Svakom linearnom preslikavanju f : V> — V? odgovara matrica A drugog
reda takva da je
f(P) = AP, VrPe V>

Stupci matrice A dobiju se tako da se odredi djelovanje preslikavanja f na vektorima ka-
konske baze. ([2l])

2.2 Kompozicija linearnih operatora

Aktivnost 11. Kompozicija linearnih operatora

Cilj: ucenici Ce otkriti vezu izmedu matri¢nog prikaza kompozicije linearnih operatora i
matri¢nog prikaza svakog od operatora

Nastavni oblik: rad u grupi
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Nastavna metoda: problemska nastava
Potrebni materijal: nastavni listi¢ sa zadatkom

Tijek aktivnosti: Ucenike podijelimo u troclane grupe. Svaki ucenik u grupi dobiva svoj
nastavni listi¢. UCenici najprije samostalno rjeSavaju prva dva zadatka. Nakon $to svaki od
ucenika u grupi rijesi svoj zadatak, ucenici krecu na rjeSavanje preostala tri zadatka koja
rjeSavaju zajednicki. Predvideno vrijeme trajanja aktivnosti je 30 minuta.

Kartice sa zadatcima:

'a '

A

SAMOSTALNO:

Neka je f preslikavanje koje vektoru 7 pridruzuje vektor simetri¢an s obzirom na os
apscisa.

a) Je i f linearni operator? DokaZzi.

b) Odredi matricu pridruZenu tom linearnom operatoru.

U GRUPI:

¢) Moze li se neko od preslikavanja f, g, h prikazati kao kompozicija ostala dva?

d) Opéenito, ako su f i g linearni operatori, je li kompozicija f o g linearni operator?
Dokazite.

e) Proucite kompoziciju koju ste zapisali u c¢) zadatku. Mozete li operacijama
izmedu matri¢nih prikaza operatora iz kompozicije dobiti matricni prikaz presli-
kavanja koje je rezultat kompozicije?

B

SAMOSTALNO:

Neka je g preslikavanje koje vektoru 7 pridruzuje vektor simetri¢an s obzirom na os
ordinata.

a) Je i g linearni operator? DokaZzi.

b) Odredi matricu pridruZenu tom linearnom operatoru.

U GRUPI:

¢) Moze li se neko od preslikavanja f, g, h prikazati kao kompozicija ostala dva?

d) Opcenito, ako su f i g linearni operatori, je li kompozicija f o g linearni operator?
Dokazite.

e) Proucite kompoziciju koju ste zapisali u c) zadatku. Mozete li operacijama
izmedu matri¢nih prikaza operatora iz kompozicije dobiti matricni prikaz presli-
kavanja koje je rezultat kompozicije?
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C

SAMOSTALNO:

Neka je h preslikavanje koje vektoru 7 pridruzuje vektor simetri¢an s obzirom na
ishodiste.

a) Je li & linearni operator? DokaZi.

b) Odredi matricu pridruZenu tom linearnom operatoru.

U GRUPI:

¢) Moze li se neko od preslikavanja f, g, h prikazati kao kompozicija ostala dva?

d) Opcenito, ako su f 1 g linearni operatori, je li kompozicija f o g linearni operator?
Dokazite.

e) Proucite kompoziciju koju ste zapisali u c) zadatku. MozZete li operacijama
izmedu matri¢nih prikaza operatora iz kompozicije dobiti matri¢ni prikaz presli-
kavanja koje je rezultat kompozicije?

Kutak za nastavnika:

Svaki od u€enika najprije samostalno provjerava je li zadano preslikavanje linearni ope-
rator. U sva tri primjera prilikom provjere linearnosti preslikavanja, ucenici trebaju zapisati
vektore kao linearnu kombinaciju vektora kanonske baze. Sli¢an postupak smo koristili u
prethodnoj aktivnosti kada smo vektor 7 zapisali kao xi + yf'. Ukoliko ucenici zapnu na
tom dijelu, podsje¢amo ih na navedeni primjer te im dajemo uputu da isto naprave i u
ovom zadatku. Takoder, u€enicima moZemo napomenuti da posebno provjeravaju aditiv-
nost 1 homogenost kako bi im bilo lakSe. Kao §to su naucili u prethodnoj aktivnosti, za
odredivanje matri¢nog prikaza pojedinog linearnog operatora dovoljno je odrediti njegovo
djelovanje na vektorima kanonske baze te rezultate zapisati u stupce matrice.

RjeSenje Ucenika A:
Provjeravamo je li preslikavanje f aditivno:
F@E+3) = f (i +yi) + (0 + y2)))
= f((xl + X)i + O + Y2)f)
= (q + %) = (1 + 32
= (x1i = y1)) + (0ai = y2))
= f(r7) + f(r2)
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Provjeravamo je li preslikavanje f homogeno:

f(aP) = f(a (x1?+ ylf))
= f(ax]?+ ozy]f)
= ax)i—ay]
= a(xl?—ylf)
= af(r)

S obzirom na to da preslikavanje f zadovoljava svojstva (2.2)) i (2.3) slijedi da je preslika-
vanje f linearni operator.

Za odredivanje matri¢nog prikaza linearnog operatora f trebamo odrediti njegovo dje-
lovanje na vektorima kanonske baze:

- 2 |1 2 - |0
) =1= [O] . fh=-J= [_l]
N . . 1 0
Prema tome, matri¢ni prikaz linearnog operatora f je F = 0o -1l
Rjesenje Ucenika B:
Provjeravamo je li preslikavanje g aditivno:

g (7 +3) = g((ai + 1) + (xai + y2.))
=8 ((xl +X0)i + O + Y2)f)
= —(n + %)+ (1 +32)]
= (=x10 + Y1) + (—X2 + )
= g(r) + g(r2)

Provjeravamo je li preslikavanje g homogeno:

g(@P) = g(a(xi7+y1)))
=g (ax1?+ ozylf)
= —axii+ay ]

CY(—X]Z—')‘F y]‘})

= ag(?)
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S obzirom na to da preslikavanje g zadovoljava svojstva (2.2)) i (2.3) slijedi da je preslika-
vanje g linearni operator.

Za odredivanje matri¢nog prikaza linearnog operatora g trebamo odrediti njegovo dje-
lovanje na vektorima kanonske baze:

e . ) -1 0
Prema tome, matri¢ni prikaz linearnog operatora g je G = o 1l

RjeSenje Ucenika C:
Provjeravamo je li preslikavanje 4 aditivno:
h(A +73) = h(Cd +y1J) + (ol +y2))
= h((x1 + 27 + (1 +2)))
= —(n + %) = (1 + 2]
= (=x1i = y1)) + (—x2i = y2))
= (1) + h(r2)

Provjeravamo je li preslikavanje 4 homogeno:

h(aP)=h (a (xll_')+ ylf))
=h (a/xlz_')+ ozylf)
= —ax;i—ay,]
=« (—xlf— ylf)
= ah(7)

S obzirom na to da preslikavanje 4 zadovoljava svojstva (2.2)) i (2.3) slijedi da je preslika-
vanje h linearni operator.

Za odredivanje matri¢nog prikaza linearnog operatora s trebamo odrediti njegovo dje-
lovanje na vektorima kanonske baze:

2 - |1 2 2 0
h(l):_l:[o]’ h(]):_.]:|:_1]

e . . -1
Prema tome, matri¢ni prikaz linearnog operatora 4 je H = [ 0 ] .
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Za d) zadatak uCenici najprije trebaju prouciti sva tri zadana preslikavanja. Dovoljno
je da prepoznaju jednu od 6 moguéih kompozicija: fog =go f =h,foh =ho f =
g,g0h =hog= f. UcCenici kompozicije mogu otkriti skicirajuéi zadana preslikavanja na
papiru, no preciznije je i poZeljnije ako imaju mogucnosti istraZivati kompozicije u nekom
od programa dinamicke geometrije (npr. kao na slici [2.1]).

Slika 2.1: fog="h

Prije nego Sto ucenici krenu istrazivati matricni zapis kompozicije linearnih operatora,
najprije se trebaju uvjeriti da je kompozicija linearnih operatora zaista linearni operator.
Sada ve¢ standardnim i uhodanim postupkom ucenici dokazuju da je za linearne operatore
f 1 g kompozicija f o g takoder linearni operator:

(fog(ri+nr)=[f(g(r+r)) (f o g) (aP) = f (g(aP)
= f(g(r7) + g(r2)) = f(ag(P)
= f(g(r)) + f(g(r2)) = a(f(g(P))

= (f o))+ (fog)r) = a(fog) (P
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Ucenicima jo§ preostaje prouciti 1 povezati matriCne zapise linearnih operatora. Pret-
postavimo da su ucenici u c) zadatku zapisali kompoziciju f o g = h. Ucenici sada
proucavaju matrice F, G i H te aritmetiCkim operacijama izmedu dviju matrica pokusavaju
dobiti treu. Intuitivno je jasno da od matrica F i G trebaju dobiti matricu H s obzirom na to
da kompozicijom linearnih operatora f 1 g dobivamo linearni operatora /. Lako je uociti da
zbrajanjem matrica F 1 G ne dobivamo matricu H. No umnoZak F'G daje upravo matricu H.
Ali takoder i umnozak GF za rezultat daje matricu H. Neovisno o tome zapiSu li umnoZzak
kao FG ili GF, ucenici iz dobivenog mogu zakljuciti da je matri¢ni prikaz kompozicije
linearnih operatora jednak umnosku matri¢nih prikaza tih operatora. Preostaje joS diskuti-
rati s uenicima je li bitno u kojem poretku mnozimo matrice. UCenici sada ve¢ znaju da
kompozicija funkcija nije komutativna operacija, kao ni mnoZenje matrica. Prema tome,
ucenicima postavljamo pitanje: ”Ako opéenito kompozicije f o g i g o f ne predstavljaju
isto preslikavanje, koji od umnozaka FG i GF odgovara kojoj kompoziciji?”’. Ocekujemo
da ¢e ucenici ve¢ ovdje ispravno povezati kompozicije i odgovarajue umnoske, no kako
bi im dodatno “opravdali” tocno rjeSenje postavljamo im pitanje s kojom funkcijom naj-
prije djelujemo u kompoziciji f o g. UcCenici veC od prije znaju da najprije djelujemo s
funkcijom g a zatim s funkcijom f. Takoder, u€enici znaju da kada djelovanje linearnih
operatora prikazujemo preko njihovog matri¢nog prikaza, argument na koji djelujemo line-
arnim operatorom mnoZzimo matri¢nim prikazom linearnog operatora s lijeve strane. Prema
tome, argument prvo mnozimo matricom G, a zatim matricom F pa komopziciji linearnih
operatora f o g odgovara matricni prikaz F'G.

2.3 Graficki i matricni prikaz djelovanja geometrijskih
preslikavanja

Aktivnost 12. Memory

Cilj: ucenici uvjezbavaju vezu izmedu matri¢nih prikaza linearnih operatora i djelovanja
operatora na zadanom objektu

Nastavni oblik: rad u paru
Nastavna metoda: problemska nastava
Potrebni materijal: kartice za memory

Tijek aktivnosti: Ucenike podijelimo u parove. Svaki par dobiva skupinu od 24 kartice
(12 parova) koje trebaju promijesati 1 posloZiti na klupu, licem prema dolje. Ucenici zatim
naizmjence otvaraju po dvije kartice. Prilikom svakog otvaranja, uCenik koji otvori kartice
treba objasniti svome paru zasto te kartice ¢ine, odnosno ne ¢ine par. Parovima koji su
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gotovi prije ostalih zadajemo da smisle nekoliko vlastitih primjera.

Kartice za memory:

o]
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F=fz ]
r-lo 4

Kutak za nastavnika:

Nakon $to svi parovi zavrSe s igrom, na projektoru prikazujemo parove kartica te
trazimo od ucenika da objasne zaSto prikazane kartice ¢ine par te da imenuju pripadno
preslikavanje. S karticama smo obuhvatili uenicima poznata preslikavanja: identitetu, si-
metriju s obzirom na os apscia 1 os ordinata, simetriju s obzirom na ishodiSte, hometetiju,
zakoSenje te kompozicije navedenih preslikavanja.



Poglavlje 3

Projektni zadatak

Projektni zadatak sastoji se od nekoliko dijelova. Svaki dio ucenicima zadajemo na kraju
pojedinog sata. Na pocetku iduceg sata provjeravamo S$to su ucenici rijesili 1 zakljucili te
im prema potrebi dajemo uputu i diskutiramo o idu¢em dijelu zadatka. Glavni cilj ovog
projektnog zadatka je proSiriti dosadasnje znanje ucenika te primijeniti naucenu teoriju na
konkretnom primjeru iz stvarnog Zivota. Zadatak je razraden na temelju ideje iz prezenta-
cije [3]].

3.1 Uvodni dio

Zadatak:
Prouci i odigraj igricu Asteroids: http://www.freeasteroids.org/

1. Opisi gibanje svemirskog broda.
2. Mozemo li gibanje broda opisati geometrijskim preslikavanjima? Ako da, kojima?
3. Mozemo li svemirski brod predociti geometrijskim likom / tijelom? Ako da, kojim?

4. Na koji nacin moze$ svome prijatelju koji ne vidi tvoj zaslon opisati trenutni polozaj
broda u igrici?
Kutak za nastavnika:

Uvodnim dijelom ovog projektnog zadatka Zelimo ucenike potaknuti na razmisljanje o
mogucnosti matemati¢kog modeliranja navedene igrice. Cilj nam je da ucenici prepoznaju
osnovne elemente - translaciju, rotaciju, trokut kao svemirski brod te pravokutni koordi-

natni sustav kao sredstvo za opisivanje trenutnog poloZaja broda. Navedene pojmove i
njihovu svrhu detaljno ¢emo razraditi kroz nekoliko temeljnih etapa zadatka.

Ocekujemo da ¢e ucenici u 1. zadatku gibanje broda opisivati “ne matematickim”
pojmovima poput: brod se pomice gore, dolje, lijevo, desno, u svim smjerovima, brod
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se okree. Opisana gibanja ucenici u 2. zadatku trebaju pokusati opisati matematickim
pojmovima- gibanje gore, dolje, lijevo, desno, u svim smjerovima kao translaciju, a okre-
tanje broda kao rotaciju.

Posljednji zadatak uvodnog dijela ucenici ¢e lakSe rijesSiti ukoliko su se ranije susreli
s anegdotom o Descartesovoj inspiraciji za uvodenje koordinatne ravnine (pri¢a kaze da
je Descartes leze¢i u krevetu promatrao muhu na stropu sobe te razmisljao kako bi ne-
kome opisao njen poloZzaj). No, neovisno o navedenoj anegdoti, ucenici su u razliitim
situacijama opisivali poloZaje matematickih objekata njihovim pravokutnim koordinatama
pa ocekujemo da se toga prisjete i u ovom zadatku.

Prvi dio projektnog zadatka zapocinjemo upravo smjeStanjem svemirskog broda u pra-
vokutni koordinatni sustav te opisivanjem njegovog poloZaja koristeCi matrice.

3.2 Prvidio

Zadatak:

5. Smjestimo svemirski brod iz igrice u koordinatni sustav kao na slici[3.I} Svemirski brod
prikazan je trokutom ABC.

o0

A C
1 2

o

3

Slika 3.1: Svemirski brod iz igrice

Opisi polozaj broda matricom P tako da koordinate njegovih vrhova A, B, C zapiSeS redom
u stupce matrice.

6. Brod se pomaknuo za jednu jedinicu u desno i dvije jedinice prema gore. Skiciraj
poloZaj broda. U matricu R upisi nove koordinate broda.

7. Prouci matrice P i R. OpiSi promjenu u matricama koja se dogodila pomakom broda te
je zapiSi matematicki.
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8. Opcenito, ako se brod iz pocetnog poloZaja pomakne za r jedinica duz x osi 1 s jedinica
duZ osi y, kako ¢e izgledati matri¢ni prikaz poloZaja broda?

9. Kako nazivamo navedeni pomak? Je li to preslikavanje linearni operator? DokaZzi.

Kutak za nastavnika:

Prije podjele prvog dijela zadatka uCenike poti¢emo da za izradu traZenih skica ko-
riste neki od programa dinamicke geometrije u kojemu takoder mogu i provjeriti rezultate
dobivene raCunskim putem.

U 5. zadatku ucenici iz prikaza svemirskog broda u koordinatnom sustavu trebaju
oCitati koordinate vrhova broda te ih prema uputi zadatka organizirati u matricu.

021
P‘[003]

Prilikom zapisivanja koordinata translatiranog broda, u¢enici mogu koristiti dvije stra-
tegije. Koordinate mogu is¢itati iz skice (3.2)) koju su prethodno nacrtali ili mogu razmisliti
kako navedeni pomak utjece na x i y koordinate broda te na temelju toga popuniti matricu

R.
132
R‘[z 2 5]

Ukoliko su uc€enici matricu R popunjavali drugom strategijom, u 7. zadatku ce lakse
zakljuciti da su se koeficijenti u prvom retku povecali za 1 (Sto je rezultat pomicanja broda
za jednu jedinicu u desno), a koeficijenti u drugome retku za 2 (Sto je rezultat pomicanja
broda za dvije jedinice prema gore). Opisom navedene promjene, ucenici zakljucuju da
je matrica R dobivena tako da smo matrici P dodali matricu u ¢ijem su prvom retku sve
jedinice, a drugom retku sve dvojke.

021+111_132
00 3 2 22 (2 25

Primjenjujuéi generalizaciju prethodnog zadatka, u€enici zakljucuju da koeficijentima
u prvom retku matrice P dodajemo r, a koeficijentima u drugome retku dodajemo s.

r 24+r 1+r
K K 3+
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S ucenicima trebamo diskutirati o mogu¢im vrijednostima koeficijenata r i s, ovisno
o tome u kojem smjeru se brod krece. U prethodnom primjeru, brod se kretao prema
desno duz osi x te prema gore duZ osi y, a koeficijenti r i s su u tom slucaju bili pozitivni.
Ucenicima zadajemo da istraZe kakvi e biti koeficijenti ako se brod mice prema lijevo duz
osi x te prema dolje duZz osi y. Prilikom pomicanja broda u lijevo duz osi x koeficijent r e
biti negativan, isto kao i koeficijent s ako se brod mice duz osi y prema dolje.

Ucenici su se ve€ ranije susretali s pojmom translacije pa ne bi trebali imati poteSkoca
s prepoznavanjem opisanog preslikavanja. Vazno je napomenuti da se radi o translaciji
za vektor (r, s). Da translacija nije linearni operator, u¢enici mogu argumentirati na dva
naCina. Prvi je, naravno, provjerom svojstava koja linearni operator mora zadovoljavati.
Drugi nacin u€enici mogu primijeniti ako smo prilikom definiranja linearnih operatora spo-
menuli svojstvo da za svaki linearni operator f mora vrijediti f(0) = 0. Tada ucenici mogu
odmah zakljuciti da translacija ne zadovoljava navedeno svojstvo pa prema tome nije line-
arni operator.

5 'BI

4

3

2 Al W
1

0 1 2 3

Slika 3.2: Svemirski brod pomaknuti za jednu jedinicu u desno 1 dvije jedinice prema gore

Prije podjele drugog dijela zadatka ucenicima napominjemo da iako translacija za vek-
tor (7, s) nije linearni operator ipak moZemo odrediti njen matri¢ni zapis te da sva svojstva
koja su vrijedila za matrini zapis linearnih operatora, vrijede i za matrini zapis transla-
cije. S obzirom na to da ¢emo matricni prikaz translacije promatrati u trodimenzionalnom
prostoru, matri¢ni zapis poloZaja broda moramo nadopuniti retkom jedinica. Dodavanje
navedenog retka objaSnjeno je u prvom zadatku iduceg dijela, ali s obzirom da nije intu-
itivno jasno zaSto to radimo, vazno je u€enicima skrenuti paznju na navedenu promjenu
prije nego Sto samostalno procitaju i krenu rjeSavati zadatak.
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3.3 Drugi dio

Zadatak:

10. Zelimo odrediti matri¢ni prikaz translacije za vektor (r, ):

a b c
T=|d e f].
g h i

Kako bi to bilo moguce, matri¢ni zapis poloZaja broda proSsirit ¢emo retkom jedinica. (Na-
pomena: u kojem god se poloZaju brod nalazi, posljednji redak bit e redak jedinica.)

Zapisi matricu pocetnog polozaja broda i matricu broda translatiranog za vektor (r, s).

Translacija djeluje na pocetni poloZaj broda, a rezultat je brod translatiran za vektor (7, s).
Iz jednakosti matrica, odredi koeficijente matrice translacije.

11. Brod se pomaknuo dvije jedinice prema gore duz osi y. Za koji vektor smo translatirali
brod? IzraCunaj poloZaj broda koriste¢i matri¢ni prikaz translacije. U koordinatnom
sustavu skiciraj pocetni poloZaj broda (brod 1) i brod dobiven navedenom translacijom
(brod 2). Koje su koordinate vrhova broda 2?

Kutak za nastavnika:

Glavni korak u 10. zadatku je ispravno postaviti jednadzbu. Ucenici se trebaju prisjetiti
kako smo prikazivali djelovanje linearnog operatora ako smo imali njegov matri¢ni prikaz.

a b c| |0 21 r 24r 1+r
d e fI-]10 0 3|=fs s 3+
g h i] |1 11 1 1 1

Primjenjujué¢i mnoZenje matrica te svojstvo jednakosti matrica, ucenici trebaju doci do
rjeSenja:
1 0 r
T=10 1 s].
0 01

Konfuziju kod u¢enika mogao bi stvoriti veliki broj varijabli. No ukoliko se uCenici usre-
dotoCe na one varijable koje trebaju odrediti, ne bi trebali imati problema.

U 11. zadatku ucenici trebaju prepoznati translaciju za vektor (r, s) = (0,2), u pret-
hodno odredenu matricu uvrstiti vrijednosti » = 01 s = 2 te iz dobivenog rezultata i$Citati
koordinate vrhova broda.
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Prilikom provjere rjeSenja 11. zadataka dobivamo informaciju jesu li u€enici shvatili
svrhu dodavanja retka jedinica. Ukoliko ucenici iz dobivene matrice iS¢itaju da su koor-
dinate vrhova (0,2, 1),(2,2,1)1 (1,5, 1) potrebno je ponoviti da smo redak jedinica dodali
kako bi mogli mnoziti matrice te da taj redak ne sadrzi nikakve informacije o poloZaju
svemirskog broda. Koordinate vrhova translatiranog broda su (0, 2), (2,2) 1 (1, 5).

3.4 Tredéidio

Zadatak:
12. Prisjetimo se, kako izgleda matrica rotacije oko z osi za kut & u prostoru V3?

13. Koriste¢i prethodnu matricu, izracunaj poloZaje brodova 11 2 iz 11. zadatka ako ih
rotiramo za 90°. Dobivene rezultate prikaZi u koordinatnom sustavu. Oko koje tocke smo
rotirali brodove? Rotira li se brod iz igrice na taj nacin?

14. Odredi to¢ku S oko koje treba rotirati brod iz pocetnog polozaja da bi rotacija
odgovarala onoj iz igrice. Za odredivanje tocke moze$ Koristiti program dinamicke
geometrije. Provjeri svoj zakljucak rotirajuci brod oko dobivene tocke.

Kutak za nastavnika:

Za rjeSavanje 12. zadatka, s uCenicima smo prilikom obrade linearnih operatora mo-
rali obraditi matri¢ni prikaz rotacije oko ishodista u prostru V? te diskutirati o poopéenju
rotacije na prostor V3. Matrica rotacije oko z osi za kut a u V3 je:

cos(w) —sin(a) O
sin() cos(a) O].
0 0 1

UvrsStavajuci kut od 90° u prethodnu matricu te mnozenjem matrica, ucenici dolaze do
poloZaja rotiranih brodova:

0 -1 0 |0 2 1 00 -3
brod 1: I 0 Of-]10 0 31=10 2 1

0O 0 1] [1 11 I 1 1
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0 -1 0 |0 2 1 -2 -2 =5
brod 2: 1 0 Of-12 2 5|=(0 2 1
0O 0 111 11 I 1 1

Ucenici znaju da navedeni matri¢ni prikaz rotacije u prostoru predstavlja rotaciju oko
ishodiSta u ravnini xy pa smo ovim postupkom oba broda rotirali oko tocke (0, 0). Iako iz
rotacije broda 1 nije odmah uocljivo da se brod iz igrice ne rotira na taj nacin, iz prikaza
rotacije broda 2 to postaje oCito. Naime, ukoliko u igrici samo rotiramo brod primjeéujemo
da ne dolazi do vertikalnog ni horizontalnog pomaka broda, ve¢ se brod okrece oko svog
srediSta. No na slici [3.3](b) vidljivo je da se osim rotacije broda za 90° dogodio i vertikalni
1 horizontalni pomak.

Proucavanjem igrice ucenici trebaju uociti da prilikom rotacije vrhovi svemirskog
broda opisuju kruznicu trokutu. Dakle, brod trebamo rotirati oko sredista kruznice opisane
trokutu. Koriste¢i program dinamicke geometrije, trokutu iz pocetnog poloZaja trazZimo
srediSte opisane kruznice. SrediSte kruznice ucenici mogu naci na nekoliko nacina. Stan-
dardnim postupkom, srediSte trokutu opisane kruZnice dobivamo kao sjeciSte simetrala
njegovih stranica. Drugi nacin je da konstruiramo kruZznicu kroz tri to¢ke (vrhovi trokuta)
te zatim odredimo srediSte te kruznice. U oba slucaja, dobivamo da je tocka oko koje
trebamo rotirati svemirski brod S (1, 1.33).

1 2 3 4 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3

(a) Svemirski brod 1 (b) Svemirski brod 2

Slika 3.3: RjeSenje 10. zadatka
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3.5 Cetvrti dio

Zadatak:

15. Primjenjujudi translaciju i rotaciju oko ishodista, svemirski brod iz pocetnog poloZaja
rotiraj za 90° oko njegovog srediSta S (1, 1.33). Odredi koordinate rotiranog broda. (Hint:
rotaciju provedi u tri koraka)

16. Odredi koordinate vrhova broda 2 rotiranog za 180°.

Kutak za nastavnika:
Kao §to smo napomenuli u€enicima u zadatku, rotaciju ¢emo provesti u tri koraka.

1. korak

S obzirom na to da znamo rotirati samo oko ishodiSta, a trebamo rotirati oko tocke
S(1,1.33), svemirski brod trebamo translatirati tako da tocke S bude u ishodistu. Brod
translatiramo za vektor (-1, —1.33).

1 0 -1 0 2 1 -1 1 0
01 -133(-]10 0 3|=|-133 -1.33 1.67
00 1 111 1 1 1

2. korak
Brod sada moZemo rotirati za 90° mnoZeci prethodno dobivenu matricu, matricom rotacije.

0 -1 0 -1 1 0 1.33 133 -1.67
1 0 O0f-]-133 -133 1.67|=]| -1 1 0
0 0 1 1 1 1 1 1 1

3. korak

Prilikom rotacije broda iz pocetnog poloZaja oko tocke S, koordinate srediSta broda se ne
mijenjaju. Dakle, preostaje nam translatirati brod iz prethodnog koraka tako da tocku S
vratimo u pocetni polozaj. Ako smo u 1. koraku brod translatirali za vektor (-1, —1.33),
sada brod moramo translatirati za njemu suprotan vektor (1, 1.33).

0 1 1.33 -1 1 0 0.33 233 1.33

1 0 1 1.33 1.33 -1.67 233 233 -0.67
00 1 1 1 1 1 1 1

Iz posljednje matrice, iS€itavamo koordinate rotiranog broda: (2.33,0.33), (2.33,2.33) i
(-0.67,1.33).

U 16. zadatku ucenici trebaju primijeniti anologni postupak kao i u zadatku prije. No
najprije, treba odrediti srediSte broda 2. Brod 2 smo dobili tako da smo brod iz pocetnog
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(a) Pocetni poloZaj (b) 1. korak

31 37

(c) 2. korak (d) 3. korak

Slika 3.4: RjeSenje 12. zadatka

poloZaja translatirali za vektor (0, 2). Dakle, srediSte broda 2 je tocka S, = (1 +0,1.33 +
2) = (1,3.33). Prema tome, brod 2 najprije translatiramo za vektor (-1, —-3.33), zatim
ga rotiramo za 180° te ga konacno translatiramo za vektor (1, 3.33). Koordinate trazenog
broda dobivamo iz sljedeceg racuna:

1 0 1 -1 0 O] (1 0 -1 0 21 2 0 1
0 1 333(-{0 -1 0]-]0 1 =-333]|-12 2 5|=|4.66 4.66 1.66
0 0 1 0O 0 1] [0 O 1 111 1 1 1

Koordinate vrhova broda 2 rotiranog za 180° su: (2,4.66), (0, 4.66), (1, 1.66).
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Sazetak

Kroz ovaj diplomski rad opisane su aktivnosti u kojima su obradeni temeljni pojmovi iz
gradiva matrica i linearnih operatora. Aktivnosti se temelje na istrazivackoj nastavi u kojoj
je cilj da u€enici samostalno istrazuju, otkrivaju i zakljuc€uju, a nastavnik ih vodi i usmje-
rava kroz navedeni proces.

Osim opisanih aktivnosti, rad sadrZi i potrebne materijale za njihovu provedbu, kao i me-
todicke napomene, savjete, moguce i oCekivane uceni¢ke odgovore te rjeSenja zadataka,
koja se mogu pronaci u Kutku za nastavnike ispod svake od aktivnosti.

Rad je podijeljen u tri glavna poglavlja: Matrice, Linearni operatori te Projektni zadatak u
kojem ucenici primjenjuju prethodno nauceno gradivo u konkretnoj situaciji.



Summary

In this thesis we described activities for introducing matrices and linear mappings to high
school students. Activities are based on inquiry based learning where students learn by
observing, discovering and making conclusions on their own, and teacher is there to guide
them through the whole process.

In this work, materials that are needed for activities are provided, such as methodical notes,
advises, possible and expected answers from students and task solutions. All this can be
found in "Teacher’s corner” (Kutak za nastavnika).

Thesis is divided in three parts: Matrices, Linear mapping and Project assignment in which
students will apply what they previously learned by solving real life problem.
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Rodena sam 23. srpnja 1993. godine u Bjelovaru. U rodnome gradu pohadam IV. os-
novnu $kolu (2000.-2008.) te Ekonomsku 1 birotehnic¢ku $kolu (2008.-2012.). Tokom sred-
njoSkolskog obrazovanja posebnu pozornost mi privlate matematika te knjigovodstvo s
bilanciranjem iz kojeg se 2012. godine plasiram na drzavno natjecanje. Iste godine, pri-
likom zavrSetka srednjoSkolskog obrazovanja, dobivam nagradu Fonda Boza Tvrtkovi¢ za
najboljeg ucenika svoje Skole. Obrazovanje nastavljam na nastavnickom smjeru preddi-
plomskog studija matematike Prirodoslovno-matematickog fakulteta u Zagrebu. Nakon
tri godine zavrSavam preddiplomski studij te upisujem diplomski studij istog usmjerenja.
U 2017. godini dobivam priznanje za izniman uspjeh tijekom diplomskog studija. To-
kom studiranja drzim demonstrature iz nekoliko kolegija: Diferencijalnog i integralnog
racuna 1 i1 2, Konstruktivnih metoda u geometriji te iz Kompleksne analize. U ljeto 2016.
godine zaposljavam se kao student u tvrtci Photomath gdje i danas radim na kreiranju ma-
tematickog sadrZaja za mobilnu aplikaciju istog imena.
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