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Uvod

Centralni pojam u Teoriji igara je Nashova ravnoteZa koju je opisao John Forbes Nash

Jr. 1 za svoj rad dobio 1994. Nobelovu nagradu za ekonomiju. Nashova ravnoteZza pomaze
nam predvidjeti Sto ¢e se dogoditi ukoliko nekoliko ljudi ili grupa ljudi sudjeluje u donosenju
neke odluke. Na primjer, igra¢ima neke druStvene igre pomaze odabrati sljedeci potez,
natjecateljskim firmama pomaze uspostaviti cijene itd. Nashove ravnoteZe mogu se ka-
rakterizirati na nekoliko nacina, a mi ¢emo se fokusirati na njihovu karakterizaciju kao
rjeSenja odredenih polinomskih sustava. Pri tome ¢emo Kkoristiti tehnike racunalne alge-

bre, algebarske geometrije i kombinatorike.

U prvom poglavlju upoznajemo se s pojmom Grobnerove baze. Metoda Grobnero-
Kako bismo mogli uopée definirati Grobnerovu bazu, prvo smo, koriStenjem termino-
logije iz [2] i [3], naveli pojmove i rezultate koji su nam potrebni. U odjeljku 1.1 pod-
sje¢amo se definicija monoma i polinoma te algebarskih struktura prstena polinoma i nje-
govih ideala. Zatim, u odjeljku 1.2 definiramo 1 oprimjerimo monomijalni uredaj te da-
jemo algoritam za dijeljenje polinoma viSe varijabli. Konacno, u odjeljku 1.3 moZemo de-
finirati Grobnerovu bazu. Pokazujemo 1 algoritam za njen izraun, poznat kao Buchber-
gerov algoritam. Takoder, na primjeru pokazujemo izrac¢un Grébnerove baze uz pomoé
software-a SINGULAR.

Drugo poglavlje bavi se politopima 1 njthovim mjeSovitim volumenom, ¢ija je defi-
nicija neophodna za iskaz glavnog rezultata ovog poglavlja - Bernstein-Kushnirenkovog
teorema, koji nam kaze da je ukupan broj nenul kompleksnih nulto¢aka polinomskog sus-
tava jednak mjeSovitom volumenu Newtonovih politopa. Kasnije, u treCem poglavlju,
vidjet ¢emo rezultat McKelveya i McLennana koji su dali kombinatorni opis za mjeSoviti
volumen Newtonovih politopa polinomskog sustava.

U ovom poglavlju prvo uvodimo pojmove konveksnosti 1 politopa, zatim u odjeljku 2.2
definiramo sumu Minkowskog i mjeSoviti volumen te kona¢no u 2.3 dolazimo do Bernstein-
Kushnirenkovog rezultata.

Treée poglavlje bazirano je na [4], Sturmfelsovoj knjizi ”Solving Systems of Polyno-
mial Equations” koja na vrlo jednostavan i razumljiv nacin uvodi osnovne pojmove igre,
igraca, Cistih 1 mjeSovitih strategija, isplata, Nashove ravnoteze itd. Pri tome se fokusi-
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ramo na igru s tri igraca. Drugi odjeljak ovog poglavlja daje numericke primjere nase
teorije te Zatvorenikovu dilemu kao najpoznatiji primjer Nashove ravnotezZe ¢ija je termi-
nologija preuzeta iz [1]. U odjeljku 3.3 obraduje se igra s n igraca u kojoj i-ti igra¢ ima
d; Cistih strategija te se daju rezultati za maskimalan broj mjeSovitih Nashovih ravnoteza
takve igre.



Poglavlje 1

Polinomi 1 Grobnerove baze

1.1 Polinomi i ideali

Prije definiranja osnovnih pojmova prvog poglavlja prisjetimo se intuitivne definicije po-
lja koja nam govori da je polje skup na kojem su definirane raCunske operacije zbrajanja
1 mnoZenja. Skupovi koji su, uz uobicajene operacije zbrajanja i mnoZenja, standardni
primjeri polja su: skup realnih brojeva R i skup kompleksnih brojeva C, dok skup cijelih
brojeva Z nije polje (broj 2 nema inverz za mnoZenje u skupu Z).

Definicija 1.1.1. Monom u varijablama x, x,, ..., X, je produkt

Xy xSy (1.1)

n

gdje su eksponenti a;,i = 1,2..., n nenegativni cijeli brojevi.

(T.1) skraceno ¢emo pisati kao x* gdje je @ = (a1, @a, ..., @,) vektor eksponenata u mo-
nomu.

Totalni stupanj monoma x“ je suma eksponenata @ +a, +- - -+, i obi¢no ga oznatavamo
s la]. Na primjer, x;x3x je monom totalnog stupnja 9 u varijablama x;, x», x3 buduci da je
a=3,2,4 1l =9.

Neka je K proizvoljno polje. Kona¢na linearna kombinacija monoma s koeficijentima
iz K naziva se polinom u varijablama xi, ..., x,,. Dakle, polinom u varijablama x, ..., x,, s
koeficijentima iz K je oblika
f= Z CaX”
@

gdje je ¢, € K, za svaki a.
Koristit ¢emo takoder pojam ¢lan polinoma koji oznacava produkt elementa iz K (razli¢itog
od nule) 1 monoma koji se pojavljuje u polinomu.

3
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Totalni stupanj polinoma f, u oznaci deg(f), je maksimalni || takav da je koeficijent

¢o # 0. Na primjer, ako je K polje racionalnih brojeva Q, p = xy + 2x%z + 1y°2% + xz* je
polinom koji ima 4 ¢lana i totalni stupanj 5.

Za polinom f kazemo da je homogen ako svi monomi koji se pojavljuju u njemu uz nenul
koeficijente imaju jednaki totalni stupanj. Na primjer, f = 4x> + 5xy* — z° je homogen
polinom totalnog stupnja 3, dok g = 4x> + 5xy* — z° nije homogen polinom.

Zbrajanje i mnoZenje polinoma definiramo na sljedeci nacin:

Za: A x® + ; byx® = Za: (aa + b(,)x"
(Sja) ()= 5 5, b

a y a+f=y
Skup polinoma u varijablama xi, ..., x,, s koeficijentima u K oznacit ¢emo s K[xy, ..., x,]
1 zvati prsten polinoma. K[xi, ..., x,] s operacijama zbrajanja i mnoZenja ima strukturu

komutativnog prstena, ali ne i polja jer samo nenul konstantni polinomi imaju multiplika-
tivni inverz.

Za dane polinome fi, ..., f; € K[xy, ..., X,] moZemo promatrati polinome koji se do-
biju mnozenjem danih polinoma s proizvoljnim polinomima i njthovim sumiranjem. S
(fi,.--» f5) ¢emo oznacCavati skup

(fs e f5) = {plfl + -+ pofs i pi € K[x1, . x,] za i = l,...,s}

Lako se vidi da je (fi, ..., fy) zatvoren na zbrajanje u K[xy, ..., x,,] . Nadalje, ako uzmemo
fe{fi,.... fyy1p € K[xy,..., x,] proizvoljan, onda je p - f € (fi, ..., fs). Ova dva svojstva
definiraju ideale u prstenu K[x, ..., x,].

Definicija 1.1.2. Neka je I C K[xy, ..., x,] neprazan podskup. Za I kazemo da je ideal ako
zadovoljava sljedecéa svojstva

o f+gel, zasve f,gel
e p-fel,zasve felipeK|[x,..,x,]

Dakle, (fi, ..., ;) je ideal i zvat éemo ga ideal generiran s fi, ..., f;.
Jedan od najvaZznijih rezultata o idealima, poznat kao Hilbertov teorem, kaze da svaki

ideal I ¢ K[xy, ..., x,] ima konaCan generirajuci skup. Drugim rije¢ima, za dani ideal /
postoji skup polinoma {fi, ..., f;} € K[xy, ..., x,] takavdaje I = (fi,..., fs) .
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1.2 Monomijalni uredaj

Obzirom da je polinom linearna kombinacija monoma, Zelimo moci rasporediti ¢lanove
polinoma u odredenom poretku. Da bismo to ucinili, moramo znati usporediti svaki par
monoma. Uzimajuci ovo u obzir, slijedi definicija.

Definicija 1.2.1. Monomijalni uredaj na K|x, ..., x,] je relacija > na skupu monoma x°,
@ € Z., (ili ekvivalentno na skupu eksponenata a € 7)) koja zadovoljava:

e > je relacija potpunog uredaja,

e ako je x* > xP i x” prozvoljan monom, onda je x** > x**7,

e > je relacija dobrog uredaja tj. svaki neprazan skup monoma ima najmanji element
obzirom na >.

Uredaj po stupnjevima
D N |

monoma u K[x] je monomijalni uredaj. Za prstenove polinoma s vise varijabli postoji
mnogo razli¢itih monomijalnih uredaja. Neki od najvaznijih dani su u sljede¢im primje-
rima.

Primjer 1.2.2 (Leksikografski uredaj). Neka su x* i X’ monomi iz K[x, ..., x,]. KaZemo
da je x* >, ¥* ako je u razlici a — B € Z" prvi nenul element s lijeve strane pozitivan.

Primjer 1.2.3 (Graduirani leksikografski uredaj). Neka su x® i X’ monomi iz K[x1, ..., x,].

n

KaZemo da je x* > g0y X ako je la| = YL, a; > Y, B = |l ili ako je |a| = |B] i Xx* > ¥
Na primjer, u K[x,y,z] s x > y > z imamo

Y22 >0 X207
jerjeu(3,2,1) — (2,6,12) = (1,—4,—11) prvi nenul element s lijeve strane pozitivan.
Usporedivanjem leksikografskog i graduiranog leksikografskog uredaja vidimo da rezul-
tati mogu biti razliciti. Vrijedi

x2y6Z12 > grlex x3y22

jerje20=2+6+12>3+2+1=6.

Za dani polinom f = ), c,x* i dani monomijalni uredaj > koristit ¢emo sljedecu termi-
nologiju.
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Definicija 1.2.4. Multistupanj polinoma f definirat cemo kao

md(f) = max{a € Z, : ¢, # 0}

gdje max. oznacava maksimizaciju obzirom na monomijalni uredaj >.
Vodedi koeficijent od f je

LC(f) = cmacp)

Vodeéi monom od f je
LM(f) = "

Vodedi ¢lan od f je
LT(f) = LC(f) - LM(f)

Da bi smo definirali Grobnerove baze u sljedeCem poglavlju, moramo uvesti dijeljenje
polinoma.

Ako su f 1 g polinomi jedne varijable x, f dijelimo sa g na poznati nacin tako da je f =
qg + ripritom je ili r = 0 ili je stupanj polinoma r strogo manji od stupnja polinoma g.
Generaliziramo dijeljenje dva polinoma jedne varijable na polinome s viSe varijabli.

Definicija 1.2.5. Neka je > monomijalni uredaj na K|x, ..., x,]1 i F = (fi, ..., f;) uredena
s-torka polinoma iz K| xy, ..., x,). Tada svaki f € K[xy, ..., x,] moZemo zapisati kao

f=a1fi+..+asf;+r

gdje su a;, v € K[xy,...,x,] i pritom je ili r = 0 ili je r linearna kombinacija monoma od
kojih nijedan nije djeljiv s LT (f), ..., LT (f;). Nadalje, ako je a;f; # 0, onda mora vrijediti
md(f) > md(a;f;). Izraz r se zove ostatak od f pri dijeljenju s F.

Primjer 1.2.6. Na primjeru ¢emo pokazati algoritam kojim dijelimo polinom f sa uredenom
s-torkom polinoma F = (fy, ..., f5)
Podijelit ¢emo f = x*y+xy*+y* sa fi = y*—11i f, = xy— 1 koristeéi leksikografski uredaj
sa x> y.
Gledamo vodeée ¢lanove polinoma fi i f>, LT(f;) = y* i LT(f,) = xy. Vidimo da samo
LT(f>) dijeli LT(f) = x*y, stoga dijelimo x*y sa xy, $to daje x, i to je nas a,. Zatim oduzi-
mamo x - f, od f.

a) = X

Py +x +y) —x(xy—1) =07 +y* +x
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Sada ponovimo isti postupak na novom polinomu. Vodeéi clanovi LT(f;) = y* i LT(f,) =
xy dijele vodeci ¢lan LT (xy* + y* + x) = xy*. Prvo uzimamo f i rezultat odgovarajucéeg
dijeljenja je x, $to je nas a,:

a =X

Xy +y*+x)—x(0* = 1) =y* +2x

Sada, LT(f) = y*i LT(f») = xy ne dijele LT(y* + 2x) = 2x. Medutim, polinom y* + 2x
ne moZe biti ostatak dijeljenja jer LT (f,) dijeli njegov monom y*. Zato 2x premjestamo u
ostatak da moZemo nastaviti dijeliti.

r=2x

(0% +2x) - 2x =y*

LT(f)) = ¥? dijeli y* i rezultat dijeljenja je 1 pa to pridodajemo nasem a,:
ar=x+1

V-1 -1 =1

Vodedi ¢lanovi LT(f)) = y* i LT(f>) = xy ne dijele 1 pa 1 pridodajemo nasem ostatku
dijeljenja.
r=2x+1

Dakle, f moZemo zapisati na sljedeci nacin:

y+x+y =+ D0 =D+x-(xy—D+2x+1)

1.3 Grobnerove baze

Definicija 1.3.1. Neka je > monomijalni uredaj na K|[x, ..., x,] i neka je I C K[xy, ..., x,]
ideal. Grobnerova baza za I (obzirom na >) je konacan skup polinoma G = {gi,...,g} C I
sa svojstvom da za svaki nenul polinom f € I, postoji neki g; € G takav da LT(g;) djeli

LT(f).

Postoje razli¢ite metode za raCunanje Grobnerove baze. Mi ¢emo pokazati Bucberge-
rov algoritam. U tu svrhu definirajmo prvo S-polinom.

Definicija 1.3.2. Neka su f,g € Klxi, ..., x,] polinomi multistupnjeva md(f) = «ai
md(g) = B. Definiramo 7y s y; = max{a;, B;}, i=1,...,n. S-polinom definiramo s

Y xV

X f _
LT’ ~ Lr(e®

S(f.8) =
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Na primjer, neka je f = x*y* — x?y> + xi g = 3x*y + y* u R[x, y] sa grlex uredajem. Tada
jey=42)1

X4y2 x4y2
S(f,g) =" f— =
(f, 8 Py 37y g
1
_ —x3y3 22— §y3

Buchbergerov algoritam

Ulaz:F = (f1, ..., fy)
Izlaz: Grobnerova baza za I = (F) koja sadrzi F
G:=F
PONAVLIJAJ
G =G
ZA svaki par g; # g; € G' RADI
r =ostatak od S (g;, g;) pri dijeljenju s G’
AKO r # 0 ONDA G = G U {r}
DOK G =G’

Primjer 1.3.3. Koristit cemo Buchbergerov algoritam da izracunamo Grobnerovu bazu
uz grlex uredaj za ideal 1 = (fy, ) C K[x,y], gdjeje fi = x> = 2xy i fo = x>y — 2y + x.
S(fi, f») = —x* i njegov ostatak pri dijeljenju s { fi, >} je f3 = —x%, razliit od nule, stoga
ga trebamo ukljuciti u Grobnerovu bazu.

S(fi, f3) = —2xy i njegov ostatk pri dijeljenju s { f1, f>, f3} je fs = —2xy, razli¢it od nule,
pa i njega trebamo ukljuciti u bazu.

S (fo, f3) = =2y + x i njegov ostatk pri dijeljenju s {11, >, f3, fa} je fs = —2y* + x, razlicit
od nule, pa i njega trebamo ukljuciti u bazu.

Sada se moZe izracunati da je ostatak pri dijeljenju svakog S-polinoma dvaju razlicitih
elemenata baze sa bazom jednak nula pa je skup {f, ..., fs} Grobnerova baza za ideal I.

Definicija 1.3.4. Neka je G = {g1, ..., g} Grobnerova baza ideala I C K|xy,..., Xx,). Za

G kaZemo da je minimalna Grobnerova baza ako i samo ako za svakii = 1,..., s vrijedi
LC(gi) = 1i LM(g;) ne dijeli LM(g;), za j # i.

Primjer 1.3.5. U prethodnom primjeru dobili smo da je Grobnerova baza za ideal

I =(xX*=2xy, X’y = 2y* + x), G = {x* = 2xy, x*y — 2% + x, —x?, —2xy, =2y + x}.

Primjetimo da su neki od vodecih koeficijenata razliciti od 1, pa ¢emo te polinome pomnoZiti

s odgovarajucim koeficijentima. Nadalje, primjetimo da je

LM - 2xy) = X = —x- LM(=x%),
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1
LM(x*y —2y* +x) = X’y = —Ex - LM(-2xy).

Zbog toga ¢emo eliminarati polinome x* — 2xy i x*y — 2y* + x iz Grébnerove baze. Dakle,

f=x
fa=xy
~ 1
f5:y2—§x

Jje minimalna Grobnerova baza za I.

Mnimalne Grobnerove baze imaju lijepo svojstvo: bilo koje dvije minimalne Grobnerove
baze ideala imaju isti broj elemenata.

Propozicija 1.3.6. Neka je I C K[xy, .., x,] ideal i > monomijalni uredaj. Pretpostavimo
dasuG =1{gi,...,gs} i H = {hy, ..., h,} dvije minimalne Grobnerove baze za I obzirom na
> Tadajes=1tiLT(g)=LTh),zai=1,..,s.

Dokaz. Bez gubitka opcenitosti pretpostavimo da je s > .

g1 € 11 H je Grobnerova baza, pa slijedi da postoji h; € H takav da LT (h;) dijeli
LT(g;). Pretpostavimo da LT (h;) dijeli LT (g1).

hy € I1G je Grobnerova baza, pa slijedi da postoji g; € G takav da LT(g;) dijeli
LT (hy). Dakle, 1 LT (g;) dijeli LT(g;), pa minimalnost od G implicira da je j = 1. Takoder,
LT(g1) = LT (hy).

Nastavljamo dalje s g, € I.

Kad bi vrijedilo s > , dolazimo do kontradikcije. Nademo neki /4; koji ima isti vodeci
Clan kao i g,11. No, ranije smo ve¢ dobili da je LT (h;) = LT(g;). Ovo je kontradikcija s
minimalno$éu od G, obzirom da je LT (g,+1) = LT(g;). |

Definicija 1.3.7. Neka je G = {g1, ..., g5} Grobnerova baza ideala I C K|x, ..., x,]. Za
G kaZemo da je reducirana Grobnerova baza ako i samo ako za svakii = 1, ..., s vrijedi
LC(gi) = 1i LM(g;) ne dijeli niti jedan ¢lan od g;, za j # i.

Primjer 1.3.8. U prethodnom primjeru minimalna baza je i reducirana baza. Primjetimo,
vodecéi monom bilo kojeg polinoma iz baze ne dijeli niti jedan c¢lan ostalih polinoma.

Propozicija 1.3.9. Neka je I C K[xy, .., x,] ideal i > monomijalni uredaj. Postoji tocno
Jjedna reducirana Grobnerova baza za I obzirom na >.
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. {fi, ..., fs} 1{g1, ..., &5} su obje reducirane i takve da je
LT(f;) = LT(g:), za svaki i.

Promotrimo f; — g; € I. Ako je razli¢it od nula, onda njegov vode¢i ¢lan, LT (f; — g;)
mora biti ¢lan od f; ili g;.
Bez gubitka opcenitosti, prepostavimo da je iz f;. Kako je f;—g; iz I, po definiciji Grobne-
rove baze postoji neki f; takav da LT (f;) dijeli LT (f; — g;). Pri tome je j # i, zato Sto je
LT(f;)) > LT(f; — gi). Obzirom da je LT (f; — g;) €lan iz f;, onda f; ima Clan koji je djeljiv s
LT(f)), a to je kontradikcija s tim da je {fi, ..., f;} reducirana. O

Sada ¢emo pokazati na primjeru racunanje Grobnerove baze uz pomo¢ software-a SINGU-
LAR.

Primjer 1.3.10. Promatramo sustav linearnih jednadzbi.
X1+ X +XxX3 = 5

2X1— X +x3 =8
X1+ 2x +3x3 = —1

Za izracun Grobnerove baze u SINGULARu obzirom na leksikografski uredaj gdje je x, >
X, > X3 prvo moramo deklarirati prsten polinoma R = Q[xy, x», x3] s leksikografskim
uredajem. Ovu deklaraciju postiZemo sljedecom naredbom

ring R= 0, (x(1),x(2),x(3)),1p;

Izraz R = 0 govori da radimo u polju racionalnih brojeva. Nadalje, (x(1), x(2), x(3))
govori da promatramo polinome s tri varijable,a lp oznacava leksikografski uredayj.
Zatim definiramo ideal koji je generiran originalnim sustavom jednadzbi.

ideal I = x(1)+x(2)+x(3)-5, 2x(1)-x(2)+x(3)-8, -x(1)+2x(2)+3x(3)+1;

Napokon, racunamo Grobnerovu bazu:

groebner (I);

_[1]1=3*x(3)-2

_[2] =3*x(2)+7*x(3)-6
_[31= x(1)-2*x(2)-3*x(3)-1

Da bismo dobili reduciranu Grébnerovu bazu, koristimo sljedec¢u naredbu

option ("redSB");
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1 dobijemo:

groebner (I);

_[11=3*x(3)-2
_[2]1=9*x(2)-4
_[31=9*%x(1)-35

11



Poglavlje 2

Politopi

2.1 Konveksni skupovi

Za x,y € R" skup
[x,y] ={(1 = Dx+ Ay : 2 €0, 1]}

nazivamo segment s krajevima x 1y.

Ax+(1-A)y=y+Alx—y)

Slika 2.1: Segment s krajevima x iy
Kazemo da je skup C C R" konveksan ako sadrzi segment kojemu su krajevi bilo koje
dvije tocke iz C tj. ako vrijedi
Vx,ye C) [x,y] € C.
Konveksna kombinacija tocaka xi, ..., x,, € R" je oblika

m
X = Z /ll'Xl'
i=1

12
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gdjesu A; >0, i = 1,...,mrealni brojevi takvi da je }\i"; 4; = 1.
Skup svih konveksnih kombinacija to¢aka iz skupa S C R” naziva se konveksna ljuska
skupa S i oznacava sa conv S'.

convS ={A151+ -+ Sy - sieS,/liZO,Z/li: 1}
i=1

Lako se pokaze daje S C conv S te da je conv S konveksan skup.
Propozicija 2.1.1. Skup S C R” je konveksan ako i samo ako je S = conv S.

Dokaz. Ako je S = conv S, bududi da je conv S konveksan, onda je S konveksan skup.
Obratno, pretpostavimo da je S konveksan skup i1 pokazimo daje S = conv S.

Kako je S C conv S, preostaje pokazati da je conv S C S. Dokaz provodimo pomocu

matemati¢ke indukcije po m, gdje m oznaava broj tocaka koje ulaze u konveksnu kombi-

naciju. Zam = 11im = 2 tvrdnja proizlazi iz definicije konveksnosti. Pretpostavimo da

je tvrdnja dokazana za prirodni broj m i pretpostavimo da je x konveksna kombinacija od

m+1 toCaka iz §. Tada postoje tocke xi, ..., x,,41 € S 1realni brojeviA; >0, i = 1,...,m+1,

takvi daje x = 3" A i YA = 1

Akoje >, A; =0,ondaje x = x,,,; €S. Akoje }2, A; # 0, zapiSimo x kao

. m m /l,’
X =Wy + Aps1 Xme1, gdje sup = Z A, y= Z ;Xi
i=1

i=1

Buduci da je y konveksna kombinacija od m tocaka iz S, po induktivnoj pretpostavci on
lezi u skupu S. No tada i x kao konveksna kombinacija od y i x,,,; 1z S, takoder pripada
skupu §. O

Teorem 2.1.2. Konveksna ljuska skupa S C R”" je najmanji konveksan skup koji sadrZi S,
tj. presjek svih konveksnih skupova koji sadrZe S

Dokaz. Neka je W presjek svih konveksnih skupova iz R" koji sadrze skup S. Tvrdimo
dajeconvS =W.

Iz S € Wlijedi conv S C conv W, a zbog konveksnosti skupa W 1 prethodne propozicije
je conv W = W. Dakle, conv S C W.

Nadalje, kako je S C conv S, conv § konveksan skup te W najmanji konveksan skup koji
sadrzi S, slijedi W C conv S. O

Po definiciji, politop u R" je konveksna ljuska kona¢no mnogo tocaka iz R" koje nazi-
vamo generatorima politopa. Ako je dan konacan skup A = {my,...,m;} C R", onda se
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odgovarajudi politop moZze izraziti kao

I
conv A ={ymy + -+ 4m A ZO,Z/L' =1}
P

Slika 2.2: Politopi u R? i R?

Politop O c R" ima n-dimenzionalni volumen koji oznaCavamo sa Vol(Q) 1 on se moze

izraCunati kao
Vol(Q) = ff 1dx; ---dx,
o

gdje su xi, ..., x, koordinate u R”. Jednostavni primjer je jedini¢na kocka u R* koja je defi-
nirana s 0 < x; < 1, za svaki i te ima volumen 1.

Politopi imaju posebne podskupove koje nazivamo stranicama. Na primjer, 3-dimenzionalni
politop u R* ima:

e stranice, koje su poligoni
e bridove, koji su segmenti i povezuju parove vrhova i
e vrhove, koji su tocke

Generalizirano, svi se nazivaju stranice.

Neka je f € K[xy,....,x,] dans f = Zaezgo cqx®. Newtonov politop od f u oznaci NP(f)
je definiran s )

NP(f) = conv ({a/ €EZSy:co # O})

Drugim rije¢ima, Newtonov politop nam govori koji se monomi mogu pojaviti uz nenul
koeficijent, dok sama vrijednost koeficijenta ne igra ulogu.
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Na primjer, bilo koji polinom oblika
f=axy+bx*+cy’ +d
gdje sua, b, c,d # 0 ima Newtonov politop oblika
Q = Conv({(1, 1), (2,0),(0,5),(0,0)})

1 on je zapravo trokut s vrthovima (0, 0), (2,0) 1 (0, 5) jer je (1,1) koveksna kombinacija
ostalih triju toCaka tj.

3 1 1
(1, 1) = E(O’ 0) + 5(2,0) + 5(0, 5).

Stoga, polinomi ovog oblika kojima je a = 0 imali bi isti Newtonov politop.

2.2 Suma Minkowskog i mjeSoviti volumen
U ovom poglavlju, upoznat ¢emo neke vazne konstrukcije iz teorije politopa.

Sljedece dvije operacije formiraju nove politope od zadanih.
Definicija 2.2.1. Neka su P, Q politopi u R" i 1 > 0 realni broj.

o Suma Minkowskog od P i Q u oznaci P + Q definirana je s

P+QO={p+q:pePigeQ}

gdje je p + q uobicajena suma vektora iz R"
e Politop AP je definiran s
AP={Ap:p € P}

gdje je Ap uobicajeno mnoZenje skalara i vektora iz R".
Primjer 2.2.2. Neka su dani polinomi

filx,y) = ax’y* + bx +cy* +d

Hxy) =exy’ + fxX° + gy

Pretpostavljamo da su svi koeficijenti a, ..., g razliciti od 0.
Suma Minkowskog Newtonovih politopa Py = NP(f,) i P, = NP(f,) je konveksni sedme-
rokut s vrhovima (0, 1), (3, 0), (4,0), (6, 2), (4,6),(1,6) i (0, 3).
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Slika 2.3: Suma Minkowskog politopa P, 1 P,

Za kona¢no mnogo politopa Py, ..., P, C R" moZemo definirati njihovu sumu Minkowskog
Py + --- + P, koja je opet politop u R".

Da bi smo definirali mjeSoviti volumen, prvo moramo znati sljedeci teorem Minkowskog.

Teorem 2.2.3 (teorem Minkowskog). Neka su k i n prirodni brojevi. Fiksiramo politope
Py, ..., Py uR". Tada je funkcija

(t1, ... ty) = Vol(t,Py + - -+ 1, Py), >0
homogeni polinom stupnja n.
e Zak =0, teorem je trivijalan.
e Zak =1, teorem kaZe da za dani politop P C R", funkcija
t— VoltP), t>0

je homogeni polinom u varijabli ¢ stupnja n. To je istina: polinom Vol(¢P) je jednak
Vol(P) - 1"

e Zak = 2, iskaz kaze da za politope P, Q C R”", funkcija

(s,1) > Vol(sP + tQ)
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je homogeni polinom stupnja n.
Ako fiksiramo da je s = 1, onda nam teorem kazZe da je

t— Vol(P +tQ)

homogeni polinom stupnja < n.
PokaZimo to na nekoliko primjera.

— Neka je Q jednotockovni skup {g}. Tada je P + tQ = P + tg, translacija od P.
Dakle,

Vol(P +tQ) = Vol(P)

jer translacija ne utjeCe na volumen. Ovo je , svakako, polinom u varijabli ¢
stupnja < n.

— Neka je Q = P. Tada je
Vol(P + tQ) = Vol((1 + 1)P) = Vol(P) - (1 + 1)"

Sto je oCito polinom stupnja < n.

— Neka je g tocka iz R" 1 neka je QO segment [0, g]. Tada je
Vol(P + tQ) = Vol(P + [0, tq]).

Slika 2.4 prikazuje sumu Minkowskog u R? kada je P jedini¢ni krug sa sredidtem
u ishodistu, a Q segment [(0, 0), (3, 5)].

5

Slika 2.4: Suma Minkowskog kruga i segmenta u R?
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Iz ovog vidimo da je
Vol(P + tQ) = Vol(P) + ct, za neku konstantu c.

Ovo je polinom u varijabli ¢, stupnja < n.

Definicija 2.2.4. Neka su dani Py, ..., P, politopi u R". MjeSoviti volumen u oznaci V(Py, ..., P,)
je koeficijent uz t\t; - - - t, u polinomu Vol(t, P, + - - - + t,P,) podijeljen s n!.

Mjesoviti volumen je jedinstveno karakteriziran sljedeéim svojstvima:
e V(P,...P)=Vol(P), za svaki politop P
e (simetric¢nost) V je simetrian obzirom na permutaciju politopa Py, ..., P,
e (multiaditivnost) V(P + P, ..., P,) = V(Py, ..., P,) + V(P, ..., P,), za sve politope P;
iP]
Volumen sume politopa mozemo napisati kao

k
VOl(ﬁPl + .- tkpk) = Z V(Pil, '--’Pi,,)til R ti,l

Primjer 2.2.5. Promotrimo primjer sa dva kvadrata A = [0,a] X [0,b] i B = [0, c] X [0, d]
iz R%.
Za k = n = 2 opcenito imamo
VOl(l‘]P] + tsz) = V(P],P])l% + 2V(P1,P2)l1l2 + V(Pz,Pz)l%
U nasem slucaju to je
Vol(t;A + t,B) = (t1a + t,c)(t1b + trd)
= tiab + tity(ad + bc) + ticd

Dakle, V(A,B) = %(ad + be).

Primjer 2.2.6. Generaliziramo prethodni primjer na vece dimenzije. Neka je n prirodan
broj i (a;j) n X n matrica nenegativnih realnih brojeva, i neka je zai =1, ...,n

A =1[0,a,]x---x[0,a;,] CR"

Tada je
1 1
VAL ... A = —per A = — Z A1) " Anon):

' oeS,
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2.3 D. Bernstein - A. Kushnirenkov teorem

U ovom poglavlju prisjetit cemo se poznatog teorema matemati¢ara Davida Bernsteina i
Anatolia Kushnirenka o broju rjeSenja generickog sustava Laurentovih polinoma u (C*)".

Generaliziramo pojmove monoma 1 polinoma. Obzirom da vrhovi politopa mogu biti

negativne tocke, uvodimo pojam polinoma ¢iji ¢lanovi mogu imati negativne eksponente.

Definicija 2.3.1. Neka je a = (ay, ...,a,) € Z". Laurentov monom u varijablama x, ..., x,
definiramo s
An

= al--.
Xo = X, x,".

Na primjer, x>y~ i x~%y* su Laurentovi monomi s varijablama x i y ¢iji je produkt jednak
1. Opcenito, imamo
X =P =1

za svaki a,B € Z".

Konacna linearna kombinacija Laurentovih monoma se naziva Laurentov polinom, a
skup Laurentovih polinoma s operacijama zbrajanja i mnoZenja ¢ini komutativni prsten.
Prsten Laurentovih polinoma s koeficijentima u polju K oznatavamo s K[x¥', ..., x2'].

U slucaju Laurentovog polinoma jednostavno dopustamo vrhove s negativnim koordi-
natama. Tako svaki Laurentov polinom f € K[x}', ..., xt'] ima Newtonov politop NP(f).
Za konacan skup A ¢ Z", L(A) je vektorski prostor Laurentovih polinoma s eksponentima
iz A.

Teorem 2.3.2. Neka su dani Laurentovi polinomi fi, ..., f,, i neka su P; = NP(f;) Newto-
novi politopi od f;. Za genericki izbor koeficijenata iz f;, broj zajednickih nultocaka od f;
u (C*)" jednak je mjesovitom volumenu V(Py, ..., P,).

Intuitivno, svojstvo polinoma je genericko ako vrijedi za ’ve¢inu” polinoma. Na pri-
mjer, kvadratna jednad?ba ax®> + bx + ¢ = 0 ima dva razli¢ita rjeSenja za genericki izbor
a, b 1 c, zato Sto su slucajevi za koje nema dva razliCita rjeSenja oni koji zadovoljavaju
b* —4ac = 0.



Poglavlje 3

Polinomski sustavi u ekonomiji

IzraCun ravnoteznih vrijednosti u ekonomiji vodi rjeSavanju sustava polinomskih jed-
nadzbi. U ovom poglavlju centralni pojam biti ¢e pojam Nashove ravnoteze. Vidjet cemo
jednadzbe koje zadovoljava Nashova ravnotezZa u igri s n igraca. Pri tom pretpostavljamo
ne-kooperativnu igru tj. svaki igrac radi poteze nezavisno od ostalih bez komunikacije s
ostalima.

U 3.1 potpoglavlju definiramo osnovne koncepte naSe teorije i uspostavljamo standardnu
terminologiju. U 3.2 pokazat ¢emo nekoliko numerickih primjera, a u 3.3 razraditi igru s
n igraca.

3.1 Definicije i terminologija

Igru s n igraca definiramo kao skup od n igraca od kojih svaki ima konacan skup ¢istih
strategija.
Mjesovita strategija (nekad ¢emo je skradeno zvati strategija) igraca i je vjerojatnosna
distribucija na skupu Cistih strategija igraca i.

Mi ¢emo uspostaviti terminologiju kroz igru s tri igraca. U tu svrhu pretpostavimo da
imamo tri igraca Cija su imena Adam, Bob 1 Carl. Svaki od njih moZe izabrati izmedu
dvije Ciste strategije, recimo “kupovanje dionice #1” 1 “kupovanje dionice #2” . Takoder,
svaki igra¢ moZe kombinirati Ciste strategije dodjeljivanjem vjerojatnosti (udjela svog
novca) svakoj od njih. S a; oznacimo vjerojatnost koju Adam dodjeljuje strategiji 1, s
a, vjerojatnost koju Adam dodjeljuje strategiji 2, s b; vjerojatnost koju Bob dodjeljuje
strategiji 1, itd. Dakle, ukupno imamo Sest varijabli ay, a,, by, b,, ¢y, c;. Vektor (ay, ay) je
Adamova strategija, (b;, b,) je Bobova strategija i (cj, ¢;) je Carlova strategija.

Strategije naSih igraca zadovoljavaju

20
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al,az,bl,bz,cl,CQZO i 611+612:b1+b2:C1+C2:1 (31)

Podaci kojom je zadana pojedina igra su tri matrice isplate A = (A;j), B = (Bij) i C =
(Cijt). Ovdje su i, j,k = 1,2 paje svaka od matrica A, B i C trodimenzionalna oblika

2 x 2 x 2. Tako je nasSa igradanas 24 = 3 -2 -2 -2 racionalna broja A;jx, Bjjx, Cijx. Svisu
ovi brojevi poznati svakom od igraca. Za Adama, Boba i Carla igrati znaci izabrati svoje
strategije. Isplate igraca su:

2
Adamova isplata = Z Aijk-ai-bj-ck
ijk=1

2
Bobova isplata = Z Bijx-a;-bj-c
ijk=1

2
Carlova isplata = Z Cij-a;-bj-cy

ijk=1

Vektor (ay, a, by, by, c1, ¢;) koji zadovoljava (3.1)) naziva se Nashova ravnoteza ako niti
jedan igra¢ nemoZe mijenjanjem svoje strategije povecati isplatu, dok ostala dva igraca
drze svoje strategije fiksnima. Drugim rijeCima, vrijedi sljedeci uvjet:

Za svaki par (uy, uy) takav da je uy,u, > 01 uy + up, = 1 imamo:

2 2
ZAijk'ai'bj'Ck ZAijk'”i'bj'Ck’

=

i k=1 i k=1

2 2

§ Bij-ai-bj-cp = § Bij - a; - uj - cy,
i k=1 i k=1

2 2

E Cijk-a,--bj-ck > E C,-jk-al--bj~uk.
i k=1 i k=1

Zbog linearnosti gornjih funkcija, ekstremne vrijednosti postiZu se u vrhovima koji imaju
cjelobrojne koordinate te zato umjesto univerzalnog kvantifikatora gore mozemo pisati: ”
Za (uy,up) € {(1,0),(0, 1)} imamo”. Oznacimo s a, Bivy isplate od Adama, Boba i Carla

redom. Tada uvjete za Nashove ravnoteZu mozemo pisati na sljedeci nacin:

2 2
a:al-ZAUk-bj-ck +a2'zA2jk'bj'ck

Jk=1 Jik=1
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2
i*Cr 1 Q'ZZAij'bj'ck

Jok=1 Jk=1
2 2
ﬁ:bl'zBilk'ai'Ck + bZ'ZBiZk'ai'Ck
k=l k=1
2 2
IBZZBilk'ai'Ck 1 ,BZE By - a; - ¢
k=l k=l
2 2
Y=¢C- E Cijl-ai-bj+02-ZCij2-a,~-bj
ij=1 i,j=1

2
VZZCijl'ai'

ij=1

2
bj i ’)’ZZCijz'ai'bj

ij=1

22

ZapiSemo « kao (a; + a,) - @ (moZemo jer je a; + a, = 1) 1 prebacimo sve na lijevu stranu
jednakosti te izlu¢imo a; 1 a,. Sada imamo zbroj dva izraza jedanak nuli u kojem su oba
izraza veca ili jednaka od nule, dakle slijedi da su oba jednaka nuli:

2 2
a1~(a—ZA1jk-bj-ck):az-(a—ZAzjk-bj~ck (32)
Jk=1 k=1
Na isti nacin izvodimo 1 sljedeée jednadzbe:
2 2
by - (/3 - Z Bjii - a; - Ck) = by~ (,3 - ) Bo-a;- Ck) = (3.3)
ik=1 ik=1
2 2
Cl'()’—zcm 'ai'bj) = Cz-()/—ZCijz-ai-b,-) =0 (3.4)

ij=1 i,j=1

Promatramo (3.2)), (3.3)), (3.4) kao sustav polinomski jednadzbi s devet nepoznanica ay, a,
by, by, c1, c2, @, B,y. Ova diskusija pokazuje sljedecu propoziciju:

Propozicija 3.1.1. Skup Nashovih ravnoteza igre dane s matricama isplate A, B, C je

skup rjeSenja (ay, ..., c2, @, B,y) sustava (3.1), (3.2), 3.3), i 3.4) i pri tome su izrazi u za-
gradama jednadZzbi nenegativni.

Iz prakti¢nih razloga promijenit ¢emo imena varijablama na sljede¢i naCin:

a=a,a,=1-a,by=b,bpb=1-b,ci=c,c,=1-c¢
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Korolar 3.1.2. Skup Nashovih ravnoteZa igre dane s matricama isplate A, B, C sastoji
se od zajednickih nultocaka sljedecih sest polinoma i pri tome su svi izrazi u zagradama
nenegativni:

a-(a—Ayibc—Ab(l—c)—Api(1=b)e—Apn(l -b)(1 -0)),
(1= a) - (@ = Ayibe — Ayab(1 = ¢) = Appi (1 = b)e — Ay (1 = b)(1 - ¢)),
b- (,3 — Byjjac — Bipa(l — ¢) = Bay (1 — a)c — Byp(1 —a)(1 - C)),
(1 =b)- (B - Biaiac — Bipa(l — ¢) — By (1 — a)c — Bya(1 — a)(1 - ¢)),
C- (7 = Cinab — Cigia(l = b) = Coy (1 = a)b — Cyi(1 —a)(1 - b)),
(1 =¢)-(y=Cinnab — Cina(l = b) — Cr12(1 = a)b — Cxp(1 — a)(1 = b)).

Za Nashovu ravnotezu kazemo da je mjesovita ako su svih Sest vjerojatnosti a, 1 —a, b, 1 —
b,c,1 — c strogo pozitivne. Ako smo zainteresirani samo za mjeSovitu ravnotezu, onda
mozemo ukloniti lijeve faktore iz Sest polinoma i eliminirati @, 8 i y oduzimanjem prvog
polinoma od drugog, treeg od Cetvrtog i petog od Sestog.

Korolar 3.1.3. Skup mjesovitih Nashovih ravnoteZa igre dane s matricama isplate A, B, C
sastoji se od zajednickih nula (a, b, c) € {0, 1)? triju bilinearnih polinoma:

(A1 — A — A + A — Ay + Agip + Axy — Agp) - be + Ay — Apxy
+ (A2 — A — Agip + Ag) - b+ (A1 — Aia — Agar + Ap) - ,

(Bi11 = Biiz + Bioa — Bia1 = Boi1 + Baip — Bogy + Byyy) - ac + Byp — By
+ (Ba11 = Baiz — By + Byy) - ¢ + (Biia — Bizo — Bapy + Bop) - a,

(Ci11 = Ciia + Cipa = Cip1 = Copy + Copp = Copp + Capy) - ab + Cypy — Copp
+(Cia1 = Co1 = Cizp + Com) - a+ (Cozp — Cpoy — Coip + Cony) - b.

3.2 Primjeri Nashove ravnoteze
Primjer 3.2.1. Promotrimo igru opisanu u prethodnom poglavlju s matricama isplate

111 112 121 122 211 212 221 222
A =/,0 6 11 1 6 4 6 8
B =112 7 6 g8 10 12 8 1 (3.5)
c =\11 11 3 3 0o 14 2 7
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Na primjer, B11, =71 Cy1, = 14. Jednadzbe u Korolaru 3.1.2 su:

a-(@—6b(1-c)—11(1 =b)c—(1-b)(1-1¢)) =0,
(1-a)-(@—=6bc—4b(1 —c)—6(1 —b)c—8(1 —=b)(1 —-c)) =0,
b-(B—-12ac—-"Ta(1 —c)—6(1 —a)c—-8(1—-a)l —-c)) =0,
(1-=b)-(B-10ac —12a(1 —c) —8(1 —a)c— (1 —a)(1 —¢)) =0,
c-(y—=1lab-11a(1 —=b)-3(1 —a)b —3(1 —a)(1 = b)) =0,
(1-¢)-(y—14a(1 =b)-2(1 —a)b-T7(1 —a)(1 - b)) =0.

Sada u SINGULARU racunamo nultocke ovog sustava. Zbog jednostavnosti umjesto «, f3 i
v pisemo d, e i f. Biblioteka solve.1ib nam omogucava koristenje naredbe solve koja
sluzi za rjesavanje polinomskih sustava.

LIB "solve.lib";

ring r=0,(a,b,c,d,e,f),1p;

poly g0=a*(d-6*b*(1-c)-11*(1-b)*c-(1-b)*(1-c));

poly gl=(1-a)*(d-6*b*c-4*b*(1-c)-6*(1-b)*c-8*(1-b)*(1-c));
poly g2=b*(e-12*a*c-7*a*(1-c)-6*(1-a)*c-8*(1-a)*(1-c));
poly g3=(1-b)*(e-10*%a*c-12*%a*(1-c)-8*(1-a)*c-(1-a)*(1-c));
poly g4=c*(f-11*a*b-11*a*(1-b)-3*(1-a)*b-3*(1-a)*(1-b));
poly g5=(1-c)*(f-14*a*(1-b)-2*(1-a)*b-7*(1-a)*(1-b));
ideal i=g0,gl,92,93,94,9d5;

def T=solve(i);

V VV VYV V VYV VYV

Zadnja naredba ispisuje skup rjesSenja. Ovaj sustav ima 16 rjesSenja od kojih su sva re-
alna. Naime, vektor (a, b, c,a, ,v) je rjesenje ako i samo ako leZi u skupu

{1,1,0,6,7,0),(0,1,0,4,8,2),(-0.1,1,0.25,4.5,7.425,2.2),

(0.58333333,0.77777778, 0, 4.88888889, 7.41666667,3.11111111),
(0.42335875, 0.40596463, 0.86229596, 6.0517962, 8.40747312, 6.38687)x,
(0.80580791, 0.26070204, 0.68578096, 6.3007679, 9.69088425, 9.44646331)*,(1,0,0, 1, 12, 14),
(4,0,0.58333333,6.83333333,28.08333333, 35),(0,0,0,8, 1,7),(0.5,0.45454545, 1, 6,9, 7)*,
0,1,1,6,6,3),(0,0.8,0.77777778,5.73333333, 6.44444444, 3)%, (0,0, 1,6, 8, 3), (1,0, 1,11, 10, 11),
(1,0.21428571,0.71428571, 6.76530612, 10.57142857, 11)*,(1,1,1,0, 12, 11)}

No, neka od ovih rjesenja nisu Nashove ravnoteZe. Na primjer, vektor (4,0,0.58333333,
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6.83333333,28.08333333,35) imaa = 4 Sto krsi nenegativnost od (1 — a). Vektor
(-0.1,1,0.25,4.5,7.425,2.2) krsi nenegativnost od (y — 1lab — 11a(l — b) — 3(1 —

a)b —3(1 —a)(1 - b)), itd. Ovim procesom eliminiramo 11 od 16 kandidata. Preostalih pet
su oznaceni s zvjezdicom.

Zakljucujemo: igra ima pet Nashovih ravnoteZa. Od ovih pet, prva dva su mjesovite
Nashove ravnoteZe.

Mjesovitu Nashovu ravnoteZu moZemo izracunati i na sljedec¢i nacin. Iz Sest jednadZbi uk-
lonimo faktore s lijeve strane a, ..., (1 — c) te izracunamo Grobnerovu bazu. Dobili smo
novi pojednostavljeni sustav Sest jednadzbi koje je lako za rijesiti, a rjeSenje su dva vek-
tora koja smo dobili gore.

> LIB "solve.lib";

> ring r=0, (a,b,c,d,e,f),1lp;

> poly g0=d-6*b*(1-c)-11*(1-b)*c-(1-b)*(1-c);

> poly gl=d-6*b*c-4*b*(1-c)-6*(1-b)*c-8*(1-b)*(1-c);
> poly g2=e-12*%a*c-7*a*(1-c)-6*(1-a)*c-8*(1l-a)*(1l-c);
> poly g3=e-10%a*c-12*%a*(1-c)-8*(1-a)*c-(1-a)*(1-c);
> poly g4=f-11*a*b-11*a*(1-b)-3*(1-a)*b-3*(1-a)*(1-b);
> poly g5=f-14*a*(1-b)-2*(1-a)*b-7*(1-a)*(1-b);

> ideal i=g0,91,92,93,94,95;

> option ("redSB");

> groebner(i);

_[1]=6£2-95f+362
_[2]1=832e-349f-4766
_[31=8762d-713£-48472
_[4]1=52c+3f-64
_[51=337b+16£-239
_[6]=8a-f+3

poly h0=6*£2-95*f+362;

poly h1=832%e-349*f-4766;
poly h2=8762%d-713*f-48472;
poly h3=52*c+3*f-64;

poly h4=337*b+16*£f-239;
poly h5=8*%a-f+3;

ideal I=h0,hl,h2,h3,h4,h5;
def T=solve(I);

V VV V V V VYV
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Primjer 3.2.2. Nas drugi primjer je poker s tri igraca (Three-Man Poker Game) koji je
razraden u Nashovom clanku iz 1951. Ovom igrom dobivamo algebarske jednadZbe koje
se mogu rijesiti izdvajanjem korijena od 321. Ovaj primjer je od povijesne vaznosti.

Ovo je pojednostavljena verzija pokera. Imamo dvije vrste karata, visoke i niske. Svaki
od triigraca, A, B, C ulaZe dva Zetona za pocetak. Zatim se svakom igracu dijeli po jedna
karta. Pretpostavljamo da je svaka od osam mogucih ruku jednako vjerojatna.

Polazeci od igraca A, svakom igracu se daje sansa da "otvori igru”, tj. da uloZi u prvom
krugu ulaganja (za ulog se uvijek koriste dva Zetona). Ako nitko to ne uradi, igraci uzi-
maju svoje Zetone sa stola.

Nakon Sto jedan od igraca otvori igru, ostalim dvama je opet dana Sansa da ulaZu (kaZe
se da prate ulog). Na kraju se karte otkrivaju i oni igraci koji imaju visoke karte, medu
igracima koji su ulagali, dijele Zetone podjednako.

Jednom kad je igra otvorena, igrac bi trebao pratiti ako ima visoku kartu, a ne pratiti
(moZemo reci izaci) ako ima nisku kartu. Dakle, jedino pitanje je: otvoriti igru ili ne.
Igrac C bi trebao otvoriti ako ima visoku kartu. Igrac¢ A ne bi trebao otvarati ako ima
nisku kartu. Ove tvrdnje iziskuju dokaze koje citac moZe pronaci u ¢lanku J. F. Nasha i L.
S. Shapleya ”A Simple Three-person Poker Game” na koje se referencira [4)].

Dakle, igrac¢ A ima dvije Ciste strategije: kada ima visoku katu, otvoriti ili ne otvoriti.
Oznacimo s a njegovu vjerojatnost otvaranja u ovom slucaju.

Igrac C takoder ima dvije Ciste strategije: kada ima nisku kartu, otvoriti ili ne otvoriti.
Oznacimo s ¢ njegovu vjerojatnost otvaranja u ovom slucaju.

Igra¢ B ima Cetiri Ciste strategije: za svaku od mogucih karata, otvoriti ili ne otvoriti.
Oznacimo s d njegovu vjerojatnost otvaranja kada ima visoku kartu te s e njegovu vjero-
Jjatnost otvaranja kada ima nisku kartu.

Matrica isplate (gdje pod isplata mislimo na ocekivanu vrijednost isplate) sadrzi 48 =
3 X 2 X 4 X 2 ulaznih vrijednosti.
Podijelit cemo matricu u dva bloka, kada je a = 0 i kada je a = 1.

Lijevi (a = 0) blok:

0000 0001 0010 0011 0100 0101 0110 oOI111
A= =1 1 -1 0 O -1

-1 -1 -1 -1 1

4 4 4 4 4 4

_| 1 1 -1 1 -1 =1
B = 4 4 4 0 2 4 0 2
_ 1 -1 1 1 1
C_ O 0 2 O 4 4 4 4



POGLAVLIJE 3. POLINOMSKI SUSTAVI U EKONOMIJI 27

Desni (a = 1) blok je:

1000 1001 1010 1011 1100 1101 1110 1111

1 1 =1 1 1 1 =3
A 8 8 0 2 4 4 8 8
_| =2 =1 =1 1 1 =7 1 =3
B = 4 4 4 4 8 8 8 8
| 1 1 1 1 =3 5 -1 3
C= 8 8 4 4 8 8 4 4

Na primjer, By je isplata igraca B kada igrac A ne otvori s visokom kartom (a; = 1),
igrac B otvori s visokom kartom (dy = 1) i ne otvori s niskom kartom (e, = 1) iigrac C
otvori s niskom kartom (cy = 1). Opcenito, X;jy je isplata igra¢a X kada je a; = 1,d; =
1,€k: 1 iC[: 1.

Jednadzba za isplatu B igraca B je

1 1
B:d'e'ZBiOOk'ai'ck+d'(1_e)'ZBiOIk'ai'ck

i,k=0 i,k=0

! 1
+(1_d)‘e'ZBilOk'ai'ck+(1_d)'(l_e)'ZBillk'ai‘Ck

i,k=0 i,k=0

U ovom slucaju imamo modificiranu verziju Korolara 6.2 s osam polinoma umjesto Sest.
Prvi polinom sada je oblika:

a- (@ — Agooodec — Agonrde(l — ¢) — Agorod(1 — €)c — Agor1d(1 — e)(1 - ¢)
—Aoi00(1 = d)ec = Agio1(1 — d)e(1 — ¢) = Apr1o(1 — d)(1 — e)c = Apr11(1 — d)(1 — e)(1 = ¢))

Drugi, peti i Sesti polinom se modificiraju analogno. Treci i Cetvrti polinom su zamije-
njeni s Cetiri polinoma:
d - e - (B — Booooac — Booora(l — ¢) = Bigoo(1 — a)c — Biooi (1 — a)(1 = ¢)),
d- (1 —e)-(B— Booroac — Boona(l — ¢) = Bigio(1 — a)c — Bion (1 — a)(1 - ¢)),
(1 =d)-e-(B— Boooac — Boin1a(l — ¢) = Biigo(1 — a)c — Brioi(1 — a)(1 = ¢)),
(1=d)-(1—=e)-(B— Bonoac — Bornia(l — ¢) = Bio(1 — a)c — Biin(1 — a)(1 = ¢)).

Sada moZemo ukloniti lijeve faktore iz svih polinoma i eliminirati a i y oduzimanjem poli-
noma. Na taj nacin dobijemo dva trilinearna polinoma.
Oduzimanjem prvog polinoma od drugog dobijemo sljedeci polinom:
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(Aoooo — Aooor — Aooto + Aoorr — Aotoo + Aotor + Aot1o — Aot1i
—A1000 + A1oo1 + Ato10 — Aro1r + At100 — Ar1o1 — Ar11o + Ar111) - cde
+(Aoo10 — Aoor1 — Aot1o + Aot — Aroro + Arorr + Ao — Annn) - cd
+(Ao100 — Aotor — Aot1o + Aor1r — Arroo + Ar1or + Arri0 — Aninn) - ce
+(Aooo1 — Aoor1 — Aotor + Aot — Aroor + Arorr + Arior — Arnn) - de

+(Aor10 — Aot — Ao + Arinn) - ¢ + (Aort — Aot — Aronr +Apinn) - d
+(Aoto1 — Aot — Arior + Arinn) - e + (Aot — Arnn)-

Oduzimanjem petog polinoma od Sestog dobijemo sljedeci polinom:

(Coooo — Cooor — Coo1o + Coor1 — Coroo + Cotor + Cor1o — Corrn
—C1000 + Cio01 + Ci010 — Cro11 + Cr100 — Cr101 — Cri10 + Ci111) - ade
+(Coo10 — Coo11 — Cor10 + Cor11 — Cio10 + Ciorn + Ci110 — Cri11) - ad
+(Co100 — Coto1 — Cot10 + Cor11 — Cri00 + Ci101 + Ci110 — Cri11) - ae
+(C1000 — C1001 — Ciro10 + Cro11 — Cr100 + Ci101 + Cri10 — Cr111) - de

+(Cor10 — Cot11 — Ci110 + Cri11) - @ + (Cro10 — Cro11 — Crio + Ciint) - d
+(Cr100 = C1110 — Cr110 + Cr111) - € + (Cri10 — Crann).

Imamo Cetiri polinoma s varijablom 5. Oduzimanjem prvog polinoma od drugog, treceg i
Cetvrtom dobijemo sljedeca tri bilinearna polinoma redom:

(Boooo — Booo1 — Booio + Booi1 — Biooo + Bioo1 + Bioio — Bioi1) - ac + Biooi — Bioii

+(Booo1 — Boot1 — Bioot + Broi1) - @ + (Biooo — Bioor — Bioio + Biot1) - ¢,
(Boooo — Booot — Botoo + Botor — Biooo + Bioor + Biioo — Biiot) - ac + Bioor — Biiot

+(Booo1 — Boto1 — Bioor + Biio1) - @ + (Biooo — Bioot — Biioo + Biiot) - ¢,
(Boooo — Booot — Bot1o + Bot11 — Biooo + Bioot + Biiio — Biiir) - ac + Bioor — B

+(Booo1 — Boi11 — Bioot + Biii1) - a + (Biooo — Bioot — Biiio + Biit) - ¢.

Dakle, skup mjesovitih Nashovih ravnoteZa sastoji se od zajednickih nultocaka (a,d,e,c) €
(0, 1Y* ovih pet polinoma.



POGLAVLIJE 3. POLINOMSKI SUSTAVI U EKONOMIJI 29

Supstitucijom nase matrice isplate u zadnji polinom dobijemo:

1 5 1
— 4+ —a— - =
2 8a 2c 0
Izrazimo c preko a
Sa+1
Cc =
4
i substitucijom u prethodna dva polinoma dobijemo
3 21 5,
—g Ea — 1—661 0
3 21 5,
———a+—a =0
8 160 16"

Rjesavanjem zadnje (ili predzadnje) jednadzbe uz uvjet 0 < a < 1 dobijemo

_ 21— V321
10
Supstitucijom u gornja dva trilinearna polinoma dobijemo

a

, e= .
54a a+5

d_5—2a 4a -1

Primjer 3.2.3 (Zatvorenikova dilema). Jedan od najpoznatijih primjera Nashove rav-
noteze je igra poznatija po imenu zatvorenikova dilema. Igru su osmislili tijekom pedese-
tih godina 20-o0g stoljeca Merrill M.Flood (1908.-1991.) i Melvin Dresher (1911.-1992.),
a Albert W.Tucker (1905.-1995.) formirao je igru, koristeci zatvorske kazne kao isplate,
koju danas kao takvu poznajemo.

Zatvorenikova dilema glasi: Policija privede dva osumnjicenika. Svakog od njih za-
tvore u zasebnu zatvorsku sobu, bez ikakve mogucénosti medusobne komunikacije. Osum-
njicenik ima dvije mogucnosti: sutjeti illi izdati drugog osumnjicenika, i to na sljedeci
nacin:

e ako prvi osumnjicenik izda drugog, a drugi osumjnicenik presuti, tada je prvi slo-
bodan, a drugi dobiva zatvorsku kaznu u trajanju od sedam godina;

e ako oba osumnjicenika izdaju jedan drugog, obojica ¢e dobiti kaznu od tri godine;

e ako oba osumnjicenika Sute, obojica ¢e dobiti kaznu od jedne godine zatvora.
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Svaki osumnjicenik moZe izabrati samo jednu opciju i pri tome on ne zna koju ¢e opciju
izabrati drugi osumnjicenik. Sada ¢emo analizirati bi li on trebao izabrati Sutnju ili iz-
daju.

Kako bi bilo lakse prikazati skup svih mogucih kombinacija strategija, osumnjicenike
¢emo zvati Adam i Bob. Dakle, imamo dva igraca: Adam i Bob, strategije koje oba igraca
imaju na raspolaganju su Sutnja ili izdaja. Isplate su ili oslobadajuca presuda ili zatvor-
ska kazna u trajanju ovisnom o izboru strategije Adama i Boba.

Sljedeca tablica predstavlja isplate u skladu s Adamovim strategijama:

Bob
Suti  Izdaje

Suti | -1 -7
Izdaje | 0 -3

Adam

Negativni brojevi predstavljaju broj godina zatvora koje Adam moZe dobiti, npr. ako
Adam izabere Sutnju, a Bob izdaju, tada Adam dobija sedam godina zatvora. Ukoliko
Adam izabere izdaju, a Bob sutnju, tada je Adam osloboden.

Po istoj logici Bobova tablica izgleda ovako:

Bob
Suti  Izdaje
Suti | -1 0
Izdaje | -7 -3

Adam

Spajamo ove dvije tablice u jednu, tako da u svaku celiju upisujemo dva broja. Prvi broj
predstavlja isplatu igrac¢a u odgovarajucem retku (Adam), a drugi broj prestavlja isplatu
igraca u odgovarajucem stupcu (Bob). Dobili smo matricu isplata:

Bob
Suti Izdaje
Suti [-1 -1]-7 0
Izdaje | 0 -7 | -3 -3

Adam

Uzmimo za primjer Celiju gdje Adam Suti, a Bob izdaje, stoji [-7 0). Prvi broj =7 pred-
stavlja Adamovu isplatu (7 godina zatvora), a drugi broj 0 predstavlja Bobovu isplatu
(slobodan je). U ovom sluc¢aju Bobova brojcana vrijednost je veca od Adamove, pa za-
kljucujemo kako je Bob pobjednik. Postavlja se pitanje kako Adam treba odigrati da os-
tvari prednost?

Pretpostavimo da Bob odabere Sutnju. Ukoliko Adam takoder odabere Sutnju, svatko od
njih ¢e dobiti 1 godinu zatvora (—1). Ako bi Adam izdao Boba, Bob bi dobio 7 godina
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zatvora (—=7), a Adam bi bio slobodan (0). Zakljucujemo: Adam u ovom slucaju treba
odabrati izdaju.

Pretpostavimo sada da Bob izabere izdaju. Ukoliko Adam odabere Sutnju, on ce dobiti

7 godina zatvora (—7), a Bob ce biti slobodan (0). Ako bi Adam takoder odabrao izdaju,
svatko od njih bi dobio 3 godine zatvora (=3). Iz toga je vidljivo da je, kao i u prethod-
nom slucju, Adamu isplatljivije odabrati izdaju.

Bez obzira koju strategiju Bob izabere, Sutnju ili izdaju, za Adama je najbolji odabir stra-
tegije upravo izdaja.

No, sada je Bobova odluka jednostavna: njemu se takoder vise isplati izdati Adama. Time
smo dosli do jednistvene strategije koju ce odigrati oba igraca: obojica se medusobno
izdaju.

3.3 Igrasnigraca

Promatramo igru s kona¢nim brojem » igraca. Oznacimo igrace s 1,2, ...,n
i — ti igra¢ mozZe birati izmedu d; Cistih strategija koje oznacavamo s 1,2, ..., d;. Igru defi-
niramo s n matrica isplate XV, X, .., X po jedna za svakog igrata. Svaka matrica X
je n-dimenzionalna matrica oblika d; X d, X - - - X d,, Ciji su elementi racionalni brojevi.
Element X;?jz-jn predstavlja isplatu za i-tog igraca ako igrac 1 izabere Cistu strategiju j,
igraC 2 izabere Cistu strategiju j,, itd.
Svaki igra¢ odabire svoju mjeSovitu strateglju Sto je vjerojatnosna distribucija na njego-

vom skupu Cistih strategija. Oznacimo s p VJerOJatDOSt koju igrac i dodjeljuje strategiji
j. Vektor p® = (p(ll), p(z’), ves p;’)) naziva se strategija igraca i.

Isplata 7r; igraca i je

di

(z) (1) (2) )
ZZ Z Jijzedn jz pjn
J1=1 jp=1 Jn=1

Dakle, podaci za na$ problem su matrice isplate X, tj. problem je odreden s ndyd, - - - d,
racionalnih brojeva. U problemu imamo d; + d, + --- + d, nepoznanica pg.’). Obzirom da
su nepoznanice zapravo vjerojatnosti, onda vrijedi

Vi, j:p 20 i Vi:pl+py+-4+p)=1 (3.6)

Ovi uvjeti nam govore da je p = ( py)) tocka iz produkta simpleksa

A= Adl—l X Adz—l X X Ad,,—l (37)
Tocka p € A je Nashova ravnoteza ako niti jedan od n igraca ne moZe povecati svoju
isplatu mijenjajudi strategiju, dok ostalih n — 1 igraca drZi svoje strategije fiksnima. Ovo
¢emo zapisati kao sustav polinoma s nepoznanicama p € A i = (ry,...,m,) € R".
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Za svaku od nepoznatih vjerojatnostnosti pg) promatramo sljede¢i multilinearni polinom:

l+1
CRLLEIED YD YD 30 F L e B
1=1 Jimr=1 jin=1 Jn=1
Dakle, (3.8) zajedno s (3.6) predstavlja sustav od n + d; + - - - + d, polinomskih jednadzbi
sn + d; + --- + d, nepoznanica, gdje je svaki polinom produkt linearnog polinoma i
multilinearnog polinoma stupnja n — 1.
1z ove rasprave slijedi sljedeci teorem.

Teorem 3.3.1. Vektor (p,n) € A X R" predstavilja Nashovu ravnoteZu za igru danu s
matricama isplate XV, ..., X™ ako i samo ako je (p,n) nultocka polinoma (3.8)) i svaki
izraz u zagradi (3.8)) je nenegativan.

Nash je pokazao da svaka igra ima barem jednu toc¢ku ravnoteze (p, ). Njegov dokaz i
mnoge druge naknadne dorade koristile su teorem o fiksnoj tocki iz topologije. Medutim,
ovi teoremi ne daju nikakvu dodatnu informaciju o broju Nashovih ravnoteza i je li je
taj broj konacan. Kasnije ¢emo vidjeti teorem koji daje procjenu za maksimalan broj
mjeSovitih Nashovih ravnoteza.

Sada pogledajmo na primjeru problem prebrojavanja Nashovih ravnoteza za igru s dva
igraca.

Primjer 3.3.2. Promatramo igru s dva igraca, od kojih svaki ima jednak broj strategija,
ti.n = 2id, = dy = d. Dakle, matrice isplate, X'V i X¥ su dvodimenzionalne d x d
matrice. Pretpostavimo da oba igraca imaju isplatu 1 ako se njihovi izbori strategija po-
dudaraju, a inace imaju isplatu 0. Drugim rijecima, matrice isplate su jedinicne dijago-
nalne matrice.

Jednadzbe (3.8)) poprimaju oblik:

p]((l) ( pl(<2)) pl(f) ( Ty — pl(cl)) =0 za k= 1, 2, ..d (39)
Nashove ravnoteZe su rjesenja sustava (3.9) uz uvjet da su p Y izmedu 0i m;, za svaki i =
1,2ik=1,2,...dtevrijedi p\" +---+ p = p? + ... + p;” = 1.

Na primjer, za d = 2 sustav (3.9) ima pet rjeSenja koje izracunamo koriste¢i SINGULAR.

(Zbog bolje preglednosti koda u programu koristimo oznake: a := m,b = m,p =

1)) (1) (2) (2)
Dy »q =Dy T i=p L8 =D,y )



POGLAVLIJE 3. POLINOMSKI SUSTAVI U EKONOMIJI 33

ring R=0, (p,q,r,s,a,b),lp;
poly fl=p*(a-r);

poly f2=q*(a-s);

poly f3=r*(b-p);

poly f4=s*(b-q);

poly f5=p+q-1;

poly f6=r+s-1;

ideal I=f1,f2,f3,f4,£5,£6;
LIB "solve.lib";

def T=solve(I);

V VV V V V VYV VYV

Program nam vraca sljedeci skup rjesenja:
{(0.5,0.5,0.5,0.5,0.5,0.5),(0,1,1,0,0,0),(1,0,0,1,0,0),(1,0,1,0,1, 1), (0, 1,0, 1, 1, 1)}

Vektori (0,1,1,0,0,0),(1,0,0, 1,0, 0) nisu Nashove ravnoteZe jer propada nenegativnost
izraza u zagradama. Dakle, u ovom slucaju imamo tri Nashove ravnoteZe.

Sada ¢emo razmatrati samo mjeSovite Nashove ravnoteZe, tj. dodajemo uvjet da su sve
vjerojatnosti p(/.i) strogo pozitivne. Od sada, p(l.i) biti ¢e varijable Cije su vrijednosti strogo
izmedu 01 1. Ovo nam dopusta da uklonimo faktore pg) u jednadzbama (3.8). Dakle, od
sada radimo s (n-1)-linearnim jednadZbama. Sli¢no kao i kod igre s tri igraca, oduzima-
njem prvog polinoma od svih ostalih redom, te tako za svakii = 1, ..., n, eliminiramo
nepoznanice ;.

Na ovaj nacin dobivamo sljedece polinome zai = 1,2,..n1k =2,3,...,d;:

diy1 dy

d diy
(@ _x® LD =D D @)
Z Z Z Z (le--~ji—]kji+ljn le---ji—llel---jn) pjl pji—l pji+1 pjn (310)
1

1= Ji-1=1 jir1=1 Jn=1

Ovo je sustav od d; + - --d, — n jednadZzbi s d; + - - - + d,, nepoznanica, koje zadovoljavaju
sustav n linearnih jednadzbi (3.6)). Slijedi teorem koji je generalizacija Korolara 3.1.3.

Teorem 3.3.3. Neka je igra s n igraca dana s matricama isplate XV, ..., X"™. Skup mjesovitih
Nashovih ravnoteZa te igre ¢ine zajednicke nultocke od dy + - - - + d,, — n polinoma (3.10)
koje se nalaze u politopu A iz (3.7).
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U buduce, uvijek ¢emo eliminirati n varijabli na nacin da stavimo:

i

di—1
Pg,) = 1—217?) zai=1,2,..,n
=1

Ono $to dobivamo je sustav s ¢ multilinearnih polinoma s  nepoznanica, gdje je 6 :=
di+---+d,—n.

Promotrimo d; — 1 polinoma iz (3.10) s fiksnim gornjim ideksom i. Oni dijele isti
Newtonov politop

A(i) = Adl—l XX Ad[_]—l x {0} x Ad,'“—l XX Adn—l-

Ovdje je Ay konveksna ljuska jedini¢nih vektora iz R%~!. Dakle dimenzija od A je
jedaka

dmA? =, - D+ ..+l - D+0+(dis; — D+ ...+ (d, - 1)
=(di+..+d)—di—(n-1)
:5—dl'+l

Definiramo sljedecu ¢-torku politopa
Aldy = 1, .ody — 17 := (AD, L AD, AP, A® AP, A™),

u kojem se politop A®” pojavljuje d; — 1 puta.

Korolar 3.3.4. Mjesovite Nashove ravnoteZe igre s n igraca u kojem i-ti igrac ima d;
cCistih strategija su nultocke polinomskog sustava s podrskom Ald, — 1, ...,d, — 1] i svaki
ovakav sustav proizlazi iz neke igre.

Nalazimo se u situaciji Bernstein-Kushnirenkovog teorema koji nam govori da je broj
nultodaka u (C*)? sustava s 6 polinoma i § nepoznanica jednak mjeSovitom volumen Newto-
novih politopa. Sljedeci teorem daje nam kombinatorni izraCun za mjeSoviti volumen J-
torke politopa Ald;, — 1, ...,d, — 1].

Teorem 3.3.5. Maksimalni broj izoliranih mjesovitih Nashovih ravnoteZa za bilo koju
igru s n igraca u kojoj i-ti igrac ima d; Cistih strategija jednak je mjesovitom volumenu
od Ald, — 1, ...,d, — 1]. Ovaj mjesoviti volumen podudara se s brojem particija skupa

{pg) ci=1,..,nk=2,...,d;} undisjunktnih podskupova By, B,, ..., B, tako da vrijedi

e kardinalitet i-tog bloka B; jednak je d; — 1,
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e i-ti blok B; disjunktan je sa skupom { p(ll), pg), ves ps)} tj. niti jedna varijabla s gor-

njim indeksom i ne moZe se nalaziti u bloku B;

Kljucna ideja u dokazu ovog teorema je zamijeniti svaku od danih multilinearnih jed-
nadzbi s produktom linearnih jednadZbi. U terminima Newtonovih politopa, to znaci da
AY izrazimo kao sumu Minkowskog n — 1 simpleksa

{0} X -+« X {0} X Ay, X {0} X -+ - X {0}

Tustrirat ¢emo Teorem 3.3.5 za slu¢ajn = 3,d; = d, = d3 = 3. Nova dionica #3
dosla je na trziSte, 1 nasi poznati igraci Adam, Bob i Carl sada biraju izmedu triju Cistih
strategija. Vjerojatnosti koje Adam alocira dionicama #1, #21#3 sua,a, 11 — a; — a,.
Sada imamo Sest jedandzbi sa Sest nepoznanica ay, a,, by, by, ¢y, ¢;. Broj particija skupa
{ay,as, by, by, 1, c2} opisan u Teoremu 3.3.5 je 10. Deset dopustenih particija su

{b1, b2} U {cy, 2} Uday, an} {c1, 2} Udar, aa} U {by, bo}
{br, c1} Udar, ea} U {ag, by} {b1, c1} Udag, ca} U day, by}
{b1, c2} Ulay, 1} U {az, ba} {b1, c2} Ulaz, 1} U day, ba}
{b2, c1} U fay, c2} U {az, b1} {ba, c1} U laz, 2} U {ay, by}
{ba, 2} Udar, e1} U {ag, by} {ba, c2} Udag, 1} U dar, by}

Mjesoviti volumen sljedeée Sestorke 4-dimenzionalnih politopa , od kojih je svaki pro-
dukt dva trokuta je takoder 10:

Al2,2,2] = ({O}XAzxAz, {0}x A XAy, Aax{O}XAz, ApX{0}XAy, AxxA;x{0}, AzxAzx{O})

Teorem 3.3.5 nam kaZe da igra koju igraju Adam, Bob 1 Carl moZe imati ¢ak deset mjeSovitih
Nashovih ravntoza.

Jedan slucaj Teorema 3.3.5 posebno ¢emo promotriti. Pretpostavimo da imamo n igraca,
od kojih svaki ima dvije Ciste strategije, tj. d; = d, = ... = d, = 2. Odgovarajuca n-
torka politopa A[1, 1, ..., 1] sastoji se od n razlicitih stranica n-dimenzionalne kocke. Pri
tome se za paralelne parove stranica kocke podrazumijeva da su jednake, zbog ¢ega nasa
kocka ima n stranica, umjesto 2n. U ovom posebnom slucaju, particije opisane u Teoremu
3.3.5 podudaraju se s brojem deranZmana skupa {1, 2, ..., n}, Sto je broj permutacija od
{1,2,...,n} bez fiksnih tocaka.

Korolar 3.3.6. Sljedeca tri broja jednaki su za svaki n € N:

e makismalan broj izoliranih mjesovitih Nashovih ravnoteZa za igru s n igraca u ko-
Jjoj svaki igrac¢ ima dvije Ciste strategije,
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o mjesoviti volumen n razlicitih stranica n-dimenzionalne kocke,
e broj deranmana skupa s n elemenata.

Prebrojavanje deranZmana klasi¢ni je problem u kombinatorici. Na primjer, broj de-
ranzmana skupa {1, 2, 3, 4, 5} jednak je 44. Dakle, igra s 5 igraca, od kojih svaki ima dvije
Ciste strategije moZe imati najviSe 44 mjeSovite Nashove ravnoteze. Boj deranZmana raste
na sljedeci nacin: 1, 2, 9, 44, 265, 1854, 14833,...
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Sazetak

Glavni cilj ovog rada je prouciti pojam Nashove ravnoteze te pokazati rezultate koji daju
maksimalan broj mjeSovitih Nashovih ravnoteza u igri s n igraca. Nashove ravnoteze
karakteriziramo kao rjeSenja odredenih polinomskih sustava. Sustav polinoma mozemo
rijesiti metodom Grobnerovih baza pa se u prvom poglavlju upoznajemo s njthovom defi-
nicijom i svojstvima.

Broj rjeSenja polinomskog sustava moZemo izraCunati uz pomo¢ mjesovitog volu-
mena Newtonovih politopa. U drugom poglavlju prvo se prisje¢amo konveksnosti, a za-
tim upoznajemo sa sumom Minkowskog i mjeSovitim volumenom politopa.

Trece poglavlje kona¢no definira Nashovu ravnotezu te daje rezultate o broju mjeSovitih
Nashovih ravnoteZa koji proizlaze iz Bernstein-Kushnirenkovog teorema.



Summary

The main goal in this master thesis is to study the concept of Nash equilibrium and to
show results that give a sharp bound for the number of totally mixed Nash equilibria in a
n-person game. Nash equilibria are characterized as the solutions of certain polynomial
systems. The polynomial system can be solved by the method of Grobner bases, so in the
first chapter we introduce their definition and properties.

The number of solutions of a polynomial system can be found by computing the
mixed volume of Newton polytopes. In the second chapter, we recall the convexity, Min-
kowski sum and mixed volume of several polytopes.

In the third chapter, Nash equilibrium is finally defined and results on the number of
totally mixed Nash equilibria are given by using Bernstein-Kushnirenko theorem.
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