Poluizracunljivost

Ci¢kovié, Eugen

Master's thesis / Diplomski rad

2015

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Science / SveuciliSte u Zagrebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://um.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:207002

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2025-03-30

AY)
% £,
S S
é‘? % Repository / Repozitorij:
27% f’-‘; Repository of the Faculty of Science - University of
2 g Zagreb
9, Nad
% S
O‘Pﬂ.” r‘{\t*'
0. MaTEMP

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLIL

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:207002
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/pmf:5205
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:5205
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:5205

SVEUCILISTE U ZAGREBU
PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKI FAKULTET
MATEMATICKI ODSJEK

Eugen Cickovié

POLUIZRACUNLJIVOST

Diplomski rad

Voditelj rada:
doc. dr. sc. Zvonko lljazovi¢

Zagreb, srpanj, 2015.



Ovaj diplomski rad obranjen je dana

pred ispitnim povjerenstvom

u sastavu:

, predsjednik

, Clan

, Clan

Povjerenstvo je rad ocijenilo ocjenom

Potpisi ¢lanova povjerenstva:




Sadrzaj

Uvod

M Rekurzivne funkcije|
(1. Rekurzivne funkcyeu N} . . . .. ... ... o oo oL,
(1.2 Rekurzivne funkcyeu 2. . . . . .. ... ... o L.
(1.3 Rekurzivne funkcyeu Z{. . . . . . ... ... L.
(1.4 Rekurzivne funkcyjeu Q| . . . . .. ... ... ... ...
(1.5 Rekurzivne funkcyeuR|. . . . ... ..o 00000

2 Izracunljivi metricki prostoril
2.1 MetriCki prostori| . . . . . ...
[2.2  IzraCunljivi metricki prostort| . . . . . . . ... oo
2.3 IzraCunljivo prebrojivi skupovi| . . . . . . ... oo

{3 Izracunljivi topoloski prostori|

[3.1 Topoloski prostori| . . . . . . .. ... ...
[3.2  IzraCunljivi topoloski prostory| . . . . . . .. .. ... ... ... .....
(3.3 IzraCunljivi 1 poluizracunljivi skupovy| . . . . . . ... ..o 0000
3.4 Svojstvaskupova FS1FD| . . . ... ... ... o
3.5 Rro-funkeyel . . . . ..o
3.6 Povezanostl. . . . . . . ... L
B.7 TLanastikontinuuml . . . . . . .. ... ... ... ...
Bibliog

il



Uvod

U ovom diplomskom radu proucavat ¢e se pojam poluizracunljivosti i svi pojmovi koji
prethode definiciji izraCunljivog odnosno poluizracunljivog skupa.

Cilj ovoga rada jest matematiCki precizno definirati i strukturirati izraCunljive skupove te
vidjeti koji su dovoljni uvjeti da za neki skup moZemo reci da je izraCunljiv. Takoder je
cilj istraziti Sto viSe konkretnih primjera i1 zakljuciti o kakvim se skupovima radi i zadovo-
ljavaju li oni traZena svojstva te moZemo li na temelju toga do¢i do poopéenja odredenih
rezultata.

Osnovni pojam od kojega ¢emo krenuti jest pojam rekurzivnih funkcija koje ¢emo
promatrati s razli¢itim kodomenama i istraZivati koja sve svojstva za njih vrijede. Za-
tim ¢emo nadograditi ta svojstva kroz skupove u metri¢kim i topoloskim prostorima te
definirati izracunljive metricke i topoloSke prostore. U glavnom dijelu rada ¢emo defini-
rati izracunljiv i poluizracunljiv skup, promotriti neka svojstva tih skupova te zaklju¢no
odrediti dovoljan uvjet da neki skup bude izracunljiv.






Poglavlje 1

Rekurzivne funkcije

1.1 Rekurzivne funkcije u N

Definicija 1.1.1. Neka je z : N — N nul-funkcija, tj. z(x) = 0,Yx € N, funkcijas : N — N
funkcija sljedbenika, tj. s(x) = x + 1, Vx € N, a funkcija I} : N — N gdje su k € N\{0}
i je{l,2,...,k} projekcija na j-tu koordinatu, tj. I;?(xl, ooy Xjy ..y Xk) = Xj. Funkcije
z, s, i 15 nazivamo inicijalnim funkcijama.

Definiramo sljedeca dva operatora: kompoziciju i primitivnu rekurziju.

Definicija 1.1.2. Neka su gi,...,8, : N* — N i f : N* — N funkcije. Definiramo
h:NF - N sa

h(x) = f(g1(x), ..., ga(x)), Vx € N¥.
Za funkciju h kaZemo da je dobivena kompozicijom funkcija f, g, ..., g

Definicija 1.1.3. Neka su f : N* — Ni g : N¥2 — N funkcije. Definiramo h : N¥*! — N
sa

h(O,XI,...,Xk) = f(xl" ..,Xk)

h(y+1,x1,...,x) = 8h(Y, X1y ooy Xk)y Vs X1y e v vy Xi) -
Za funkciju h kaZemo da je dobivena primitivnom rekurzijom od f i g.

Definicija 1.1.4. Za funkciju oblika N* — N koja se u konac¢no mnogo koraka moze dobiti
od inicijalnih funkcija primjenom operatora kompozicije i primitivne rekurzije kaZemo da
Jje primitivno rekurzivna.
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Osnovno pravilo:

Ako su f, g1,..., g, primitivno rekurzivne i 7 dobivena kompozicijom od f, g1, ..., &g,
tada je i 4 primitivno rekurzivna.

Takoder, ako su f 1 g primitivno rekurzivne i 4 dobivena primitivnom rekurzijom od f'1 g,
tada je i 4 primitivno rekurzivna.

Propozicija 1.1.5. Funkcija zb : N> — N, definirana sa zb(x,y) = x + y je primitivno
rekurzivna.

Dokaz. Neka je G : N — N funkcija definirana s G(a, b, ¢) = s(If’(a, b, 0)).
Vrijedi:
2b(0,x) = I'(x) = x,
zb(y + 1, x) = G(zb(y, x), y, X).

1] je inicijalna funkcija, pa je time i primitivno rekurzivna, a G je primitivno rekurzivna
kao kompozicija inicijalnih funkcija s i I7. Dakle, zb je dobivena primitivnom rekurzijom
od 1! i G paje i zb primitivno rekurzivna. O

Propozicija 1.1.6. Neka je h : N> — N funkcija definirana sa h(x,y) = x -vy. Tada je h
primitivno rekurzivna.

Dokaz. Vrijedi

h(0, x) = z(x)
h(y + 1, x) = g(h(y, x), y, x),

gdje je g : N* — N funkcija definirana sa g(a,b,c) = a + c. Funkcija g je primitivno
rekurzivna kao kompozicija funkcija zb, I 13 1 I;, pri ¢emu je zb funkcija iz propozicije
Budu¢i da je & dobivena primitivhom rekurzijom od z i g, zaklju¢ujemo da je & primitivno
rekurzivna. O

Korolar 1.1.7. Neka su f,g : N* — N primitivno rekurzivne funkcije. Tada su i funkcije
f+gif-gprimitivno rekurzivne.

Dokaz. Neka je zb funkcija iz propozicije Tada za svaki x € N¥ vrijedi
(f +8)x) = f(x) + g(x) = zb(f(x), 8(x)),

iz Cega zakljuCujemo da je f + g kompozicija funkcija zb, f i g. Stoga je f + g primitivno
rekurzivna. Analogno dobivamo da je f - g primitivno rekurzivna. O
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Uvedimo jos jedan operator:

Definicija 1.1.8. Neka je g : N¥*!' — N funkcija takva da za sve xi, ..

y € N takav da je g(xi, ..., X, y) = 0. Definiramo f : N¥ — N sa
f(x1,...,x) = min{y € N | g(xq,...,x,,y) =0}
Pisemo
SO, x) = py(glxn, ... x, y) = 0).
Za funkciju f kaZemo da je dobivena primjenom u -operatora na g.

Sada moZemo definirati rekurzivne funkcije:

., X € N postoji

Definicija 1.1.9. Za funkciju koja je od inicijalnih dobivena u konacno mnogo koraka
primjenom kompozicije, primitivne funkcije i u -operatora kaZemo da je rekurzivna.

Osnovna pravila:

e Akosu f,gi,..., g, rekurzivne funkcije i i funkcija dobivena kompozicijom

funkcija f, g1,. .., g, tada je i h rekurzivna funkcija.

e Ako su f'i g rekurzivne i h dobivena primitivnom rekurzijom od f'i g, tada je &

rekurzivna funkcija.

e Ako je g rekurzivna i f dobivena primjenom yu -operatora na g, tada je i f

rekurzivna.
e Ako je f primitivno rekurzivna, onda je i rekurzivna.

Uocimo sljedece:

Ako su f, g : N¥ — N rekurzivne funkcije, onda na isti nacin kao i u korolaru

zakljuCujemo da su i funkcije f + g, f - g : N¥ — N rekurzivne.

Propozicija 1.1.10. Neka je k € N\ {0}). Tada je svaka konstantna funkcija N* — N

primitivno rekurzivna.

Dokaz. Za a € N definiramo funkciju ¢, : N¥ — N, ¢,(x) = a, Yx € N*. DokaZimo

indukcijom po a € N da je ¢, primitivno rekurzivna.
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Baza: a=0= co(x) =0, t. co(x) = z(I¥(x)), Yx € N*. Ovo znadi da je ¢ kompozicija
funkcija z i I¥ koje su inicijalne, pa slijedi da je ¢, primitivno rekurzivna.

Pretpostavka: Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki a € N, dakle ¢, je primitivno
rekurzivna funkcija.

Korak: Imamo c,41(x) = a + 1 = s(a) = s(c,(x)). Ovo znaci da je c,;; kompozicija
funkcija s 1 ¢, koje su primitivno rekurzivne, pa je i ¢, primitivno rekurzivna.

Time je tvrdnja dokazana.
O
Propozicija 1.1.11. Neka je a € N i neka je g : N> — N primitivno rekurzivna funkcija.
Neka je h : N — N funkcija definirana na sljedeci nacin:
h(0) = a
h(y+1) = g(h(y), y).

Tada je h primitivno rekurzivna.
Dokaz. Definirajmo H : N> — N sa
H(y, x) = h(y).

Dovoljno je dokazati da je funkcija H primitivno rekurzivna. Naime, vrijedi

h(y) = H(y,0) = H(I! (y), 2(»)),

pa ako je H primitivno rekurzivna onda je i 4 primitivno rekurzivna kao kompozicija pri-
mitivno rekurzivnih.

Neka je ¢, : N — N konstantna funkcija s vrijedno$éu a. Prema funkcija c, je
primitivno rekurzivna. Neka je G : N> — N funkcija definirana sa

G(a,b,c) = g(a,b).

Vrijedi G(a, b, c) = g(I 13 (a,b,0), I; (a,b,c)) pa je G primitivno rekurzivna kao kompozicija
primitivno rekurzivnih.
Iz definicije funkcije £ slijedi

H(0, x) = c,(x)
H(y+1,x) = G(H(y, x), y, x).

Ovo znaci da je H dobivena primjenom primitivne rekurzije na funkcije ¢, i G. Stoga je H
primitivno rekurzivna funkcija. O
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Primjer 1.1.12. Neka je funkcija p : N — N definirana sa
&) = y—1 ako je y>0
PR = 0 ako je y=0.

Tada je p primitivno rekurzivna funkcija.

Imamo

p0) =0
py+ 1) =y=Lpy.y
Iz propozicije [1.1.11|slijedi da je p primitivno rekurzivna (zaa = 0ig = I2).

Neka su x,y € N. Definiramo broj

. x—y ako je x>y
X _ =
Y 0 inace.

Definicija 1.1.13. Za funkciju N> — N,(x,y) = x __ y kaZemo da je modificirano oduzi-
manje.

Lema 1.1.14. Neka je h : N> — N definirana sa h(y,x) = x __ y. Tada je h primitivno
rekurzivna funkcija.
Dokaz. Imamo
h(0,x) = x
hy+1Lx)=x _ (v+1) =px _ y = ph(y,x),

gdje je p funkcija iz primjera|l.1.12] Definiramo funkciju G : N* — Nsa G(a, b, ¢) = p(a).
Funkcija G je primitivno rekurzivna jer je kompozicija funkcija p i 7. Imamo

(0, x) = I} (x)
h(y + 1,x) = G(h(y, x), y, X).

Dakle, / je dobivena primitivnom rekurzijom funkcija I} i G. Stoga je h primitivno rekur-
zivna. O
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Propozicija 1.1.15. Modificirano oduzimanje je primitivno rekurzivna funkcija.

Dokaz. Neka je f : N> — N modificirano oduzimanje. Neka je & funkcija iz prethodne
leme. Tada za sve x,y € N vrijedi f(x,y) = h(y, x), §j. f(x,y) = h(I3(x,), [:(x,y)). Dakle,
f je kompozicija funkcija i, 17 i I7, pa slijedi da je f primitivno rekurzivna. O

Korolar 1.1.16. Neka su a, b, c : N> — N funkcije definirane sa

a(x,y) = |x—yl,
b(x,y) = min{x, y},

c(x,y) = max{x, y}.
Tada su a, b i c primitivno rekurzivne funkcije.

Dokaz. Neka je f modificirano oduzimanje te neka je & funkcija iz leme(1.1.14] Tada je

ax,y) =l x=yl|=(x = )+ = ) = f(xy) +h(x,y).
Dakle, a = f + h, pa prema korolaru zakljuCujemo da je a primitivno rekurzivna
funkcija.
Vrijedi:
b(x,y) = min{x,y} = x _ (x _ y).

Prema tome, b(x,y) = f(x, f(x,y)) = fI}(x,y), f(x,¥)), pa je b primitivno rekurzivna kao
kompozicija primitivno rekurzivnih funkcija.
Vrijedi

c(x,y) = max{x,y} =y +(x — y).

Prema tome c(x,y) = I3(x,y) + f(x,y), pa je ¢ primitivno rekurzivna kao zbroj primitivno
rekurzivnih funkcija. O

Propozicija 1.1.17. Funkcija h : N*> — N, h(y, x) = x’ je primitivno rekurzivna.

Dokaz. Vrijedi
h(0,x) = 1 = ¢1(x)
h(y + 1, x) = g(h(y, x), y, x),

gdje su ¢; : N — N konstantna funkcija s vrijedno$éu 1 i g : N> — N definirana s
g(a,b,c) = I}(a,b,¢) - (a,b,c). Dakle, h je dobivena primitivnom rekurzijom od c; i g
koje su primitivno rekurzivne, pa je i 4 primitivno rekurzivna. O

Neka su sg,sg : N — N funkcije definirane s
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1 , ako je x>0
sg(x) = .
0 , ako je x=0.

_ 0 , ako je x>0
sg(x) = :
1 , ako je x=0.

Funkcije sg, sg su primitivno rekurzivne jer je

sg(0) =0
isgy+1)=1=ci(sg(y),y),

gdje je ¢; : N?> — N konstantna funkcija s vrijedno$¢u 1, pa iz propozicije|1.1.11|slijedi da
je sg primitivno rekurzivna, a primitivna rekurzivnost funkcije sg slijedi iz

sg=1 _ sg(x) = flc1(x), sg(x)),
gdje je f modificirano oduzimanje, a ¢; : N — N konstantna funkcija s vrijednoscu 1.

Propozicija 1.1.18. Neka je f : N> — N funkcija definirana s

X
—| ako je y>0
fx,y) = L|
X ako je y=0.

Tada je f rekurzivna funkcija.

Dokaz. Neka su x,y € N,y > 0. Neka je k = f(x,y). Dakle, k = H pajek <> <k+1

iz Cega slijedi da je ky < x < (k + 1)y. 1z ovoga zakljuCujemo da jey g
k=minfze N|x < (z+ 1)y} =min{ze N | x < (z+ 1)(y +5g(y))}.

Dakle,

f(x,y) =min{z e N | x < (z+ D(y +sg(y))}. (1.1)

Uocimo da ova jednakost vrijedi i za y = 0. Definirajmo g : N° — N5 g(x,y,2) =
sg((z+ 1(y +5g(y)) —— x). Tada za sve x,y,z € N vrijedi

x<(z+ Dy +5sgy) e gx,y,2) =0.
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Iz (1.1) slijedi
fx,y) = puz(g(x,y,z) = 0).

Dakle, f je dobivena primjenom u-operatora na funkciju g. Dovoljno je stoga dokazati da je
g rekurzivna. No, to je jasno iz definicije od g buduci da su sg i modificirano oduzimanje
primitivno rekurzivne funkcije te da su zbroj i produkt primitivno rekurzivnih funkcija
primitivno rekurzivne funkcije. O

Definicija 1.1.19. Definiramo funkciju ost : N> — N s
ost(x,y) = x __ F| Y.
y

(Uzimamo {gJ =Xx)

Propozicija 1.1.20. Funkcija ost je rekurzivna funkcija i za sve x,y € N,y > 1 vrijedi da

Jje ost(x, y) ostatak pri dijeljenju x sa y.

Dokaz. Uotimo da je ost kompozicija modificiranog oduzimanja, funkcije I7 i funkcije

f : N? — N definirane s f(x,y) = X -y. Funkcija f je rekurzivna kao produkt rekurzivnih
y

funkcija (prema propoziciji . Prema tome, ost je rekurzivna funkcija. Neka su
x,y € N,y > 1. Neka je r ostatak pri dijeljenju x say. Tada je x = g -y + r, pri Cemu je
q € N10 <r<y.Izovoga slijedi

X r
_:q_l__’
Yy

pa zbog 0 < pl vrijedi
y

Uvrstavajudi prethodnu jednakost u x = g - y + r dobivamo

X X
r:x—{—|-y:x; {—|-yzost(x,y).
y y

Time je propozicija dokazana. O

Definicija 1.1.21. Neka je k € N\{0} te neka je S € N¥. KaZemo da je S rekurzivan skup
u N¥ ako je njegova karakteristicna funkcija ys : N* — N rekurzivna.
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Primjer 1.1.22. 1) N je rekurzivan skup u N jer je yn : N — N konstantna funkcija s
vrijedno$cu 1. Isto tako N* je rekurzivan skup u N¥, za svaki k > 1. Nadalje, iz istog
razloga prazan skup je rekurzivan u N¥, za svaki k > 1.

2) Neka je 2N = {2x | x € N}. Dakle, 2N je skup svih parnih brojeva. Skup 2N je
rekurzivan skup, naime vrijedi

Xan(x) = sg(ost(x, 2)),

iz Cega zakljucujemo da je funkcija y rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funk-
cija.

Propozicija 1.1.23. Neka su S i T rekurzivni skupovi u N*. Tada su i skupovi S€, S N
T,8S UT i S\T rekurzivni.

Dokaz. Vrijedi

Xsc(x) = 5g(xs (X)),
Xsar(x) = xs(x) - xr(x),
Xsur(x) = sg(ys(x) + xr(x)),
pa koristeéi Cinjenicu da je kompozicija rekurzivnih funkcija rekurzivna te da su zbroj i
produkt rekurzivnih funkcija rekurzivne funkcije zakljucujemo da su ove funkcije rekur-
zivne. Prema tome S€, S NT i S UT su rekurzivni skupovi. S obzirom daje S\T =S NT¢
zakljuCujemo da je S'\7 rekurzivan skup. O

Primjer 1.1.24. Neka je 2N + 1 = {2x + 1 | x € N}. Tada je 2N + 1 = 2N)C, pa je 2N + 1
rekurzivan skup prema propoziciji[l.1.23]

Propozicija 1.1.25. Neka su n,k € N\{0} te neka su fi,...,f, : N* = N rekurzivne
funkcije. Neka su S, ..., S, rekurzivni podskupovi od N¥ sa svojstvom da za svaki x € NF
postoji jedinstveni i € {1, ...,n} takav da je x € S ;. Neka je h : N* — N funkcija definirana
sa

fitx) , akoje xe Sy,

x) , akoje x €S,
heo) = S2(x) . J 2

fu(x) , akoje x€S,.

Tada je h rekurzivna funkcija.

Dokaz. Za svaki x € N* vrijedi
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h(x) = fr(®) - xs, () + fo(x) - x5, (x) + -+ fu(X) - x5, (0),

pa zakljucujemo da je h rekurzivna funkcija kao zbroj kona¢no mnogo funkcija od kojih je
svaka rekurzivna kao umnoZzak rekurzivnih. m|

Primjer 1.1.26. Neka je f : N> — N iz propozicije Znamo da je f rekurzivna
funkcija. Definirajmo g : N> — N sa

8(x,y) = {y
x+1 , akoje y=0.

, akoje y>1,

Dokazimo da je i g rekurzivna funkcija.

Definirajmo S| = {(x,y) e N> |y > 1}i S, = {(x,y) e N* | y = 0}.

Skup S| je rekurzivan jer je xs,(x,y) = sg(1 __ y), a S, je rekurzivan kao komplement od
S1. Iz definicije funkcije g je jasno da je

) fxy) , akoje (x,y)e€ Sy,
(soI{)(x,y) , akoje (x,y) €S-,

pa prema propoziciji zakljucujemo da je g rekurzivna funkcija.

Neka je k € N\{0} inekaje S € N¥!. Pretpostavimo da su xi,. .., x; € N takvi da postoji
y € N takav da je (xq, ..., x;,y) € §. Oznacimo sa puy((xy, ..., X, y) € S)najmanji y € N
takav da je (xy,...,x,y) € S.

Propozicija 1.1.27. Neka je k € N\{0} i neka je S rekurzivan skup u N**! takav da za sve
X1,...,% € N postoji y € N takav da je (xi, ..., X, y) € S. Definirajmo f : N* — N s

J,ox) = py((xn, ..o X, y) €°5).
Tada je f rekurzivna funkcija.
Dokaz. Definirajmo g : N¥*! — N's
g(xr, ..oy Xk, y) = 5805 (X1, - -, Xk, ).
Ocito je g rekurzivna funkcija kao kompozicija rekurzivnih, a vrijedi
X1, X)) €S &= gxy,...,x,y) =0.

Iz definicije funkcije f slijedi da je f funkcija dobivena primjenom u operatora na g. Prema
tome, f je rekurzivna funkcija. O
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Korolar 1.1.28. Neka je k € N\{0} te neka je S € N**! rekurzivan skup takav da za svaki
x € N¥ postoji y € N takav da je (x,y) € S. Tada postoji rekurzivna funkcija f : N¥ — N
takva da je (x, f(x)) € S,Vx € NX,

Dokaz. Funkcija f iz propozicije|l.1.27|je oCito traZzena funkcija. O

Propozicija 1.1.29. Neka je D skup svih (x,y) € N? takvih da x | v, tj. takvih da x dijeli y.
Tada je D rekurzivan skup.

Dokaz. Neka su x,y € N. Pretpostavimo da je x > 1. Iz propozicije|1.1.20|slijedi

ost(y,x) =0 & x| y. (1.2)
No, iz definicije funkcije ost slijedi da relacija (I.2) vrijedi i ako je x = 0. Dakle, (L.2)
vrijedi za sve x,y € N, iz Cega slijedi

XD(x’ }’) = @(OSt(y’ .X'))

Prema tome, D je rekurzivan skup. O
Neka je  skup svih prostih brojeva.

Teorem 1.1.30. Skup q je rekurzivan.
Dokaz. Neka je D skup iz propozicije (1.1.29] Nekaje S = {(x,y) e N* | (y,x) € Diy >

1ili x < 1}. Tvrdimo da je S rekurzivan skup. Definirajmo
D ={(x,y) e N?|(y,x) €D}, E={(x,y) e N? |y > 1}i F = {(x,y) e N> | x < 1}.
Vrijedi
X (%, ) = xp(, %) = xp(3(x, ), [ (x,)),
pa je xp rekurzivna funkcija kao kompozicija rekurzivnih. Dakle, D’ je rekurzivan skup.
Nadalje,
Xe(x,y) =sgly = 1), xr(x,y) = sglx — 1),

iz Cega slijedi da su E 1 F rekurzivni skupovi. Po definiciji skupova S,D",E 1 F slijedi
S = (D' NE)U F. Prema propoziciji [1.1.23| S je rekurzivan skup. Uocimo da za svaki
x € N postoji y € N takav da je (x,y) € S. Definirajmo

d:N - Nsd(x)=puy((x,y) €S).

Prema propoziciji 1.1.27|d je rekurzivna funkcija. Uocimo da je d(x), za x > 1 najmanji
broj veci od 1 koji dijeli x. Stoga za x > 2 vrijedi

X prost & d(x) = x.
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Tada je
f=GNn{xeN|x>1},

gdje je G = {x € N | d(x) = x}. Skup G je rekurzivan jer je y(x) = sg | d(x) — x |, stoga je
q rekurzivan kao presjek dva rekurzivna skupa. O

Neka su po, p1, .. . prosti brojevi redom. Dakle, py = 2,p; =3,...

Propozicija 1.1.31. FunkcijaN — N, y = p, je rekurzivna.
Dokaz. Definirajmo g : N — N sa

g(x) =pz(zeTix<2).
Iz propozicije slijedi da je g rekurzivna funkcija. Definirajmo 4 : N — N's

h(0) = 2,
h(y + 1) = g(h(y)).

Primjetimo da je h(y + 1) = (g o If)(h(y), y). Dakle, slijedi da je funkcija & rekurzivna.
Uoc¢imo: h(y) = p,, ¥y € N. Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Neka je e : N> — N funkcija definirana sa

() {eksponent kojim p; ulazi u rastav broja x na proste faktore , akoje x> 1,
e(x, i) =

0 , akoje x=0.
Propozicija 1.1.32. Funkcija e je rekurzivna.
Dokaz. UoCimo da za sve x,i € N vrijedi
e(x,i) = uy(p)" & xili x = 0). (1.3)
Nekaje E = {(x,5,y) | p)*" 1 x}. Skup E je rekurzivan jer je

xe(x1,) = xpe(p™, %),

pri ¢emu je D skup iz propozicije [1.1.29, Skup {(x,i,y) € N* | (x,i,y) € E ili x = 0} je
rekurzivan kao unija dva rekurzivna skupa. Sada iz relacije (1.3) i propozicije|1.1.27|slijedi
da je e rekurzivna funkcija. O

Propozicija 1.1.33. Neka je f : N — N funkcija definirana na sljedeci nacin:
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max{n e N | p, | x} , akoje x> 2,
f(x)={ P g

, akoje xe€{0,1}.
Tada je f rekurzivna funkcija.

Dokaz. Indukcijom lako dobivamo da je x < p,, za svaki x € N. Neka je x € N, x > 2.
Neka je n € N najveéi broj takav da p,, | x. [zn < p, slijedi n < x. Neka je i € N najmanji
broj takavda p,.; | x. Tadajex __ i =n.

Definirajmo funkciju g : N — N sa

g(x) = pi(px—i | x ili x = 1).

Tada je f(x) = x _ g(x), Yx € N. Stoga je dovoljno dokazati da je g rekurzivna funkcija.
Definirajmo skup S = {(x, i) | px—; | x}. Vrijedi ys(x,i) = xp(px—i, X), pri ¢emu je D skup
iz propozicije [I.1.29] iz ¢ega slijedi da je S rekurzivan skup.

Neka je T = {(x,i) | x = 1}. Tada vrijedi y7(x,7) = sg(]x — 1|), pa je T rekurzivan skup.

Iz definicije skupova S i T i definicije funkcije g slijedi da je g(x) = ui((x,i) € S UT),
pa iz propozicije slijedi da je g rekurzivna funkcija. Time je tvrdnja propozicije
dokazana. O

Definicija 1.1.34. Neka su k,n € N\{0}. Za funkciju f : N* — N" kazemo da je rekurzivna
ako su komponentne funkcije od f rekurzivne, tj. ako su rekurzivne funkcije fi,...,f, :

NK — N takve da je f(x) = (fi(x),..., fu(x)),Vx € NX,
Uocimo sljedece:

Ako su k,n € N\{0}i f : N¥ - N" g : N" — N funkcije, ondaje go f : N - N
kompozicija funkcija g, fi, ..., f, gdje su fi, ..., f, komponentne funkcije od f.

Iz ovoga slijedi da je g o f rekurzivna funkcija ako su f i g rekurzivne funkcije.

Nadalje, ako je [ € N\{0} i ako je g : N* — N, onda su komponentne funkcije od g o f
upravo funkcije g, o f,...,g 0 f gdje su gy, ..., g komponentne funkcije od g. Stoga je
g o f rekurzivna funkcija ako su f i g rekurzivne funkcije.

Definicija 1.1.35. Neka je n € N\{0}. Za skup S C N¥ kaZemo da je rekurzivno prebrojiv
ako je S = 0 ili ako postoji rekurzivna funkcija f : N — N¥ takva da je S = Im(f).

Primjer 1.1.36. 1) Skup N je rekurzivno prebrojiv jer je N = Im(1}).

2) Skup N? je rekurzivno prebrojiv jer je N> = Im(f), gdje je f : N — N? definirana sa
f(x) = (e(x,0), e(x, 1)) pri demu je e funkcija iz propozicije
Naime, ocito su komponentne funkcije od f rekurzivne, pa je i f rekurzivna funkcija,
a za sve (a,b) € N? vrijedi f(2¢ - 3%) = (a, b), iz Cega slijedi N* = Im(f).
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3) Neka je n € N\{0}. Tada je N" rekurzivno prebrojiv skup, sto dobivamo na isti nacin
kao pod 2).

Primjer 1.1.37. Neka je S C N rekurzivan skup. Tada je S rekurzivno prebrojiv.
To je ocito za S = 0. Ako je S neprazan, odaberimo neki sy € S i definirajmo f : N — N
sa

X , akoje xeS§,
f0 = . i
so , akoje xe€S* .

Tada iz propozicije|l.1.25|slijedi da je f rekurzivna funkcija, a ocito je Im(f) = S.

Propozicija 1.1.38. Neka je n € N\{0} te neka je S C N" rekurzivan skup. Tada je S
rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Ako je S = 0, tvrdnja je jasna.

Pretpostavimo da je S neprazan. Odaberimo sy € S. Imamo sy = (sy,...,5,), gdje su
s1,...,5;, € N. Neka je w : N — N" rekurzivna surjekcija (takva funkcija postoji jer je N
rekurzivno prebrojiv skup). Definirajmo f : N — N” sa

o = {w(x) , ako je w(x) € S,

So , inace .

Tvrdimo da je f rekurzivna funkcija te da je Im(f) = S.

Ocito je Im(f) € S. S druge strane, ako je s € S, onda postoji x € N takav da je w(x) = s.
Tada je f(x) = w(x) = s, dakle s € Im(f). Prema tome, Im(f) = S.

Neka su fi,..., f, komponentne funkcije od f te wy,...,w, komponentne funkcije od w.
Nekajei € {1,...,n}. Tada je

wi(x) , akoje w(x) € S,
ﬁ(X)={ o
S; , inace .

Nekaje T = {x € N | w(x) € §}. Tada je yr(x) = xs(w(x)), tj. xr = xs o w. Stoga je yr
rekurzivna funkcija, tj. T je rekurzivan skup.
Ocito je

£) wi(x) , akoje xeT,
i\X) = .
S; , akoje xe€TC .
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1z propozicije slijedi rekurzivnost od f;. Time smo dokazali da su sve komponentne
funkcije od f rekurzivne, tj. f je rekurzivna i time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Propozicija 1.1.39. Neka su k,n € N\{0} te neka je f : N* — N" rekurzivna funkcija. Neka
je S C NF rekurzivno prebrojiv skup. Tada je f(S) rekurzivno prebrojiv skup u N".

Dokaz. Ako je S = 0, tvrdnja je jasna.

Inace, postoji rekurzivna funkcija g : N — N* takva da je Im(g) = S. Promotrimo funkciju
fog: N — N" To je rekurzivna funkcija i vrijedi f(S) = Im(f o g). Dakle, f(S) je
rekurzivno prebrojiv skup. O

Korolar 1.1.40. Neka su k,n € N\{0} i neka je S neprazan podskup od N". Tada je S
rekurzivno prebrojiv ako i samo ako postoji rekurzivna funkcija f : N* — N" takva da je
S = Im(f).

Dokaz. Ako je S = Im(f), gdje je f : N¥ — N” rekurzivna funkcija, tada je prema
prethodnoj propoziciji S rekurzivno prebrojiv skup, naime S = f(N).

Obratno, neka je S rekurzivno prebrojiv. Tada postoji rekurzivna funkcija f : N — N”
takva da je S = Im(f). Neka je G : N¥ — N neka rekurzivna surjekcija (npr. g = I’l‘) .
Tada je f o g : N¥ — N" rekurzivna funkcijaiIm(fog) = S. i

Teorem 1.1.41. [Teorem o projekciji] Neka su k,n € N\{0} te neka je T rekurzivno pre-
brojiv skup u N Neka je S skup svih x € N¥ za koje postoji y € N" takav da je (x,y) € T.
Tada je S rekurzivno prebrojiv podskup od NF,

Dokaz. Neka je p : N¥" — N¥ definirana sa

p(ala LU aak3ak+la LEC aan) = (ab LR 9ak)'
Ocito je p rekurzivna funkcija (komponentne funkcije od p su projekcije N¥* — N).
Tvrdimo da je S = p(T).
Neka je x € §. Tada postoji y € N" takav da je (x,y) € T. OCito je x = p(x,y), tj. x € p(T).
Obratno, ako je x € p(T) onda postoji a € T takav da je x = p(a). Imamo

a= (ala"~’ak’ak+17"~aan)7

gdijesua; € NNVi = 1,...,k+n. Iz x = p(a) slijedi x = (ay,...,a;). Oznatimo y =
(Ags1s---»aren). Tadaje (x,y) € T. Dakle, x € S. Time smo dokazali daje S = p(T).
Iz propozicije|1.1.39|slijedi da je S rekurzivno prebrojiv skup. O
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1.2 Rekurzivne funkcije u Z

Definicija 1.2.1. Neka je k € N\{0}. Za funkciju f : N* — Z kaZemo da je rekurzivna ako
postoje rekurzivne funkcije a,c : N* — N takve da je f(x) = (—=1)°™ - a(x),¥x € NF,

Lema 1.2.2. Neka je k € N\{0} te f : N* — Z. Tada je f rekurzivna funkcija ako i samo
ako postoje rekurzivne funkcije u,v : N* — N takve da je f(x) = u(x) — v(x), Vx € NX,

Dokaz. Neka je f rekurzivna funkcija. Tada postoje rekurzivne funkcije a,c : N¥ — N
takve da je f(x) = (=1)°™ - a(x),Yx € N*. Tada za svaki x € N* imamo

) = (=D - a(x) = ya(e(x)) - ax) = yae(c(x)) - a(x).

Tada za u, v : N¥ — N definirane s

u(x) = xon(c(x)) - a(x)
1v(X) = yons1(c(x)) - a(x)

vrijedi da su rekurzivne i da je f(x) = u(x) — v(x).
Obratno, pretpostavimo da postoje rekurzivne funkcije u,v : N¥ — N takve da je f(x) =
u(x) — v(x). Neka je S = {x € N¥ | u(x) < v(x)}. Skup S je rekurzivan jer je

Xs(x) = sg(v(x) — u(x)).

Nadalje, neka je a : N¥ — N funkcija definirana sa a(x) =| u(x) — v(x) |. Funkcija a je
rekurzivna kao kompozicija funkcije iz korolara[I.1.16]i funkcija u i v.

Vrijedi f(x) = (=1)5% . a(x).

Zakljucak: f je rekurzivna funkcija. O

Uocimo sljedece:

o Ako je f : N¥ — N rekurzivna funkcija, onda je f rekurzivna i kao funkcija N* — Z.

e S druge strane, ako je f : N* — N rekurzivna kao funkcija N* — Z, onda je rekur-
zivna i kao N* — N. Naime, iz f(x) = (=1)°¥ - a(x), gdje su a,c : N* — N rekurzivne
funkcije slijedi

f) =1 f() =] (=D - a(x) |=] a(x) |= a(x).

Dakle, f = a, tj. f je rekurzivna funkcija.
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1.3 Rekurzivne funkcije u Z

Propozicija 1.3.1. Neka je k € N\{0} te neka su f,g : N* — Z rekurzivne funkcije. Tada
su rekurzivne i funkcije —f,f + g, f - g : Nk = Z.

Dokaz. Neka su a,a’,c,c’ : N¥ — N rekurzivne funkcije takve da je

f(x) = (=D - a(x),
) = (=)D ad'(x).
Vrijedi:

—f(x) = (=) a(x),
F(x) - g(x) = (=)D L q(x) - ' (x),
pajejasnodasu —fi f-g rekurzivne funkcije N* — Z. Prema lemi postoje u,u’ v,V :
N*F — N rekurzivne funkcije takve da je f(x) = u(x) — v(x)i g(x) = u’(x) — V' (x).
Tada je

J) + 8(x) = u(x) = v(x) + u'(x) = v'(x)
= (u(x) + u'(x)) — (v(x) +V'(x))
= (u+u)(x) = (v +V)(),

pa iz leme slijedi da je f + g rekurzivna funkcija. O
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1.4 Rekurzivne funkcije u Q

Definicija 1.4.1. Neka je k € N\{0}. Za funkciju f : N* — Q kazemo da je rekurzivna ako
postoje rekurzivne funkcije a,b,c : N* — N takve da je b(x) # 0 i

a(x)
b(x)’

Ocito je f : N¥ — Q rekurzivna funkcija ako i samo ako postoje rekurzivne funkcije

El:Nk—>Zib:Nk—>Ntakvedajeb(x)¢0if(x)—bﬁ ; ¥x e NK.

Propozicija 1.4.2. Neka je k € N\{0} te neka su f,g : N* — Q rekurzivne funkcije. Tada
su—f,Ifl.f +gif-grekurzivne funkcije.

fo) = (=1 ,Vx e N~

Dokaz. Nekasu a,b,c : N¥ — N rekurzivne funkcije takve da je b(x) # 01 f(x) = (=1)°®@ . %-
Tada je
_ — (_ 1)+ | @
S =1 bx)’
1) a(x)
fl=(=1)"- b0’

pajejasno dasu—fi| f | rekurzivne funkcije.
Neka su @, : N — Z i bbb’ : N¥ — N rekurzivne funkcije takve da je b(x) # 0 i

flx) = bg ; b(x)#0ig(x) =2 Ex; Tada je
_a(x)b'(x) + a' (x)b(x)
S +g(x) = bOb () ;
aod (x)
f(x)-g(x) = bb (1)’
pa iz propozicije [I.3.1]slijedi da su f + g i f - g rekurzivne funkcije. m|

Propozicija 1.4.3. Neka je k € N\{0} te neka je f : N* — Q rekurzivna funkcija. Neka je
S=xeN|fx)>0, T={xeN|fx)=0}iV ={xeN| f(x)>0}. Tada su
skupovi S,T i V rekurzivni.

a

Dokaz. Nekasu a,b,c : N¥ — N rekurzivne funkcije takve da je b(x) # 01 f(x) = (=1)"@ . D)
X

Vx € N,
Vrijedi
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x€S e (-1)™. % >0 & c(x) € 2N a(x) > 0.
X
Stoga je ys(x) = yan(c(x)) - sg(a(x)) pa je S rekurzivan skup.
Nadalje, x € T < a(x) = 0 pa je yr(x) = sg(a(x)), stoga je i T rekurzivan skup.
Iz V =8 UT slijedi da je 1 V rekurzivan skup. O

Korolar 1.4.4. Neka je k € N\{0} te neka su h,g : N* — Q rekurzivne funkcije. Tada su
skupovi {x € N* | h(x) < g(x)}, {x € N¥| h(x) = g(x)} i {x € NF | h(x) < g(x)} rekurzivni.

Dokaz. Ovo slijedi kada prethodnu propoziciju primjenimo na f = g — h (koja je rekur-
zivna prema propoziciji|l.4.2)). O

Propozicija 1.4.5. Neka su k,n € N\{0} te neka su h : N* — N" i f : N' — Q rekurzivne
funkcije. Tada je i funkcija f o h : N¥ — Q rekurzivna.

Dokaz. Neka su a,b,c : N" — N rekurzivne funkcije takve da je b(x) 1( DC(X) . bzx;
X
za svaki x € N”,

Tada za svaki x € N* vrijedi

o — _ o 1\eh(x) a(h(x)) 1y (com)) (a o h)(x)
(F 0 100 = f(h) = (=1 08 = (e 2l

Funkcije a o h,b o h,c o h : N* — N su rekurzivne pa je f o h : N¥ — Q rekurzivna
funkcija. O
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1.5 Rekurzivne funkcije u R

Definicija 1.5.1. Neka je k € N\{0} te neka je f : N* — R funkcija koja ima svojstvo da
postoji rekurzivna funkcija F : N*' — Q takva da je

|f(x) = F(x,i)] <27, Vxe N' | VieN.

Tada za f kaZemo da je rekurzivna funkcija (kao funkcija N* — R), a za F kazZemo da je
rekurzivna aproksimacija od f.

Uocimo sljedeée: svaka rekurzivna funkcija N* — Q je rekurzivna i kao funkcija

N — R. Naime, ako je f : N* — Q rekurzivna funkcija tada je F : N**' — Q definirana s
F(x,i) = f(x),Vx € N* | Vi € N rekurzivna aproksimacija od f (rekurzivnost od F slijedi
iz prethodne propozicije).

Primjer 1.5.2. Funkcija f : N — R, f(x) = vx je rekurzivna. Dokazimo to.
Definirajmo g : N — Q, g(k) = e(e,fkl)oil , gdje je e funkcija iz propozicije|l.1.32} OCcito je
g rekurzivna funkcija. Nadalje, jasno je da je Im(g) = Q N [0, +00) . Neka su x,i € N.
Tada postoji r € Q,r > 0 takav da je r < \x < r + 27, Stoga postoji k € N takav da je

g(k) < \x < g(k) + 27, iz fega slijedi
g(k)? < x < (g(k) + 272

Neka je .
S ={(x,i,k) e N’ | g(k)* < x < (g(k) +27)*}.
Neka su
S1 ={(x,i,k) e N’ | g(k)* < x}

S, ={(x,i,k) e N* | x < (g(k) + 27)*}.

OcitojeS =51 NS,.

Iz propozicija[l.4.2) [1.4.5], [I.1.17)i korolara slijedi da su S| i S, rekurzivni skupovi.
Stoga je i S rekurzivan.

Pokazali smo da za sve x,i € N postoji k € N takav da je (x,i,k) € S. Iz korolara
slijedi da postoji rekurzivna funkcija ¢ : N*> — N takva da je (x,i,¢(x,i)) € S , Vx,i € N.
Neka su x,i € N. Tada je

glo(x, D)) < x < (gle(x, i) + 27)?
iz Cega slijedi

glep(x, 1) < Vx < gle(x, i) + 27",
Stoga je

| Vx = g(p(x, D)l <27, Vx,i €N,

Prema tome, g o ¢ je rekurzivna aproksimacija od f , tj. f je rekurzivna funkcija.
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Propozicija 1.5.3. Neka je k € N\{0} te neka su f,g : N* — R rekurzivne funkcije. Tada
su rekurzivne i funkcije —f,|f], f + g : NF = R.

Dokaz. Neka su F 1 G rekurzivne aproksimacije od f'1 g.
Neka su x € N*ii € N, Tada je

| = f() = (=F(x, D)l = |f(x) = F(x, )] <27,

Iz ovoga zakljucujemo da je —F rekurzivna aproksimacija od f.
Neka su u,v € R. Tada je
lu| =lu—v+v| <|u—vl+

pa je
lul — V] < u — .
Isto tako
Wl = ful < v —ul =lu-vl
Stoga je

llul = Il < Jue = .
Koriste¢i ovu nejednakost dobivamo da za svaki x € N¥ i svaki i € N vrijedi
If () = |F(x, )l < |f(x) = F(x, i)l <27,

tj. |F| je rekurzivna aproksimacija od |f].
Neka su x € N*ii € N. Tada je

[F()+8(x0)~(F(x, )+G(x, )] = | f(x)~F(x, )+g(x)=G(x, D] < |f(0)~F(x, Dl+|g(x)~G(x, i) < 227",

Dakle, |(f + g)(x) — (F + G)(x,i)| <227,
Definirajmo H : N¥*! — Q sa H(x,i) = (F + G)(x,i + 1).
Funkcija H je rekurzivna prema propozicijama i Zasve x € N¥ij € N vrijedi

I(f + g)(x) — H(x,i)| <2-270D =27,
Iz ovoga zakljucujemo da je f + g rekurzivna funkcija. O

Propozicija 1.5.4. Neka je k € N\{0} te neka je f : N* — R rekurzivna funkcija. Tada je
skup {x € N¥| f(x) > 0} rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Oznalimo ovaj skup sa S.
Bududi da je f rekurzivna postoji rekurzivna aproksimacija F : N¥*! — Q od f. Dakle, za
svaki x € N¥ | j € N vrijedi

lf(x) = F(x, )l < 27"
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Iz ovoga slijedi _ _
f(x)—F(x,i) <27 i F(x,i)— f(x) <27,

pa je ,
f(x) =27 < F(x,0) (1.4)
F(x,i)—27" < f(x). (1.5)
Pretpostavimo da je x € N* takav da je f(x) > 0. Tada postoji i € N takav da je
227 < f(x)
iz Cega slijedi . 4
27 < f(x)—27".
Iz (T.4) slijedi
27 < F(x,i).
Obratno, pretpostavimo da postoji i € N takav da je 277 < F(x, i).
Tada je ‘
0< F(x,i)—2"
paiz (1.5) slijedi
f(x) > 0.
Zakljucak: ’
f(x) >0 JdieN takavdaje 27" < F(x,i). (1.6)

Nekaje T = {(x,i) | xe N* | ie N, 27 < F(x,i)}.
Iz (1.6) zakljucujemo da vrijedi ekvivalencija

x€S & JdieN takavdaje (x,i) €T,
tj.
S = {x e N¥| 3i e N takav da je (x,i) € T}.

Dovoljno je stoga pokazati da je T rekurzivno prebrojiv, naime tada ¢e iz teorema o pro-
jekciji (1.1.41) slijediti da je S rekurzivno prebrojiv.

Definirajmo G : N*! — Qsa G(x,i) =27, x e N}, i e N
Tada je
1
G 5 ) = —1 0 it
(i) = (=1 5
iz Cega je jasno da je G rekurzivna funkcija.
Vrijedi
T ={(x,i) € N*' | G(x,i) < F(x,i)}
pa je prema korolaru[1.4.4] T rekurzivan skup. Posebno, T je rekurzivno prebrojiv, dakle S
je rekurzivno prebrojiv. O
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Korolar 1.5.5. Neka je k € N\{0} te neka su f,g : N* — R rekurzivne funkcije. Tada je
skup {x € N*| f(x) < g(x)} rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Neka je x € N, Tada je

f(x) < g(x) &= g(x) - f(x) > 0.

Funkcija g — f je rekurzivna prema propoziciji [1.5.3| pa iz prethodne propozicije slijedi
tvrdnja korolara. O

Neka je x realan broj. Tada za svaki i € N interval {x — 27", x + 27") sadrzi racionalan broj
pa odaberimo racionalan broj q; iz tog intervala.
Slijedi |x — g;| < 27'. Dakle, postoji funkcija f : N — Q takva da je |x — f(i)| < 27,Vi € N.

Definicija 1.5.6. Za realan broj x kazemo da je rekurzivan ako postoji rekurzivna funkcija
f:N — Qtakvadaje |x — f(i)] < 27", Vi € N.

Propozicija 1.5.7. Neka je a € R. Tada je a rekurzivan broj ako i samo ako je a u slici
neke rekurzivne funkcije N* — R | za k € N\{0}.

Dokaz. Pretpostavimo da je a rekurzivan broj.
Tada postoji rekurzivna funkcija f : N¥ — Q takva da je |x — f(i)] <27, Vi € N.
Definirajmo funkciju g : N —- R, g(x) =a, Yx e N.
Tvrdimo da je g rekurzivna.
Definirajmo G : N> — Q, G(x,i) = f(i). O¢&ito je G rekurzivna funkcija te za sve x,i € N
vrijedi
lg(x) = G(x, Dl = la — f()I <27".
Iz ovoga zakljuCujemo da je g rekurzivna funkcija.
Jasno je da je a u slici od g.

Obratno, neka je a u slici rekurzivne funkcije g : N¥ — R, za neki k € N\{0}. Tada
postoji xo € N¥ takav da je g(xo) = a.

Neka je G : N¥*! — Q rekurzivna aproksimacija od g i neka je f : N — Q funkcija defini-
rana s f(i) = G(xo, ).

Ocito je f rekurzivna. Vrijedi

|g(X0) - G(.X(), l)| < 2_i ’ Vie N i

paje _
la— f)l <27, VieN.

Prema tome, a je rekurzivan broj. O
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Primjer 1.5.8. 1) Svaki racionalan broj je rekurzivan.
Naime, ako je a € Q, onda je konstantna funkcija f : N¥ — Q, f(x) = a o¢ito
rekurzivna, pa je rekurzivna i kao funkcija N* — R. Iz prethodne propozicije slijedi
da je a rekurzivan broj.

2) +/x je rekurzivan broj za svaki x € N. To slijedi iz primjera i prethodne propozi-
cije.

Primjer 1.5.9. Neka je o : N — Q funkcija definirana s a(i) = (=1)°®2 . %

Ocito je a rekurzivna funkcija.

Nadalje, ako je r € Q, onda je r = (—1)° - baj , za neke a,b,c € N, pa je a(2% - 3% . 5°) =

DA =r.

b+1
Prema tome, « je surjekcija.

Propozicija 1.5.10. Neka je o : N — Q funkcija iz prethodnog primjera. Neka je x € R .
Tada je x rekurzivan broj ako i samo ako postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da
vrijedi

= a(f@)l <27

Dokaz. Pretpostavimo da postoji funkcija s navedenim svojstvom. Neka je

g=aof

Tada je g : N — Q rekurzivna funkcija te za svaki i € N vrijedi
x - g(i)l <27,

Stoga je x rekurzivan broj.
Obratno, pretpostavimo da je x rekurzivan broj. Tada postoji rekurzivna funkcija h : N —
Q takva da vrijedi
lx — h()| <27, Vie N.
Neka je i € N. Tada postoji j € N takav da je a(j) = h(i).
Neka je
S =1 ) 1 h@) = a())}.
Prema korolaru S je rekurzivan skup.
Budu¢i da za svaki i € N postoji j € N takav da je (i, j) € S prema korolaru[1.1.28| postoji
rekurzivna funkcija f : N — N takva da je (i, f(i)) € S,Vie N .
Stoga je h(i) = a(f(i)), Vi e N paje

Ix —a(f(i)| <27, VieN,

¢ime je tvrdnja propozicije dokazana. O



Poglavlje 2

Izracunljivi metricki prostori

2.1 Metricki prostori

Definicija 2.1.1. Neka je X neprazan skup te neka je d : X X X — R funkcija koja ima
sljedeca svojstva:

1. (nenegativnost) d(x,y) >0, Vx,y€ X,

2. (pozitivna definitnost) d(x,y) =0 & x=y ,VYx,yeX,

3. (simetricnost) d(x,y) =d(y,x) , Yx,y € X,

4. (nejednakost trokuta) d(x,y) <d(x,z)+d(z,y), VYx,y,z € X.

Tada za d kazemo da je metrika na skupu X , a za uredeni par (X, d) kaZemo da je metricki
prostor.

Primjer 2.1.2. Neka je d : R X R — R funkcija definirana s
d(x,y) = |x = yl.

Tada je d metrika na R.
Prva tri svojstva iz definicije su ocita, dokaZimo cetvrto.
Neka su x,y,z € R. Tada je

dx,y)=lx—yl=lx+z-z-y=lx-2)+@-yI<|x—z2+lz -yl =d(x2) +dzYy).
Za d kaZemo da je euklidska metrika na R.

Primjer 2.1.3. Neka je V realni vektorski prostor nad R te neka je || - || : V — R norma na
V. Neka jed : V XV — R funkcija definirana sa

d(x,y) = [lx = yll.

27
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Tada je d metrika na V, sto dobivamo na isti nacin kao u prethodnom primjeru.
Za d kazemo da je metrika inducirana normom || - ||.

Primjer 2.1.4. Neka je n € N\{0} te neka je || - || euklidska norma na R" , tj.

o1l = x4+ 2

Neka je d metrika na R" inducirana ovom normom.
Tada za x,y e R" , x = (x1,..., %), y=O1,...,y) vrijedi

d(x,y)) = |lx = yll,
pa je

d(x,y) = N = y)? 4+ (= Y
Za d kaZemo da je euklidska metrika na R".

Definicija 2.1.5. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je A C X. Za A kaZemo da je gust
skup u metrickom prostoru (X, d) ako za svaki x € X i svaki € > 0 postoji a € A takav da je
d(x,a) < e.

Primjer 2.1.6. Neka je d euklidska metrika na R. Tada je Q gust skup u metrickom prostoru
R, d).
Naime, ako su x € Ri € > 0, tada je x < x + € pa postoji a € Q takav da je

x<a<x+e
iz Cega slijedi
O<a-x<e.
Stoga je
dla,x)=la—x|=a—x<e.

Primjer 2.1.7. Opcenitije, ako je n € N, n > 1 te d euklidska metrika na R", onda je Q"
gust skup u metrickom prostoru (R", d). DokaZimo to.

Neka je x € R", x = (x1,...,x,). Neka je € > 0.

Neka jeie{l,...,n}.

Iz prethodnog primjera slijedi da postoji q; € Q takav da je

€
lxi —qil < — .

\n
Neka je g = (q1, . ..,q,). Tada je

d(X,Q)Z\/(xl—q1)2+~-+(x,,—qn)2< %4...._,_6_:6.
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2.2 Izracunljivi metrickKi prostori

Definicija 2.2.1. Neka je (X, d) metricki prostor te (x,) niz u X. Za niz (x,) kaZemo da je
gust u metrickom prostoru (X, d) ako je njegova slika, tj. skup {x, | n € N} gust skup u
(X, d).

Definicija 2.2.2. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je a = («;) gust niz u (X, d) takav
da je funkcija N* — R,
(i, j) = d(a;, 05/)

rekurzivna. Tada za uredenu trojku (X, d, @) kaZemo da je izracunljiv metricki prostor.

Definicija 2.2.3. Neka je (X, d, ) izracunljiv metricki prostor te neka je xy € X. KaZemo
da je xy izracunljiva tocka u (X, d, «) ako postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da
je d(xo, le(i)) <27 , Yie N,

Primjer 2.2.4. Neka je d euklidska metrika na R te neka je a niz u R definiran sa a; =

(_1)e(i,2) . _e(i,0)
eG)+1"
Niz (a;) je gust u (R, d) jer je {a; | i € N} = Q.

Nadalje, promotrimo funkciju y : N> — R definiranu sa
Y@, J) = d(a’i’a’j)-
Neka su F,G : N*> — Q funkcije definirane sa
F@Q, j) =a@®), GG, )) = a()).
Ocito je da su F i G rekurzivne funkcije te da vrijedi
v, ) =1FG, j) -GG I, Vi, jeN.

Iz ovoga slijedi da je y rekurzivna kao funkcija N*> — Q pa je rekurzivna i kao funkcija
N? > R.

Prema tome, (R, d, ) je izracunljiv metricki prostor.

Neka je x € R. Tada je prema propoziciji x rekurzivan broj ako i samo ako je x
izracunljiva tocka u (R, d, @).

Definicija 2.2.5. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor te neka je (x,) nizu X. Za
(x,) kazemo da je izraéunljiv niz u (X,d, ) ako postoji rekurzivna funkcija F : N> — N
takva da je

d(x,, ¥piy) <27, Yn,i e N,

Uocimo sljedece: Ako je (x,) izracunljiv niz u (X,d, @), onda je za svaki n € N tocka
X, izracunljiva u (X, d, ).
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Primjer 2.2.6. Neka je (X,d, ) izracunljiv metricki prostor. Tada je « izracunljiv niz u
(X,d,@). Cak Stovise, ako je f : N — N rekurzivna funkcija onda je (« 1(i))ien 1zracunljiv
nizu (X, d, ).

Naime, ako je F : N? 5 N, F(@i,k) = f@), Vi,k € N, onda je

d(a ), @pix) =0 < 2% VikeN,

Lema 2.2.7. Neka je k € N\{0}, f : N* = R funkcija te F : N**! — R rekurzivna funkcija
takva da je '
If(x) — F(x,i)] <27, ¥xe N, VieN.

Tada je f rekurzivna funkcija.

Dokaz. Nekaje F’ : N¥*2 — Q rekurzivna aproksimacija od F.
Tada je .

|F(x,i) — F'(x,i, )] <27, ¥xeNt, Vi, jeN.
Posebno, za svaki x € N¥,i € N vrijedi

2
|[F(x,i+1)—F'(x,i+1,i+ 1) < >

te takoder iz pretpostavke leme zaklju¢ujemo
—i

lf(x) = F(x,i+1)| < 27

Koristeci posljednje dvije nejednakosti dobivamo
2—i —i )
l[f(x)—F'(x, i+ 1, i+ D] < |[f(x)—F(x, i+ D|+|F(x, i+ ) —F'(x,i+1,i+1)| < 7+7 =27
Dakle, _
lf(x)— F'(x,i+ 1,i+1)]<2™.
Iz ovoga i iz &injenice da je funkcija N¥*!' — Q, (x,i) = F’(x,i+1,i+ 1) rekurzivna slijedi
da je f rekurzivna. O

Propozicija 2.2.8. Neka su k,i € N\{0} te neka su g : N* — N" | f : N* — R rekurzivne
funkcije. Tada je f o g : N* — R rekurzivna funkcija.

Dokaz. Neka je F : N¥*! — Q rekurzivna aproksimacija od f.
Tada za svaki x € N¥ i svaki i € N vrijedi

1f(g(x) = F(g(x), )l <27

Iz ovoga je jasno da je funkcija N¥*! — Q, (x, i) — F(g(x), i) rekurzivna aproksimacija od
fos O
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Propozicija 2.2.9. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor te neka su (x;) i (y;) izracunljivi
nizovi u tom prostoru. Tada je funkcija N> — R,

(i7 .]) = d(xia y[)
rekurzivna.

Dokaz. Nekasua,b,a’,b’ € X te € > 0 takvi da je d(a,a’) < 5id(b,b’) < 5.
Tada je
|d(a,b) —d(a’,b")| < €. (2.1)

Dokazimo to. Imamo

d(a,b) <d(a,a’) + a(d,b)
<d(a,a")+dd,b)+db,b)
<e+dd,b),
dakle

d(a,b) <d(d,b) + €
paje

d(a,b) —dd',b)<e€.

Analogno dobivamo da je
dd,b')—d(a,b) <€

pa zakljuujemo da vrijedi (2.1)).
Neka su F, G : N? — R rekurzivne funkcije takve da je

d(x;, apgp) <27
d(yj, agn) <275, Vi, jkeN.

Neka su i, j,k € N. Tada je

-k 2—k

d(x;, Xpij+1) < -5 d(y;j, ag(jreny) < -

Stoga je prema 1} zaa = x;,d = Apips1), b =Y, 0" = agjpey1 € = 27k
ld(xi,y;) — d(@Fik+1)s Xeaen)] < 27, (2.2)
Neka su f : N> - Ri H : N> — R funkcije definirane sa

fG, ) =dxi,y;),H(, j, k) = d(@pire), @) -
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Prema (2.2)) vrijedi
|f(laj) - H(l’]ak)l < 2_k » VZ,],k eEN.

Zelimo dokazati da je f rekurzivna (to je tvrdnja propozicije).

Prema lemi dovoljno je dokazati da je H rekurzivna.

No, H je kompozicija funkcije N* — N? | (i, j k) = (F(i,k + 1), G(j, k + 1)) i funkcije
N2> - R, (u,v) — d((a,,a,)) pa prema prethodnoj propoziciji zakljuujemo da je H
rekurzivna funkcija. O

Definicija 2.2.10. Neka je (X, d) metricki prostor. Neka je xo € X ter € R, r > 0. Neka je
K(xp,r)={xe X |d(x,xy) <r}.
Za K(xy, r) kaZemo da je otvorena kugla oko x, radijusa r.

Propozicija 2.2.11. Neka je (X, d) metricki prostor, xy,yo € X te r,s > 0. Pretpostavimo
da je d(xo,y9) = r + s. Tada je K(xy,r) N K(yg, s) = 0.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji z € X takav da je z € K(xo, r) N K(yo, $).
Tada je d(xo,z) < rid(yy,2z) < s paje

d(XO’ )’0) < d(X(), Z) + d(Za )’0)
<r+s.

tj.
d(xp,y9) <r+s

Sto je kontradikcija s pretpostavkom propozicije.
Time je tvrdnja dokazana. O

Primjer 2.2.12. Neka je X neprazan skup te neka je d : X X X — R funkcija definirana s

1 ako je x+#y,

d(x,y) =
(x.3) {O ako je x=1y.

Tada je d metrika na X. Dokazimo to.

Jedino netrivijalno svojstvo je nejednakost trokuta. Neka su x,y,z € X.
Ako je x =y, tada je ocito d(x,y) < d(x,z) + d(z,y).

Akoje x #y,ondajez # xiliz # ypajed(x,z) = 1ilid(z,y) = 1 te je

dix,y)=1<d(x,2)+d(zYy) .

Za d kaZemo da je diskretna metrika na skupu X.
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Primjer 2.2.13. Neka je X neprazan skup i d diskretna metrika na X. Neka je xy € X i
r> 0.
Ako jer < 1, onda je K(xo,1r) = {xo}, a ako je r > 1, onda je K(xy,r) = X.

Primjer 2.2.14. Neka je X neprazan skup i d diskretna metrika na X. Neka su xg, yoX ,
Xo # Yo. Nekajer=1, s = 1.

Tada je
K(XO, r) N K(.YO’ S) =0
jer je
K(xo, 1) = {xo} i K(yo, s) = {yo} .
No,

d(xp,y0)=1<2=r+s.
Dakle, opcenito ne vrijedi obrat propozicije|2.2.11

Definicija 2.2.15. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor. Neka je i € N te neka je r
pozitivan racionalan broj. Za K(«;, r) kaZemo da je racionalna otvorena kugla u (X, d, ).

Definicija 2.2.16. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor. Neka je g : N — Q neka
fiksirana rekurzivna funkcija (niz) takva da je

Im(q) = (0, +c0) N Q (npr. q; = e, 0)+ 1

_e(i,1)+1)'

Nadalje, neka su 11, 7, : N — N fiksirane rekurzivne funkcije takve da je

(@), 72(0)) | i € N} = N> (npr. 7,(i) = e(i, 1) , 7a(i) = (i, 2) .

Za i € N definiramo
I; = K(@r,)s 4r2) -

Ocito je 1; racionalna otvorena kugla u (X,d, @) za svaki i € N, ali vrijedi i obratno,

svaka racionalna otvorena kugla u (X, d, @) je oblika I; za neki i € N.
Neka je (A;) niz u X definiran s

Ai = )
te neka je (p;) niz u Q definiran s

Pi = qryi) -
Ocito je (A;) izracunljiv niz u (X, d, @) te je (p;) rekurzivan niz u Q, tj. rekurzivna funkcija
N-Q.
Za svaki i € N vrijedi

L = K(4i, 1) -
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Definicija 2.2.17. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor. Neka su i, j € N. KaZemo
da sul; i I; formalno disjunkini ako je

d(A;, ;) > pi + pj -

Uocimo da je formalna disjunktnost relacija izmedu brojeva i i j, a ne izmedu skupova
L; i I,
Ako su i, j € N takvi da su l; i I; formalno disjunktni, onda je

LNI;=0.
To je direktna posljedica propozicije|2.2.11
Propozicija 2.2.18. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor. Neka je
Q={3,)) e N2 | I, i1; formalno disjunkini} .
Tada je Q rekurzivno prebrojiv podskup od N>,

Dokaz. Nekasui,jeN.
Tada je
(i, )) € Q&= d(A;, ;) > pi +p;j . (2.3)

Prema propoziciji funkcija N> — R, (i, j) +— d(4;,4;) je rekurzivna, a funkcija
N? > R, (i, j) = p; + p; je rekurzivna kao zbroj dviju rekurzivnih funkcija.
Stoga, iz (2.3)) i korolara[I.5.5]slijedi da je Q rekurzivno prebrojiv skup. m|

Propozicija 2.2.19. Neka je (X, d) metricki prostor. Neka su x,y € X , x # y. Tada postoji
r > 0 takav da je
Kx,r)yNK(y,r)=0.

Dokaz. Ovo slijedi direktno iz propozicije[2.2.11] naime dovoljno je uzeti pozitivan broj r
takav da je

d(x,y)
r< 5
Sto moZemo jer je d(x,y) > 0.
Tada je
r+r<dx,y).

O

Propozicija 2.2.20. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor te x,y € X , x #y. Tada
postoje i, j € N takvi da su l; i I; formalno disjunkini te takvida su x € I; i y € 1.
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Dokaz. Neka je r € Q takav da vrijedi

d(x,y)
O<r< 1

Buduci da je @ gust niz u (X, d) zakljuCujemo da postoje v, w € N takvi da je

dx,a,)<ridy,a,)<r.

Neka je v € N takav daje g, = r.
Ocito je x € K(a,,q,) 1y € K(ay, qu)-
Odaberimo i, j € N takve da je

(Tl(i)’ TZ(Z)) = (V, I/l) s

(D, 12()) = (W, u) .
Tadaje @, = A;, qu = pi, @y = A1, = pj.
Stogajex€l;,y el
Tvrdimo da su [; i I; formalno disjunktni, tj. da je

d(A;, ) > pi +p;j -

Pretpostavimo suprotno, tj. da je d(4;, 4;) < p; + p;.

Tada je
d(a,,a,) < 2r.
Imamo
dx,y) <d(x,a,) +d(a,,a,)+dy,a,) <r+2r+r=4r,

dakle

d(x,y) <4r,
tj.

d(x,

(9; y) <

Ovo je u kontradikciji s odabirom broja r. Prema tome, I; i I; su formalno disjunktni.

35

O

Propozicija 2.2.21. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su xy,yy € X i r,s € {0, +o0)

takvi da je d(xy,yo) + s < r. Tada je K(yy, s) € K(xg, ).
Dokaz. Neka je a € K(yy, ). Tada je d(yg,a) < s.
Vrijedi

d(x,a) < d(xo,y0) + d(yo, a) < d(xg,y0) +s <1,
tj.

d(xp,a) <r

paje a € K(xp,r).
Time je tvrdnja dokazana.
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Definicija 2.2.22. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor. Neka su i, j € N. KaZemo
da je 1; formalno sadrzana u 1; i pisemo I; Cr 1; ako vrijedi

dA;, ) +pi < p; .

Uocimo da je ovo relacija izmedu brojeva i i j, a ne skupova.

Iz propozicije|2.2.21|slijedi da 1; Cr 1; povlacil; C 1;.

Lema 2.2.23. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor, neka je i € N te neka je x € 1.
Tada postoji pozitivan racionalan broj r takav da za j € N vrijedi implikacija

XE]Ij,ijrﬁ]Ing]L’.

Dokaz. 1z x € 1; slijedi
d(2;,x) < p; .

Stoga postoji pozitivan racionalan broj r takav da je
d(A;, x)+2r <p;.

Nekaje j € Ntakavdajexe€l;ip; <r.
Tada je
d(/lj,X) <pj.

Imamo
d(/l,,/lj) + 0 < d(/ll,/lj) +r< d(/ll',X) + d(x, /1]) +r< d(/li,X) +2r< pPi -

Dakle,
d(Ai, ) +pj < pi .
Prema tome, I; Cr I; i time je tvrdnja leme dokazana. O

Propozicija 2.2.24. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor, neka su i,i’ € N te neka
Jje x €1; NI Tada postoji j € N takav da je x € 1;, 1; Cp I; i I; Cp Iy

Dokaz. Imamo x € [; 1 x € I pa iz prethodne leme slijedi da postoje pozitivni racionalni
brojevi r 1 7’ takvi da vrijede implikacije

xEI[jiijI”:)]IjQp]Ii,
. ’
xeljip;<r=1,Crly.

Odaberimo k € N takav da je
gr < minf{r, '} .
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Nadalje, odaberimo / € N takav da je
d(x, ) < gy .

Odaberimo j € N takav da je
(k) = (T1()), 72()) -
Tadajex€l;jip;=qi,daklep; <rip; < paslijedil; Cp [;11; Cp Iy O

Propozicija 2.2.25. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor. Tada je skup
(G, ) e N’ |T; Cr I}
rekurzivno prebrojiv.
Dokaz. Neka su i, j € N. Tada je po definiciji
L Crl; &= d(A;,4)) +pi < pj,
pa tvrdnja propozicije slijedi iz korolara O

Propozicija 2.2.26. Neka su n,k € N\{0} te neka je f : N* — N" rekurzivna funkcija.
Neka je Q rekurzivno prebrojiv skup u N". Tada je f~'(Q) rekurzivno prebrojiv u N¥,

Dokaz. Ako je Q = 0, ondaje f~1(Q) = 0, pa je tvrdnja jasna. Pretpostavimo da je Q # 0.
Tada postoji rekurzivna funkcija g : N — N” takva da je Q = g(N) .
Neka je x € N*,

Tada je
xe Q) = fx) e Qe FyeN, f(x)=g0).
Prema tome,
xe Q) e IyeN, (x,y) eT,
gdje je

T ={(x1,. . %) €N flx, .00 = gO)) -

Iz prethodne ekvivalencije i teorema [I.1.41] slijedi da je dovoljno pokazati da je T rekur-
zivno prebrojiv skup.

Nekasu fi,...,f, : N¥ - Nig,...,g, : N - N komponentne funkcije od fi g.
Zaie€{l,...,n}nekaje

Ti = {(xl" --’xk’y) € Nk+l |ﬁ(xl"--’xk) = gl(y)} .

Tada je
T=T,n---NT,.

Skupovi T4, ..., T, su rekurzivni prema propoziciji[I.4.4] pa je T rekurzivan skup. |
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Na isti nacin kao $to smo u prethodnom dokazu dobili da je T rekurzivan skup dokazu-
jemo sljedecu propoziciju:

Propozicija 2.2.27. Neka su k,n € N\{0} te f,g : N* — N” rekurzivne funkcije. Tada je
skup
{x e N| f(x) = g(x)}

rekurzivan.
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2.3 Izracunljivo prebrojivi skupovi

Definicija 2.3.1. Neka je (X,d,a) izracunljiv metricki prostor te neka je S € X. Za S
kaZemo da je izracunljivo prebrojiv u (X, d, a) ako je

{ieN|LNS #0}
rekurzivno prebrojiv podskup od N.

Uocimo da su 0 i X izracunljivo prebrojivi skupovi u (X, d, ).
DokaZimo da definicija izracunljivo prebrojivog skupa u (X, d, @) ne ovisi o izboru funkcija
T T2 1 q (koje su potrebne za definiciju skupova ;).
Neka su 7,7} : N = N rekurzivne funkcije takve da je

N? = ((7}(D), 75(0)) | i € N} .

Neka je g’ : N — Q rekurzivna funkcija cija slika je Q N (0, +o0).
Za i € N neka je
I = K(ar](i)’CI;;(i)) :
Neka je
Q={ieN|LNnS =0}
te neka je

QO ={ieN|INS =0}.

Zelimo dokazati da je Q rekurzivno prebrojiv ako i samo ako je Q' rekurzivno prebrojiv.
Neka je i € N.
Tada postoji j € N takav da vrijedi

(@) =7,
q’r;(i) = gy -
Neka je T skup svih (i, j) € N? takvih da vrijede prethodne dvije jednakosti.
Skup T je rekurzivan kao presjek dva rekurzivna skupa. Znamo da za svaki i € N postoji

Jj € N takav da je (i, j) € T.
Prema korolaru|l.1.28 postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da je

(i,f@)eT,VieN,

Uocimo da iz definicije skupa T slijedi da za sve i, j € N, (i, j) € T povlaci I} = 1;.
Prema tome, I = I, Yi € N.
Stoga je

Q={ieN|[NS #0}={ieN|L;;,NS £0)={ieN|fi)eQ}= Q).
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Dakle,
QO =fFlQ).

Stoga, ako je Q rekurzivno prebrojiv onda iz propozicije slijedi da je Q' rekurzivno
prebrojiv.

Posve analogno dobivamo da rekurzivna prebrojivost od Q' povlaci rekurzivnu prebrojivost
od Q.

Teorem 2.3.2. Neka su k,n € N\{0} te neka je Q rekurzivno prebrojiv podskup od N¥™"
takav da za svaki x € NF postoji y € N" takav da je (x,y) € Q. Tada postoji rekurzivha
funkcija f : N¥ — N" takva da je (x, f(x)) € Q za svaki x € N¥,

Dokaz. OCito je Q neprazan pa postoji rekurzivna funkcija w : N — N takva da je
Q = w(N).
Nekasuw’ : N — NFiw” : N — N” rekurzivne funkcije takve da je w(i) = («’'(i), w”(i)), Vi €
N.
Neka je x € N*,
Tada postoji i € N takav da je

(x,))eT,

pri ¢emu je T skup svih (x, i), gdje su x € N* | j € N takvih da je x = ’(i).
Iz prethodne propozicije slijedi da je T rekurzivan skup pa iz korolara [1.1.28| slijedi da
postoji rekurzivna funkcija ¢ : N* — N takva da je

(x,p(x)) €T, VxeN-.
Stoga je x = w'(p(x)) , Vx € N¥, Iz ovoga slijedi da za svaki x € N¥ vrijedi

(x, " (p(x) = (W' (p(x)), W"(P(x))) = W(p(x)) € Q.
Dakle, (x, f(x)) € Q, VYx € N* pri ¢emu je f : N¥ — N”" definirana s f(x) = w”(¢(x)). 0O

Propozicija 2.3.3. Neka je k € N\{0} te neka su S i T rekurzivno prebrojivi podskupovi od
NX. Tada su i skupovi S UT i S N T rekurzivno prebrojivi.

Dokaz. Akoje S =0ili T = 0, tvrdnja je jasna.
Pretpostavimo da su S i1 7 neprazni.
Tada postoje rekurzivne funkcije f, g : N — N takve da je Im(f) = S i Im(g) = T.
Neka je
Q = {(x,i) e N*! | x = f())}

T ={(x,i) e N | x=g(i)) .
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Prema propoziciji[2.2.27|skupovi Q 1 I su rekurzivni.
Neka je x € N¥.Tada je

xeSUT < xeSilixeT
& di e Ntakav daje x = f(i) ili x = g(i)
& i € Ntakavdaje (x,i) € QUT.

Dakle,
xeSUT < dieNtakavdaje (x,i) e QUT.

Iz teorema o projekciji slijedi da je S U T rekurzivno prebrojiv skup.
Neka je
Q = {(x,i,)) e N2 | x = f(i))
I ={(xd, ) e N“? | x = g(j)} .
Tada su Q' i I rekurzivni skupovi prema propoziciji[2.2.27| te za svaki x € N¥ vrijedi

xeSNT < xeSixeT
« di,jeNtakvidaje x = f(i)ix = g(j)
& i, j e Ntakvidaje (x,i, j)) e Q' NnI".

Dakle,
xeSNT < i, je Ntakvidaje (x,i,j) e Q' NI".

Iz teorema o projekciji slijedi da je S N T rekurzivno prebrojiv skup. O

Teorem 2.3.4. Neka je (X,d, @) izracunljiv metricki prostor te neka je x € X. Tada je x
izracunljiva tocka u (X, d, @) ako i samo ako je {x} izracunljivo prebrojiv skup u (X, d, @) .

Dokaz. Pretpostavimo da je x izracunljiva to¢ka u (X, d, @) .
Tada postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da je

d(x,app) <275, Vke N,
Neka je i € N. Tvrdimo da vrijedi sljedeca ekvivalencija:
x € I; & Jk € N takav da je d(A;, asp) + 275 < p; . (2.4)

Dokazimo to.
Pretpostavimo da je x € [; .Tada je d(x, 4;) < p; , pa postoji k € N takav da je

dx, 1) +2 -2 <p;.
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Vrijedi
d(Ai, as) + 275 < d(A, x) + d(x, apg) + 275 < d(, x) + 275+ 27 < p;
Obrnuto, pretpostavimo da je k € N takav da vrijedi d(4;, @) + 27 < p; . Tada je
d(Ai, X) < d(A, @py) + d(@ gy, X) < d(Aiy @p) + 275 < i .

Prema tome, x € ;.
Time je (2.4) dokazana.
Neka je
T = {(i,k) € N* | d(A;, asp) + 275 < pi)

Nadalje, neka je
S={ieN|Ln{x}+0}.

Uocimo dajei € S & x € [,. Stoga, prema (2.4) vrijedi
i€S & JdkeNtakavdaje (i,k) €T .
Iz definicije skupa T je jasno da je rekurzivno prebrojiv pa iz prethodne ekvivalencije slijedi
da je S rekurzivno prebrojiv. To znaci da je {x} izraCunljivo prebrojiv.
Obratno, pretpostavimo da je {x} izracunljivo prebrojiv skup, tj. skup

S={ieN|Ln{x}#0}

je rekurzivno prebrojiv.

Primjetimo,
S={ieN|xel}.
Neka je
Q={ki)eN|xelip <27}.
Primjetimo,
Q=8"nqQ
gdje je

S’ ={(k,i) e N* | x € I}}
Q = {(k,i) e N* | p; < 275}
Skup €' je rekurzivan prema korolaru[I.4.4] pa je i rekurzivno prebrojiv, a S’ je rekurzivno
prebrojiv prema propoziciji
Naime
S'={(k,i)eN?|ieS}={ki)eN*|Bk,i)eS})=I)"'S).
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Stoga je Q2 rekurzivno prebrojiv skup prema prethodnoj propoziciji.
Neka je k € N. Tada postoji j € N takav da je

d(x,a;) <27,
Odaberimo i € N takav da je

(aj, 27y = (@r,6)s Gr) = (Ain pi)
takav i sigurno postoji.
Vrijedi
d(x, ) =d(x,a;) <2 =p;,

dakle x € I,.

O¢ito je p; < 27, Prema tome, (k, i) € Q.

Dakle, za svaki k € N postoji i € N takav da je (k, i) € Q.

Prema teoremu [2.3.2] postoji rekurzivna funkcija ¢ : N — N takva da je

(k,o(k)) € Q, Yk e N .
Dakle, za svaki k € N vrijedi x € L) i poa) < 275, 4.

&
d(X, @z o) < Poty <27 .

Definirajmo f : N — N, f(k) = 7,(¢(k)).
Ocito je f rekurzivna funkcija 1

d(x, le(k)) < 2_k , Yk eN.
Prema tome, x je izraCunljiva toc¢ka u (X, d, @). O

Definicija 2.3.5. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je U C X. KaZemo da je U otvoren
skup u metrickom prostoru (X, d) ako za svaki x € U postoji r > 0 takav da je K(x,r) C U.

Propozicija 2.3.6. Neka je (X, d) metricki prostor. Tada vrijedi

1. Qi X su otvoreni skupovi u (X, d).

2. Ako je (Uy)aen indeksirana familija otvorenih skupova u (X,d) , onda je | J U, otvoren
skup u (X, d). o

3. Ako su U iV otvoreni skupovi u (X, d), onda je U NV otvoren skup u (X, d).

Dokaz. 1. Tvrdnja ocito vrijedi.
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2. Neka je (U,)qca indeksirana familija otvorenih skupova u (X, d).
Neka je x € UUO,.

€A

Tada postoji o’ € A takav da je x € U, pa postoji r > 0 takav da je
Kx,rCcU, .

Stoga je
K(x,r) C UU“ .

a€A

Time je tvrdnja dokazana.
3. Nekasu U iV otvoreni skupovi u (X, d).
Nekajexe UNV.Tadaje x € Ui x €V papostoje ry, r, > 0 takvi da je
Kx,ri)) CUiK(x,rn)CV.
Uzmimo r = min{ry, r,}. Tada je
Kx,r)CUiK(x,r)CcV
paje
Kx,rycUnV.
Time je tvrdnja dokazana.

O

Propozicija 2.3.7. Neka je (X, d) metricki prostor. Tada je svaka otvorena kugla otvoren
skup u (X, d).

Dokaz. Nekaje x € X ir > 0. Dokazimo da je K(x, r) otvoren skup u (X, d).
Neka je y € K(x, r). Uzmimo r; = r — d(x,y). OCito je r; > 0.

Pokazimo da je K(y,r;) € K(x,r).

Neka je y’ € K(y, ry).

Tada je
dy',x) <d(y,y)+d(y,x) <r +d(x,y)=r.
Dakle,
y € K(x,r)
pa vrijedi

K@,r) C K(x,r).

Time je dokazano da je K(x, r) otvoren skup. O
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Propozicija 2.3.8. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je U C X. Tada je U otvoren
skup u (X, d) ako i samo ako postoji indeksirana familija (B,)qeq 0tvorenih kugla u (X, d)
takvih da je U = | J B,,.

a€A

Dokaz. Ako je U = |J B,, gdje je (By)aeca indeksirana familija otvorenih kugla u (X, d),
acA

onda je U otvoren skup prema prethodne dvije propozicije.
Obratno, neka je U otvoren skup u (X, d). Tada za svaki x € U postoji r, > 0 takav da je

Kx,r))cU.
Tada je
U= UK(x, r).
xeU

O

Primjer 2.3.9. Neka je X neprazan skup te neka je d diskretna metrika na X. Vidjeli smo
ranije da su svi jednoclani skupovi otvorene kugle pa iz propozicije 2.3.7]slijedi da je svaki
jednoclan podskup od X otvoren u (X,d) . Buduci da se svaki podskup od X moZe napisati
kao unija jednoc¢lanih skupova zakljucujemo da je svaki podskup od X otvoren.

Nadalje, neka je d’ : X X X — R funkcija definirana sa

2 ako je x#y,

d(x,y) =
(x.5) {0 ako je x=1y.

Posve analogno kao u slucaju diskretne metrike vidimo da je d’ takoder metrika na X.
Nadalje, za svaki x € X vrijedi da je kugla oko x radijusa 1 u metrickom prostoru (X,d")
Jjednaka {x}.

1z ovoga zakljucujemo da je svaki podskup od X otvoren u metrickom prostoru (X, d’).
Dakle, metrike d i d’ "daju” iste otvorene skupove iako su te metrike opcenito razlicite.

Definicija 2.3.10. Neka je (X, d) metricki prostor. Neka je (x,) nizu X i L € X. KaZemo
da niz (x,) teZi prema L u metrickom prostoru (X,d) i pisemo x, — L ako za svaki € > 0
postoji ny € N takav da je zan > ny d(x,,L) < €.

Propozicija 2.3.11. Neka je (X, d) metricki prostor, (x,) nizu X te L € X. Tada x, — L
ako i samo ako za svaki otvoren skup U u (X, d) takav da je L € U postoji ny € N takav da
za svaki n > ng vrijedi x, € U.

Dokaz. Pretpostavimo da za svaki otvoren skup U u (X, d) takav da je L € U postojiny € N
takav da za svaki n > ny vrijedi x, € U.
Neka je € > 0. Uzmimo U = K(L, €).
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Ocito je L € U 1 U je otvoren skup. Stoga postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi
x, € U, tj.
dx,,L)<e€.

Dakle, x, — L.
Obratno, pretpostavimo da x,, — L.
Neka je U otvoren skup u (X, d) takav da je L € U. Tada postoji € > 0 takav da je

K(L,e)CU.

Bududi da x, — L postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi d(x,,L) < ¢, tj.
x, € K(L, €).
Prema tome, za svaki n > ny vrijedi x,, € U. |

Definicija 2.3.12. Neka su (X, p) i (Y, q) metricki prostori, neka je f : X — Y funkcija te
neka je xy € X. Za funkciju f kaZemo da je neprekidna u tocki x, s obzirom na metrike p
i g ako za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da p(x, xo) < & povlaci q(f(x), f(xy)) < €.

Propozicija 2.3.13. Neka su (X, p) i (Y, q) metricki prostori, f : X — Y funkcija te xy € X.
Tada je f neprekidna u tocki xo ako i samo ako za svaki otvoren skup V u (Y, q) takav da je
f(x0) € V postoji otvoren skup U u (X, p) takav da je xo € U te takav da je f(U) C V.

Dokaz. Neka je f neprekidna u tocki xo. Neka je V otvoren skup u (Y, g) takav da je
f(xo) € V. Tada postoji € > 0 takav da je K(f(xp),e) C V.
Buduci da je f neprekidna u x, postoji 6 > 0 takav da p(x, xo) < ¢ povlaci g(f(x), f(xo)) <
€.
Neka je

U = K(xp,0).
Ocito je U otvoren skup u (X, d) koji sadrZi x.
Imamo sljedec¢e implikacije:

x € U= p(x,x) <6 = q(f(x), f(x)) < €= f(x) € K(f(xo0),€) = f(x) e V.

Dakle,
f)cv.

Obratno, pretpostavimo da za svaki otvoren skup V u (Y, g) takav da je f(xo) € U
postoji otvoren skup U u (X, d) takavdajexo e Ui f(U) e V.
Neka je € > O ineka je V = K(f(xo), €). OCito je V otvoren skup u (Y, g) koji sadrzi f(x).
Stoga postoji otvoren skup U u (X, d) takavdajexo € U1 f(U) C V.
Slijedi da postoji 6 > 0 takav da je

K(x,6) C U.
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Imamo sljedeée implikacije:
p(x0,x) <0 = x € K(xp,0) > xe U= f(x) e V=q(f(x), f(x0)) <E€.

Prema tome, f je neprekidna u tocki x.
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Poglavlje 3

Izracunljivi topoloski prostori

3.1 Topoloski prostori

Definicija 3.1.1. Neka je X neprazan skup te neka je T familija podskupova od X takva da
vrijede sljedeca svojstva:

1. 0,XeT,
2. Ako je (Ug)qea indeksirana familija elemenata od T onda je | JU, € T,

€A

3. Akosu U,V e€T,ondajeUNVeT.

Tada za T kaZemo da je topologija na skupu X, a za uredeni par (X,7") kaZemo da je
topoloski prostor.

Za podskup U od X kaZemo da je otvoren skup u topoloskom prostoru (X,7) ako je
UeT.

Neka je (X,d) metricki prostor. Oznacimo sa T, familiju svih otvorenih skupova u
metrickom prostoru (X, d). Prema propoziciji T a je topologija na skupu X.
Za T4 kazemo da je topologija inducirana metrikom d.

Uocimo sljedece:
Ako je (X, d) metricki prostor i U C X, onda je U otvoren skup u metrickom prostoru (X, d)
ako i samo ako je U otvoren skup u topoloskom prostoru (X, T ).

Definicija 3.1.2. Neka je (X,T") topoloski prostor. Za (X,7T") kaZemo da je metrizabilan
topoloski prostor ako postoji metrika d na X koja inducira topologiju T, tj. takva da je
T = Td.

Primjer 3.1.3. Neka je X neprazan skup. Tada je P(X), tj. partitivni skup od X ocito
topologija na X. Za P(X) kaZemo da je diskretna topologija na X.
Primjetimo da je diskretna topologija na X inducirana diskretnom metrikom na X. Naime,
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ako je d diskretna metrika na X, onda je svaki podskup od X otvoren u metrickom prostoru

(X,d), tj. Tq =PX).

Primjer 3.1.4. Neka je X neprazan skup. Tada je {0, X} topologija na skupu X.

Za {0, X} kaZemo da je indiskretna topologija na X.

Pretpostavimo da X ima bar dva elementa. Tvrdimo da topoloski prostor (X, {0, X}) nije
metrizabilan, tj. da ne postoji metrika na X koja inducira topologiju {0, X}.
Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji metrika d na X takva da je

{0, X} =7a.

Odaberimo a,b € X takve da je a # b.

Tada je d(a,b) > 0 te imamo da je K(a,d(a, b)) otvoren skup u (X, d) koji ne sadrzi tocku
b, a ocito sadrii a.

Dakle, K(a,d(a, b)) nije niti prazan skup niti X. No, K(a,d(a, b)) € T,.

Prema tome, postoji element u T, razlicit od 0 i X, tj. to je u kontradikciji s {0, X} = T,.

Propozicija 3.1.5. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su x,y € X, x # y. Tada postoje
otvoreni skupovi U i V u (X,d) takvidajex e U,yeViUNV =(.

Dokaz. Neka je
d(x,y)
>
Ocito je r > 0. Neka je U = K(x,r),V = K(y, r).
Tada su U i V otvoreni skupovi u (X, d) koji sadrZe tocke x 1 y redom. Koristeéi nejednakost
trokuta lako zaklju¢ujemodaje U NV = 0. O

Definicija 3.1.6. Za topoloski prostor (X, T) kaZemo da je Hausdorffov ako za sve x,y € X
postoje otvoreni skupovi U i V iz (X,T ) takvidajexc Uiye VieUNV =0.

Primjer 3.1.7. Neka je X skup koji ima bar dva elementa. Tada topoloski prostor (X, {0, X})
nije Hausdorffov.

Propozicija 3.1.8. Neka je (X, T") metrizabilan topoloski prostor. Tada je (X, T ) Hausdor-
[fov.

Dokaz. Neka je d metrikana X takvadaje7 =7, Nekasux,y € X, x #y.
Tada prema prethodnoj propoziciji postoje otvoreni skupovi U i V u (X,d) takvi da je
xeU,yeViUNV=0.No,tadasu UiV otvoreni u (X,7,), tj. u (X, 7). O

Definicija 3.1.9. Neka je (X,T) topoloski prostor, (x,) nizu X te L € X. KaZemo da niz
(x,) teZi prema L u topoloskom prostoru (X,7") i pisemo x, — L ako za svaki U € T takav
da je L € U postoji ny € N takav da je x, € U za svaki n > ny.
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Uocimo sljedece:
Ako je (X,d) metricki prostor, x, nizu X te L € X, onda x, — L u metrickom prostoru
(X, d) ako i samo ako x, — L u topoloskom prostoru (X, T4) (propozicija[2.3.1]).

Primjer 3.1.10. Neka je X neprazan skup, (x,) nizu X te L € X. Tada niz x, - L u
topoloskom prostoru (X, {0, X}).
Dakle, u ovom topoloskom prostoru svaki niz teZi prema svakoj tocki.

Propozicija 3.1.11. Neka je (X, 7T ) Hausdorffov topoloski prostor, neka je (x,) niz X te
neka su Ly, L, € X takvi da x,, — L,x, — L,. Tada je L, = L,.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. L; # L,.
Bududi da je (X, 7°) Hausdorffov postoje U,V € 7 takvidaje Ly e UiL, e Vte UNV = 0.
1z x, — L, slijedi da postoji n; € N takav da je x, € U, za svaki n > n;.
Takoder, iz x,, — L, slijedi da postoji n, € N takav da je x, € V za svaki n > n,.
Neka je
noy = max{nl,ng}.
Tada za svaki n > ng vrijedi x,, € U,x,, € V.
Ovo je u kontradikciji s Cinjenicomdaje U NV = 0.
Prema tome, L, = L,. |

Korolar 3.1.12. Neka je (X, d) metricki prostor, (x,) nizu X te Ly, L, € X takvi da x,, — L,
x, = L. Tada je L, = L,.

Dokaz. Buduéi da x, — L, i x, — L, u metrickom prostoru (X, d) imamo da x, — L; i
X, — L, u topoloSkom prostoru (X, 7,) koji je o€ito metrizabilan pa je 1 Hausdorffov.
Iz prethodne propozicije slijedi L; = L,. O

Definicija 3.1.13. Neka je X skup, T topologija na X te B familija podskupova od X koja
ima sljedeca svojstva:

1. BCT,

2. Svaki neprazan element od T se moZe napisati kao unija nekih elemenata od B.

Tada za B kaZemo da je baza topologije T .

Primjer 3.1.14. 1) Neka je (X, T") topoloski prostor. Tada je T baza topologije T,
2) Neka je X neprazan skup te neka je B = {{x} | x € X}. Tada je B baza topologije P(X) .

Napomena 3.1.15. Ako je X skup, 71,7, topologije na X te B familija podskupova od X
takva da je B baza topologije T i B baza topologije T, onda je T = T>.

Naime, ako je U € T, onda je U unija nekih elemenata od B, stoga je U unija nekih
elemenata od T (jer je B C T,) pa je U € T>.

Dakle, T C T5. Analogno dobivamo T, C 7.
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Primjer 3.1.16. Neka je (X, d) metricki prostor. Neka je
B={Kx,r)|xeX, r>0}L

Tada je B baza topologije T .
Ovo slijedi iz propozicije2.3.8)i ¢injenice da je svaka kugla otvoren skup.

Propozicija 3.1.17. Neka je (X, d) topoloski prostor te neka je B familija podskupova od
X. Tada je B baza topologije T ako i samo ako vrijedi sljedece:

1. BCT,
2. Za svaki U € T i svaki x € U postoji B € B takav da je x € BC U .

Dokaz. Pretpostavimo da je B baza topologije 7.
Jasno je da vrijedi 1.
Neka je U € 7 te neka je x € U. Bududi da je 8 baza od 7, vrijedi

U:U&

acA

gdje je (B,)qeca indeksirana familija elemenata od B.
Iz x € U slijedi da postoji @ € A takav da je x € B,,.
Imamo x € B,, C U.
Prema tome, vrijedi 2.
Obratno, pretpostavimo da vrijedi 1. 1 2.
DokaZimo da je 8B baza topologije 7. Nekaje U € 7,U # 0.
Za svaki x € U postoji (prema 2.) B, € B takav da je

xeB, CU.
Tada je
U =|_JB.
xeU
Zakljucak: 8 je baza topologije 7 . O

Propozicija 3.1.18. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je A gust skup u (X, d). Neka je
B={K(a,r)|lacA, reQ, r>0}.

Tada je B baza topologije T 4.
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Dokaz. Ocito je B C T,.
Neka je U € 7, te neka je x € U. Tada €injenica da je U otvoren u (X, d) povlaci da postoji
s > 0 takav da je

K(x,s) C U.

MoZemo odabrati r € Q takav daje 0 < r < 3.
S obzirom da je A gust skup postoji a € A takav da je d(x,a) < r.
Dakle,

x € K(a,r).

Tvrdimo da je K(a,r) C U.
Neka je y € K(a, r). Tada je

diy,x) <d(y,a)+d(a,x)<r+r<s

pa zakljuCujemo dajey € K(x,s) CU,tj. y e U.
Prema tome, K(a, r) € U. Prema prethodnoj propoziciji B je baza topologije 7. O

Korolar 3.1.19. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor. Tada je
{I; | i e N}
baza topologije T ;.

Propozicija 3.1.20. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor te neka su i, j, k € N takvi
daje I[,‘ Cr Hj ZI[J Cr Hk. Tadaje I[,‘ Cr Hk.

Dokaz. Vrijedi
d(A, i) + pi < d(Ay, ) +d(Aj, ) + p; <d(Ay, A)) + pj < pi.

Dakle,
]L' Cr I[k.

O

Propozicija 3.1.21. Neka je (X, d, a) izracunljiv metricki prostor te neka su i, j, k € N takvi
dajel; Cr 1 il; il formalno disjunktni. Tada su I; i Ty formalno disjunkini.

Dokaz. Imamo

pj+ o <dA;, ), dd;, ) <d(A;,4) +d(4;, 4)

paje
pj+pr <d(A;, 4;) +d(A;, Ay).
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Dodavanjem p; s obje strane nejednakosti dobivamo
pj+pir+pi <dA;, ) + pi +d(A;, &) < pj +d(A;, A),
tj.
pr + pi < d(A;, ).

Dakle, I; i I; su formalno disjunktni. O
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3.2 Izracunljivi topoloski prostori

Definicija 3.2.1. Neka je (X, T) topoloski prostor te neka je (1;);en niz otvorenih skupova u
(X, T) takav da je

{Ii |1 € N}
baza topologije T te takav da postoje rekurzivno prebrojivi podskupovi FD i FS od N? sa
sljedecim svojstvima:
1. Ako su i, j € N takvi da je (i, j) € FD, onda je ; N1; =0 ;
2. Ako su i, j € N takvida je (i, j) € FS, onda jel; C1;;

3. (tranzitivnost relacije F'S ) Ako su i, j,k € N takvi da je (i, j) € FS i (j,k) € FS, onda je
(i,k)e FS ;

4. (simetricnost relacije FD) Ako su i, j € N takvi da je (i, j) € FD, tada je i (j,i) € FD ;

5. Ako su i, j,k € N takvi da je (i, j) € FS i (j, k) € FD, onda je (i,k) € FD ;

6. Ako su x,y € X takvi da je x # Yy, onda postoje i,j € N takvi da je (i,j) € FD i
xel;, yel;;

7. Ako su i,i’ € Nix € X takvi da je x € I; N1y, onda postoji j € N takav da je x € 1;,
() e FSi(ji")eFS.

Tada za uredenu trojku (X, T, (1;)) kaZemo da je izracunljiv topoloski prostor.

Primjer 3.2.2. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor. Tada je (X, T 4, (1;)) izracunljiv
topoloski prostor.

Propozicija 3.2.3. Postoje rekurzivne funkcije o : N> — Nin : N — N takve da za svaki
ke Nisveay,...,a; € N postojii € N takav da je

(ag,...,ar) = (0(i,0),...,0(,n())).
Dokaz. Definirajmo o : N> - Nin : N — N na sljedeéi nadin:
o(,j)=e(,j — 1
n@ = f@,

gdje je f funkcija iz propozicije[1.1.33]
Tada su o 1 n rekurzivne funkcije.

Neka je k € N te neka su a,, . . ., a; € N. Definiramo
1= pgo'H .. .pzﬁ'l_

Tada je n(i) = k te je
(0(1,0),...,00,n0)) = (0@1,0),...,00,k) = ((a+1)—1,...,(ar+1)—1) = (ao, . . ., a).
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Neka su o : N> — Nin : N — N neke fiksirane rekurzivne funkcije sa svojstvom
iz prethodne propozicije. Za i, j € N umjesto o (i, j) cemo pisati (i), a umjesto n(i) cemo
pisati i
Dakle, svaki konacan niz u N je oblika

((Dos -+ - -, (D7),
za neki i € N.

Definicija 3.2.4. Neka je (X,d, @) izracunljiv metricki prostor. Neka je U C X , U # 0.
Za U kaZemo da je racionalan otvoren skup u (X,d,a) ako je U unija konacno mnogo
racionalnih kugla.

Uocimo sljedece: U je racionalan otvoren skup u (X, d, @) ako i samo ako postoji k € N
iay,...,a € Ntakvida je
U=1,U---Ul,.

Prema tome, U je racionalan otvoren skup u (X,d, a) ako i samo ako postoji j € N takav
da je
U =1 V- Ul

Definicija 3.2.5. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor. Za j € N definiramo
Jj=1Ip V- U,
Uocimo da je (J;) jen familija svih racionalnih otvorenih skupova u (X, d, @).

Definicija 3.2.6. Neka je (X, T") topoloski prostor te neka je K C X. Za U C T kaZemo
da je otvoreni pokrivac¢ skupa K u topoloskom prostoru (X,7) ako je U + O te ako je
Kc UU.

Uel
Definicija 3.2.7. Neka je (X,T") topoloski prostor i K C X. Za K kaZemo da je kompaktan
skup u topoloskom prostoru (X, 7T") ako za svaki otvoreni pokrivac U od K u (X, T") postoje
neNiU,...,U, € Utakvida je

KcU,u...uU,.

Napomena 3.2.8. Pojmove otvorenog pokrivaca skupa i kompaktnog skupa analogno de-
finiramo u metrickom prostoru. Uocimo da tada vrijedi sljedece:

Ako je (X,d) metricki prostor te K C X, onda je U otvoreni pokriva¢ od K u metrickom
prostoru (X, d) ako i samo ako je U otvoreni pokrivac od K u topoloskom prostoru (X, T ).
Nadalje, K je kompaktan skup u metrickom prostoru (X, d) ako i samo ako je kompaktan u
topoloSkom prostoru (X, T ).
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Primjer 3.2.9. Neka je (X, d) metricki prostor, K kompaktan skup u tom metrickom pros-
toru te A gust skup u (X, d).
Tada za svaki € > 0 postojen € Niay,...,a, € A takvi da je

K C K(ag,e) U---U K(a,, €).

Naime,

U ={K(a,e) | a €A}
Jje otvoreni pokrivac skupa K u (X, d) pa buduci da je K kompaktan postoji konacno mnogo

Clanova od ‘U koji prekrivaju K.

Primjer 3.2.10. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor te K kompaktan skup u (X, d).
Odaberimo € > 0, € € Q.
Prema prethodnom primjeru postoje n € Niay,...,a, € {«a; | i € N} takvi da je

K C K(ag,e) U ---U K(a,, €).

Ocito je unija ovih kugli racionalan otvoren skup.
Prema tome, postoji j € N takav da je K C J;.

Definicija 3.2.11. Neka je (X,7T) topoloski prostor te neka je A C X. Za A kaZemo da je
zatvoren skup u (X, 7T") ako je njegov komplement otvoren u (X, 7"), tj. ako je X\A € T.

Napomena 3.2.12. Analogno definiramo zatvorenost skupa u metrickom prostoru.

Primjer 3.2.13. Neka je X skup koji ima bar dva elementa. Odaberimo K C X takav da je
K+0iK #X.

Tada je K kompaktan skup u topoloskom prostoru (X, {0, X}).

No, K nije zatvoren u (X, {0, X}).

Napomena 3.2.14. Opcenito, ako je (X, T") topoloski prostor takav da je T konacan skup,
onda je svaki podskup od X kompaktan u (X, 7).

Teorem 3.2.15. Neka je (X, T ) Hausdorffov prostor te neka je K kompaktan skup u (X, 7).
Tada je K zatvoren u (X, 7).

Dokaz. Ocito tvrdnja vrijedi za K = 0.
Pretpostavimo da je K # 0.
Dokazimo da za svaki x € K€ postoji otvoren skup U, takav da je

xe U, CKC.
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Ako to dokaZzemo, onda smo gotovi jer tada vrijedi

K€ = UUX

xekK€

pa je K¢ otvoren skup kao unija otvorenih skupova.
Neka je x € K€.
Zasvakiy € K vrijedi y # x pa buduci da je (X, 7") Hausdorffov postoje disjunktni otvoreni
skupovi V1 W, takvidajey e Vyix e W,.
Neka je
U={V,|yeK}

Tada je U otvoreni pokrivac od K pa postoje n € N1iyy,...,y, € K takvida je
KCV,U---UV,.

Ocito je da su skupovi Vy, U --- UV, 1 W, Nn---N W, disjunktni pa su i skupovi K i
Wy, N -+ N W, disjunkini, j.

W, Nn---NW, C K.
Jasno je da je W, N --- N W, otvoren skup koji sadrZi x i time je tvrdnja dokazana. m|

Definicija 3.2.16. Neka je (X, 7, (1;)) izracunljiv topoloski prostor. Za j € N definiramo

T=1Ij Ve Ul
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3.3 Izracunljivi i poluizracunljivi skupovi

Definicija 3.3.1. Neka je (X, T ,(L;)) izracunljiv topoloski prostor. Neka je S kompaktan
skup u (X, 7). Za S kazZemo da je poluizracunljiv skup u (X, 7, (I;)) ako je

{JeN[S CJj}
rekurzivno prebrojiv podskup od N.

Na isti nacin definiramo pojam poluizracunljivog skupa u izracunljivom metrickom
prostoru.

Definicija 3.3.2. Neka je (X, 7T, (1)) izracunljiv topoloski prostor te neka je S C X. Za S
kazemo da je izracunljivo prebrojiv skup u (X, 7, (1;)) ako je

{ieN|LNS # 0}
rekurzivno prebrojiv podskup od N.

Definicija 3.3.3. Ako je (X,7,(1,)) izracunljiv topoloski prostor te S C X, onda za S
kazZemo da je izracunljiv skup u (X, 7, (I;)) ako je poluizracunljiv i izracunljivo prebrojiv.

Na isti nacin definiramo pojam izracunljivog skupa u izracunljivom metrickom pros-
toru.

Propozicija 3.3.4. Neka je (X, T, (I;)) izracunljiv topoloski prostor te neka je x € X tocka
takva da je {x} poluizracunljiv. Tada je {x} izracunljiv.

Dokaz. Neka je
F:{jGNl)CEJj}.

Skup I' je o€ito rekurzivno prebrojiv.
Neka je
Q={ieN|{x}nI; #0}.

Ako dokazemo da je Q rekurzivno prebrojiv, to ¢e znaciti da je {x} izracunljivo prebrojiv,
tj. da je {x} izraCunljiv.
Neka je i € N. Tada postoji j € N takav da je

((Dos - (7)) = @,

tj.
(o=i1j=0.
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Neka je B
Q ={G,)eN*| (=i, j=0}

Tada za svaki i € N postoji j € N takav da je
i, ) e Q.
Ocito je Q' rekurzivan skup pa postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da je
i, f(i) e Q' , VieN.

Imamo
I = Lo -+ Vging =L
dakle
L =J¢p), YieN.

Neka je i € N. Vrijedi
iceQes xell e xely e fl)el = ie (D).

Prema tome,
Q=70

pa je Q rekurzivno prebrojiv. O

Definicija 3.3.5. Za j € N definiramo
L1 ={(o, - - (D3
Uocimo da ako je (X, T, (I;)) izracunljiv topoloski prostor, onda za svaki j € N vrijedi
5=
i€[j]

Napomena 3.3.6. Kada govorimo o izracunljivom topoloskom prostoru (X, 7T, (I;)) onda
¢emo pod FD i FS podrazumijevati skupove iz definicije[3.2.1]

Definicija 3.3.7. Neka je (X,7,(1;)) izracunljiv topoloski prostor. Neka su a,b € N.
KaZemo da sul, i J, FD disjunktni ako je (i,i’) € FD za svakii € [a]ii € [b].

Uocimo sljedece:
Ako sul, iJ, FD disjunktni, onda je

J.NI, =0.
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Propozicija 3.3.8. Neka je (X, T, (I;)) izracunljiv topoloski prostor, n € N, iy, ...,i, € Ni
x €L, n---NI;. Tada postoji k € N takav da je x € Iy te (k, iy), ..., (k,i,) € FS.

Dokaz. Dokazimo tvrdnju indukcijom po n.

Zan = 01imamo x € I, j. x € I;, N I;,. Iz svojstava relacije F'S slijedi da postoji k € N
takav daje x € Iy 1 (k,ip) € F'S.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N.
Neka su iy, ...,ir; € Ntakvidajex e, Nn---NI; NI
Tada je

in+l*

xel[ioﬁ---ﬂl[in

pa prema pretpostavci indukcije slijedi da postoji k € N takav da je x € I, te (k, iy), ..., (k,i,) €
FS.
Imamo

xel, NI

in+1

pa iz svojstava relacije F'S slijedi da postoji ¥’ € N takav da je x € Iy 1 (k', k) , (K',i,41) €
FS.
Iz tranzitivnosti relacije FS slijedi

(k' io), ..., (K i,) € FS.
Dakle, tvrdnja vrijedi za svaki n € N. O

Definicija 3.3.9. Neka je (X,T, (1)) izracunljiv topoloski prostor. Neka su i,b € N.
KaZemo da sul; i1, FD disjunktni ako je (i,i") € FD za svaki i € [b].

Primjetimo da za a,b € N vrijedi da suJ, i I, FD disjunktni ako i samo ako sul; iJ,
F D disjunktni za svaki i € [al].

Propozicija 3.3.10. Neka je (X, 7T, (1)) izracunljiv topoloski prostor, neka je K neprazan
kompaktan skup u (X,7) i x € X tocka takva da x ¢ K. Tada postoje i,a € N takvi da je
xel;, KCJ,tetakvida sul;iJ, FD disjunktni.

Dokaz. Nekajey € K.
Tada je x # y pa prema svojstvima relacije F'D postoje iy, j, € N takvi da je

XE]L‘y iye]ljy

te
(iy, Jy) € FD.

Promotrimo skup
{LylyeK}.
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To je otvoren pokriva€ od K u (X, 7°) pa kompaktnost skupa K povlaci da postoje n € N\{0}
1yo,...,y, € K takvida je

KCI U---Ul; .

Vrijedi
)CE]L‘YO ﬂ---ﬂl[j[.n
pa prema prethodnoj propoziciji slijedi da postoji k € N takav da je
x €Iy, (kiy),...,(ki,) € FS.
Znamo da je (iy,, jy,), - - - » (iy,, jy,) € F'D. 1z svojstava skupova FD i FS slijedi da je

(k, jyo)s - - - (k, Jy,) € FD.
Neka je a € N takav da je
((a)()’ e (a)a) = (.jy()a ceey jy,,)-

Tada iz (k, jy,), ..., (k, j,,) € FD slijedi da su I 1J, F'D disjunktni.
Prema K C I[jyo U---u ]ijn vrijedi K € J,. O
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3.4 Svojstva skupova FS i FD

Definicija 3.4.1. Neka je (X, T, (1)) izracunljiv topoloski prostor te i,a € N. KaZemo da
jel; FS sadrian u J, ako postoji i’ € [a] takav da je (i,i") € FS. Nadalje, ako su b,a € N
onda za I, kazemo da je FS sadrZano u 1, ako za svaki i € [b] vrijedi da je I; FS sadrZan
ul,.

Dakle, J, je FS sadrZano uJ, ako i samo ako za svaki i € [b] postoji i’ € [a] takav da
je (i,i") € FS.

Propozicija 3.4.2. Neka je (X, 7T, (1;)) izracunljiv topoloski prostor.

1. Ako sui,a,b € N takvi da sul; i1, FD disjunktni te da je I, FS sadrZano ul,, onda su
I; i J, FD disjunktni.

2. Ako su a,b,c € N takvi da suJ. i J, FD disjunktni te I, F'S sadrZano ul,, onda sul. i
I, FD disjunktni.

3. Ako su a,b,c,d € N takvi da su J. i J, FD disjunktni, J, FS sadrzano ul, i J, FS
sadrZano u J. tada su il i J; FD disjunktni.

4. Ako sua,b,c € N takvida jel, FS sadrzanoul,iJ, FS sadrZanoul,, ondajeil. FS
sadrZano u J,.

W

. Ako je K neprazan kompaktan skup u (X,7") te a,b € N takvi da je K € J, N J,, onda
postoji ¢ € N takav da je K C J. te takav da je J. F'S sadrZanoul,iJ. FS sadrZano
u Jb.

Dokaz. 1. Neka je i’ € [b]. Tada postoji i’ € [a] takav da je (i’,i”) € FS. S druge strane,
1z i"” € [a] slijedi (i,7") € FD. Iz svojstava skupova FD 1 FS slijedi

(i,i’) € FD.

Prema tome, I; i J, su F'D disjuntkni.

2. Neka je i € [c]. Tada su l; i J, FD disjunktni pa iz tvrdnje 1. slijedi da sul;iJ, FD
disjunktni.

Time smo dokazali tvrdnju 2.

3. Iz 2. slijedi da su J. 1 J, FD disjunktni. Relacija ”F D disjunktnosti” je o€ito simetri¢na
paslijedi da su J, i J, F'D disjunktni te ponovnom primjenom 2. tvrdnje dobivamo da
suJ; i1, FD disjunktni.

4. Neka je i € [c]. Tada postoji i’ € [b] takav da je (i,i") € F'S. Nadalje, postoji i"” € [a]
takav da je (i’,i"”) € F'S.

Slijedi da je (i,i"”) € F'S.
Prema tome, J. je F'S sadrzano u J,.
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S. Nekaje x € K.
Tada je x € J, 1 x € J, papostoje i € [a] 1 j € [b] takvidaje x € I;1 x € I;.
Dakle,
xel;n ]Ij.

Stoga postoji k € N takav da je x € I; te
(k, 1), (k, j) € FS.
Ovo znacidaje I FS sadrzaniuJ,iul,. Dakle, za svaki x € K postoji k, € N takav

da je
xEI[kX

te takav da je I F'S sadrzaniuJ,1uJ,.
Familija {I;, | x € K} je otvoreni pokriva¢ skupa K pa slijedi da postoje n € N 1
X0, - - -, X, € K takvi da je

KCcl; U---UI_.

- X0 Xn

Neka je ¢ € N takav da je

((Sos -5 ()e) = (kg - - -, k)

Tada je
K c .

te je J. F'S sadrzanou J,1J. F'S sadrZzano u J,.
O

Korolar 3.4.3. Neka je (X,T,(l;)) izracunljiv topoloski prostor, K neprazan kompaktan
skup u (X, 7T) te ay, . ..,a, € N takvi da je

Kcl,n---nlJ,.
Tada postoji ¢ € N takav da je K CJ.iJ. FS sadriano uJ,, za svakii € {0, ..., n}.

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo indukcijom po n.
Ako je ap € N takav da je K C J,, onda je

K €T, N,

paiz 5. tvrdnje prethodne propozicije slijedi da postoji ¢ € N takavdaje K € J.1J, FS
sadrZano u J,.
Dakle, tvrdnja vrijedi za n = 0.
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Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N. Neka su ay, ..., a,,; € N takvi da je

KCl,Nn---N1J

An+1*

Tadaje K € J,, N---NJ,, paprema induktivnoj pretpostavci postoji ¢’ € N takav da je

Kcl.
1J, FS sadrzanouJ,, zasvakii € {0,...,n}.
Imamo
Kclon Janﬂ

paiz 5. tvrdnje prethodne propozicije slijedi da postoje ¢ € N takavdaje K C J. te J. FS

sadrzanoiulJ.iulJ,, .

1z 4. tvrdnje prethodne propozicije slijedi da je J. F'S sadrzano u J,, za svakii € {0,...,n}.
m]

Propozicija 3.4.4. Neka je (X, T ,(1,)) izracunljiv topoloski prostor te neka su K i L ne-
prazni disjunktni i kompaktni skupovi u (X,7). Tada postoje a,b € N takvi da je K C
I, L C Iy te takvida suJ, iJ, FD disjunktni.

Dokaz. Neka je x € L. Tada x ¢ K pa prema propoziciji [3.3.10] postoje i, a, € N takvi da
je
X € ]Iix , K C Jux

te takvida sul; 1J, FD disjunktni.
Kompaktnost od L povlaci da postojin € N i xy, ..., x, € L takvi da je

LCL, U---UIL

Iy *

S druge strane, vrijedi
Kcl, n---nJ

Axp

pa prema prethodnom korolaru postoji ¢ € N takav da je
Kcl,

1J. FS sadrzan u JIHX] zasvakil € {0,...,n}.
Nekajel € {0,...n}.
Imamo da sul; 1iJ, FD disjunktni pa iz prethodne propozicije slijedi da sul; 1J. FD
Al 1 1
disjunktni.
Odaberimo b € N takav da je
(6] = {ixgs - - -0, )
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Tada je

te vrijedi da su J, 1 J. F'D disjunktni.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Teorem 3.4.5. Neka je (X, T, (1)) izracunljiv topoloski prostor. Neka su Ky, ..., K, kom-
paktni neprazni skupovi te neka su by, . ..,b, € N takvi da je

Kongo,...,KnQan.

Tada postoje ay, ...,a, € N takvi da je K; C I, te J,, FS sadriano u J,, za svaki i €
{0,...,n}tetakvida sul,, iJ,, FD disjunkini za sve i, j € {0, ..., n} takve da je KN K; = 0.

Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po n.
Zan = 0 tvrdnja je jasna (Ko C Jp, N J,, pa primjenimo korolar 3.4.3).
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N.
Neka su K, ..., K,;; kompaktni neprazni skupovi u (X,7") te neka su by,...,b,.; € N
takvi da je
K; C

zasvakii € {0,...,n+ 1}.
Prema induktivnoj pretpostavci postoje ay, . .., a, € N takvi da je

K; C J“,"

te Jalf_ FS sadrzan u J,, za svaki i € {0,...,n} te takvi da su Ja; 1 Ja} F D disjunktni za sve
i,j€{0,...,n}takve da je
Ki N K] = @
Nekajei € {0,...,n}.
Ako je K; N K, # 0 neka je a; = a; te neka je v; € N takav da je

Kn+1 - JV[

iJ,, FS sadrzanoulJ, .
Ako je K; N K,,,; = 0, tada postoje u, w € N takvi da je

Ki gju s Kn+1 gJw

te takvi da suJ, 1J,, F'D disjunktni.

Prema korolaru postoji a; € N takav da je K; C J,, te takav da je J,, F'S sadrzanoiu
Ja{ iu Ju.

Isto tako, postoji v; € N takav da je K,.; € J,, te takav da je J,, sadrzaniuJ, iuJ,
Slijedi da suJ,, i J,, F'D disjunktni.

Dakle, imamo brojeve ay, . . ., a,, vo, . - . , v, koji imaju sljedeca svojstva:

n+1°



3.4. SVOJSTVA SKUPOVA FS 1 FD 67

o K;ClJ, ,J, FS sadrzano u Ja; , Yie{0,...,n},

e J, FS sadrzanu ], zasvakii € {0,...,n},

e akojei € {0,...,n}takav daje K; N K,+; = 0, onda suJ,, 1J,, FD disjunktni.
Prema korolaru [3.4.3| postoji a,,; € N takav da je

Kn+1 - Ja,,ﬂ
te takav daje J, ., FS sadrzanulJ,, za svakii € {0,...,n}.
Lako se provjeri da su ay, . . ., a,; trazeni brojevi.
Dakle, tvrdnja vrijedi za n + 1 1 time je tvrdnja teorema dokazana. |

Definicija 3.4.6. Zan,m € N, n > 1 neka je
N ={(x1,..., %) [ X1,...,x, €{0,...,m}}.

Lema 3.4.7. Neka je n € N\{0}. Tada postoje rekurzivne funkcijeh : N — N"j g : N —- N
takve da je
N, C{h@@) | i €{0,..., g(m)}}.

Dokaz. Definirajmo funkciju s : N — N" g

h(@) = (e(@, 1),...,e(i, n)).

Ocito je h rekurzivna funkcija.
Nadalje, neka je g : N — N funkcija definirana s

gm) = (py---p)".

Tada je g rekurzivna funkcija.
Tvrdimo da su % i g traZzene funkcije.
Neka je m € N te neka je x € N/,

Imamo
x = (X150, %)
te
Xx1<m,... ,x, <m
Neka je
i=pip
Tada je
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h(i) = x.

Prema tome
x € {h@)|i< g(m)}.

Time je lema dokazana. |
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3.5 Rro-funkcije

Definicija 3.5.1. Neka su k,n € N\{0} te neka je ® : N* — PN"), pri cemu je P(N")
partitivni skup od N".
Definirajmo funkciju ® : N¥*" — N g

@(x,y) = Yo, x €N yeN",

Nadalje, ako je ¢ : N* — N rekurzivna funkcija takva da je ®(x) C N7, 2a svaki x € NK,
onda za ¢ kaZemo da je rekurzivna meda od @.

Definicija 3.5.2. Neka su k,n € N\{0} te neka je ® : N* — PWN"). Za ® kaZemo da je
rekurzivna rekurzivno omedena funkcija ili rro-funkcija ako vrijedi sljedece:

1. @ : N*" :— N je rekurzivna funkcija,

2. © ima rekurzivnu medu.

Primjer 3.5.3. Neka je ® : N — P(N), O(x) ={0,...,x}.
Tada se lako provjeri da je ® rro-funkcija.

Propozicija 3.5.4. Neka su k,n € N\{0} te neka su ®,¥ : N* — P(N") rro-funkcije. Tada
suli, Ay, Ay : NF — PN definirane s

Ai(x) = O(x) U W(x),

Az (x) = O(x) N P(x),

Az(x) = O(x) \ P(x)

rro-funkcije.

Dokaz. Nekasu ¢,  : N¥ — N rekurzivne mede od @ i \P.
Neka su x € N¥iy e N".

Imamo
A_l(x’ ¥) = X )
= Xowuwm ()
= 328X ) + xww ()
= sg(@(x,y) + ¥(x,y)).
Dakle,

Ai(x,y) = sg(@(x,y) + F(x,Y))

iz Cega zaklju¢ujemo da je A, rekurzivna funkcija.
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Neka je A : N* — N funkcija definirana s

A(x) = max{p(x), y(x)}.

O¢ito je A rekurzivna funkcija te za svaki x € N¥ vrijedi
@(x) < A(x),
Y(x) < A(x)
paje
Nl’l

n
e € Ny

Nn

n
wo S Njgy-

Prema tome,
O(x) C N,

Y(x) C Nﬁ(x)

pa slijedi da je

Prema tome, A je rekurzivna meda od A pa zakljucujemo da je A, rro-funkcija.
Analogno dobivamo da su 1 A; 1 Az rro-funkcije. O

Propozicija 3.5.5. Neka je k € N\{0} te neka je f : N**!' — N rekurzivna funkcija.
Definirajmo funkciju g : N¥*' — N s

y
g0.x) =Y fli.x), yeN, xe N
i=0

Tada je g rekurzivna funkcija.

Dokaz. Vrijedi
8(0,x) = f(0, x),
g+ 1,x) =gy, )+ f(y+1,x).
Prema tome,
80, x) = F(x),
gy +1,x) =Gy, x),y, x)

pri¢emu su F : N¥ - N i G : N¥2 — N funkcije definirane s
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F(x) = (0, x),
G@a,y,x)=a+ f(y+1,x), a,ye N, x € N¥,

Funkcije F 1 G su rekurzivne, a g je dobivena primitivnhom rekurzijom od F i G pa slijedi
da je g rekurzivna funkcija. O

Propozicija 3.5.6. Neka je k € N\{0} te neka su f : N**! — Nia : N* - N rekurzivne
funkcije. Neka je h : N* — N funkcija definirana s

a(x)

hx) = Y £, %).
i=0

Tada je h rekurzivna funkcija.

Dokaz. Neka je g funkcija iz prethodne propozicije.
Tada za svaki x € N vrijedi
h(x) = g(a(x), x).

Prema tome, 4 je rekurzivna funkcija. O

Teorem 3.5.7. Neka su k,n € N\{0} te neka je ¢ : N* — P(N") rro-funkcija.
Neka je
S = {x e N | O(x) = 0}.

Tada je S rekurzivan skup.

Dokaz. Neka je ¢ : N¥ — N rekurzivna meda od ®.

Nekasuh:N — N"ig: N — N rekurzivne funkcije takve da je
N, € {h() i < g(m)}

za svaki m € N (takve funkcije postoje prema lemi [3.4.7).
Za svaki x € N¥ vrijedi

D(x) € NG, € {h(D) |1 < g(p(x))}.

Dakle,
D(x) € {h() i < glp(x))}.
Neka je x € N¥, Koristeéi prethodnu inkluziju dobivamo sljedece ekvivalencije:
XES =S D(x)=0

& Yy e {h()|i<glex)}, y¢D(x)

= Vie|0,...,g(p(x)}, h(@@) ¢ O(x)

= Vie{0,...,gp(x)}, O(x,h@) =0

8lp(x))

— Z @(x, h(i)) = 0.

i=0
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Dakle,

s
xeS & > B(x,h(i) =0
=0
pa koriste¢i propoziciju zakljuéujemo da postoji rekurzivna funkcija G : N¥ — N
takva da je
xeS < Gkx) =0.

Iz ovoga slijedi da je
Xs(x) = 5g(G(x))

za svaki x € N¥ pa slijedi da je S rekurzivan skup. |

Korolar 3.5.8. Neka su k,n € N\{0} te ®,¥ : N¥ — P(N") rro-funkcije.
Tada su skupovi
{x e NF | ®(x) C P(x)}

{x € N*| D(x) = ¥(x)}
rekurzivni.
Dokaz. Za svaki x € N¥ vrijedi
Dd(x) C¥Y(x) &= D(x) \ P(x) = 0.

Stoga je
{x e N¥| O(x) C P(x)} = {x e N | D(x) \ P(x) = 0}

pa iz propozicije [3.5.4]i prethodnog teorema slijedi da je
{x € N* | d(x) C P(x)}

rekurzivan skup.

Nadalje,
{x e NF | D(x) = P(x)} = {x e NF | D(x) C P(x)} N {x e NF | P(x) C D(x)}
pa slijedi tvrdnja korolara. O

Lema 3.5.9. Neka je n € N\{0}. Neka je funkcija 9 : N** — N funkcija definirana s

1 ako je x=y

Hx,y) =
(x.5) {0 ako je x+y.

za sve x,y € N".
Tada je O rekurzivna funkcija.
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Dokaz. Primjetimo da je

FXts ooy Xy Y15 o5 ¥n) = 88U = yil) - oo 880X = yul),

ZASVE X1,y Xpy Vis-nvs Yy €NL
Stoga je 9 ocito rekurzivna. O

Teorem 3.5.10. Neka su k,n,m € N\{0}, neka je ® : N* — P(N") rro-funkcija te neka je
[+ N* = N" rekurzivna funkcija.
Tada je funkcija ¥ : N¥ — P(N™) definirana s

Y(x) = f(D(x))
rro-funkcija.

Dokaz. Neka je ¢ rekurzivna meda od ®.
Nekasuh:N — N"ig: N — N funkcije iz leme [3.4.7]
Za svaki x € N tada vrijedi

O(x) S N7 L C{h(i) |0 <i<gle(x))). (3.1)

px) =

Nekasu fi,..., fi, : N" — N komponentne funkcije od f.
Nadalje, neka je f : N” — N funkcija definirana s

FO) = L)+ + ful).

O¢ito je f rekurzivna funkcija.
Nadalje, neka je  : N¥ — N funkcija definirana s

8(e(x))

W)= > Flhi).

i=0

NekasuxeN‘iyeN, .
Tvrdimo da je tada

J) € Ny

Izy e Nj 1 1) slijedi da je

y = h(i)
zanekii € {0,...,g(e(x))}.
Stoga je

) = fR@) = @) fulh(D) €NZ SN
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Dakle,
S € Ny
zasvakix € N'iy e N7 .
Stoga za svaki x € N¥ vrijedi
JFNGy) € Ny
pa zbog O(x) C N imamo
F@) SN,
tj.
W(x) € Ny .
Dakle, ¢ je rekurzivna meda od Y.

Neka je 9 : N — N rekurzivna funkcija takva da za sve z, 7’ € N™ vrijedi
Nz, 7)) >0 &= z=7.

Takva funkcija postoji prema prethodnoj lemi.
Neka su x € N¥i z € N™,
Tada vrijedi
zeY(x) &= z € f(D(x))
& dy € O(x) takav da je z = f(y)
& dy € {h(i) | 0 <i < g(p(x))} takav daje z = f(y) iy € D(x)
— di€{0,...,g(p(x)} takav da je z = f(h(i)) 1 h(i) € D(x)
> i e({0,...,g(e(x)) takav da je 9(z, f(h(i))) > 01 D), x) > 0
e Ji€{0,..., glp(x)} takav da je 9z, f(h(i))) - D(h(), x) > O
8(p(x))

= > 9 fhD)- D), x) > 0.

i=0
Definirajmo funkciju G : N — N's

glp(x)
G(x,7) = Z 9z, h(i)) - D(h(i), x) Vx € N | ¥z € N™.
i=0

Iz propozicije slijedi da je G rekurzivna funkcija, a vrijedi

ze€¥Y(x) &= G(x,2) > 0.
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Stoga je

Y =sgoG
pa je P rekurzivna funkcija i time je tvrdnja teorema dokazana. O

Propozicija 3.5.11. Neka su k,n,l € N\{0}, neka je ® : N* — P(N") rro-funkcija te neka
je f : Nl — N* rekurzivna funkcija.
Tada je

®o f: N - PEN")

rro-funkcija.

Dokaz. Nekasux e N'iyeN"
Tada je

@ o f(X,¥) = Xaofw ()
= Xo(an ()
= O(f(x),y)

pa slijedi da je ® o f rekurzivna funkcija.

Neka je ¢ : N — N rekurzivna meda od ®.
Za svaki x € N/ vrijedi

(@ o f)(x) = D) SNy ) = Ni -

Stoga je ¢ o f rekurzivna meda od @ o f. |

Teorem 3.5.12. Neka su k,n € N\{0}, neka je ® : N* — PN") rro-funkcija te neka je
S C N" rekurzivno prebrojiv skup.
Tada je skup

T ={xeN'|dx) cS}

rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Ako je S = 0, tvrdnja ocito slijedi.

Pretpostavimo da je S neprazan.
Tada postoji rekurzivna funkcija f : N — N” takva da je Im(f) = S.
Definirajmo funkciju ¥ : N — P(N") s

Y@ = 1{£0),.... f(O)}.
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Za svakii € N vrijedi

Y@i) = ({0, ...,1})

pa iz ¢injenice da je funkcija N — P(N) , i — {0, ..., i} rro i teorema [3.5.10] slijedi da je ¥
rro-funkcija.
Uoc¢imo da je

S = U‘I’(i)

ieEN
te da je svaki konacan podskup od S sadrzan u W(i) za neki i € N.
Neka je x € N¥, Tada vrijedi

xeT & d(x) €S < di € N takav da je O(x) C ().

Dakle,
x € T < i € N takav da je (x, 1) € Q,

gdje je
Q = {(x,1) | ©(x) C ().

Iz korolara [3.5.§] slijedi da je Q rekurzivan skup pa iz teorema o projekciji slijedi da je T
rekurzivno prebrojiv skup. O

Primjer 3.5.13. FunkcijaV : N — P(N), Y(i) = [i] je rro.

Naime, za svaki i € N vrijedi

Y(x) = {()o, ..., )
={0(i,0),...,0(,10)}
= o (7)),

gdje je @ : N — P(N?), ]
@) = {@i,0),...,3 D))

Lako se provjeri da je ® rro-funkcija.
Imamo
P(x) = o(D(@))

pa iz teorema [3.5.10slijedi da je ¥ rro-funkcija.
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Propozicija 3.5.14. Neka su k,n,m € N\{0} te neka su ® : N¥ — P(N") i ¥ : Nk — P(N™)
rro-funkcije. Tada je i A : N¥ — P(N"™) definirana s

A(x) = P(x) X Y(x)
rro-funkcija.

Dokaz. Neka su ¢, : N¥ — N rekurzivne mede od @ i \P.
Tada je ¢ + ¢ rekurzivna meda od A.
Neka su x € N |y e N"ize N™,

Imamo
— 1 ako je (y,2) € A(x
A(x’y’z):{ ako je (7.2) € AY)
0 1nace
_J1 ako je y € O(x), z € ¥(x)
10 inace

= O(x,y) - P(x,2)

pa slijedi da je A rekurzivna funkcija.

Prema tome, A je rro-funkcija. O
Propozicija 3.5.15. Neka je (X, 7T, (1;)) izracunljiv topoloski prostor. Neka je
Q = {(a,b) e N* | I, i J, FD disjunktni}.
Tada je Q rekurzivno prebrojiv skup.
Dokaz. Neka su a,b € N. Tada vrijedi

(a,b) e Q= (i,j) e FD, Vi€ [a], Vje[b]
< [a] X [b] C FD.

Definirajmo funkciju @ : N> — P(N?) s
®(a, b) = [a] X [b].

Iz prethodnog primjera i prethodne propozicije slijedi da je @ rro-funkcija.
Imamo
(a,b) € Q = D(a,b) C FD.

Dakle,
Q = {(a,b) e N* | ®(a, b) C FD).

Iz teorema [3.5.12] slijedi da je Q rekurzivno prebrojiv skup. |
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Lema 3.5.16. Neka je (X, 7, (I,)) izracunljiv topoloski prostor te neka je
Q' ={(i,b) e N* | I; FS sadrZano u J,).
Tada je Q' rekurzivno prebrojiv skup.

Dokaz. Neka sui,b € N. Imamo
(i,b) € Q' & dj € [b] takav da je (i, j) € FS
< djeNtakavdaje (i,j) € FSije€ [b]
Neka je
T ={(i,b, j) e N’ | (i, j) € FS}
T’ ={(i,b, )| j € [b]}.

Imamo
T =f'(FS)

pri ¢emu je f : N> — N? funkcija definirana s
fG@, b, ) =@, )).
Dakle, T je rekurzivno prebrojiv skup.
Neka je @ : N — P(N) funkcija definirana s
(D) = [b].
Prema prethodnom primjeru slijedi da je ® rekurzivna funkcija, a imamo

X1, b, ) = x1(J) = xow () = b, j).

Stoga je yr- rekurzivna funkcija, tj. 7’ je rekurzivan skup.
Slijedi da je T N T’ rekurzivno prebrojiv skup.

Imamo
(i,b) € Q' < dje Ntakavdaje (i,b,)) e TNT'.
Iz teorema o projekciji slijedi da je €’ rekurzivno prebrojiv skup. O
Propozicija 3.5.17. Neka je (X, T, (1;)) izracunljiv topoloski prostor te neka je
I ={(a,b) e N*|J, FS sadrano u J,}.

Tada je I rekurzivno prebrojiv skup.



3.5. RRO-FUNKCIJE 79

Dokaz. Neka je Q' skup iz prethodne leme.
Neka su a, b € N. Tada vrijedi

(a,b) e < Vi€ [a]];je FS sadrzan u J,
Vi€ la] (i,b) e
— [a] x {b} C
& O(a,b) C Q

gdje je @ : N? — P(N?),
®(a, b) = [a] X {b}.

Funkcija @ je rro i vrijedi
I ={(a,b) e N’ | ®(a,b) C Q')

pa iz teorema [3.5.12]slijedi da je I rekurzivno prebrojiv skup. O
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3.6 Povezanost

Definicija 3.6.1. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je A C X. Za A kaZemo da je
omeden skup u (X, d) ako je A sadrZan u nekoj otvorenoj kugli u (X, d).

Pretpostavimo da je A omeden skup u (X, d). Tada postoje xy € Air > 0 takvi da je

A C K(xp,r).

Iz ovoga slijedi da za sve x,y € A vrijedi
d(x,y) < 2r.
Definicija 3.6.2. Neka je A neprazan omeden skup u (X, d). Definiramo
diam A = sup{d(x,y) | x,y € A}.
Za diam A kaZemo da je dijametar skupa A.

Definicija 3.6.3. Neka je (X,T") topoloski prostor te neka su U,V € T takvi da je U #
0O, V0, UnNnV=0iUUV=X.
Tada za (U, V) kaZemo da je separacija topoloskog prostora (X, 7).

Definicija 3.6.4. Za topoloski prostor (X, T") kaZemo da je povezan ako nema separaciju.

Analogno definiramo pojam separacije metrickog prostora te pojam povezanog me-
trickog prostora.

Definicija 3.6.5. Za topoloski prostor (X, T") kazemo da je kompaktan ako je X kompaktan
skup u (X, 7).

Definicija 3.6.6. Ako je U otvoren pokrivac skupa X u topoloskom prostoru (X,7) onda
za ‘U kaZemo da je otvoreni pokrivac topoloskog prostora (X, T).

Uocimo:

Topoloski prostor (X,T") je kompaktan ako i samo ako za svaki otvoreni pokrivac od
(X,T) postojen e Ni Uy,...,U, € U takvi da je

X:U()U"'UUn.

Analogno definiramo pojam kompaktnog metrickog prostora te pojam otvorenog pokrivaca
metrickog prostora.
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Propozicija 3.6.7. Neka je (X, T") topoloski prostor te neka je Y neprazan podskup od X.
Definiramo
§={UNY|UeT}

Tada je § topologija na Y.

Dokaz. Ocitosu 0, Y € §.

Neka je (V,)qca indeksirana familija elemenata od §. Tada za svaki @ € A postoji U, € T
takav da je
V,=U,NY.

Imamo

UVa = U(Ua NY) = (UUQ) ny.

acA acA acA

Buduéidaje | JU, € 7 (jer je 7 topologija) imamo

acA
UVQ € 8.

acA
Nekasu V;, V, € 8.
Tada je

VlelﬂY
i

V,=U,NY,

gdjesulU,, U, eT.
Imamo
VinVo=(U NnYHNWU,NY)=U NU,NY =U, NU,)NY.

S obzirom da je U; N U, € 7 zakljuCujemo daje Vi NV, € §.
Dakle, § je topologijana Y. O

Za § kaZemo da je relativna topologija na Y (odredena topologijom 7).
Za topoloski prostor (Y, §) kaZemo da je potprostor topoloskog prostora (X, 7).



82 POGLAVLIJE 3. IZRACUNLIJIVI TOPOLOSKI PROSTORI

3.7 Lancasti kontinuum

Definicija 3.7.1. Neka su m € N i X skup te neka je C,...,C,, konacan niz podskupova
od X takav da za sve i, j € {0, ...,n} vrijedi

C,ﬂCJ;t(Z)(:)h—]IS 1.
Tada za konacan niz Cy, . . ., C,, kaZemo da je lanac u X.

Definicija 3.7.2. Neka je X skup, S € X, me Nte C,...,C, konacan niz podskupova od
X takav da je

SCCyU---UCy,.

Tada kaZemo da konacan niz C, . ..,C,, pokriva S.

Definicija 3.7.3. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je C = (Cy, . ..,C,,) lanac u X. Ako
je C; kompaktan skup u (X, d) za svaki i € {0, ...,m}, onda za C kaZemo da je kompaktan
lanac u (X, d).

Ako je € > 0 te diamC; < €, za svaki i € {0,...,m}, onda za C kaZemo da je e-lanac u
(X, d).

Definicija 3.7.4. Za metricki prostor (X, d) kazemo da je kontinuum ako je (X, d) kompak-
tan i povezan.

Definicija 3.7.5. Za metricki prostor (X, d) kazemo da je lanc¢asti kontinuum ako je (X, d)
kontinuum i ako za svaki € > 0 postoji kompaktan e-lanac u (X, d) koji pokriva X.

Neka su a,b € X. Za (X,d) kaZemo da je kontinuum lancast od a do b ako je (X,d)
kontinuum te ako za svaki € > 0 postoji kompaktan e-lanac Cy, ..., C,, koji pokriva X te
takav dajea € Cyib € C,,.

Definicija 3.7.6. Neka je (X, T, (I;)) izracunljiv topoloski prostor. Neka je xy € X. KaZemo
da je xy izrac¢unljiva tocka u (X, 7, (1;)) ako je skup

{ieN|xel}
rekurzivno prebrojiv.

Uocimo da je x, izracunljiva tocka u izracunljivom metrickom prostoru (X, d, a) ako i
samo ako je xq izracunljiva toc¢ka u pripadnom topoloskom prostoru (X, T 4, (1;)). (teorem



3.7. LANCASTI KONTINUUM 83

Lema 3.7.7. Neka je (X,7,(1;)) izracunljiv topoloski prostor te neka je x, izracunljiva
tocka u tom prostoru.
Neka je

Q={jeN|x €}

Tada je Q rekurzivno prebrojiv skup.

Dokaz. Neka je
I'={ieN|xyel}.

Tada je I' rekurzivno prebrojiv te za svaki j € N vrijedi
JEQ & xy€];
< di € [j] takav da je x( € [;
& dieNtakavdajeiel'iie€[]].
Definiramo
Q, ={(j) eN?|ieT)},
Q, = {(j,) eN? | i € [j]).

Tada imamo
JjeEQ & dieN, (j,i)e Q NQ,.

Stoga je prema teoremu o projekciji dovoljno pokazati da su €; 1 Q, rekurzivno prebrojivi
skupovi.
Imamo

Q, = ;)" (D)

pa slijedi da je Q; rekurzivno prebrojiv skup.
Vrijedi
X, = X110
pa iz Cinjenice da je funkcija N — P(N), j + [j] rekurzivna slijedi da je yq, rekurzivna
funkcija, tj. €, rekurzivan skup.
Time je tvrdnja leme dokazana. O

Definicija 3.7.8. Za topoloski prostor (X,T") kaZemo da je kontinuum lancast od a do b,
gdje su a,b € X ako postoji metrika d na X koja inducira topologiju T takva da je metricki
prostor (X, d) kontinuum lancast od a do b.

Lema 3.7.9. Neka je (Y, $§) potprostor topoloskog prostora (X,T ). Neka je K kompaktan
skup u (Y,S). Tada je K kompaktan skup u (X, T).
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Dokaz. Neka je U otvoreni pokrivac od K u (X, 7).
Neka je

V={UnY|UeU).

Tada je “V otvoreni pokrivac od K u (Y, §).
Naime, ako je U € U, ondaje U € 7 paje

UNnYes.

Dakle,
VCs.

Nadalje, neka je x € K. Tada postoji U € U takavdaje x € U.
Ocito je x € Y pa slijedi
xelUny.

Dakle, postoji V € V takavdaje x € V.
Time smo dokazali da je
kel v

ZakljuCujemo da je V otvoreni pokrivac od K u (¥, §).
Buduc¢i da je K kompaktan, postoje n € N1 Vj,...,V, € V takvi da je

KCVoU---UV,

Zasvakii € {0,...,n} postoji U; € U takav da je

Vl' = Ul' nY.
Slijedi
KcWUynYHU---uWU,NY)=WUguU---0U,)NY
tj.
KcUyu---UU,.
Prema tome, K je kompaktan u (X, 7). O

Propozicija 3.7.10. Neka je (X, T) topoloski prostor. Tada je (X, T ) povezan ako i samo
ako ne postoji U C X takav da je U i zatvoren i otvorente U # 0i U + X.
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Dokaz. Uzmimo da je (X, T) povezan.
Pretpostavimo da postoji skup U s navedenim svojstvom.
Tada je (U, U°) separacija topolo§kog prostora (X, 7°), §to je nemoguce.

Obratno, uzmimo da ne postoji takav skup U.

Pretpostavimo da (X, 7°) nije povezan.

Tada postoji separacija (U, V) od (X, 7) iz Cega slijedi da je U i otvoren i zatvoren (jer je
U =V),U#0iU # X, no to je nemoguée prema pretpostavci.

Dakle, (X, 7) je povezan. O

Lema 3.7.11. Neka je (X, d) povezan metricki prostor takav da X ima bar dva elementa.
Tada niti jedan neprazan konacan podskup od X nije otvoren.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji x € X takav da je {x} otvoren skup u (X, d).
No, {x} jeizatvoren skup u (X, d) (to moZemo zakljuciti iz injenice da je oCito kompaktan).

Ovo je u kontradikciji s prethodnom propozicijom.

Pretpostavimo da je / > 2 te da su xy,...,x; € X takvi da je {x, ..., x;} otvoren skup u
(X, d).
Uocimo prije svega da je

{x1,...,x} CX.

U suprotnom bi skupovi {x}, {x,, ..., x;} Cinili separaciju od (X, d)(oba skupa su ocito kom-
paktna pa time i zatvorena, a onda i otvorena jer su jedan drugom komplementi).
Stoga je {xj,...,x;} 1 otvoren i zatvoren, neprazan i razliCit od X, Sto je kontradikcija s
prethodnom propozicijom. O

Propozicija 3.7.12. Neka je (X,7T, (L)) izracunljiv topoloski prostor te neka je K polu-
izracunljiv skup u tom topoloskom prostoru.
Tada je skup

Q={uv,w)eN’|KCJ,UJ,UJ,}

rekurzivno prebrojiv.
Dokaz. Neka je
'={jeN|KCJ;}.
Tada je I" rekurzivno prebrojiv skup.
Definirajmo funkciju @ : N* — P(N) sa

O(u,v,w) = [u] U [v] U [w].
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Iz propozicije [3.5.4] slijedi da je @ rro-funkcija.
Uocimo sljedece:
Za sve u,v,w € N postoji j € N takav da je
[l U [v] U [w] = [J],
tj.
O(u,v,w) = [J].

Neka je
I = {(u,v,w, j) € N* | Ou, v, w) = [j]}.

Iz korolara[3.5.8|slijedi da je I"" rekurzivan skup.
Za sve u,v,w € N postoji j € N takav da je

(u,v,w, j) eI,
Iz teorema slijedi da postoji rekurzivna funkcija f : N* — N takva da je

(u,v,w, f(u,v,w)) eI’ , Yu,v,w € N,

Iz ovoga slijedi da za sve u, v, w € N vrijedi

[u] U VI U [w] = [f(u, v, w)].

Imamo
Lulul, = ol uu| L
i€u] i€[v] i€[w]
= ]Il.
i€[u]U[v]ulw]
= I[i
i€l f(u,y,w)]
= Jf(u,v,w),
dakle,

JLUJ,UJ, = Jf(u,v,w)-
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Neka su u,v,w € N,
Imamo

(u,v,w) € Q & K CI,UL,UJ, & K C s & f,v,w) €T & (u,v,w) € f(I).

Iz ovoga zakljucujemo da je
Q="

pa zakljuujemo da je Q rekurzivno prebrojiv skup. O

Lema 3.7.13. Neka je (X, T, (1)) izracunljiv topoloski prostor. Tada postoji rekurzivna
funkcija w : N — N takva da je

L= Ja,(,') , YieN.

Dokaz. Za svakii € N postoji j € N takav da je

S obzirom da je skup
G Hib =11

rekurzivan, postoji rekurzivna funkcija w : N — N takva da je
{i} = [w@®], VieN.

Tada je
Jw(,‘) =1, VYieN.

O

Teorem 3.7.14. Neka je (X, T, (1;)) izracunljiv topoloski prostor. Neka je K poluizracunljiv
skup u ovom prostoru. Neka je § relativna topologija na K odredena s T . Pretpostavimo
da je (K, §) kontinuum lancast od a do b, gdje su a i b izracunljive tocke u (X, T, (I,)).
Tada je K izracunljiv skup u (X, T, (I;)).

Dokaz. Neka je d metrika na K takva da je
§=7a

te da je metricki prostor (K, d) kontinuum lancast od a do b.
Promotrimo prvo slucaj kada je K jednoclan skup.
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Neka je w funkcija iz leme [3.7.13
Neka je

F={jeN|KCI}

Imamo
(ieN|LNnK=0}={ieN|KCI}
={ieN|K CJy,u)
(i e N|w(@)eTl}
w (D).

Prema tome, K je izracunljivo prebrojiv skup, tj. K je izraCunljiv skup.

Pretpostavimo da K ima barem dva elementa.
Neka je w funkcija iz leme [3.7.13]
Pretpostavimo da je i € N takav da je

LNK=#0.

Uocimodajel; N K € § (Jer je I; € 7 ), stoga je I; N K otvoren skup u metrickom prostoru
(K,d).

Iz leme slijedi da I; N K nije konacan skup.

Stoga postoji x € K, x # a, x # b takav da je x € I,.

Imamo
xel[NK

I; N K otvoren u (K, d)
pa postoji r > 0 takav da je

K(x,r)Cc,NnK.
Neka je
A = min{r, d(x, a), d(x, b)}.
Bududi da je (K, d) kontinuum lancast od a do b, postoji kompaktan A-lanac Cy,...,C, u

(K, d) koji pokriva K te takavdajea € Coib € C,,.
Tada postoji [ € {0, ..., m]} takav da je

xe(C,.
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Primjetimo da je 0 < .
U suprotnom imamo

Co=Ci=2a,xe(C;=d(a,x) <diamC; < A <d(a, x)

Sto je nemoguce.
Analogno zakljucujemo da je [ < m.

Tvrdimo da je C; C I.
Neka je y € C;. Tada je

diy,x) <diamC, < A1<r=ye K(x,r)=>yel.

Dakle, vrijedi C; C I.
Definirajmo
A:COU"'UCl_l

B:C1+1U---UCm.
Ocitoje AN B = 0.

Nadalje, A i1 B su kompaktni skupovi u (K, d) (opéenito se lako vidi da je unija dva kom-
paktna skupa kompaktan skup pa i unija konacno mnogo kompaktnih skupova).
Stoga slijedi da su A, B, C; kompaktni u (K, §) pa su prema lemi kompaktni u (X, 7).

Postoje u, v, w € N 1 vrijedi sljedece:

Acl,,C.cl,,BCl,, ], FS sadrzanuJ, , J, 17, FD disjunktni.

UoCimodajeac A,b e Btedaje

K=AUC,UB.

Imamo sljedeci zakljucak:
Ako je i € N takav da je I; N K # 0, onda postoje u, v,w € N takvi da je

ael,,
2) bel,,
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3) J, FS sadrzan u J, ,

4) J,1J, FD disjunktni ,

S5) KcJ,ul,ul,.

Neka je Q skup svih (i, u, v, w) € N* za koje vrijede svojstva 1)-5).

Dokazali smo sljedece:

Ako je i € N takav da je [; N K # 0, onda postoje u, v,w € N takvi da je
(i,u,v,w) € Q.

Iz leme teorema3.4.5]i propozicije slijedi da je Q kao presjek kona¢no mnogo
rekurzivno prebrojivih skupova rekurzivno prebrojiv.

Pretpostavimo sada da su i, u, v, w € N takvi da je
(I,u,v,w) € Q.

Tvrdimo daje I; N K # 0.
Pretpostavimo suprotno, tj. [; N K = 0.

Stoga je
Jw(,') NK = @
Iz svojstva 3) slijedi
J, C Jw(,')
pa je stoga
I,NK=0.
Iz ovoga i
Kcl,ul,ul,
slijedi

KcJ,ul,.

Skupovi J, 1], su disjunktni prema svojstvu 4), stogasui K NJ, 1 K NJ, disjunktni.

27,7, € T slijedi
KnlJ],,KNnJ, €8§.



3.7. LANCASTI KONTINUUM

Prema K € J, UJ,, je ocito
(KNnJH)u(KnNnl,) =K.

Iz svojstva 1) i 2) slijedi da su skupovi K NJ, i K N ], neprazni.

Dakle, (K N1J,, K N1J,) je separacija od (K, §).
No, to je nemoguce jer je (K, §) povezan.
Prema tome,

LNK#0.

Zakljucak:
Za svakii € N vrijedi

LNK#0c Iu,v,w) e N>, (i,u,v,w) € Q.

Stoga je
(eN|LNK#0={ieN|3(u,v,w) e N>, (,u,v,w) e Q).

Iz teorema o projekciji slijedi da je
{ieN|LNK+#0}

rekurzivno prebrojiv skup.

Stoga je K izracunljivo prebrojiv u (X, 7, (I;)) 1 time je tvrdnja teorema dokazana.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu smo uveli pojam rekurzivne funkcije i to kada je kodomena skup
prirodnih, cijelih, racionalnih i realnih brojeva. Promatrali smo svojstva istih i primjenili
ih u sklopu metrickih i1 topoloskih prostora te dosli do definicije izracunljivog metrickog
1 izracunljivog topoloskog prostora. U treem dijelu rada smo se bazirali na definiranju
1 svojstvima izracunljivih 1 poluizracunljivih skupova te smo zaklju¢no odredili dovoljne
uvjete da za neki skup mozemo reci da je izracunljiv.






Summary

In this thesis we introduced the notion of a recursive function in case when the codomain
is the set of natural numbers, integers, rational and real numbers. We examined properties
of these functions and we applied them in the context of metric and topological spaces. We
defined computable metric spaces and computable topological spaces. In the third part of
the thesis we defined and studied properties of computable and semi-computable sets and
we found sufficient conditions for some set to be computable.
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