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Uvod

U praksi je vrijednost jednog dolara danas, veca od dolara sutra. Neka je P(t,T)
sadasnja vrijednost (u trenutku 7) koju ¢e imati jedan dolar u trenutku 7' > ¢. Tada
P(t, T) zovemo obveznica bez kupona sa dospije¢em T ili T—obveznica. Takoder, eko-
nomska teorija tvrdi da nerizican profit nije mogu¢, te da je na stvarnim financijskim
trzistima tesko pronadi takve sluc¢ajeve odnosno arbitrazu.

U ovom diplomskom radu glavni cilj je vrednovati cijenu opcije na temelju T—obveznice.
Stoga smo u prvom poglavlju dali pregled i karakterizaciju osnovnih financijskih ins-
trumenata. Time smo postavili bazu za daljni uvod u analiticki racun sljedeceg
poglavlja kako bismo naposljetku vrednovali opcije.

Drugo i trece poglavlje daje uvod u stohasticki diferencijalni i integralni racun te
tvrdnje potrebne za razumijevanje arbitrazne teorije Brownovog financijskog trzista.
Takoder dajemo rezultate arbitrazne teorije kroz nekoliko tvrdnji, gdje su dokazi dani
u literaturi.

Buducdi da koristimo Vasicekov model za vrednovanje ATM put opcije u ¢etvrtom po-
glavlju dajemo pregled modela kratkoro¢nih stopa. Naime, Vasicekov i CIR modeli
su bili prvi stohasti¢ki modeli kamatnih stopa. Ovo poglavlje daje uvid u difuzijske
kratkorocne modele i analizu najvaznijih modela sa naglaskom na tzv. afine modele.

U petom poglavlju promatramo zeljene financijske instrumente, T—oveznice, umjesto
ne-rizicnih instrumenata. Standardni numerarij mijenjamo sa T—obveznicom. Ovaj
nacin zamjene numerarija se najcesée koristi u praksi kod vrednovanja opcija, te je
prirodan uvod u posljednje poglavlje, primjer.

Sesto poglavlje daje primjer gdje koristimo Vasicekov model za vrednovanje cijene
ATM put opcije. Ovdje implementiramo model i metodu pomoc¢u Matlab-a.



Poglavlje 1

Financijski instrumenti

1.1 Obveznice bez kupona

Vrijednost jednog dolara danas je veca od dolara sutra. Neka je P(t,T) sadasnja
vrijednost (u trenutku #) koju ¢ée imati jedan dolar u trenutku 7' > ¢t. Tada P(t,T)
zovemo obveznica bez kupona sa dospije¢em T ili T—obveznica. Za svaki T > 0 i
svaku T—obveznicu postoji trziste. Nadalje, za svaki T vrijedi P(T,T) = 1, te je
P(t,T) diferencijabilna funkcija u T.

U praksi, na stvarnom trzistu, ova svojstva ne moraju vrijediti. Sa obveznicama bez
kupona se ne trguje za svako dospijeée T > 0 i P(T,T) moze biti manje od jedan
ukoliko izdavatelj T—obveznice ne ispuni ugovornu obvezu. Diferencijabilnu funkciju
T — P(t,T) zovemo rocna struktura obveznice bez kupona ili diskontna funckija.
Funkcija t +— P(t,T) je slucajni proces.

1.2 Kamatne stope

Generalni ugovor sa terminskim tecajem je ugovor sa tri vremenske komponente
t<T < S, pri cemu je t vrijeme, T > t datum isteka vazenja ugovora i § > T datum
dospijeca. Kako mozemo (neto) profitirati od ovog ugovora? Naime, u trenutku ¢:

P, T . .
prodajemo jednu T — obveznicu i kupimo PEt S; S — obveznica, sto rezultira sa nula
neto investicije. Zatim u trenutku 7 platim;) jedan dolar. Naposlijetku, u trenutku

P, T)
P, S)

u trenutku 7T i zarada od

S: zaradimo dolara. Rezultat ovog postupka jest investicija od jednog dolara

P, T)

P, S)
Bududi da su nam od ineteresa (neto) profitabilne investicije, upoznat ¢emo se sa

dolara u trenutku S.
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izvedenicama ugovora sa treminskim tecajem kroz sljedece definicije.

Definicija 1. Jednostavan terminski tecaj za [T,S] u vremenu t je dan relacijom:

| _ 1 (Pa,T)
F(t,T,S)—S_T(P(t,S) 1)'

Definicija 2. Promptni tecaj za [t, T] je:

1 1
F@,T)=F(t;t,T)= — -1].
«.T) ( ) T—t(P(t,t) )
Definicija 3. Kontinuirant sloZeni terminski tecaj za [T,S] u vremenu t je dan re-

lacijom:
logP(t,S) — logP(t,T)

Rt; T,S)=—
( ) S-T
Definicija 4. Kontinuirani sloZeni promptni tecaj za [t,T] je:
logP(t, T
R, T) = R(t;1,T) = —OgT—(t).

Definicija 5. Trenutni terminski tecaj sa dospije¢em T u vremenu t je dan relacijom:

f@.T) = lsllf;IR(t; T,S).

Iz definicije |5 i uvjeta P(T,T) = 1 slijedi relacija P(¢t,T) = e} fawda, Funkciju
T — f(t,T) zovemo terminska funkcija u vremenu t.

Definicija 6. Trenutni promptni tecaj u vremenu t je dan relacijom:

r(t) = f(t,1) = I%ILI;I R, T).

1.2.1 LIBOR

Medubankovne stope (eng. Interbank rates) su stope pomocu kojih se odvijaju tran-
sakcije izmedu banaka. Najpoznatija medubankovna stopa je LIBOR (eng. London
Interbank Offered Rate). LIBOR je stopa pomoéu koje visoko-kreditne financijske
institucije mogu posudivati novac na medubankovnom trzistu. Za sva vremena dos-
pijeca, od 24 sata do 12 mjeseci ona se koristi kao referentna stopa za ugovore koje
smo upoznali u prethodnom poglavlju. Primjerice 3— mjesecni terminski LIBOR za
[T, T + ﬂ u vremenu ¢ je

1
Lt T) = F(t;T,T+Z).
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Banke mogu racunati vlastite LIBOR stope ali Britanska Bankarska Asocijacija (eng.
British Bankers Association-BBA) daje globalnu referentnu vrijednost LIBOR — a.
LIBOR se smatra nerizicnom stopom.

1.3 Anuitetske obveznice, zamjene i prinosi

Na trzistu obveznica postoji jako malo obveznica bez kupona. Vecina obveznica
ukljucuje i kupon.

1.3.1 Obveznice s utvrdenim kuponom

Jedna inacica anuitetskih obveznica su obveznice s utvrdenim kuponom. Datume
kupona oznacujemo sa T < --- < T,, pri ¢emu je T,, n € N datum dospije¢a obvez-
nice. Oznake za deterministicki niz kupona je ci,...,c,, n € N, te je N nominalna
vrijednost. Vlasnik obveznice dobije ¢; u trenutku 7;, za i = 1,...,n i N u trenutku
T,. Cijena obveznice s utvrdenim kuponom p(f) u trenutku ¢ < T je dana relacijom:

p(t) = > P, Te; + P(t, T)N.
i=1
Opéenito (u praksi) imamo da je § = Ty — T; za svaki i te su kuponi dani kao fiksni
postotak nominalne vrijednosti, tj. ¢; = KN za neku fiksnu kamatnu stopu K. Sada
imamo: .
p(t) = | Ko Z P(t,T) + P(t,T,) | N.

i=1

1.3.2 Obveznice s promjenjivom kamatnom stopom

Postoje inac¢ice anuitetskih obveznica ¢iji kuponi nisu fiksni u vremenu kada je obvez-
nica izdana. Naime, zbog trzisne kamatne stope (npr. LIBOR—a) kuponi se racunaju
posebno pocetkom svakog datuma kupona T;, i = 1,...,n. Obveznice s promjenjivom
kamatnom stopom su ugovori gdje datume kupona oznacujemo sa Ty < Ty < --- < T},
n € N, te je nominalna vrijednost N. Deterministicki niz kupona je sada:

¢i=T; = Ti-))F(Ti-1, TN,

pri ¢emu je F(T;_,,T;) promptni tecaj utvrden u trenutku 7;_;, za kupon ¢; u trenutku
T;. Tada je cijena obveznice s promijenjivom kamatnom stopom p(¢) u trenutku t < T
je dana relacijom:

) = P, T,) + D (P(t, Ti-1) = P(t, T)) = P(t, Ty).

i=1
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Za t = Ty imamo da je p(Ty) = 1.
Zaista, bez smanjenja opcenitosti stavimo da je nominalna vrijednost N = 1. Iz
Definicije [2 slijedi da je:

1

i= -1
¢ P(Ti-, T;)

e U trenutku #: kupimo T;_j—obveznicu, cijena P(t, T;_;).

e U trenutku 7;_: zaradimo jedan dollar i kupimo T;—obveznica, to

P(Ti_1,Ti)
je neto investicija od nula dollara.

e U trenutku 7;: zaradimo ———— dollara.
P(Ti1,T))

Za vrijeme t vrijednost kupona c; je P(t,T;_y) — P(t,T;).

1.3.3 Zamjene kamatnih stopa

Zamjena kamatne stope (eng. interest rate swaps) je procedura gdje mijenjamo pla-
¢anje po fiksnoj kamatnoj stopi za placanje po promjenjivoj kamatnoj stopi (najcescée
LIBOR). Postoji mnogo inacica zamjene kamatnih stopa. Kod platiteljeve zamjene
kamatne stope datume oznacujemo sa Ty < Ty <---<T,, gdjeje T; =T,y =061T, je
datum dospije¢a zamjene. Fiksna stopa je K, a nominalna vrijednost je N.

Novcani tokovi dospijevaju u datumima T,...,T,. U trenutku 7;, i = 1,...,n imatelj
ugovora:

e placa fiksni iznos KON
e prima (promjenjivi tec¢aj) F(T;_j, T;)6N.

Neto novcani tok je (F(T;-y,T;) — K)ON. Iz vrijednosti kupona ¢; = P(t, Ti—y) — P(t,T;)
u vremenu ¢t < Ty imamo da je novcani tok:

N(P(t,Ti-y) — P(t,T) — K6P(t,T))
. Vrijednost zamjene IL,(¢) u vremenu ¢ < T je:
I,(1) = N| P(t, To) - P(t, T,) - K& ) Pt T)|.
i=1

Primateljeva zamjena kamatne stope je dana zamjenom predznaka kod novéanih to-
kova u datumima (trenucima) T,...,T,. Vrijednost zamjene je I1.(f) = I1,(¢), t < Ty.
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Prirodno slijedi pitanje kako odredujemo "pravednu” fiksnu stopu K. Fiksna stopa
zamjene Rj,,,(f) u trenutku ¢ < Ty je fiksna stopa K koja daje I1,(¢) = I1,(r) = 0.

P, Ty) — P(t,T,)
oYL, P, T)

stap(t) =

1.3.4 Prinosi i trajanje

Kod obveznica bez kupona, P(t,T) prinos oveznice bez kupona je promptni tecaj
R(t,T), tj.
P(1,T) = e *t-DI0),

Funkciju T + R(t,T) zovemo funkcija prinosa (obveznice bez kupona). Neka je
p(t) u vremenu ¢ trziSna vrijednost obveznice sa utvrdenim kuponom u datumima
T, < --- < T,, kuponskim uplatama cy,...,c, i nominalnom vrijednosti N. Radi
jednostavnosti pretpostavimo da ¢, ukljucuje nominalnu vrijednost N. Tada je

p(t) = Z P, Tic;, t<T.
i=1

Prirodno slijedi pitanje koja je konstantna stopa (u intervalu [z,T,]) koja generira
trzisnu vrijednost obveznice sa kuponom. Takvu stopu zovemo prinos do dospijeca
(eng. yield to maturity), oznaka y(r), t < T} i definiramo relacijom:

n

p(t) = Z ceYOTD

i=1



Poglavlje 2

Stohasticki racun

U ovom dijelu ¢emo navesti glavne tvrdnje potrebne za razumijevanje arbitrazne
teorije Brownovog financijskog trzista. Neke od glavnih teorema stohastickog racuna
¢emo i1 dokazati.

2.1 Uvod

Definicija 7. Neka je (Q,F) izmjeriv prostor, te neka je za svaki t € Z, X, je slucajna
varijabla na (Q, F). Familija X = (X;,t > 0) naziva se slucajni proces.

Definicija 8. Neka je (Q, F, P) vjerojatnosni prostor. Slucajni proces W = (W, t > 0)
je Brownovo gibanje u R ako vrijedi:

(a) putovi t — W (w) su neprekidne funkcije sa Ry u R (za g.5s. w € Q)
(b) Wo=0

(c) za sve 0=ty <t; <--- <ty suprirasti W,, = W,, =W, ,W,, = W,,.... W, - W,
nezavisni

(d) za sve 0 < s <t je prirast W, — Wy normalno distribuiran s oéekivanjem nula i
varijancom t — .

Definicija 9. KazZemo da je W = (Wy,...,W,) d—dimenzionalno Brownovo gibanje
ukoliko su komponente nezavisna 1—dimenzionalna Brownova gibanja u R.

Definicija 10. Familija (F;,t = 0) o-podalgebri of F takvih da je F; C Fiiq za svaki
t > 0 zove se filtracija.
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Za slucajne varijable X,Y piSemo X = Y ako je X = Y, g.s. odnosno ako vrijedi
P(X =Y) = 1. Analogno vrijedi za nejednakosti.

Slucajni proces X; = X(¢,-) je:

e adaptiran u odnosu na filtraciju (¥, > 0) ako je X;, F;—izmjeriva slucajna
varijabla za svaki t > 0.

e progresivno izmjeriv ili krac¢e progresivan ako je X|joxq, B0, f] ® F,—izmjeriv
proces za svaki t > 0.

Stohasticka baza je potpun vjerojatnosni prostor sa filtracijom (Q, ¥, (F)i=0, P). Neka
je W= (W,...,W,) d—dimenzionalno (¥;)—adaptirano Brownovo gibanje.

Progresivan proces je adaptiran. Progresivna izmjerivost od X je nuzna da bi procesi
j(‘)tX(s)ds i X(t A 1) za bilo koje vrijeme zaustavljanja T bili adaptirani. Sa Prog
oznacavamo progresivnu o—algebru koja je generirana familijom svih progresivnih
procesa na R, X Q.

2.2 Stohasticki diferencijalni i integralni racun

Definicija 11. £? i £ definiramo kao skupove progresivnih procesa h = (hy, ..., hy)
sa vrijednostima u R? koji zadovoljavaju

E Um Ih()II* ds
0

!
f h()I* ds < oo, V>0,
0

< 00

respektivno.
Ocigledno je £* c L.

Teorem 1. Za svaki h € L moZemo definirati stohasticki integral

¢ d t
(ho W), = fo h(s)dW(s) = fo hi(s)dW (s)
j=1

sa sljedeéim svojstvima:
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(a) Proces ho W je neprekidni lokalni martingal.
(b) Linearnost: (Ag+h)o W = A(go W)+ hoW za svaki g,h € L i svaki A € R.

(¢) Za svako vrijeme zaustavljanja T vrijedi:
INT t
f h(s)dW(s) = f)({SST}h(s)dW(s), Yt > 0.
0 0

(d) Ako je h € L2 tada je h o W martingal i vrijedi:

El(fow h(S)a’W(S))Zl = E[fow 1A (s)II? a’S]-

Dokaz. Vidi [3], poglavlje 4. |

[tov proces je suma apsolutno neprekidnog drifta i neprekidnog lokalnog martingala:

X(t):X(O)+fa(s)ds+fp(s)dW(s), (2.1)
0

0

gdje je p € L i a progresivni proces koji zadovoljava fot la(s)|ds < oo za svaki t > 0.
Slijedi vazan rezultat.

Lema 1. Dekompozicija|2.1] od X je jedinstvena u smislu da

! !
X(1) = X(0) + f a(s)ds + f 0 ()dW(s)
0 0
implicira d =a ip =p, dP®dt —(g.s.).

[tov proces mozemo pisati u kra¢em obliku

dX(t) = a(t)dt + p(t)dW(t), Yt > 0.

Definicija 12. X = (Xi,...,X,) zovemo n—dimenzionalni Itov proces ako je svaka
komponenta X; Itov proces.
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Definicija 13.
LX) = {h € Prog ' E [ f |h(s)a(s)|? ds] < oo hp € 1:2},
0

gdje je p € L i a progresivni proces koji zadovoljava fot la(s)|ds < oo za svaki t > 0.

Definicija 14.
!
LX) = {h € Prog : f |h(s)a(s)|ds < o0, ¥t > 0,hp € L} ,
0

gdje je p € L i a progresivni proces koji zadovoljava fot la(s)|ds < oo za svaki t > 0.

Za h € L(X) definiramo stohasticki integral po X sa:

fl h(s)dX(s) = ft h(s)a(s)ds + fl h(s)p(s)dW(s).

0 0 0

Neka je Y Itov proces dan relacijom:

Y(t):Y(0)+fb(s)ds+f a(s)dW(s).
0 0

Kovarijacijski proces [tovih procesa X i Y je definiran

t
X, Y), = f p(s)a(s)ds.
0
(X, X), zovemo kvadratni varijacijski proces od X.

Definicija 15. KaZemo da je adaptiran proces X u odnosu na filtraciju (F;,t > 0)
lokalni martingal ako postoje vremena zaustavljanja T,, n > 1 tako da je

(a) niz (T,) rastuéi ilim, T, = +o0 (g. s.),

(b) za svaki n, proces X'y r,>01 uniformno integrabilni martingal.

Teorem 2. RY— neprekidni lokalni martingal X koji iséezava za t = 0 je Brownovo
gibange ako i samo ako vrijedi <Xi’Xf>z = 0;jt, za svaki 1 <1, j<d.

Dokaz. Vidi [3], poglavlje 4, teorem 3.6. ]
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2.3 Itova formula

U smislu definicija [13] i [14] vrijedi £2 = L2(W) i £ = L(W). Za h € £ dajemo drugi
zapis stohastickog integrala po X relacijom:

hOXt: h(s)dX = ]’ll' dX[ .
(hoX) f()(s) (s) Z]fo (5)dXi(s)

Slijedi iznimno vazan teorem stohastickog racuna - Itova formula.

Teorem 3. Neka je f € C*R"). Tada je f(X) Itév proces i

of (X I f(X
FX@) = FXO) + Z [ D+ ZZ [ D ax, x;).
J

Dokaz. Vidi [3], poglavlje 4, teorem 3.3. |

Korolar 1. Neka su X @ Y dva Itova procesa i neka je f(x,y) = xy, tada vrijedi
formula parcijalne integracije

X®Y(@) = X0)Y() + f X($)dY(s) + f Y($)dX(s) +(X,Y),.
0 0

Dokaz. Dokazat ¢emo ga u poglavlju Vasicekov model 3.2.1. O

Nekasub: QXR, xR > R'ioc: QxR, xR — R™  Prog ® B(R")—izmjerive
funkcije. Neka je v, Fy—izmjeriva pocetna vrijednost. Proces X je rjeSenje stohasticke
diferencijalne jednadzbe

dX(t) = b(t, X(1))dt + o(t, X(1))dW(1)
X©0)=v

ako je X Itov proces koji zadovoljava relaciju

X(t):v+fb(s,X(s))ds+fa((s),X(s))dW(s),
0 0

za svaki r > 0.

Kazemo da je X jedinstveno rjesenje ako za bilo koje drugo rjesenje X' vrijedi, X =
X dP®dt - (g.s.). Ako su b(w,t,x) = b(t,x) i o(w,t,x) = o(t,x) deterministicke
funkcije, rjesenje X zovemo (veremenski-nehomogena) difuzija sa matricom difuzije
a(t,x) = o(t,x)o(t,x)T i driftom b(z,x). Slijedi teorem koji nam daje egzistenciju i
jedinstvenost difuzije.
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Teorem 4. Pretpostavimo da b(t, x) i (¢, x) zadovoljavaju uvjete Lipschiza i linearnog
rasta
Ib(z, x) = b(t, Y| + llo (2, x) — o (t, Y| < K [lx = yll,

b, I + llor(z, DI < K21+ |Ixl),

za svaki t > 0 1 x,y € R", pri cemu je K konstanta. Tada, za svaku pocetnu tocku,
(to, X0) € Ry X R" postoji jedinstveno rjesenje X = X0 stohasticke diferencijalne
jednadzbe

dX(t) = b(ty + t, X(0))dt + o(ty + t, X(2))dW(2), (2.2)

X(O) = Xp.

Dokaz. Vidi [2], teorem 5.2.9. o

Teorem 5. Pretpostavimo da su b(t, x) i a(t, x) = o(t, x)o(t, x)T neprekidne funkcije u
(t, x) @ pretpostavimo da za svaku pocetnu tocku (ty, xo) € Ry X R" postoji jedinstveno
rjesenje X = XWX stohasticke diferencijalne jednadzbe (2.2). Tada X ima Markov-
ljevo svojstvo, tj. da za svaku ogranicenu izmgerivu funkciju f na R", postoji izmjeriva
funkcija F na Ry X Ry X R" tako da vrijeds

E[fXM)F]=F@T.X@), t<T.

Dokaz. Slijedi iz [2], teorem 4.20. O

Drugim rije¢ima, F-uvjetna distribucija od X(¢) je funkcija po ¢, T i X(¢). Vrijedi da
za svaki n-dimenzionalni slucajni vektor Z i o-podalgebru G C ¥, postoji uvjetna
distribucija u(w,dz) od Z uz dano G. Dakle, u(w,-) je vjerojatnosna mjera na R" za
svaki w € Q, funkcija w — p(w, E) je G-izmjeriva za svaki E € B(R") i E[f(2)|G] =
f . f(u(w, dz) za svaku izmjerivu funkciju f.

Definicija 16. Stohastick: eksponencijal &(X) od Itovog procesa X je dan sljedecom
relacijom
&(X) = eX(l)—%<X,X)z.

Lema 2. Neka su X i Y Itovi procesi. Tada vrijedi:

(a) U = &(X) je pozitivni Itov proces i jedinstveno riesenje stohasticke diferencijalne
jednadzbe
dU = UdX, U(0) = .
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(b) &(X) je neprekidni lokalni martingal ako je X lokalni martingal.
(c) €0)=1.

(d) eX)e(Y) = &(X + Y)e*V,

(e) eX)™! = e(=X)eXX,

13
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Arbitrazna teorija

Ekonomska teorija tvrdi da nerizican profit nije mogué, te da je na stvarnim financij-
skim trzistima tesko pronac¢i moguénost arbitraze. Zato ¢emo se nadalje koncentrirati
na modele trzista koja ne dopustaju arbitrazu. Vidjet ¢emo kako provjeriti da model
financijskog trzista ne dopusta arbitrazu.

Kako bismo razumijeli matematicke postavke arbitrazne teorije prvo ¢emo definirati

financijsko trziste. Kada govorimo o imovini na financijskom trzistu radi se o dioni-

cama, obveznicama, valutama ili novcu.

Promatramo financijsko trziste S = (Sy,...,S,) sa ne-rizicnom imovinom, danom sa
dSo = Sordt, So(0) =1,

te n riziénih imovina, ¢ije cijene zadovoljavaju stohasticku diferencijalnu jednadzbu

dS; = Si(udt+ o dW), S;(0)>0, i=1,...,n.

Ovdje je W d—dimenzionalno Brownovo gibanje adaptirano u odnosu na filtraciju
(F:, t = 0) i definirano na potpunom filtriranom vjerojatnosnom prostoru (Q, 7, (F;)rs0, P)-

Kod kratkoro¢nih stopa r, drift ; i difuzijski koeficijent o; = (071, ..., 0) su progre-
sivni procesi takvi da su

XO(I):fr(s)ds
0

Xi(t):fﬂi(s)ds+fO-i(s)dW(S)
0 0

14
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dobro definirani Itovi procesi, za svaki i = 1,...,n. Tada iz leme [2] slijedi da su
Si(t) = S (0)e(X;)
pozitivni Itovi procesi, za svaki i.

Definicija 17. Portfelj ili investicijska strategija ¢ = (¢, ..., d,) je bilo koji R"!
progresivoni proces. Vrijednost tog procesa je dana sa

V=¢S = an@s,-.
i=0

Kazemo da je portfelj ¢ samofinancirajuéi za S ako je ¢ € L(S) i nema promjene u
kapitalu tijekom trgovanja n + 1 financijskih instrumenata So,...,S,. Dakle, trgo-
vinski dobici i gubici tijekom bilo kojeg vremenskog perioda se dogadaju samo zbog
promjene vrijednosti pripadnih financijskih instrumenata:

dV = ¢dS = Z $:dS ;.
i=0

Sada ¢emo uvesti pojam numerarija (valute). Vrlo vazan pojam kod financijskog
trzista buduéi da su sve cijene dane u terminima neke valute (americki dolar, euro
isl.). No, cijene se mogu izraziti i u drugim terminima, poput S,, za neki p < n.
Nerijetko se S koristi kao numerarij. Navodimo oznake

S=>
Sp
i
V n
V==c=) 08

za diskontirane (vektor) cijene i vrijednosti procesa, respektivno.

Napomena 1. Svojstvo samofinanciranja ne ovisi o izboru numerarija.

Lema 3. Neka je ¢ € L(S)NL(S). Tada je ¢ samofinancirajuci za S ako i samo ako
je samofinancirajuci za S, preciznije
AV =¢dS= > ¢dS: (3.1)

i=0, i#p
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Bududi da je dS, = 0, broj sumanada u (2.3) se reducira na n. To nam dozvoljava da
konstruiramo samofinancirajuc¢e portfelje na sljede¢i nacin.

Neka je V(0) oznaka za neku pocetnu imovinu (kapital, bankovni rac¢un i sl.) te neka

je slucajni vektor (o, ...,¢,-1,Pps1, ..., ¢,) proizvoljan R" progresivni proces iz
L(So,...,8p-1,Sps1,...,Sy). Sada cemo konstruirati ¢, tako da rezultirajuc¢i R" pro-
gresivni proces ¢ = (¢, ..., d,) bude samofinancirajuéi.

Iz leme [3] znamo da je diskontirana vrijednost procesa dana sa

n f

VO =VO + ) f $i(5)dSi(s).
i=0, i#p 0
Preostaje nam definirati
6=V = > $(OSi).

i=0, i#p

Kako je §, = 1, zakljucujemo da je ¢ = (o, ..., d,) € L(S) te je stoga ¢ samofinanci-

rajuci za S.

Definicija 18. Arbitrazni portfelj je samofinancirajuci portfelj ¢ sa vrijednosti pro-
cesa koja zadovoljava
V0)=0, V(T)=>0

PIV(I)>0]>0, T>0.

Ako za T > 0 ne postoji arbitrazni portfelj, onda kazZemo da je model bez arbitraze

(eng., arbitrage-free).

Lema 4. Pretpostavimo da postoji samofinancirajuci portfelj sa vrijednosti procesa
dU = Ukdt,

za neki progresivni proces k. Ako je trziste bez arbitraze, onda nuzno vrijedi

r=k dP®dt—(g.5.).

Sada ¢emo prouciti kada je dani model bez arbitraze. Radi jednostavnijeg zapisa
imamo da je S numerarij.
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Napomena 2. Sljedeée postavke vrijede za izbor bilo kojeg numerarija.

Definicija 19. Vjerojatnosna mjera P* na (Q,F) naziva se martingalna mjera ili
mjera neutralna na rizik, ako vrijedi da je proces diskontiranih cijena S; martingal u
odnosu na P* (krac¢e P*—martingal) za svaki i.

i

Primjetimo da je diskontirana vrijednost i—te financijske imovine u ¢t = 1.

Definicija kaze da je ocekivanje te diskontirane vrijednosti po martingalnoj mjeri P*
jednako cijeni imovine u trenutku ¢ = 0.

Uz P* ocekivana vrijednost rizicne imovine jednaka je vrijednosti nerizi¢ne imovine.
Dakle, ta mjera je neutralna na rizik, za razliku od objektivne mjere P uz koju
diskontirana rizi¢na imovina ima vece ocekivanje od nerizi¢ne (jer ako veé preuzimamo
rizik o¢ekujemo vedi povrat).

Definicija 20. Za vjerojatnost P* kaZemo da je ekvivalentna s P i pisemo P* = P,
ako za A € F wvrijedi P*(A) = 0 ako i samo ako je P(A) = 0.
Definicija 21. Familija svih martingalnih mjera ekvivalentnih s P je dana sa

P ={P" : P* je martingalna mjera i P* ~ P}

Lema 5. Model trzista ne dopusta arbitrazu ako i samo ako je P+ O (tj. ako i samo
ako postoji ekvivalentna martingalna mjera).

Teorem 6. (Girsanovljev teorem) Neka je y € L takav proces da je stohasticki
eksponencijal E(y o W) uniformno integrabilni martingal sa E(y o W) > 0. Tada
P Ew(y o W) definira ekvivalentnu vjerojatnosnu mjeru Q =~ P, te je proces
W) = W(r) — fot v(s)ds Q—Brownovo gibanje.

Dokaz. Vidi [3], poglavlje 8, teorem 1.12. m|

Lema 6. Ako je
E[et b MOFE] < o (3.2)

onda je stohasticki eksponencijal E(y o W) uniformno integrabilni martingal sa E(y o
W) > 0.

Napomena 3. Quako konstruiran proces W* Q—Brownovog gibanja zovemo Girsa-
novljeva transformacija od W.
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Uvjet (2.4) je dovoljan za uniformnu integrabilnost od & (y o W), ali nije nuzan.

d
Pretpostavimo da je sada Q ekvivalentna martingalna mjera oblika £ = Ew(yo W)

i neka je W*(t) = W(r) — fot v(s)ds Girsanovljeva transformacija od W. Integriranjem
dobivamo dinamiku od S:

dS,' = Si(,u,- —r)dt + SiO'idW
= Si(ﬂ,’ -r+ O'l")/)dt + SiO'l'dW*,

pri cemu jei=1,...,n.
Bududi da je S Q—-martingal, iz leme [1] slijedi da drift iS¢ezava. Dakle y zadovoljava
dQ®dt —(g.s.),

—oiy = -, (3.3)
zasvakii=1,...,n.
Rjesenje relacije (2.5) uvijek postoji jer je ol o pozitivno definitna matrica. MnoZe-
njem relacije (2.5) sa o imamo:

cloy=c"(u-r-1,)
y=("o)y (o (u-r-1,)
Dakle relacija (2.5) ima jedinstveno rjesenje, y € R.
Slijedi ekonomska interpretacija relacije (2.5). Desna strana sadrzi visak od povrata
ne-rizicne stope r za imovinu i. Lijeva strana je linearna kombinacija volatilnosti
oij imovine i u odnosu na pripadne rizicne faktore W; sa faktorima opterecenja —y;.

Stoga se vektor —y zove trziSna cijena rizika. Uocimo da je —y jednaka za svu rizi¢nu
imovinui=1,...,n.

Naposlijetku, imamo da iz leme [2 slijedi kako se S; moze napisati kao stohasticki
eksponencijal S; = S;(0)E(o; o W¥).

Postojanje ekvivalentne martingalne mjere znaci da nema arbitraze.



Poglavlje 4

Modeli kratkorocnih stopa

Prvi stohasticki modeli kamatnih stopa su bili modeli kratkorocnih stopa. Ovo po-
glavlje daje uvod u difuzijske kratkoroéne modele i analizu najvaznijih poznatih mo-
dela sa naglaskom na tzv. afine modele.

4.1 Difuzija modela kratkoro¢nih stopa

Neka su zadani potpun vjerojatnosni prostor sa filtracijom (Q,F,(F/)ws0, P) 1 W =
(Wi, ..., W,) d—dimenzionalno (¥;)—adaptirano Brownovo gibanje. Pretpostavimo da
vrijedi:

e kratkorocne stope su Itov proces

dr(t) = b(t)dt + o(t)dW(t)

1
odredujuéi obrac¢un trzista novca B(t) = el r(s)ds.

e ne postoji arbitraza, tj. postoji ekvivalentna martingalna mjera Q definirana

Pt T
sa P Ew(y o W) tako da proces diskontiranih cijena obveznica é(t) ), t<

je O—martingal i P(T,T) =1 za svaki T > 0.

Teorem 7. Neka je ispunjen zahtjev ekvivalentne martingalne mjere odnosno model
trzista koji ne dopusta arbitrazu. Tada tmamo:

P(t,T) = E, [e— I r<s>d5|7-,] (4.1)

Naime, u praksi je vrlo tesko naéi arbitrazu na trzistu (neefikasno trziste), stoga pro-
matramo modele koji ne dopustaju arbitrazu.

19
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Neka je W*(t) = W(t) — fot v(s)ds Girsanovljeva transformacija kao u teoremu @

Generalna interpretacija: buduéi da gledamo trziste bez arbitraze zapocinjemo defini-
ranjem P—dinamike kratkoroc¢nih stopa i time odredujué¢i obracun trzista novca B(t).
Medutim, pomoc¢u obra¢una trzista novca ne mozemo replicirati isplate obveznica (a
kamoli prinose i ostale izvedenice) jer model nije potpun. Prema teoremu 4.9 to se
odrazava u nejedinstvenosti postojanja ekvivalentne martingalne mjere ili cijene ri-
zika trzista. A priori, Q moze biti bilo koja ekvivalentna vjerojatnosna mjera Q =~ P.
Ukratko kratkorocni model nije potpun ako nije zadana fiksna cijena rizika trzista.
Stoga je "algoritam” odredivanja modela takav da prvo postavimo Q—dinamiku od r
odnosno prema Q—dinamiku svih cijena obveznica. Tada cijenu rizika trzista (i
objektivnu mjeru P) mozemo odrediti nekom statistickom metodom koristeé¢i povi-
jesne podatke promjena cijena.

Neka je stohasticna baza (Q, 7, (F1)0, Q), gdje je Q martingalna mjera. Neka jed = 1
i W* jednodimenzionalno Q— Brownovo gibanje. Neka je Z C R zatvoren interval sa
nepraznim interiorom te neka su b i o neprekidne funkcije na R, X Z. Tada za svako
(to, ro) € R, X Z stohasticka diferencijalna jednadzba:

dr(t) = b(ty + t, r(0))dt + o (ty + t, r(1))dW*(t), r(0) = rg (4.2)

daje jedinstveno rjesenje (na Z) r = r@_ Neka je cijena T—obveznica P(t, T) defini-
rana safd.1] Tada se ona moze prikazati kao funkcija po r(f),71 T. Sljedeéa lema nam
daje taj prikaz.

Lema 7. Neka je T > 0 i ¢ neprekidna funkcija na Z te pretpostavimo da je F =
F(t,r) € C'([0,T] x Z) rjesenje rubnog problema na [0,T] X Z:
1
O,F (t,r) + b(t,r)0,F(t,r) + 5az(t, NO*E(t,r)—rF(t,r) =0, (t,r)€[0,TYxZ, (4.3)

F(T,r)=¢(r), reZ
Tada je
M(1) = F(t, r(1))e™h @4 1 <
lokalnt martingal. Dodatno, ako vrijedi jedan od sljedecih uvjeta:
(a) By [ 110, F @, raye b oo, r(t))'z dt] <o

(b) M je uniformno ogranicen,
tada je M martingal 1 vrijeds

T
F(t,r(t) = By [ fo e b rwdug(y. r(t))|7—‘,], t<T. (4.4)
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Relaciju (3.3) zovemo jednadzba rocne struktutre za ¢. Za ¢ = 1 imamo cijenu
T—-obveznice P(t,T) oblika:
P, T) = F(t,r(®);T).

Napomena 4. Pokazali smo da ako glatko rjesenje F od (3.3) postoji i zadovo-
ljava dodatne wvjete (ili uvjet (a) ili uwvjet (b)) tada je desna strana od (3.4) jednaka
F(t,r(t)). Vrigedi i obrat.

Time smo odredili "algoritam” za vrednovanje obveznica. Ipak takav nacin nije nume-
ricki efikasan budué¢i da u svakom koraku moramo rjesavati parcijalne diferencijalne
jednadzbe funkcije F(.,.;T), T > 0 za cijenu svake obveznice bez kupona. Za druge
izvedenice bi se postupak jos vise zakomplicirao. Stoga nadalje gledamo kratkorocne
modele za ¢ = 1 u Slijede najstariji modeli kratkoro¢nih stopa (kratkoro¢ni
modeli) dani u smislu relacije

e Vasicek Z =R
dr(t) = (b + Br(t))dt + cdW*(t)

e Cox-Ingersoll-Ross Z=R,, b >0

dr(t) = (b + Br(0)dt + o \/r(t)dW* (1)

Oba modela pripadaju klasi modela koje nazivamo afinima.
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4.2 Afini modeli

U praksi se afini modeli koriste za cijene obveznica oblika:
F(t,r;T) = exp(-A(t,T) — B(t, T)r),

pri cemu su A i B glatke funkcije. Takvi modeli daju afinu ro¢nu strukturu (eng.
affine term structure). Za F(T,r;T) = 1 imamo da je A(T,T) = B(T,T) = 0.
Sljedeca propozicija nam daje karakterizaciju afinog modela.

Teorem 8. Kratkorocni model daje afinu roénu strukturu ako i samo ako su
difuzija i drift oblika:
a’(t,r) = at) + a(t)r (4.5)

b(t,r) = b(t) + B()r

gdje su a, a, b, B neprekidne te funckije A © B zadovoljavaju sustav obicnih diferen-
cijalnih jednadzbi

0AMT) = %a(r)Bz(t, T) - b()B(t,T), (4.6)
0,B(t,T) = %a/(t)B2(t, T)-B®)B(t,T) -1, (4.7)
za svaki t < T, uz rubne uvjete
A(T,T) =0,
B(T,T) = 0.

Dokaz. Dovoljnost dokazujemo tako da stavimo F(t,r;T) = exp(—A(t,T) — B(t,T)r)
u jednadzbu ro¢ne strukture (4.3). Tada kratkoro¢ni model (4.2)) daje afinu ro¢nu

strukturu ako i samo ako vrijedi:
1
5az(t, NB(t,T) - b(t,r)B(t,T) = d,At, T) + (8,Bt, T) + Dr, (4.8)

za svaki t < T isvaki r € Z. Bududi da zadovljavaju (4.8)), tvrdnja slijedi.
Nuznost —. Fiksirajmo ¢ > 0 i pretpostavimo da su funkcije B(t,.) i B(t,.)
linearno nezavisne. Tada mozemo naéi T, > T, > t tako da je matrica M regularna
(invertibilna),

M= B(t,T;) —B(t,Ty) )
a Bz(l, T2) —B(l, Tz) '
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Iz (4.8) imamo:

aX(t,n/2 \ _ e 0,A(t, T)) N 0,B(t,T)) + 1
bt,r) |~ 0,A(t, T>) 0B, T)+1 ||

Dakle (¢, r) i b(t, r) su afine funkcije po r §to pokazuje (4.5). Sada iz toga imamo
da je lijeva strana od (4.8)) jednaka:

1 1

5a(t)BZ(t, T) - b()B(,T) + (Ea(t)Bz(t, T) - BB, T)) r.

Iz ovoga slijede relacije (4.6]) i (4.7). |

4.2.1 Vasicekov model

Eksplicitno rjesenje stohasticke diferencijalne jednadzbe
dr(t) = (b + Br(t))dt + cdW*(t)

je dano sa:

r(t) = r(0)é® + g (eﬂ’ - 1) + o f t ePSAW*(s).

0
Koristimo Itovu formulu koja je dana sa:

!

f(Xt’ Yt) = f(XO’ YO) + f axf(Xs’ Ys)dXv + f ayf(Xs’ Yv)de + % f 6)2cxf(Xs’ Ys)d <X, X>s
0 0 0
+ f O f (X, Y (X, V), + % f &, f(X,, Y)d(Y.Y),.
0 0

U naSem slucaju imamo f(x,y) = xy, te je d,f(x,y) =y, 8,f(x,y) = x, &, f(x,y) =0,
O f(xy) =118 f(x,y) = 0.

Tada dobijemo
! !
Xth - XOYO = f stXs + f Xchs + <X, Y>s .
0 0

Primjetimo da smo time dobili korolar 1 iz poglavlja Itova formula 2.3.

Mi imamo sljede¢i problem

dr(t) = (b + Br(t))dt + cdW*(t)
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dr(t) — Br(t)dt = bdt + cdW* (1)
MnoZimo relaciju sa e, pa slijedi

d(r(H)e™) = be™" + ge P dW* (1)

Sada integriramo promatranu relaciju, te koristec¢i Itovu formulu i uz X, = r(s), Yy =
e i dY, = —BePds slijedi

! t ! !
f e Pdr(s) = bf e Pds +,6’f e Pr(s)ds + O'f e P AW (s)
0 0 0 0

f ePsdr(s) —ﬁf e P r(s)ds = lz(l -+ O'f e P AW (s)
0 0 B 0

Lako dolazimo do rjeSenja uz ve¢ koristenu supstituciju
b !
ePrt)y-r0) ==(1-e"+o f e P dW*(s)
B 0
Naposlijetku imamo
b t
r(t) = ér(0) + E(e/” - 1)+ 0 f e AW (s). (4.9)
0
Slijedi da je r(r) Gaussovski proces sa ocekivanjem:
b
Eo [r(0)] = r(0)e® + = (' — 1
0 B ( )

i varijancom:
! 0_2
Varg(r(h) = o?¢* f ePds =L (- 1).
’ 0 28 ( )

Dakle imamo da je Q (r(t) < 0) > 0 Sto nije zadovoljavajuce iako se radi o vrlo maloj
vjerojatnosti.

Vasicekov model pretpostavlja da je cijena trzisnog rizika konstantna (u konaénom
intervalu vremena). Iz toga slijedi i da je P—dinamika od r(¢) istog prikaza kao i za
Q martingalnu mjeru.
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Ako je B < 0 onda je r(t) (eng. Mean - reverting) proces sa nivoom povratka oc¢ekiva-
b
nju —. Tada se moze pokazati da kada t tezi ka oo, r(f) konvergira prema Gaussovoj

stacionarnoj distribuciji sa ocekivanjem:
b
&

1 varijancom:
2

S

()
=

Iz relacija (4.6) i (4.7)) slijedi:
2
OALT) = %Bz(t, T) - bB(., T), AT, T) =0,
8,B(t,T) = BB, T) — 1, B(T,T) = 0.

Egzaktna rjesenja su:

B(t,T) = — (77 - 1), (4.10)

==

T
A, T) = AT, T) - f 8,A(s, T)ds (4.11)

O'2 T ’
=—5 f B*(s,T)ds + b f B(s,T)ds
t t

24P TD BT DB — 1) =3)  b(PT — 1 = B(T - 1))
= 17 + 7 .

Iz definicije cijene obveznice bez kupona imamo da je:

P(t,T) =exp(-A(t,T) - B(t, T)r(t)).

4.2.2 CIR model
Ovaj model ima jedinstveno nenegativno rjesenje stohasticke diferencijalne jednadzbe
dr(t) = (b + Br(t))dt + o /r(t)dW*, r(0) > 0.

Ako je b > %2 tada je r > 0 kada je r(0) > 0.
Imamo da je sada [4.7}

2
8,B(t,T) = %Bz(t, T)- BB, T) 1, B(T,T) = 0.



POGLAVLJE 4. MODELI KRATKOROCNIH STOPA 26

Ovo je Riccatijeva diferencijalna jednadzba te znamo egzaktno rjesenje:

27T — 1)

B = e vy

pri cemu je y = 4/ + 202, Iz toga integriranjem slijedi:

2 2vey=PT-1)/2
AGT) = ~2log e .
o “\(y = BerT — 1) + 2y

Iz definicije cijene obveznice bez kupona imamo da je:

P, T) =exp(=A(t,T) — B(t, T)r(1)).



Poglavlje 5

Terminske mjere

U ovom poglavlju éemo umjesto ne-rizicnih instrumenata promatrati 7 —obveznice.
Standardni numerarij (americki dolar, euro i sl.) ¢emo zamijeniti sa T—obveznicom.
Ovaj nacin zamjene numerarija se najcesce koristi u praksi kod vrednovanja opcija.

5.1 T-obveznica kao numerarij

Pretpostavimo da postoji ekvivalentna martingalna mjera Q za trziste obveznica kod
kojeg je proces cijena T—obveznice Q—martingal. Neka je W* Brownovo gibanje i
neka je T > 0 fiksno. Buduéi da je P(0,T)B(T) > 0 i

1 P(T,T)
Eol=—=|=EBo| 51|
P, T)B(T) P, T)B(T)
moZemo definirati ekvivalentnu vjerojatnosnu mjeru Q7 ~ Q na Fr sa

do’ 1
dQ PO, T)B(T)

Zat £ T imamo:
P, T)

= PO.T)B(T)

d T
lr, = Eg [%Iﬁ]

%
do

Definicija 22. KaZemo da je QT T—terminska mjera.

Diskontirana cijena T—obveznice zadovoljava relaciju

P, T)
B()

= P(0, T)E,(v(-,T) o W), t < T.

27
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Slijedi da je
49"
dQ

Sada koristimo teorem [6] te imamo da je:

lr, = &, T)o W"), t <T.

WL = W) - f v(s,T)ds, t <T,
0

QT -Brownovo gibanje. Sljede¢a lema nam daje svojstvo T—terminske mjere kod

financijskog modeliranja.

Lema 8. Za proizvoljan S > 0, proces cijena T—obveznice diskontirane S —obveznicom:

P(1,S)  P(0,S)

o T
PaT) - PO.T) s oW

jest QT —martingal gdje je

T
osr(t) =—0rs() =v(t,S)—-v(t,T) = f o(t, u)du.
s

Osim toga, S — i T—terminske mjere su u vezi danoj relacijom:

dQs.  P(t,S)P(0,T)

_ T
4077 = PG THPO.S) E(osroW'), t<S AT.

Dakle, time smo dobili cijelu "kolekciju” ekvivalentnih martingalnih mjera jer svaki
0" odgovara drugom numerariju, tj. drugoj T—obveznici.

Buduci da je Q u vezi sa ne-rizicnim instrumentom, ¢esto je zovemo i ne-rizicna mjera.

T—terminske mjere daju sljede¢u formulu za vrednovanje opcija. Neka je X T—opcija
takva da je

E ﬂ < 00
21 B(T)

Tada je njezina cijena u vremenu ¢ < T dana sa:

X
n(t) = B()E, [ﬁ'ﬁ] .
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1
Kako bismo izracunali 71(f) moramo znati zajednicku distribuciju B0 i X, te integri-

rati u odnosu na tu distribuciju. Dakle, morali bismo rjesavati dvostruki integral, sto
je tesko.

1
Kada bi % i X bile nezavisne u odnosu na Q uvjetno sa ¥;, imali bismo:

n(r) = P(t, T)Eg [X|F],

Sto je puno jednostavnije. Naime, trebali bismo izracunati samo jedan integral, tj.
Eo [X|F/] i cijenu P(¢,T) mozemo promatrati u vremenu ¢ odnosno ne moramo je
racunati unutar modela.

U nasem slu¢aju imamo da su — i X nezavisne u odnosu na Q7, tj. relacija iznad

B(1)
je dobro definirana u odnosu na Qf. O tome govori sljedeé¢a tvrdnja.

X
Teorem 9. Neka je X T—opcija takva da vrijedi Eg [%] < oo. Tada je Egr [|X]|] < o0

1 vrijeds
n(t) = P(t, T)Eqr [X|F].

Ocekivanje u odnosu na terminsku mjeru dobro definirano, tj. da je terminski te-
caj f(t,T) upravo uvjetno ocekivanje u odnosu na 7—terminsku mjeru od buduceg
promptnog tecaja r(T).

Dakle, imamo da je:

f(t,T)= f(0,T) + f t o (s, T)dW (s).
0

Ako je o(-,T) € L£? (drugi moment postoji i konacan je), onda je f(t,T), t < T
QT —martingal.

Lema 9. Ako je o(-,T) € L?, onda je océekivanje u odnosu na T—terminsku mjeru
dobro definirano sa
J@.T) =Eor [r(D)IF], t<T.
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5.2 Vrednovanje opcije u odnosu na obveznicu

U ovom poglavlju promatramo opciju na S —obveznice sa datumom dospijeca T < S
1 cijenom izvrsenja ugovora K.

Opcije se mogu koristiti kao poluga (eng., leverage) za poveéanje izlozenosti ulagaca
prema cijeni temeljnog instrumenta ili za zastitu (eng., hedging) od promjene cijene
temeljnog instrumenta kako bi se smanjili gubici prilikom pada vrijednosti. U nasem
slucaju je opcija takva da je u trenutku T imamo pravo kupiti ili prodati po cijeni K.

Razlikujemo dvije vrste opcija: opcija na kupnju (eng., call option) i opcija na pro-
daju (eng., put opcija). Call opcija daje njenom kupcu, u zamjenu za plaé¢enu premiju,
pravo kupnje od prodavaca, opcije ugovorenih vrijednosnih papira ili druge vezane
imovine po izvr$noj cijeni u opciji na odredeni dan (europski tip call opcije) ili kroz
odredeno razdoblje do istjecanja njena vazenja (americki tip call opcije). Pravo iz
opcije iskoristit ¢e njezin kupac u slucaju da je trziSna cijena vrijednosnog papira
veca od izvrsne cijene u opciji. Na taj nacin vlasnik opcije moze ostvariti kapitalni
dobitak razlikom izmedu vece trzisne cijene vrijednosnog papira kojeg stjece uz manju
izvrsnu cijenu. S druge strane, sastavljac¢ opcije pretrpjet ¢e odredeni gubitak. Put
opcija daje njenom vlasniku pravo prodaje ugovorenih vrijednosnih papira ili neke
druge vezane imovine po izvrs$noj cijeni u opciji na odredeni dan ili tijekom odrede-
nog razdoblja. Pravo prodaje vezane imovine (vrijednosnih papira) stjece kupac put
opcije u zamjenu za premiju koju pla¢a prodavacu. Ne radi se o obligaciji jer ¢e kupac
opcije iskoristiti svoje pravo prodaje u slucaju ako cijena vezane imovine padne ispod
izvrsne cijene u put opciji. Na taj ¢e nacin kupac opcije ostvariti odredeni kapitalni
dobitak od prodaje vezane imovine (vrijednosnih papira) po cijeni visoj od tekuce
trziSne cijene.

Arbitrazna cijena call opcije u trenutku ¢ = 0 je dana sa

1 =Eg|e b 0BT, $) - K)+] .

Sada imamo

7 =Eo [BT)(P(T.S) - K) xrrsyak| - KB [BTY xrs)zk]
= P(0,5)Q° [P(T,S) > K] - KP(0, T)Q" [P(T,S) > K].
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Nadalje, uocimo da vrijedi

QS [P(T,S)=>K]=0Q° [P(T T) ]

P(T,S)

Q%mﬂmzm:Q[”T” K]

P(T,T) =

Prema lemi sada promatramo modele gdje je ors deterministicka funkcija pa su

. P(TT) -
time 575 1 P(T T) ) Jognormalno distribuirane slu¢ajne varijable u odnosu na respektivne

terminske mjere.

Dakle, pretpostavimo da je
o(t,T) = (o1(t,T),...,00(t,T)) (5.1)

deterministicka funkcija varijable (¢,7) te je terminski tecaj f(z, T) normalno distri-
buiran.

Teorem 10. Neka je o(t,T) = (o1(t,T),...,04(t,T) deterministicka funkcija varijable
(t,T) te neka je terminski tecaj f(t, T) normalno distribuiran. Tada je cijena opcije
na obveznicu

m = P(0,8)¢(dy) — KP(O, T)p(d>),

pri ¢emu je ¢ funkcija distribucije standardne normalne razdiobe i

log [295)] £ L [T|ovz.s (5)||” dis

VI lors ds

d1,2 =

Dokaz. Dovoljno je uociti da su

log 3z} = lograg +3 [ |lors] ds

VI sl ds

log iz ~ logrgg +3 [ lors] ds

VI lors ds

standardne normalno distribuirane slucajne varijable u odnosu na terminske mjere
Q5 i QT respektivno. O




Poglavlje 6
Primjer

U ovom poglavlju koristimo Vasicekov model za vrednovanje cijene ATM put opcije.
Pratimo primjer iz [I].

Vasicekov model kratkoroc¢nih stopa (d = 1):
dr = (b + Br)dt + odW*

ima rjesenje dano relacijom (3.9). Bududi da je volatilnost deterministicka funckija
varijable (#,T) slijedi da mozemo primijeniti teorem [I0] U nasem primjeru ¢emo
koristiti slican oblik formule, ali za put opciju.

Dakle, imamo:

7= Eg|e 6K - P, $))|

= KBo |BTY Xikspirsn| = B [ BT P(T, S Wikerrs]
= KP(,T)Q" [K > P(T,S)] - P(0,S)Q° [K > P(T, S)].
= KP(0, T)¢(—d>) — P(0, S)p(—d,). (6.1)

Dobivenom formulom ¢emo vrednovati cijenu put opcije. Prije svega je potrebno

izracunati kratkoro¢nu stopu r koriste¢i (3.9). Zadani su koeficijenti g = —0.86, ﬁ =
1

0.09, o = 0.0148 i r(0) = 0.08. Promatrano vrijeme f, = 0 (danas), Ty = 2 (prvo

vrijeme dospije¢a ugovora) i T; — Tiy = il i =1,...,119. Posljednje vrijeme

dospijeca je Ty19 = 30.

32
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Koristili smo kod u Matlabulll

beta = -0.86;

sigma = 0.0148;

b = 0.09*abs (beta);
r_e = zeros(122,1);
r_e(1) = 0.08;

r_ i = zeros(122,1);
r i(1) = 0.08;

K=1;
d_1 = 0;
d_2 = 0;
h = 0.25;
T = 30;
S =T + h;

Nakon $to smo definirali sve zadane koeficijente i vremenski tok ugovora koristimo
teorem [10] 1 izvedenu formulu za cijenu put opcije (5.1).

Teorem [§ i relacije (3.10), (3.11) nam daju formule kako ra¢unamo funkcije A i B u
Vasic¢ekovom (afinom) modelu.

U poglavlju Difuzija kratkoroc¢nih modela 2.3, dajemo jednadzbu rocne strukture te
imamo da je cijena T—obveznice P(t,T) oblika P(t,T) = F(t,r(t);T).

A_T = zeros(122,1);
A_T(1) = sigma~2 * (4*exp(beta*T) - exp(2*beta*T) - 2*beta*T -3 )
/ (4xbeta~3) + (b*(exp(beta*T) - 1 - beta*T)) / (beta"2);
B_T = zeros(122,1);
B_T(1) = (exp(beta*T) - 1) / beta;
P.T = zeros(122,1);
P_T(1) = exp(-A_T(1) - B_T(1)*r_e(1)); 7 staviti r_i(1) za implicitnog Eulera

IMATLAB and Statistics Toolbox Release 2010b, The MathWorks, Inc., Natick, Massachusetts,
United States., licencu izdaje Prirodoslovno - matematicki fakultet, SveuciliSte u Zagrebu
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A_S = zeros(122,1);
A_S(1) = sigma~2 * (4*exp(betax*S) - exp(2*beta*S) - 2+%beta*S -3 )
/ (4xbeta~3) + (b*x(exp(beta*S) - 1 - beta*S)) / (beta"2);
B_S = zeros(122,1);
B_S(1) = (exp(beta*S) - 1) / beta;
P_S = zeros(122,1);
P_S(1) = exp(-A_S(1) - B_S(1)#*r_e(1)); 7} staviti r_i(1) za implicitnog Eulera

% integral od sigma_{T,S}(s) po [0,T]
integral = sigma”2 * (abs(exp(beta*T) - exp(beta*S))"2) * (exp(-2+*beta*T) - 1)
/ (abs(beta)~2 * 2 * (-beta));

cijena = zeros(122,1);

Za racunanje kratkorocne stope r koristimo Eulerovu metodu za numericko rjesavanje
inicijalnog problema za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu. Odlucili smo se za ekspli-
citnu metodu te je implicitna dana u komentaru koda.

Imamo problem oblika
Y@ = flt,y1), t=1 (6.2)

y(to) = yo

Rijesiti problem (5.2) numericki znaci izracunati aproksimacije vrijednosti y(z;) u ko-
nacno tocaka tq,...,t, u zadanom intervalu [#y, T]. Eulerova metoda je primjer eks-
plicitne jednokoracne metode - vrijednost y;;; je dobivena eksplicitnim izrazom koji
koristi informaciju samo iz koraka ¢;. Diskretne vrijednosti ti,...,t, biramo ekvidis-
tantnim koracima h = t;;; — t; za sve i = 0,...,n. Slijedi pseudokod i—te iteracije:

[)’] = E”le”(fa)’O’ h’n)
fori=0,...,n—1do

‘ Yir1 = Yi + hf (i, y:)
end
Algorithm 1: Eulerova metoda

for i=1:120
% eksplicitni Euler
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r_e(i+l) = h*b + r_e(i) + betaxh*r_e(i) + sigma*sqrt(h)*randn(1, 1);

% implicitni Euler
% r_i(i+1) = ( (h*b + r_e(i)) / (1-h*beta) ) + sqrt(h)*randn(1, 1);

A_T(i+1) = sigma”2 * (4*exp(beta*(T-i*h)) - exp(2*beta*(T-i*h))
- 2xbeta*(T-i*h) -3 ) / (4*beta”3) + (b*(exp(beta*(T-i*h))
- 1 - beta*x(T-i*h))) / (beta”2);

B_T(i+1) = (exp(beta*(T-i*h)) - 1) / beta;

P_T(i+1) = exp(-A_T(i+1) - B_T(i+1)*r_e(i+1));

A_S(i+1) = sigma"2 * (4*xexp(betax*(S-i*h)) - exp(2*beta*(S-i*h))
- 2+beta*(S-i*h) -3 ) / (4*beta"3) + (b*(exp(beta*(S-i*h))
- 1 - betax*x(S-i*h))) / (beta"2);

B_S(i+1) = (exp(betax*(S-i*h)) - 1) / beta;

P_S(i+1) = exp(-A_S(i+1) - B_S(i+1)*r_e(i+1));

integral = sigma”2 * (abs(exp(beta*T) - exp(beta*S))"2) * (exp(-2*betax*T)
- exp(-2*beta*i*h)) / (abs(beta) "2 * 2 * (-beta));

d_1 = ( log(P_S(i+1) / (K*P_T(i+1))) + 0.5*integral ) / sqrt(integral);

d_2 = ( log(P_S(i+1) / (K*P_T(i+1))) - 0.5*integral ) / sqrt(integral);

cijena(i+l) = K * P_T(i+1) * normcdf(-d_2, 0, 1) - P_S(i+1)
* normcdf(-d_1, 0, 1);
end

Crtamo graf dobivenih cijena 'vrednovane cijene opcije na temelju obveznice’, slika
S5.1.

graf = zeros(30, 1);

for i = 1:30
graf (i) = cijena(1+4%i)
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end

plot(1:30, graf)

0.025

0.02 -

n.o1s -

001 -

0.00a +

1] 5 10 15 20 25 30

Slika 6.1: ATM vrednovane cijene Vasi¢ekovim modelom

Slijedi tablica dobivenih vrednovanih cijena.

graf =

.0017
.0018
.0020
.0023
.0024
.0026

SO O O O OO
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e eNelNelNeoNolNolNolololNolNolol ool ololNoloNolNololNoNo)

.0027
.0030
.0034
.0038
.0041
.0044
.0048
.0052
.0058
.0062
.0069
.0075
.0082
.0091
.0101
.0110
.0121
.0137
.0145
.0154
.0170
.0185
.0201
.0248
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Sazetak

U ovom diplomskom radu smo se bavili vrednovanjem financijskih instrumenata, pre-
ciznije vredovanjem opcije na temelju obveznice. Prvo poglavlje daje pregled, karakte-
rizaciju te definicije osnovnih financijskih instrumenata. U drugom i tre¢em poglavlju
navodimo glavne tvrdnje potrebne za razumijevanje arbitrazne teorije Brownovog fi-
nancijskog trzista. Spomenuti su vazni teoremi stohastickog racuna. Prvi stohasticki
modeli kamatnih stopa su bili modeli kratkoro¢nih stopa. Cetvrto poglavlje daje uvod
u difuzijske kratkorocne modele i analizu najvaznijih poznatih modela sa naglaskom
na tzv. afine modele. U petom poglavlju promatramo T—obveznice. Standardni nu-
merarij (americki dolar, euro i sl.) ¢emo zamijeniti sa T—obveznicom. Ovaj na¢in
zamjene numerarija se u praksi koristi kod vrednovanja opcija te daje uvod u po-
sliednje poglavlje. Sesto poglavlje daje primjer gdje koristimo Vasi¢ekov model za
vrednovanje cijene ATM put opcije.



Summary

In this master thesis we were working on estimation of financial instruments, precisely,
bond option pricing. First chapter gives introduction, characterization and properties
of the main financial instruments. In the second and third chapter we give main results
necessary for understanding of arbitrage theory of Brownian financial markets. We
annotate important theorems regarding stochastic calculus. First stochastic models
were the short rate models. Fourth chapter gives introduction in the diffusion of short
rate models and analysis of the Vasicek and CIR affine models. In the fifth chapter
we observe T—bonds. Standard numeraire (American dollar, euro etc.) we substitute
with the T—bond. Process of switching a numeraire is standard in the industry for
bond option pricing and it is giving us an introduction into the last chapter. Sixth
chapter is an example where we use Vasicek’s model for ATM option pricing.
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