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Uvod

U ovom radu bavit ¢emo se monotonim dinamic¢kim sustavima, to jest di-
namickim sustavima koji ¢uvaju uredaj. Proucavat ¢emo njihova svojstva, pri
¢emu Cemo se fokusirati na asimptotsko ponaSanje. Definirat ¢emo koopera-
tivne i kompetitivne diferencijalne jednadzbe. Na kraju ¢emo prouciti Frenkel-
Kontorovin model. To je model koji opisuje dinamiku lanca ¢estica, pri ¢emu
postoji medudjelovanje svake Cestice s najblizim susjedom, a sve u prisutnosti
vanjskog periodi¢nog potencijala.

Poglavlje 1 zove se "Monotoni dinamicki sustavi”’. U njemu definiramo os-
novne pojmove koje ¢emo koristiti u radu kao sto su polutok, ravnotezna tocka,
omega granican skup i drugi. Prou¢avamo svojstva monotonih dinamickih sus-
tava na metrickim prostorima s uredajem. Glavni rezultat poglavlja kaze da,
uz odredene pretpostavke, genericka orbita monotonog polutoka konvergira k
skupu ravnoteznih tocaka.

Poglavlje 2 zapocinjemo definicijom stabilnosti, odnosno stabilne tocke. Na-
vodimo vrlo bitan Krein-Rutmanov teorem. Glavni rezultat poglavlja je defi-
niranje dovoljnih uvjeta za konvergenciju genericke orbite monotonog polutoka
prema toc¢no jednoj tocki ravnoteze.

Poglavlje 3 je neovisno o prethodnima. U njemu koristimo samo Kriterij konver-
gencije iz poglavlja 2. Fokusiramo se na kompetitivne i kooperativne sustave
obi¢nih diferencijalnih jednadzbi koji su nuzno ireducibilni. Glavni zakljucak
poglavlja je da je tok na kompaktnom granicnom skupu n-dimenzionalnog ko-
operativnog ili kompetitivnog sustava topoloski ekvivalentan sa tokom na kom-
paktnom invarijantnom skupu Lipshitzovog (n-1)-dimenzionalnog sustava.

U Poglavlju 4 obradujemo glavnu temu ovog rada, Frenkel-Kontorovin model.
Bavimo se gradijentnom dinamikom tog modela te na kraju opisujemo njegovu
prakti¢nu primjenu.



1 Monotoni dinamicki sustavi

1.1 Osnovni pojmovi

Monoton dinamicki sustav je dinamicki sustav na uredenom metrickom prostoru
koji ¢uva uredaj, odnosno, ako pocetna stanja zadovoljavaju neki uredaj, onda
i sva buduca stanja zadovoljavaju taj uredaj.

Neka je X ureden metricki prostor s metrikom d i relacijom parcijalnog uredaja
<.

Definicija 1.1. Relacija parcijalnog uredaja je binarna relacija koja zadovoljava
sljedeéa svojstva:

(i) refleksivnost: x < x za svaki x € X

(1) tranzitivnost: © <y iy < z povlaci x < z

(iii) antisimetricnost: x <y iy <z povladi x =y

Pigsemo x < y ako je x <y ix # y. Ako imamo dva podskupa A i B od X,
pisemo A < B(A < B) ako za svaki izbor x € A iy € B vrijedi z < y(z < y).
Pretpostavimo da su relacija uredaja i topologija na X kompatibilne u smislu
dajex —ykad xp, > xiy, >ykadn —>o0izx, <y, zasvakin. Za A C X
piSemo A za zatvarac¢ od A i Int A za interior od A.

U primjeni, X je obi¢no podskup Banachovog prostora Y s pozitivnim konusom
Y., gdje je Y neprazan zatvoren podskup od Y sa svojstvima:

(DRy Y, C Y,
(2)Y, + Y, CY,,
(3)Y, N (=Y}) = 0.

U ovom slucaju, relacija definirana s: « < y ako i samo ako y—x € Y, je relacija
parcijalnog uredaja.

Nama najkorisniji primjeri su Banachovi prostori s realnim funkcijama na nekom
skupu 2, gdje je Y4 podskup onih funkcija koje poprimaju samo nenegativne
vrijednosti za sve (ili skoro sve) tocke iz . Na primjer, ako je Q@ = {1,2,...,n},
onda je prostor Y ustvari R” s konusom Y, = R, koji oznacava skup vektora s
nenegativnim komponentama. Odgovarajuéi uredaj x < y znaci da je x; < y; za
svaki 7. Ako je Y Banachov prostor s neprekidnim funkcijama na kompaktnom
topoloskom prostoru € i Y} konus nenegativnih funkcija, tada uredaj = < y
znadi da je x(t) < y(t) za svaki ¢t € Q.

Definicija 1.2. Polutok na X je neprekidno preslikavanje ® : X x Rt — X
koje zadovoljava:

(i) &9 = idx,

(i1)Py 0 Dy = Py y s za t,s > 0.

Pri tome je ®4(z) = ®(x,t) zaxz € X it > 0 te je idx funkcija identiteta na
X. Orbita tocke x se oznacava sa O(z) i definirana je s O(z) = {®4(x) : t > 0}.

Definicija 1.3. Ravnotezna tocka je tocka z za koju vrijedi O(x) = {x}.



Definicija 1.4. Neka je E skup svih ravnoteznih tocaka od ®. KazZemo da je
podskup A od X pozitivno invarijantan ako je ®: A C A za svakit > 0. Nadalje,
kazemo da je invarijantan ako je ®,A = A za svaki t > 0. KaZemo da je
O(z) T-periodi¢na orbita za neki T > 0 ako je ®r(x) = x. U tom slucaju,
Oy p(x) = ®u(x) za svakit > 0 pa je O(x) = {Py(x): 0 <t <T}. Tada Py(x)
nazivamo T-periodi¢nim rjesenjem. T-periodicno rjesenje se moze prosiriti na R
kao jedinstvena T-periodiéna funkcija u(t) koja se poklapa s ®4(x) za 0 <t < T.
To je rjesenje u smislu da je ®¢(u(s)) =u(t+s) zat>04is € R.

Definicija 1.5. Omega granican skup, w(z), od x € X definiran je s w(x) =
N0 Us>t Ps(2).

Ako je O(z) kompaktan, onda je w(x) neprazan, kompaktan, povezan, inva-
rijantan i privla¢i ®;(z), odnosno, dist(w(z), P¢(z)) — 0 kad t — oo. Podsje-
timo da dist(D, z) = inf,ep d(y, ) daje najmanju udaljenost tocke x € X do
podskupa D od X.

Definicija 1.6. Toc¢ku x € X nazivamo kvazikonvergentna tocka ako je w(z) C
E. Skup svih takvih tocaka oznacit éemo s Q. Tocku x nazivamo konvergentna
tocka ako w(x) sadrzi samo jednu tocku iz E. Skup svih konvergentnih tocaka
oznacit éemo s C.

Definicija 1.7. KazZemo da je polutok ® monoton ako je ®(x) < Oy(y) zax <y
it>0. Kazemo da ® jako ¢uva uredaj (engl. strongly order preserving, koris-
timo kraticu SOP), ako je monoton i ako za x <y postoje otvoreni podskupovi
UV od X takvi da jex €U 1y € V te tg > 0 tako da je &, U < Oy V.

Monotonost funkcije ® povlaci da je &, U < &,V za sve t > t.

Ako je relacija parcijalnog uredaja generirana na konusu Y, u Banachovom
prostoru Y i ako Y} ima neprazan interior, Int Y., piSemo z < y ako vrijedi
y—ax € Int Y;. To je jaca relacija od ”<”, §to znaci da v < y povlaci x < y. Na
skupu Y postoji preslikavanje Y x Y — Y| pa slijedi da ako vrijedi * < y, onda
postoje otvorene okoline U od xiV od y takve da je V —U C Int Y,. Odnosno,
U<V.

Pretpostavimo da je parcijalni uredaj na X generiran na konusu Y, koji ima
neprazan interior, Int Y. Polutok ® je strogo monoton na X (X C Y) ako je
® monoton i1 ako za x < y it > 0 vrijedi ®;(z) < P¢(y). Kazemo da je ®
eventualno strogo monoton ako je monoton i ako za x < y postoji tg > 0 takav
da vrijedi ®;,(z) < Py, (y). Ocito, ako je ® strogo monoton onda je i eventualno
strogo monoton.

Propozicija 1.8. Ako je ® eventualno strogo monoton, onda on jako cuva
uredaj (SOP).

Dokaz. Ako je x < y, onda postoji tg > 0 takav da je &, (z) < P4, (y). Uzmimo
okoline U od ®,,(x) i V od ®,,(y) takve da je U < V. Njih mozemo naéi jer
je @y, (x) <« P4 (y). Zbog neprekidnosti ®;, postoje okoline U od x i V od
y takve da je @, (U) C U i @, (V) C V. Iz toga slijedi tvrdnja, odnosno
D, (U) < By (V). O



Lema 1.9. Monoton niz sadrzan u kompaktnom podskupu od X konvergira u X.

Dokaz. Pretpostavimo da je x, niz koji zadovoljava x, < xp41 1 x, € A za
n > 1, gdje je A kompaktni podskup od X. Slijedi da niz x, ima konvergentne
podnizove. (U slu¢aju padajuéeg niza dokaz je analogan.) Lemu ¢emo dokazati
tako da pokazemo da postoji jedinstven p € X koji je limes svakoga konver-
gentnog podniza. Neka su z, i, dva podniza od z,. Ako vrijedi x,, — pi
Tm, — q kada k — oo, tada zbog konvergencije niza x,, za svaki k postoji 1(k)
takav da je zy,, < @, k). Ako pustimo da k — oo, slijedi da je p < ¢. Sli¢no,
za padajuéi niz dobivamo, ¢ < p. Zbog svojstva antisimetrije relacije uredaja
slijedi, ¢ = p. O

1.2 Kriterij konvergencije

U ovom dijelu pretpostavljamo da je ® monoton i da je O(x) kompaktan pod-
skup od X za svaki z € X.

Teorem 1.10. Kriterij konvergencije Neka je ®r(x) > x za neki T > 0. Tada
je w(z) T-periodicna orbita. Ako ®i(x) > x za t pripada nekom nepraznom
otvorenom podskupu od (0,00), onda ®i(x) — p € E kada t — oo. Preciznije,
ako ® jako cuva uredaj (SOP) i ®p(x) > x za neki T > 0, tada Oy (x) > p € E
kada t — 0.

Dokaz. Monotonost implicira da je ®(,41)r(7) > ®,7(z) za n=1, 2,... i zato
O, r(z) = p kada n — oo za neki p, zbog kompaktnosti zatvaraca orbite. Zbog
neprekidnosti ® vrijedi

Qi r(p) = ‘I’t+T(h}}1 Q,r(2)) = h}}l ‘I)(n+1)T+t($) = ®4(p) (1)

za svaki t > 0. Dakle, O(p) je T-periodi¢na orbita. Ako t; — 0o i @, (z) — ¢
za j — 00, piSemo t; = n;T + r;, gdje je n; prirodan broj i 0 < r; < T.
Po potrebi prelazimo na podnizove pa moZemo pretpostaviti da r; — r kada
J — 00. Znamo da n; — oo kada j — 0o, pa imamo

By, (2) = By, (B 0(2)) = D, (p) = g (2)

kada j — oo, gdje je 0 < r < T. Iz toga slijedi w(z) = O(p). Time smo
dokazali prvu tvrdnju. Ako ®,(z) > x vrijedi za t € (T— €,T+ €) za neke
T>0i0 <e< T, onda je w(z) = O(p) = {P:(p) : 0 < t < T}, gdje je
O, () — piO(p) je T-periodi¢na orbita, po prethodnom dokazu. Ako isti
argument primjenimo na 7 € (71— €,7+ €) umjesto T, dobivamo da je w(x)
7-periodi¢na orbita. No znamo da je w(z) = O(p) pa slijedi da je

i 7(p) = @4(p) (3)

za svaki t > 0. Dobivamo da je ®;(p) 7-periodi¢na za svaki 7 € (T— €,T+ €).



Neka je G skup svih perioda funkcije ®;(p). G je zatvoren na zbrajanje i sadrzi
interval (T— €, T+ €) . Ako je 0 < s <€ it >0, onda vrijedi

D115(p) = @1(Ps(p)) = ®e(Psyr(p)) = Pu(p) (4)

Dakle, [0,€) C G i zato je G =R*" i p € E. To dokazuje drugu tvrdnju.

Ako je @7(X) > X i ® jako ¢uva uredaj (SOP), onda postoje okoline U od x
i Vod ®rp(z) te tog > 0 takvi da je @ (U) < Py (V). Slijedi da je Py () <
O, 1171 (2) za sve dovoljno male €. Iz toga slijedi da je w(z) =p € E. O

Bitna posljedica kriterija konvergencije jest da monotoni dinamicki sustavi
ne mogu imati privlaénu periodi¢nu orbitu. Periodi¢na orbita O je privlacna
ako postoji otvoreni skup U koji sadrzi O sa svojstvom w(X) = O za svaki
x € U. Kako bismo dokazali taj rezultat, zahtijevamo da prostor X ima sljedeéa
svojstva:

(P) Za dani p € X i okolinu U od p u X, postoji okolina Vodp,VCU,iyeU
takav da vrijedi y < V ili V < y.

Pretpostavka (P) vrijedi ako je X C Y, ako je parcijalni uredaj na X je generiran
na konusu Y, s nepraznim interiorom u Banachovom prostoru Y i ako svaka
okolina U od p sadrzi tocku y koja zadovoljava y < p ili p < y. Na primjer, to
¢e vrijediti ako je X otvoren skup u Y.

Teorem 1.11. Ako vrijedi pretpostavka (P), onda ne postoji netrivijalna, priviacna
periodi¢na orbita.

Dokaz. Neka je O = {®7p(P) : 0 < ¢t < T} privlaéna T-periodi¢na orbita.
Tada postoji okolina U od p takva da ako je x € U onda vrijedi w(z) = O.
Zbog (P), postoji okolina V od p koja je sadrzana u U iy € U takav da je
y <Y iliV <y. Pretpostavimo da vrijedi prvo, a drugi slucaj slijedi analogno.
Postoji t; — oo takav da vrijedi ®;,(y) — p pa ®,(y) pripada V za sve velike
j- Fiksirat ¢emo takav j, i tada vrijedi y < ®;,(y). Kako je V otvoren i &
monoton, ®;,,(y) € V za svaki mali s pa je y < @, ,4(y) za mali s. Po
kriteriju konvergencije, w(y) = O je jedini element skupa E. To je u kontradikeiji
sa pretpotavkom da je O netrivijalna periodi¢na orbita. O

Sljededi rezultati pokazuju kako je omega grani¢an skup uglavljen u prostor
X.

Teorem 1.12. Neuredenost grani¢nih skupova Omega granican skup ne moze
sadrzavati dvije razlicite tocke x i y sa svojstvom da postoje okoline U od x i V
od y takve da je U < V. Ako ® jako ¢uva uredaj, onda omega granican skup ne
moZe sadriavati dvije tocke x i y takve da je v < y.

Dokaz. Pretpostavimo da w(z) sadrzi dvije razlicite tocke x i y koje imaju oko-
line U i V, respektivno, takve da je U < V. & (2) € U za neki t; > 0.
Izaberemo t2 vedi od t; takav da je @, (2z) € V. Slijedi da je ®4(z) € V za svaki
t koji je dovoljno blizu ts i za takve t-ove imamo

Dy(2) = Pryy P, (2) 2 Py, (2). (5)



Prema drugoj tvrdnji kriterija konvergencije, ®;(z) — p € F kada t — oo pa je
w(z) = p, §to je kontradikcija.
O

Izravna posljedica neuredenosti graniénih skupova je da omega granican skup
ne moze sadrzavati maksimalan (minimalan) element.

Korolar 1.13. Ako ® jako ¢uva uredaj (SOP), a € w(z) iw(z) < a (a < w(x)),
onda je w(x) = {a}.

Dokaz. Pretpostavimo da je a € w(x) i w(z) < a. Ako je b € w(x)ib # a, onda
je b < a, sto je u kontradikciji s prethodnim teoremom. O

1.3 Dihotomija grani¢nih skupova

Pretpostavljamo da & jako ¢uva uredaj. Glavni cilj je dokazati dihotomiju
grani¢nog skupa: Ako je z < y, onda vrijedi ili (a) w(z) < w(y) ili (b) w(x) =
w(y) C E.

Propozicija 1.14. Ko-limiting princip Ako je x < y, tp — oo, Py () = p i
O, (y) — p kad k — oo, onda jep € E.

Dokaz. Izaberimo okoline U od x 1V od y i ¢y > 0 takve da @, (U) < &, (V).
Uzmimo dovoljno mali 6 > 0 tako da vrijedi {®4(z) : 0 < s < 6} C U i
{P4(y) : 0 < s <4} CV. Tada vrijedi ®4(z) < @,.(y) zasve t, <7, s < tg+9d.
Dakle,

D19 (Ps (@) < Pyt (P (y)) = Pu, (y) (6)

za svaki s € [tg, to + 0] i sve velike k. Kako je

q)tk:*to(q)s(‘r)) = @S*to ((I)tk (LL')) = q)T((I)tk (1‘)) (7)

gdje je r = s —tg € [0,9] ako je s € [tg, tg + d], dobivamo da je

D, (Pr, (7)) < Py, (y) (8)

za sve velike k i r € [0,6]. Kad pustimo da k — oo, vidimo da je ®@,.(p) < p za
0 <r <. Ako u jednadzbi (6) zamijenimo ®4(x) s @y (z) 1 Dy, (y) sa Ps(y)
i primijenimo iste zakljucke kao gore, dobivamo da je p < ®,.(p) za 0 < r < 4§
Ocito, @,.(p) =p, 0 < r < § i zbog toga za svaki r > 0, pa je p € E. O

Propozicija 1.15. Princip presjeka Ako je z < y, onda je w(z) N w(y) C E.

Dokaz. Ako je p € w(z) Nw(y), onda postoji niz t — oo takav da vrijedi ®;, (x)
— p. Po potrebi prelazimo na podniz pa mozemo pretpostaviti da @4, (y) — q.
Monotonost implicira da je p < q. Ako je p < ¢, onda dolazimo do kontradikcije
sa neuredenosti grani¢nih skupova, posto su p,q € w(y). Dakle, p=q. Ko-
limiting princip implicira da je p € E. O



Ovaj dokaz pokazuje da ako je x <y ip € w(z) Nw(y), tada vrijedi @y, (z) —
p ako i samo ako @y, (y) — p kad niz t, — oco.

Lema 1.16. Neka su K1 i Ko dva kompaktna podskupa od X koja zadovoljavaju
K, < Ks. Onda postoje otvoreni skupovi Ui V, K1C U, KoC V te t9> 0, € >
0 takvi da

D, (U) <P(V); t >t,0< s<e (9)

Dokaz. Neka je x € K;. Za svaki y € K, postoje t, > 0 te okolina U, od
x i okolina V, od y takve da je ®4(U,) < ®,(V,) za t > t,, jer ® jako cuva
uredaj. Onda je {V,}yek, otvoren pokriva¢ skupa Kj, pa mozemo izabrati
kona¢ni podpokrivaé: KoC |, Vy, =V, gdje je y; € K2, 1 <1 < n. Neka je
U= ﬂz 1 Uy, tako da je U okolina od x i neka je { = maxi<i<n ty,. lada za
svaki i vrijedi ®x(U) C ®3(Uy,) < ®(V,), pa je D,(U) < ®4(V,,) za svaki i,1
<i<m,it>¢ Slijedida je <I>f(U < ®,(V zat > t. Kao podsjetnik u dokazu,
zapisat ¢emo U, = U i V, = V kako bismo naglasili neovisnost ovih otvorenih
skupova o tocki x € K. Sli¢no, £ = ,. Kako je x € K5 bio proizvoljno odabran,
za svaki x € K1 mozemo pronaéi otvorenu okolinu U, od x, otvorenu okolinu v,
od Ky I, > 0 takvu da je ®,(U,) < ®,(V,)0 za t > t,. Ponovno, {f] Yeer,
je otvoreni pokrivac za K1, pa mozemo IZdVOJltl konacan podpokrivac Uy, 1 <
i<m, te skupU Uz 1 UL O Ky, V=N, :)Kgltl—maX1<Z<mtm
Kako je V. C Vi, ®4(U,,)< (V) zat > ty, za svakl i, slijedi @,(U) < ®,(V),
za t Z tl

Primijetimo da za svaki x € K; postoji €, > 0 i okolina W, takva da vrijedi
O([0,€,) x Wx) C U. Bududi da je {W, },eck, otvoreni pokriva¢ od K1, postoje
T1, To,..., Ty, € Ky takvida je Ky C J;n; Wa,. Nekaje U = Jio, W, ie=
minj<j<m €5,. Ako jex € U1 0 < s <¢, onda je x € W, za neke i tako da je
O, (z) € U. Zato je D([0,¢) x U') C U, paje ¢s(U") C U, 0 < s < e. Slijedi da
je Piys(U) C O (U) < Pp(V)zat > 1,0 <s<e. O

Propozicija 1.17. Neka z,y zadovoljavaju x < y. Ako vrijedity, — oo, @y, (x) —
a, ¢, (y) = b kada k — o0 i ako je a < b, onda je Ofa) < b.

Dokaz. Zau € O(x), v € O(y), u < v definiramo
J(u,v) = sup{r > 0: ®(u) <v,0<t <r} (10)

Cilj je pokazati da je J(u,v)=+o0. Provjerit ¢emo dva svojstva od J.

(S1) J(®¢(u), P¢(v)) je monotona nepadajuca po t.

Dovoljno je pokazati da je J(®¢(u), Pt(v)) > J(u,v). Za s < J(u,v), ®s(u) <w
je PP (u) < PP, (u) < Py(v). Dakle,

J(P(u), Pe(v)) > s; zasve s < J(u,v) (11)

(S2) Ako je ur < vg, up € O(x), vy, € O(y) 1 up — u, v — v, onda vrijedi

lim sup J (ug, vg) < J(u,v). (12)
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Mozemo uzeti da je J(u,v) < oo ida je limsupy_, . J(uk,vr) — e > J(u,v) za
neki € > 0. Neka k; — oo tako da je lim; o0 J(uk, vr) = limsupy,_, o J(ug, vg).
Tada je J(u,v) + € < J(ug,,vx;) za sve velike i. Iz definicije J slijedi da je
D (ug,) < wvg, za 0 < s < J(u,v)+ € isve velike i. Ako pustimo da i — oo,
dobivamo ®,(u) < wvza 0 < s < J(u,v)+¢, Sto je kontradikcija s definicijom od
J(u,v). Prema tome, vrijedi (S2).

Iz (S1) slijedi da o = limi— 00 J (P (), P1(y)) postoji na zatvorenom intervalu
[0,00]. Preko (S2) dobivamo J = j(a,b) > a. Uzmimo da je J < c0. Za 0 <7 <
J,®,.(a) <b. Zapravo, ®,.(a) < b, 0 < J jer bismo u suprotnom a, b € w(x) zbog
invarijantnosti od w(z) i a < b dosli do kontradikcije sa neuredenosti grani¢nog
skupa. Neka je K = {®,.(a) : 0 < r < J}. K je kompaktan i K < b. Prema
lemi 1.16, postoje t1, € > 0 i otvoreni skupovi UiV, K CU ib €V | takvi da
je @y, 5(U) < @, (V), 0 < § < e. Slijedi da je @, (y) € V za k > ko za neki
cijeli broj kg. Kako ®;, () — a kad k — oo, ®,.(P4, (z)) = @, (a) uniformno po
r € [0,J] kad k — co. Prema tome, postoji ki takav da je ®,.(®y, (z)) € U za
svaki k > k1, 0 <r < J. Tada je

Dy, 45D, Py, (z) < By, Py, (v) (13)

za k > ko = max{ko,k1}, 0 <r < J, 0 <§ < e. Nakon preslagivanja i zbog
monotonosti dobivamo

Q5P (7) < Prye, (v) (14)

zat>1t1, k >k 0<r <J0<6 <e. Slijedi da je J(DPpi, (2), Ppyr, (y)) >
J+ €, za k > kyo. Ako pustimo k£ — oo, dobivamo @ > J +e€. No J > «a i
dolazimo do kontradikcije. Dakle, J = oo, pa vrijedi tvrdnja propozicije. O

Propozicija 1.18. Princip apsorpcije Neka su u,v € X. Ako postoji x € w(u)
takav da je x < w(v), onda je w(u) < w(v). Sli¢no, ako postofi x € w(u) takav
da je w(v) <z, onda je w(v) < w(u).

Dokaz. Treba primijeniti lemu 1.16 kako bismo dobili okoline U od xi V od w(v)
ity > 0 tako da je @ (U) < Oy, (V). Iz toga slijedi @4, (U) < w(v) jer je w(v)
invarijantan. Kako je x € w(u), postoji t; > 0 takav da je @y, (u) € U. Dakle,
@414, (u) < w(v) i monotonost povlaci da je @y 1, +s(u) < w(v) za svaki s > 0.
To implicira da je w(u) < w(v). Ako je z € w(u) Nw(v), onda zbog z < w(v) i
w(u) < z, korolar 1.13 povlaci da je w(u) = w(v) = z. No to nije moguce, jer je
x <w(z)iz e w(u) pa zakljutujemo da je w(u) < w(v). O

Propozicija 1.19. Princip separacije grani¢nih skupova Neka za z,y vrijedi
x<vy. Ako ty = 0o, Py, () = a, Pt (y) = b kad k — o0 i ako je a < b, onda
vrijedi w(z) < w(y).



Dokaz. Po propoziciji 1.17 O(a) < b i prema tome w(a) < b. Ako je b € w(a),
onda korolar 1.13 implicira da je w(a) = b € E. Ako primijenimo princip
apsorpcije na u = x, v = a, £ = a, dobivamo a € w(x), aw(a) = b §to implicira
da je w(z) < w(a). To je nemoguce jer je w(a) C w(zx). Prema tome, w(a) < b.
Prema principu apsorpcije (za u=a,v=y) dobivamo w(a) < w(y). Buduéi da
svaki z € w(a) takoder pripada w(x), po principu apsorpcije je w(z) < w(y). O

Sada mozemo dokazati najbitniji rezultat u teoriji.

Teorem 1.20. Dihotomija grani¢nog skupa Ako je x <y, onda vrijedi jedna
od sljedecih tvrdnji:

(a)w(z) < w(y) ili

(b)w(z) =w(y) C E.

Ako vrigedi (b) i ti, — oo onda vrijedi @, (x) — p ako i samo ako @y, (y) — p.

Dokaz. Ako je w(z) = w(y), onda je w(x) € E po principu presjeka.

Ako je w(z) # w(y), onda mozemo pretpostaviti da postoji ¢ € w(y)\w(y),
drugi slucaj slijedi analogno. Postoji ¢, — oo takav da da je @4, (y) — ¢q. Po
potrebi prelazimo na podniz pa mozemo pretpostaviti da je @, () — p € w(x).
Monotonost implicira da je p < g, i ustvari je p < g jer je ¢ ¢ w(z). Po principu
separacije grani¢nog skupa, w(zr) < w(y). O

1.4 Kvazikonvergencija je genericka

Glavni rezultat ovog poglavlja kaze da tipi¢na orbita polutoka koji jako ¢uva
uredaj konvergira skupu E. Kako bismo to dokazali, potrebne su nam dodatne
pretpostavke kompaktnosti.

Definicija 1.21. Za © € X kaZemo da x moze biti aproksimiran odozdo
(odozgo) u skupu X, ako postoji niz {xn} u X koji zadovoljava x, < Tpi1 < T
(r < Tps1 < xp) zan>1ix, =z kad n — co.

(C) Za svaki g € X, O(zp) ima kompaktni zatvara¢ u X. Nadalje, ako
{#n}n>1 aproksimira o odozdo ili odozgo, onda (J,,qw(zn) ima kompaktni
zatvarac sadrzan u X.

(C) je relativno slab zahtjev za kompaktnost. Zadovoljen je ako vrijedi: (1)
svaki ogranicen (ili samo svaki kompaktan) skup B C X ima ograni¢enu orbitu
O(B) = U,ep O() i (2) ®; je uvjetno potpuno neprekidan za neki to < 0. Po
definiciji, ®; je uvjetno potpuno neprekidan ako ®;(B) ima kompaktan zatvarac
u X uvijek kad je B ogranicen podskup od X (i ®;(B) je ograni¢en skup).

Ako su oba uvjeta zadovoljena i ako {zy},>1 aproksimira z¢ odozdo, onda je

{zn}n>0 kompaktan i prema tome je (J,,-, O(z,) ograni¢en. Uvjetna kompak-

tnost od @, implicira da je @4 (U,>00(xy)) kompaktan u X. O¢ito sadrzava
Un>ow(zy,) 1 zato potonji izraz ima kompaktan zatvarac u X.
U ovom poglavlju pretpostavljamo da vrijedi (C).



Teorem 1.22. Trihotomija sekvencijalnog grani¢nog skupa Neka x¢ € X ima
svojstvo da moze biti aproksimiran odozdo u X pomoéu niza T,. Tada postoji
podniz x, od T, takav da je x, < Tp41 < 9 zan > 1 te x, — xo i zadovoljena
je jedna od sljedecih tvrdngji:

(a)Postoji ug € E takav da je

w(tn) < w(@nt1) < up =w(zg),n >1 (15)
Z nl;n;o dist(w(xy),ug) =0 (16)

(b)Postoji up € E takav da je

w(zy) = uo < w(zg),n >1 (17)

Ako jeu € E i u < w(zg), onda je u < ug.

(c) w(zyp) =w(xg) CE zan>1.

Dokaz. Neka je Z,, neki niz koji zadovoljava Z,, < Tpy1 < g, n > 11 z,, —
xo. Po dihotomiji grani¢nog skupa postoji ili pozitivni cijeli broj N takav da
je w(Z,) = w(&m,) za svaki n, m veéi od N ili podniz Z,, takav da vrijedi
W(Zp,) < w(Zn,+1) za svaki i. Prelaskom na podniz ili prenumeriranjem niza,
mozemo pretpostaviti da vrijedi w(x,) = w(zy,) za sve n, m ili da vrijedi
w(zy) < w(xnt1) za n > 0, gdje je x, prikladan podniz od Z,. Uzmimo da
vrijedi potonji sluc¢aj. Tada je w(z,) < w(xny1) za sve n. Ako je w(x,) = w(zg)
za neki n = ng, onda je w(x,) = w(xg) za n > ng, Sto je kontradikcija s
w(zn) < w(zpt1). Neka je @ ={Y : Y = limy,, yn € w(z,)} C Ups1w(zy).
Po (C) znamo da U,,>1w(z,) ima kompaktni zatvara¢ u X i posto je {y,} mo-
noton i sadrzan u kompaktnom skupu, on konvergira. Dakle, € je neprazan i
kompaktan. Pretpostavimo da y i u pripadaju €2 tako da y,, = y, u, — u, gdje
SU Yp, Uy € w(zy,). Kako y, < upt1 1 un < ynt1 vrijedi za svaki n, dobivamo
y<wuiwu<y, pajeu=y. Prema tome, Q je jednoclan, Q = {ug}. Nadalje, Q
je pozitivno invarijantan jer je svaki w(z,) invarijantan. Prema tome, ug € F.
Po definiciji od Q2 i zbog €injenice da U, >1w(z,) ima kompaktni zatvara¢ u X,
odmabh slijedi da lim,,_, o dist(w(xy, ), up) = 0. Konacéno, w(z,) < w(xg) za svaki
n povlaci da je ug < w(zp). Ako je up € w(zp), onda je w(zo) = up po korolaru
1.13. To daje tvrdnju (a). Ako je up < w(zp) onda trebamo odabrati okolinu
W od w(zg) ity > 0 takav da je ug < ®(x,) zat > to+t1. No up € E, pa
mora vrijediti w(z,) > ug. S druge strane, w(z,) < w(rp41) < ug vrijedi za
svaki n pa i w(z,) < up vrijedi za svaki n. Ova kontradikcija pokazuje da je
w(wp) = up. Dakle, (a) vrijedi ako w(z,) < w(x,y1) zan > 1.

Pretpostavimo sada da je w(z,) = w(z1), za n > 1. Bududi da je z,, < zo,
dihotomija graniénog skupa implicira da vrijedi ili w(z,) = w(z1) < w(xg) ili
w(zy) = w(xg) za svaki n > 1. Potonji slucaj je ustvari (c). Pretpostavimo
da je w(z1) < w(xg). Neka je up € w(zy) = w(x,) C E takav da ug < w(zp).
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Prema lemi 1.16 postoje otvoren skup W koji sadrzava w(zg) i tp > 0 takav
da je ug < ®(W) za t > to. Sada, po istim argumentima kao u prethodnom
odlomku, dobivamo da je ug < ®4(x,) za neke n i sve velike t. Prema tome je
w(zy) > u, 1 kako je ug € w(xy,), slijedi da je w(x,) = up kao to se tvrdi u (b).
Kona¢no, ako je u € F i u < w(xg), mozemo zakljuciti isto kao i gore s ug, da
je up = w(x,) > u za sve velike n i utvrditi da je ug > u.

O

Naravno, slican zakljucak mozemo dobiti ako xg moze biti aproksimiran
odozgo u X. To ne¢emo dokazivati, ali éemo koristiti u daljnjem tekstu. Tri
slucaja za tocku x(y opisana u teoremu 1.22 daju sljedece:
(a) implicira da je x¢ konvergentna tocka
(b) implicira da xg pripada zatvarac¢u skupa konvergentnih tocaka
(c) implicira da je xo kvazikonvergentna tocka.

Nadalje, koristimo samo one tvrdnje vezane za slucaj (b).

Korolar 1.23. Pretpostavimo da vrijede hipoteze iz teorema 1.22. U sluc¢ajevima
(a), (b) i (c), dodatno vrijedi i sljedece:
(a) Za svaki n postoje okolina Uy, od xqg i t, > 0 takvi da vrijedi

Dy(xy) < O (Uy), zat >ty (18)

(b)

(i) Postoje okolina U od ug, to,t1 > 0 i n takvi da vrijedi
Or(0) < Opyy, (zn), zat >tg (19)

(ii) Postoji okolina U od g sa sljedeéim svojstvom: za svaki x € U, x < g,
postoje okolina V=V, od x uw U, cijeli broj N = N, + T =T, > 0 takvi da
vrijeds

up < Oy (V) < Oy(xn), 2t >T (20)

(¢) Postoji okolina U od xg sa sljededim svojstvom: za svaki x € U, x < xg,
postoje okolina V=V, od x v UiT =T, >0 takvi da vrijedi
Dy(1) < Dy(V) < Py(p), 2at>T. (21)
Dodatno vrijedi
d(D¢(z0), Pt(z1)) = 0 kad t — oc. (22)

Dokaz. Za (a), fiksiramo n. Posto je w(x,) < w(xg), lema 1.16 implicira da
postoje okoline Wi D w(x,) i Wa D w(mg) 1 tg > 0 takvi da je &,(W7) <
O, (Ws) za t > to. Postoji t1 > 0 takav da je Oy (v,) € Wi 1 @y, (x0) € Wa.
Zbog neprekidnosti ®,,, postoji okolina U, od xy takva da je ®;, C U. Dakle,
Dy, () < Ppyy, (Up) za t > tg pa (a) vrijedi uz t, = to + t1.

Sada prelazimo na (b). Kako je ug < w(zg), po lemi 1.16 postoje okolina W od

11



w(xp), okolina O od ug ity > 0 takvi da je ®;(0) < (W) za T > Ty. Postoji
t; > 0 takav da je ®i(xg) € W za t > t;. Zbog neprekidnosti ®;,, postoji n
takav da je @, (z,) € W. Slijedi da je

®,(0) < @44, (), > to. (23)

Izabrat éemo okolinu U od zg takvu da je @4, (U) C W ineka x € U zadovoljava
x < xg. Tada postoje okolina V od x, V C U, okolina L od zg i to > 0 takvi
da je ®,(V) < ®y(L) za t > t5. Odaberemo N takav da je xy € L pa dobivamo
O, (V) < Py(xn) zat > ty. Iz gornjeg odjeljka imamo

Uy = q)t(UQ) S q)t(O) < (I)t(W),t > to. (24)

Kako je @, (V) C @, (V) C U, slijedi da je

Ug € @t(O) S (I)t(q)tl (V)) = q)t+t1 (V),t Z to. (25)

Dakle,
uy < Ou(V) < Oy(xn),t > to + 1 + to. (26)

Time smo dokazali (b) za T = tg + t1 + to.

Preostaje dokazati (c). Kako je x1 < ¢, postoje okolina U od zg i t3 > 0
takvi da je ®¢(x1) < ®4(U) za t > t5. Dakle, ako je z € U i x < z onda postoje
okolina V od x, V. .C U ity > 0 takvi da je ®:(V) < Oy(z) za t > t4. Kako je
V C U, slijedi

(I)t(lL'l) § q)t(V) S (I)t(l’()), za t S tg +t4 (27)

Ako ne vrijedi d(®:(zg), Pt(x1)) — oo kad t — oo, onda postoji €> 0, t, = o0
tako da d(®y, (o), Ps, (x1)) =€ za n > 1. Bez smanjenja opcenitosti mozemo
pretpostaviti da ®; (zg) — u, @4, (x1) — v za u,v € w(zp). No u > v i teorem
1.12 impliciraju da je u = v te dolazimo do kontradikcije. O

Napomena 1.24. Uocimo dodatne ¢injenice iz prethodnog korolara:

(b) (i) Primijetimo da ako je x € O i x > ug, onda je ug < P¢(x) < Piyy, (zn)
zat > tg. Kako ®(x,) — ug kad t — oo, w(x) = ug. Prema tome, w(x) = ug
za sve x € O za koji je x > uyg.

(b) (ii) Slicno ®¢(xn) — uo kad t — 00, pa je w(v) = ug za svev € V. Posebno,
w(x) =up iz € Int C za svakix € U za koji je x < xg. Iz toga slijedi xo € Int C.
(c) Slicni argumenti impliciraju da je w(z) = w(xzg) za svaki x € U za koji je
T < Xp.

Teorem 1.25. Pretpostavimo da se svaka tocka iz skupa X moZe aproksimirati
ili odozgo ili odozdo v X. Tada je X = Int Q U Int C. Posebno, Int Q je gust u
X.
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Dokaz. Neka je zgp € X\Int Q. Tada postoji niz y, € X\Q takav da y, —
xo. Po potrebi prelazimo na podniz pa mozemo pretpostaviti da se y, moze
aproksimirati ili odozdo ili odozgo u X za svaki n. Dokazat ¢emo samo prvi
slucaj, a drugi slijedi analogno(preko teorema 1.22 i korolara 1.23, gdje je xq
aproksimiran odozgo). Svaki ¥, je granica niza x), — yn, ), < Zjhi1 < Yn-
Za svaki y,, mora vrijediti slucaj (b) iz teorema 1.22 jer y,, ¢ Q. Po slucaju (b)
(ii) iz korolara 1.23 i napomeni 1.24, slijedi da je y, € Int C' za svaki n jer je
2 € Int C' za sve velike m. Dakle, xg € Int C'. O

Napomena 1.26. Postoje dva bitna uvjeta pri kojima je Q=C. Ako E nema
gomilista u X, onda je Q=C. To zakljucujemo jer je w(x) povezan, pa ako sadrzi
vise od jedne tocke, onda je svaka njegova tocka gomiliste od w(x). Uvjet da E
nema tocke gomilista u X je uglavnom zadovoljen u slucaju obicnih diferenci-
jalnih jednadzbi, ali ga je jako tesko zadovoljiti u beskonacno dimenzionalnim
sustavima. Ako je E totalno ureden skup, odnosno ako za svake dvije tocke iz E
vrijedi x <y ili y < x, onda je Q=C. To proizlazi iz teorema 1.12. Taj je uvjet
zadovoljen za skalarne diferencijalne jednadzbe s kasnjenjem.

Propozicija 1.27. Neka je X ureden metricki prostor i ®; polutok koji jako
¢uva uredaj na X. Neka je xo € X takva da moZe biti aproksimirana odozgo u
X i odozdo u X. Tada postoje nizovi x,, i z, u X koji zadovoljavaju x, — xo,
Zn = To, Tp < Tpy1 < o < Znt1 < 2Zn, 1 > 1 4 takvi da vrijedi jedno od
sljedeéeg:

(a)Postoji ug € E takav da za n > 1 vrijedi

w(zy) < w(Tnt1) <w(xo) = up < wW(znt1) < w(zn) (28)
nlgr;o dist(w(xy ), uo) = nh_}rr;o dist(w(zn), uo) = 0. (29)

(b) Postoje ug, vg € E takvi da za n > 1 vrijedi ili
(i) w(xy) < w(Tpt1) < w(To) = up < vo = w(zn),

lim dist(w(zy),uo) =0 (30)

n—oo
1 uvijek kada je v € E, v > ug, vrijedi v > vy.
ili
(1) w(xy) = ug < vo = w(xg) < w(znt1) < w(zn)
lim dist(w(zp),v0) =0 (31)
n—oo

1 uvijek kada jeu € B i u < v, vrijedi u < ug.

(¢) Postoji ug € E takav da za n > 1 vrijedi ili
(i) w(zy) < w(Tpt1) < w(zo) = ug = w(zn)

lim dist(w(zy),up) =0 (32)

n—oo
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il
(1) w(xn) = up = w(xg) < w(znt1) < w(zp) @

lim dist(w(zy,),up) = 0. (33)

n—oo

(d) Postoje ravnoteze ug i vo takva da za n > 1 vrijeds

w(zy) = uo < w(zg) < vo = w(zy). (34)

Ako jeu € E iu < w(xg), onda je u < ug. Ako jev € FE i w(xp) < v, onda je
V> .

(e) Postoji ug € E takav da za n > 1 vrijedi ili

(1) w(zy) = up < w(xg) = w(zy) i ako u € E zadovoljava u < w(xg), onda
jeu < ug
ili

(1) w(zn) = ug > w(zg) = w(xy,) i ako u € E zadovoljava u > w(xg), onda
je u > ug.

(f) Zan > 1, w(z,) = w(w) =w(z,) C E.

Niz x,,(z,) moze biti izabran kao podniz bilo kojeg niza Z,(Z,) koji aprok-
simira z¢ odozdo (odozgo) u X.
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2 Stabilnost i konvergencija

2.1 Stabilnost

Neka je X podskup Banachovog prostora Y, s konusom Y, . Y, generira parci-
jalni uredaj na Y i po restrikciji, takoder na X. Normu od y € Y oznac¢avamo s
ly|. Ako u,v € Y zadovoljavaju u < v, onda [u,v] = {y : v < y < v} nazivamo
ureden interval generiran s u i v. Do iduée napomene, pretpostavljat ¢emo da je
konus Y normalan. To znaci da postoji konstanta &k > 0 takvadaza0 <z <y
vrijedi |z| < kly|. Ekvivalentno, svi uredeni intervali su ograni¢eni. Pretpostav-
ljamo da je ®:(x) polutok koji jako ¢uva uredaj (SOP) na X i da zadovoljava
pretpostavku kompaktnosti (C).

Definicija 2.1. Za v € X kaZemo da je x stabilna tocka ako za svaki e > 0
postoji 6 > 0 tako da vrijedi |Pi(x) — ®(y)] < € zat > 0, y € X dko je
|z —y| < 0.

Neka je S skup svih stabilnih to¢aka od X, S C X.

Definicija 2.2. Tocka x € X je asimptotski stabilna tocka ako postoji okolina
V od z sa svojstvom da za svaki € > 0 postoji t. > 0 takav da vrijedi |®¢(x) —
Di(y)| <eakojet>t.iyeV.

Definicija 2.3. Neka je A skup svih asimptotski stabilnih tocaka. Tocka r € X
je asimptotski stabilna odozgo (odozdo) ako postoji okolina V od z sa svojstvom
da za svaki € > 0 postoji t. > 0 tako da vrijedi |P(z) — P1(y)| < € ako je t > t,
yeViy>z (y<z)

Stabilna tocka xg ima svojstvo da obliznje tocke imaju omega-grani¢ne sku-
pove koji su u blizini w(xg). Zapravo, lako se vidi da je preslikavanje z — w(x)
neprekidno u zp u Hausdorffovoj metrici ako je zg € S.

Za skupove A i B definiramo udaljenost d(A, B) = max,e4 min, e p dist(x, y).
Tada je Hausdorffova udaljenost skupova A i B jednaka d(A, B) = d(A, B) +
J(B ,A). To je metrika na skupu svih kompaktnih podskupova kompaktnog me-
trickog prostora.

Ako je xy asimptotski stabilna tocka, tada vrijedi lim;— o0 | Pt (20) — ®i(x)] =0
uniformno po x € V. Prema tome, w(z) = w(xg) za sve x € V.

Propozicija 2.4. A je otvoreni podskup od X i A C S. Ako svaka tocka od X
moZe biti aproksimirana ili odozgo ili odozdo u X, onda je S C Q.

Dokaz. Ako je x € A, onda svaka tocka iz okoline V u definiciji 2.2 pripada u
A pa je A otvoren skup. Iz neprekidnosti od ® slijedi da je A C S. Ako je
x € S, onda njemu obliznje tocke imaju graniéne skupove koji su u blizini w(x).
Moguéi su samo slucajevi (a) i (¢) teorema 1.22. Prema tome, z € Q. O

Napomena 2.5. U (b) i (¢) dijelu korolara 1.23, svaki x € U sa svojstvom
x < xy pripada u A. Zapravo, okolina V od x, u dijelu (b) (ii) korolara 1.23
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moZe biti uzeta za okolinu V u definiciji asimptotski stabilne tocke. Naime, ako
jey €V, onda vrijedi

@ () = Po(y)] < [Pu(x) — uol + | Pi(y) — uo| < 2k|Py(xn) —uol, t =T (35)

Slicno, za sluéaj (c), ako je y € V, onda vrijedi

@4 (2) ()] < @ (2) By (o) |+ @ (20)— 1 (y)] < 2k|P, ()~ By ()], ¢ 27

Kako izraz na desnoj strani nejednakosti tezi u nulu, slijedi da je x € A. Slicno,
ravnoteza ug u (b)(i) je asimptotski stabilna odozgo jer za svaki € > 0 postoji
te > 0 takav da ako je x € O i x > ug, onda |P(z) — ug| < € za svaki t > te.

Teorem 2.6. Pretpostavimo da svaki x € X moZe biti aproksimiran odozgo ili
odozdo u X. Tada je AUInt C gust u X.

Dokaz. Ako A UInt C nije gust u X, onda postoji otvoren skup U u X takav
dajeUNA=0=UnNIntC. Neka je x € U i pretpostavimo da x moze biti
aproksimiran odozdo. Tada postoji niz x,, takav da je z, < Tp41 < 2, T, = i
vrijedi jedna od tvrdnji (a), (b) ili (c) iz teorema 1.22 te korolar 1.23. Mozemo
pretpostaviti da je z, € U za svaki n. Kako je u N A = (), moze vrijediti samo
slucaj (a). Dakle, x je konvergentan. Kako je X € U proizvoljan, dobivamo
U C Int C, sto je kontradikcija s nasom pretpostavkom. O

2.2 Trihotomija uredenih intervala

Ovaj odjeljak ¢e nam dati dovoljne uvjete za postojanje tri razli¢ite uredene
tocke ravnoteze.

Propozicija 2.7. Neka je ® polutok koji jako ¢uva uredaj (SOP) na X = [u,v],
gdje je u < v i u,v € E. Pretpostavimo da su u i v asimptotski stabilne u X i
da je ®.([u,v]) kompaktan za svakit > 0. Onda postoji w € [u,v] N E takav da
w # u,v.

Dokaz. Uzmimo fiksan ¢y > 0 i uzmimo da je preslikavanje ®;, ograniceno na
[w, v]. Koristimo index fiksirane tocke kako bismo utvrdili postojanje fiksne tocke
®,, u X, koja je razli¢ita od u i v. Zbog toga, sve topoloske oznake gledamo u
odnosu na X.

Kako je u asimptotski stabilna u X, postoji » > 0 takav da svaka tocka x u
zatvaracu od B(u) = z € X : |u — | < r zadovoljava w(z) = u. Kako jev € A
i po potrebi mozemo uzeti manji r pa znamo da svaka tocka x iz zatvaraca od
B(v) =x € X : |v—x| < r zadovoljava w(z) = v te je B(u) N B(v) = 0. Utvrdit
¢emo da su indeksi fiksnih tocaka definirani i da zadovoljavaju

i(q)toaB(u)?X) = i((I’tovB(U)’X) = i(q)to’XvX) =+1 (37)

Po svojstvu aditivnosti, to implicira da ®;, ima fiksnu to¢ku w u X\ (B(u)U
B(v)). Definiramo homotopiju F': [0,1] x B(u) — X sa F(A,z) = Au+ (1 —
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A)®;, (x). Ako je F(\, z) = z onda je 2 — @y (x) = A(u— Py, (2)) <0, jer je [u, v]
invarijantan sa ®. Jednakost moze vrijediti ako je z = u jer je u jedina fiksna
tocka od ®;, na B(u) (podsjetimo da je w(x) = u). Nejednakost implicira
da je @4 () > =, Sto po kriteriju konvergencije povlaci da ®;(r) konvergira
ravnoteznoj tocki veéoj od x. No to nije moguée za svaki x € B(u) jer je
w(x) = u. Time smo pokazalii da je skup fiksnih toc¢aka od F'(A,-) u B(u) toéno
u. Dakle, svojstvo homotopije za indeks fiksne tocke implicira da je

i(®y,, B(u), X) = i(F(1,-), B(u), X) = +1. (38)

Potonja jednakost vrijedi jer je indeks konstantnog preslikavanja s vrijednos-
tima u B(u) jednak +1. Sli¢ni argumenti pokazuju da je i(®P¢,, B(v), X) = +1.
Homotopiju F mozemo gledati na [0,1] x X. Kako F preslikava produkt dvaju
prostora na X, ona nema fiksnih to¢aka na rubu od X, jer je taj rub prazan skup,
pa slijedi da je i(®y,, X, X) = +1. Prema tome postoji w € X\(B(u) U B(v))
takav da je @;,(w) = w. Kako je tg > 0 bio proizvoljno odabran, mozemo dobiti
fiksnu toénu wy, € [u, v]\(B(u) N B(v)) od ®y-n za sve velike n. Skup {w,} je
prekompaktan na [u,v], jer je svaki w,, fiksna tocka od ®5-; za svaki n > j pa je
Wy € @, ;(X) i @y-5(X) je kompaktan. Po istim argumentima granicna tocka
od {wy} je ravnotezna tocka od ® na [u,v]\(B(u) U B(v)): Neka w,, — w za
l 2 00it; =2, W = wy — w. Neka t > 0 predstavlja t = myt; + 7,
0 < r; <, sa nenegativnim cijelim brojevima my;,l = 1,2, .... Tada vrijedi

Py(w) = lim @ (@) = lim By, By, (@1) = w (39)

O

Teorem 2.8. Neka je ® polutok koji jako ¢uva red (SOP) na X = [u,v] gdje je
u<viu,v € E. Ako je ®¢([u,v]) kompaktan za svakit > 0, tada vrijedi jedna
od sljedecih tvrdngi:

(1) postoji w € [u,v] N E, w # u,v

(i1) ®¢(x) = u za svaki x € [u,v]\v

(iii) O(x) — v za svaki x € [u,v]\u.

Dokaz. Pretpostavimo da (i) ne vrijedi, odnosno da je X N E = wu,v. OCcito
je Q=C u ovom sluéaju i ako je z € C onda je w(z) = v ili w(xz) = v. Prvo
¢emo pokazati da je X=C. Ako je 2o € X\C onda je g # u,v pa moze biti
aproksimiran odozgo nizom tocaka z, koje se nalaze na segmentu koji povezuje
xo 1 u. Kako zp ¢ Q, vrijedi slucaj (d) iz propozicije 1.26:

w(zy) =u <w(zg) <v=w(z) (40)
za n > 1. Po napomeni 2.5, u je asimptotski stabilan odozgo i sli¢no, v je
asimptotski stabilan odozdo. To znaaci da u,v € A i po propoziciji 2.7 postoji

treca ravnoteza u X. Ta kontradikcija povlaéi da je X=C.
Pretpostavimo sada da postoje elementi =,y € [u,v]\{u,v} takvi da vrijedi
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O, (z) = u, P(y) — v, t - oo. Kako &, po pretpostavci, jako ¢uva red,
mozemo naéi okoline U,V od u,v i tg > 0 takve da vrijedi ®:(U) < P,(x),
O, (V) > Pi(y) za t > tg. Buduéi da je X normalno ureden, imamo

O.(U N [u,v]) = u, @(V N [u,v]) = v,t — oo. (41)

Dakle, u,v € A i propozicija 2.7 impliciraju postojanje treée ravnoteze pa dola-
zimo do kontradikcije. O

2.3 Neki opdéi rezultati

Ako postoji samo jedna tocka ravnoteze u X, onda ona mora biti globalno
privla¢na tocka, prema sljede¢em rezultatu. To se Cesto primjenjuje u slucaju
kada je X = Y., pozitivan konus, i e=0. Ipak, uvjet da ® jako ¢uva uredaj na
cijelom Y, je vrlo zahtjevan.

Teorem 2.9. Globalna asimptotska stabilnost Pretpostavimo da X sadrzi toéno
jednu tocku ravnoteZe e i da svaka tocka iz X\e moZe biti aproksimirana odozgo
i odozdo u X. Tada je w(x) = e za svaki x € X.

Dokaz. Ako je © € X\e, onda mogu vrijediti samo slucajevi (a), (e) i (f) iz
propozicije 1.26 jer ostali impliciraju vise od jedne tocke ravnoteze. Posebno,
x € Q pa je w(x) =e. O

U nekim primjenama moze biti poznato da postoje najvise dvije tocke rav-
noteze. Na primjer, kada je X = Y, i postoji jedna tocka ravnoteze razlicita
od nule. Kao posebni slucaj iduéeg rezultata, mozemo zakljuciti da sva rjesenja
konvergiraju prema jednoj od tocaka ravnoteze.

Kazemo da je skup X konveksan skup s uredajem ako je zatvoren interval
[u,v] € X za sve u,v € X takve da je u < v.

Teorem 2.10. Pretpostavimo da je X konveksan skup s uredajem i podskup od
Y i da je ®; potpuno neprekidna za t > 0. Uzmimo da svaka tocéka iz X\ E moZe
biti aproksimirama i odozgo i odozdo. Ako X me sadrZi ravnoteine tocke u, v,
w, takve da je u < v < w, onda je X = Q.

Dokaz. Ako je x € X\ E onda ne moze vrijediti sluéaj (d) iz propozicije 1.26 jer
bi postojale tri razlicite uredene ravnotezne tocke po propoziciji 2.7. i napomeni
2.5. Dakle, z € Q. O

Treba spomenuti jednostavnu ¢injenicu povezanu sa bazenom privla¢nosti
ravnoteze e monotonog polutoka ®. Sjetimo se da je bazen privlacnosti od e
skup svih z € X takvih da ®,(z) — e kad t — co. Ako z,y, z € X zadovoljavaju
x <y < zte ako x, z pripadaju bazenu privlacnosti od e, tada i y pripada bazenu
privlacnosti od e, jer kada t — oo vrijedi ®¢(z) < ®;(y) < ®4(2). Ovdje moramo

pretpostaviti ili da je Y normalan ili da je O(y) kompaktan u X.
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2.4 Opca konvergencija k ravnotezi

Cilj ovog odjeljka jest pokazati da se teorem 1.25 moze poboljsati dodavajuci
dodatne pretpostavke, kako bismo zakljucili da su skoro sve tocke konvergentne
tocke. Neke od dodatnih pretpostavki su neprekidna diferencijabilnost polu-
toka i da je derivacija kompaktan, strogo pozitivan linearni operator. Prema
tome, pretpostavit ¢emo da konus Y, ima neprazan interior, IntY,, u Y. U
ovom odjeljku ne pretpostavljamo da je Yy normalan. Pretpostavit ¢emo da je
X konveksno ureden podskup od Y te da je & monoton polutok na X. Ostale
pretpostavke su sljedece:

(M) Postoji 7 > 0 takav da je ®.(z1) < ®-(z2) za x1,22 € X za koje je
r1 < 2.
(D) ®, : X — X je neprekidno diferencijabilna na X. Pisemo ®. (z) za deriva-
ciju po x

(S) @ (e) je kompaktan i ® (e)(Vy\0) C Int Y, za svaki e € E.

(M) je nesto slabija pretpostavka od stroge monotonosti, ali implicira da ®,
jako ¢uva red. (D) je pretpostavka o glatkodi funkeije, a (S) daje implikacije o
spektru (ID/T(e) po Krein-Rutmanovom teoremu, koji slijedi.

Kazemo da je CIDIT(e) strogo pozitivna ako vrijedi druga pretpostavka iz (S).
Uotimo da ako x € X,y € Yy, h > 01z + hy € X, onda (M) i (D) impliciraju

Or(x+ hy) — Op(x)
h

>0 (42)

pa kada h — 0, dobivamo <I>/T(a?)y > 0. Odnosno, CID/T(:I:) je pozitivan operator
u smislu da je @ ()Y, C Y,. Prema tome, pretpostavka da je @ (e) strogo
pozitivna nije tako zahtjevna, odnosno, morat ¢emo je uvijek provjeriti kako
bismo dokazali da @, zadovoljava (M).
Ako vrijedi (S) i e € E, sa o(®.(e)) oznagit ¢emo spektar linearnog operatora
<I>/T (z). Kako je to kompaktan operator, spektar se sastoji od najvise prebrojivo
mnogo svojstvenih vrijednosti i moguée da dodatno sadrzi {0}. Svojstvene
vrijednosti nemaju gomilista, osim eventualno {0}. Neka je p(e) spektralni
radijus od @ (e),

p(e) = max{|A| : X € (@ (e))}. (43)

Slijedi Krein-Rutmanov teorem. Njegova je bitna posljedica da je p(e) jed-
nostruka svojstvena vrijednost od @;(e) i da postoji njoj pridruzen pozitivan
svojstveni vektor.

U teoremu N(A) oznacava nul-prostor linearnog operatora A.

Teorem 2.11. Krein-Rutman Neka je A kompaktan, strogo pozitivan linearan
operator na Banachovom prostoru Y. Tada je r = p(A), spektralni radijus od
A, pozitivna svojstvena vrijednost od A 1

N(a—rI) = U N((A—rD)*) = span{z}, (44)
k>1
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gdje je z > 0. Ako je v € Y, neki drugi svojstveni vektor od A, onda je v
pozitivni visekratnik od z. Konaéno, |\| <1 za sve X € a(A), X #£ .

Kazemo da r ima algebarsku kratnost 1 ako vrijedi jednadzba (44).

Lema 2.12. Za svaki e € E wvrijedi p(e) € o(®.(e)) i postoji jedinstveni svoj-
stveni vektor ¢ija norma je 1, z(e) > 0, takav da je

®_(e)z(e) = ple)z(e). (45)

Dodatno, preslikavanja e — z(e) i e — p(e) su neprekidna na E.

Dokaz mozete nadéi u knjizi [1].

Daljnji cilj je pokazati da su skoro sve kvazikonvergentne tocke takoder ko-
nvergentne.

Lema 2.13. Neka je w(xz) € E kompaktan granicéni skup. Ako w(zx) nije
jednodclan, onda je p(e) > 1 za sve e € w(x). Posebno, postoji v > 1 takav
da je p(e) >~ za svaki e € w(x).

Dokaz. Pretpostavimo da w(z) nije jednoclan. Kako je w(x) povezan, svaka
tocka e iz tog skupa je gomiliste od w(zx). Neka e,, € w(x) zadovoljava e, # e i
e, — e. Tada vrijedi

e—en=or(e) = Pr(en) = @;(e)(e —en) +o(le —enl), (46)

gdje je o(le — en|)/|e — en] = 0 kad n — oo. Stavimo v, = (e — e,)/|e — en|.
Tada je /
U = @_(e)vy + 1,y — 0,m — 0. (47)

Kompaktnost od <I>/T(e) implicira da v, ima konvergentan podniz vy, i uzimajuci
limes tog podniza, dobivamo v = (I>/T (e)v za neke vektore v s jediniénom normom.
Prema tome, p(e) > 1. Ako je p(e) = 1, onda je po teoremu 2.11, v = rz(e)
gdje je r = £1. Dakle,

(e —en)/le —en,| = rz(e) (48)

kad i — oo. Slijedi da je e < ey, ili e > e, za sve velike i, §to je kontradikcija
sa teoremom 1.12. Zakljuéujemo da je p(e) > 1 za svaki e € w(z). Zadnja
tvrdnja slijedi iz kompaktnosti w(x) i neprekidnosti spektralnog radijusa. O
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Treba razmotriti neku drugu normu na Y. Ako je w € Int Y, fiksiran, onda
jeU ={y €Y : —w < y < w} otvorena okolina izvora. Prema tome, ako
je y € Y, onda postoji ty > 0 takav da je taly e U ili —tw < y < tow.
Definiramo w — normu s

lly|lw = inf{t > 0: —tw <y < tw} (49)

Kako je w € IntY,, postoji § > 0 takav da za svaki y € Y, y # 0, vrijedi
wE 5%. Prema tome,

Y|l < 67yl (50)

vrijedi za svaki y € Y, $to implicira da je w-norma slabija od originalne norme.
Zapravo, te dvije norme su ekvivalentne ako je Y, normalan, ali nam ta ekvi-
valencija nije potrebna.

Korisno je ponovno normalizirati pozitivan svojstveni vektor z(e) od @ (e) za
e € E. To ¢inimo u sljedecoj lemi.

Lema 2.14. Neka je Z(e) = z(e)/||z(e)|]w ¢ B(e) = sup{B > 0: Z(e) > pw}.
Onda je B(e) > 0, Z(e) > B(e)w i preslikavanja e — Z(e) i e — B(e) su
neprekidna.

Dokaz. Kako je w-norma slabija od originalne norme, preslikavanje e — ||z(€)||
je neprekidno na E. To implicira da je Z(e) neprekidna na E. Lako je vidjeti da
je B(e) > 0. Neka € > 0 zadovoljava 2¢ < fS(e) i neka e, € E zadovoljava
en — e kad n — co. Tada je —ew < Z(e) — Z(e,) < ew za sve velike n, po
neprekidnosti od Z i zato $to je w-norma slabija od originalne norme. Prema
tome, Z(e,) = Z(e,) — Z(e) + Z(e) > (B(e) — €)w pa vrijedi B(en) > B(e) — €
za velike n. Sliéno, Z(e) = Z(e) — Z(e,) + Z(en) > (B(en) — €)w za sve velike
n pa je B(e) > B(en) — € za velike n. Prema tome, B(e) — e < SB(e,) < B(e) + ¢
vrijedi za sve velike n. O

Teorem 2.15. Pretpostavimo da vrijede (M), (S) i (D), da za 1, x5 € X vrijedi
z1 < 2 te da O(x1) © O(x2) imaju kompakine zatvarace u X. Tada vrijedi ili
(a)w(x1) < w(xe) ili

(b)w(z1) = w(ze) = {e} za nekie € E.

Dokaz. Po dihotomiji grani¢nog skupa, dovoljno je pokazati da ako je w(z1) =
w(z2), onda vrijedi (b). w(z1) je kompaktan, povezan i z; < 2z ne moze vrijediti
za niti jedan par tocaka z1, 22 € w(x1) po teoremu 1.12. Neka je v, = Dy, (21),
Up = Ppr(22), S(x) = O.(2) 1 K = w(z1). Tada je K skup fiksnih toc¢aka od S,
VUpa1 = SUp, Upy1 = Sty Uy > v, zan > 11 dist(K, u,), dist(K,v,) — 0 kad
n — oo. Pretpostavit ¢emo da K sadrzi vise od jednog elementa.

Fiksiramo w € Int Y, i definiramo «,, = sup{a > 0 : u, > v, + aw}. Tada je
an > 01 u, > v, + apw. Pokazat éemo da a,, — 0 za n — oco. U suprotnom,
postoji podniz «,,, takav da je o, > « > 0. Zbog kompaktnosti od K i ¢injenice
da u,,v, — K, mozemo pretpostaviti da u,, — u, v,, = v gdje su u,v € K.
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Tada je u > v 4+ aw pa vrijedi i u > v, §to je u kontradikciji s teoremom 1.12.
Prema tome, a,, — 0.

Izaberimo e,, € K takav da je v,, — e, — 0 kad n — oco. Kako K nije jednoclan,
po lemi 2.13, postoji » > 1 takav da je p(e) > r za svaki e € K. Neka je
2z, = Z(e,) normaliziran pozitivan svojstveni vektor za S (e,) = @, (e,) pa je
[lznllw = 11 2z, < w. Po lemi 2.14, B(e) je neprekidna po e € F i kako je K
kompaktan podskup od E, postoji e > 0 takav da je B(e) > € za sve e € K.
Posebno, w > z, > ew za sve n.

Izaberimo 1, pozitivan cijeli broj, takav da je r'e > 1. Tada, buduéi da je
Up > Up + apw > v, 1 X konveksno ureden, v, + na, € X za0 <n <1ipo
fundamentalnom teoremu diferencijalnog i integralnog rac¢una slijedi:

Sl(vn + apw) — Shy,, = (Sl)’(en)anw + apdp, (51)

gdje S! oznacava kompoziciju D sa samom sobom 1 puta i
1
S = [ (8 (w4 man) — (8'Y (en) s (52)
0

Koristedi da v, + a,w — e, — 0, da je K kompaktan i da je (S')’ neprekidna,
lako se pokaze da

Jnax, I[(SY (v, + nopw) — (81 (en)|w] — 0,1 — co. (53)

Slijedi da d,, = ||0n|lw — 0 kad n — oco. Koristedi da je w > 2z, > ew i
6p > —dyw, dobivamo
S (v + anw) — S'v, > [(SY (en)]anw — apdnw
2 [S/(en)]la"w n dnw

> Tlanzn — apdpw (54)
> (rle — dy)apw
> W
za sve velike n. Iz toga slijedi
Upy] = Sl(un) > Sl(vn + apw) > Sto, + apw = Uptl + apw (55)
za sve velike n. To implicira da je
Qptl = Qp (56)

za sve velike n, §to je kontradikcija s o, — 0 kad n — oo. Dakle, K je jednoclan.
O
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Po prethodnom teoremu dobili smo ojacanu tvrdnju o dihotomiji graniénog
skupa. Ona implicira da ako je x; kvazikonvergentna tocka koja nije konver-
gentna i ako je 1 < 2, onda vrijedi tvrdnja (a). Teorem 2.15 omoguéava nam
da ojacamo tvrdnju o trihotomiji sekvencijalnoga grani¢nog skupa. Za to e
nam trebati pretpostavka o kompaktnosti (C) iz prvog poglavlja.

Propozicija 2.16. Pretpostavimo da vrijede (M), (D), (S) i (C). Neka je x¢ €
X aproksimiran odozdo u X nizom Z,,. Tada postoji podniz x,, od T, takav da
vrijedi x, < Tpy1 < xg, n > 1, xy = xo @ {xy} zadovoljava jednu od dvije
alternative (a) ili (b) iz teorema 1.22 ili

(¢)Postoji ug € E takva da vrijedi w(x,) = w(xg) =ug za n > 1.

Dokaz. Slijedi direktno, koriste¢i teorem 2.15 u dokazu teorema 1.22. O

Sada slijedi glavni rezultat ovog odjeljka, koji kaze da je svaka genericka
tocka od X konvergentna tocka.

Teorem 2.17. Pretpostavimo da vrijede (M), (D), (S) i (C) i da svaka tocka
iz X moZe biti aproksimirana odozgo ili odozdo v X. Tada je Int C' gust u X.

Dokaz. Dokaz je identican dokazu teorema 1.25, osim $to pretpostavljamo da je
xzo € X\ Int C. Niz y,, u tom dokazu pripada skupu X\C. Dokaz teorema 1.25
nas tada dovodi do zakljucka da je z¢ € Int C. O

Postoje jos i takozvane nestabilne ravnoteze, a vise o njima moze se pronadi
u [[1], poglavlje 2].
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3 Kompetitivne i kooperativne diferencijalne
jednadzbe

U ovom poglavlju fokusirat ¢emo se na obi¢ne diferencijalne jednadzbe u R™.
Prirodni parcijalni uredaj na R™ generiran je konusom vektora s nenegativnim
komponentama. Obicne diferencijalne jednadzbe mogu se rijesiti unaprijed i
unazad. Kazemo da je sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi kooperativan
ako generira monoton polutok unaprijed (u smjeru buduéeg vremena), odnosno
kompetitivan ako generira monoton polutok unazad (u smjeru proslog vremena).
U ovom poglavlju nece biti bitno svojstvo jakog ¢uvanja uredaja, pa je time ono
neovisno o prethodnim poglavljima.

Poglavlje ¢emo zapoceti Kamkeovim uvjetom za stvaranje monotonog polutoka
u smjeru buduéeg vremena za autonomne obi¢ne diferencijalne jednadzbe.

3.1 Kamkeov uvjet

Promotrimo autonomni sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

' = f(x) (57)

gdje je f neprekidna diferencijabilna funkcija na otvorenom podskupu D C R™.
Malo ¢emo promijeniti notaciju kako bismo se prilagodili standardnoj nota-
ciji obi¢nih diferencijalnih jednadzbi. Neka je ¢:(z) rjesenje sustava (57) koje
pocinje u tocki z u trenutku ¢ = 0. ¢; ¢e oznacavati tok koji odgovara sustavu
(57). Nekad ¢emo f promatrati kao vektorsko polje koje generira tok ¢;. Ako
je ¢ definiran za sve ¢ > 0 (¢ < 0), onda pisemo T (z) = {¢i(x) : t > 0}
(v~ (z) = {¢:(z) : t < 0}) za pozitivnu orbitu (negativnu orbitu) koja prolazi
tockom x. Ako v~ (z) ima kompaktni zatvara¢ u D, onda je alfa grani¢an skup
definiran sli¢no kao omega granican skup:

a(z) = ¢-(x). (58)

t<0 <t

Nenegativni konus u R", koji oznacavamo sa R}, jest skup svih n-torki sa
nenegativnim koordinatama. On pridonosi parcijalnom uredaju na R™ jer je
y < z ako x —y € R}. Manje formalno, to vrijedi ako i samo ako je y; < z;
za sve . PiSemo z < y ako je x < y i x; < y; za neki i te piSemo x < y ako
je x; < y; za svaki i. Prvi cilj je osigurati dovoljne uvjete da bi ¢ bio monoton
dinamicki sustav u odnosu na uredaj <.

Definicija 3.1. KaZemo da je f tipa K u D ako fi(a) <; (b) vrijedi za svaki i
1 za svake dvije tocke a, b iz D koje zadovoljavaju a < b i a; = b;.

Sljededi rezultat tvrdi da je ”biti tipa K” dovoljan uvjet da bi vrijedilo svoj-
stvo ¢uvanja uredaja. To je ujedno i nuzan uvjet.
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Propozicija 3.2. Neka je f tipa K na D i xg,y0 € K. Neka <, oznacava jednu
od relacija <, < ili <. Ako je xo <, Yo, t > 0 i ako su definirani ¢¢(xg) i
¢i(yo), tada je ¢(xo) <, ¢(yo)-

Dokaz. Za m=1, 2,..., neka je ¢{"(x) tok koji odgovara

@ = f(2) + (1/m)e (59)

gdje je e = (1,1,...,1). Pretpostavimo da je z¢ < yo, ¢ > 0 i da su definirani
@+(20) 1 de(yo). Tada je, prema knjizi [10], ¢7*(yo + €/m) definiran na 0 < s <t
za sve velike m, recimo m > M, i vrijedi

o3 (Yo +e/m) = ¢s(yo) (60)

kad m — oo, uniformno po s € [0,¢]. Tvrdimo da

¢s(w0) < o5 (yo + e/m) (61)

vrijedi za 0 < s < t, za svaki m > M. Kako je g = ¢o(z9) < yo +€/m =
o0 (yo + e/m), tvrdnja vrijedi za male s zbog neprekidnosti. Ako tvrdnja ne
vrijedi, onda postoje to koji zadovoljava 0 < ty < ¢, ¢s(xo) < ¢ (yo + €/m) na
0 < s < to te indeks 4 takav da je ¢y, (20)i = ¢} (yo + e/m);, gdje i oznacava
i-tu komponentu. Dodatno, slijedi

d d
£|S=to¢s(x0)’i > £|S=to¢1’n(y0 +e/m); (62)

Ipak, bududi da je ¢, (z0); < 7 (yo +e/m); za j # i, "biti tipa K” implicira
da je

[i(01y(20)) < [i(0i5 (Yo + €/m)) < fi(di5 (yo + €/m)) +1/m, (63)

ili
d

d
%‘s:to(bs(xo)i < £|s:to¢;n(y0 + e/m) (64)

Ovom kontradikcijom dokazali smo tvrdnju. Ako uzmemo da m — oo u jed-
nadzbi (61), dobivamo da je ¢¢(xo) < ¢i(yo)-

Ako je zp < yo, onda je ¢i(z0) < ¢1(yo) 1 jednakost ne vrijedi jer je ¢, injekcija.
Prema tome, ¢;(z0) < ¢i(yo)-

Ako je xy < yo, onda ¢ preslikava skup [zg,yo] N D na skup [¢+(zo), ¢:(Yo)]
po prvom dijelu dokaza. Kako je ®; homeomorfizam na D i kako prvi skup ima
neprazni interior, onda i potonji skup mora imati neprazan interior. To vrijedi
ako i samo ako je ¢¢(xg) < &4(yo)- O
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Lako je vidjeti da je neka funkcija tipa K po strukturi predznaka Jakobijeve
matrice vektorskog polja na odgovarajué¢im domenama. Tu strukturu objasnit
¢emo u sljedec¢oj napomeni.

Napomena 3.3. Svojstvo ”biti tipa K” moZe se izraziti u terminima parcijalnih
derivacija od f na odgovarajuéim domenama. KaZemo da je D p-konveksan ako
jete+ (1 —t)y € D za svaki t € [0,1] ¢ x,y € D takve da je x < y. Ako je D
konveksan skup, onda je takoder i p-konveksan. Ako je D p-konveksan podskup
od R™ i vrijedi

ofi

Ofi N0 it
oz, () >0, i#j, x€D, (65)

tada vrijedi fundamentalni teorem diferencijalnog i integralnog racuna, koji im-
plicira da je f tipa K u D.
Zapravo, ako je a < b i a; =b;, onda je

i(b) — fi(a) = 1 afia r(b—a))(b; — aj)dr
70 - 1o = | > G rO= Ay~ 20, (6
po jednadzbi (65).

Napomena 3.4. Propozicija 3.2 oc¢ito ima analongon za neautonomne sustave.
Na primjer, pretpostavimo da su f(t,x) @ %(tx) neprekidne na Rt x D. Pri
tome je D otvoren podskup od R™ i za svaki t > 0, f(t,-) zadovoljava svojstvo
"biti tipa K”. Ako su x(t) i y(t) dva rjeSenja od

2 = f(t,x) (67)

na intervaly [a,b] koja zadovoljavaju x(a) <, y(a), onda je x(b) <, y(b). Ovdje
<, oznacava jednu od relacija <, <, K. Dokaz ove napomene vrlo je slican
dokazu propozicije 3.2 pa ga ovdje izostavljamo.

Napomena 3.5. Prethodna napomena se moze primijeniti na linearni sustav

y' = Df(x(t))y (68)

gdje je x(t) rjesenje sustava (57) definirano na RY, a Df(x) je Jakobijeva ma-
trica od f u tocki x i vrijedi (65). U tom slucaju, funkcija g(t,y) = D f(xz(t))y
zadovoljava pretpostavke iz napomene 3.5. Prema tome, ako je y(t) rjesenje
linearnog sustava koje zadovoljava 0 <, y(0), onda je 0 <, y(t) za t > 0.

Napomena 3.6. U primjeni se éesto dogada da je prirodna domena za sustav
(57) zatvoren skup D i htjeli bismo da rezultati propozicije 3.2 vrijede i na D.
Pretpostavimo da je f neprekidno diferencijabilna na nekoj okolini od D, da je D
zatvarac otvorenog skupa G na kojem je f tipa K te da je D pozitivno invarijantan
za (57). Pretpostavimo, takoder, da kad za x,y € D vrijedi x < y, postoje nizovi
Ty © Yn € G koji zadovoljavaju x, < Yn, Tn = x, Yo — Yy kad n — oco. Tada
propozicija 3.2 vrijedi za D. Dokaz slijedi iz neprekidnosti rjesenja s obzirom na
pocetne uvjete i iz ¢injenice da propozicija 3.2 vrijedi na G.
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Definicija 3.7. Sustav (57) nazivamo kooperativni sustav ako (65) vrijedi na
p-konveksnoj domeni D. Sustav (57) nazivamo kompetitivni sustav na D ako je
D p-konveksan i ako su nejednakosti iz (65) obrnute, odnosno ako vrijedi:

Ofi

65(}]‘

() <0, i#j, z€D (69)

Uoc¢imo da ako je (57) kompetitivni sustav s tokom ¢¢, onda je

¥ = —f(x) (70)

kooperativni sustav s tokom v, gdje je ¢ (x) = ¢_¢(z), i obrnuto. Prema tome,
obratom vremena kompetitivni sustav postaje kooperativan sustav i obrnuto.
Kooperativni sustav generira monoton dinamicki sustav; tok unaprijed cuva
relaciju uredaja < po propoziciji 3.2. Kompetitivni sustav ima svojstvo da je
tok s obrnutim vremenom monoton; ako je x <y it < 0 onda je ¢(x) < ¢r(y).
Posebno, ako su x i y neusporedivi, odnosno ako ne vrijedi niti x < y niti y < =z,
i ako je t > 0, tada ni ¢¢(z) i ¢+(y) nisu usporedivi. Prema tome, tok unaprijed
kompetitivnog sustava ¢uva svojstvo da su dvije tocke neusporedive.

3.2 Pozitivno invarijantni skupovi i monotona rjesenja

Kooperativni i kompetitivni sustavi imaju kanonske pozitivno invarijantne sku-
pove koji su opisani u sljedecoj propoziciji.

Propozicija 3.8. Neka je (57) kooperativan i neka <, oznacava jednu od rela-
cijo <,<, <. Tada su Py ={x € D:0<, f(x)} iP-={x € D: f(x) <, 0}
pozitivno invarijantni. Ako je x € Py(x € P_), onda je ¢:(x) nepadajué (ne-
rastué) za t > 0. Ako, dodatno, v (x) ima kompaktni zatvara¢ u D, onda je
w(z) ravnoteza. Ako je (57) kompetitivan, onda su Uy = {x € D : f;(x) >
0 za neki iy i U_ ={z € D: fi(x) <0 za neki i} pozitivno invarijantni. Nada-
e, Ve ={x €D: fi(x) >0 za neki i} i V- ={x € D: fi(x) <0 za neki i} su
pozitivno invarigjantni. Vi NV_ je zatvoren, pozitivno invarijantan i sadrzi neki
kompaktan invarijantan skup koji ne sadrzi ravnotezne tocke.

Dokaz. Kada je (57) kooperativan, pozitivna invarijantnost skupova P, ,P_ sli-
jedi izravno iz napomene 3.5 vezane uz linearni sustav

y' = Df(x(t))y, (71)

gdje je x(t) rjeSenje sustava (57). Zapravo, ako je x(t) rjeSenje sustava (57),
onda je y(t) = f(x(t)) rjeSenje ovog linearnog sustava. Kako vrijedi (65), Int R,
R%\{0} i R? su pozitivno invarijantni za ovaj linearni sustav. Ako K oznacava
bilo koji od ovih skupova, onda slijedi da je —K isto pozitivno invarijantan za
ovaj linearni sustav.

Pretpostavimo sada da je (57) kompetitivan, da je ¢ € Uy te da postoji s > 0
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takav da ¢s(zo) ¢ Us. Tada je yo = ¢s(x0) € G ={2€ D : —f(2) > 0}. G
je pozitivno invarijantan za kooperativne sustave s obrnutim vremenom z’ =
—f(z) po gornjem odjeljku. Tok za sustave s obrnutim vremenom je ¢_¢(x) pa je
xo = ¢5(yo) € G. Ova kontradikcija (sa ¢injenicom da je xg € Uy) dokazuje da
je Uy pozitivno invarijantan za kompetitivne sustave. Sli¢ni argumenti pokazuju
pozitivnu invarijantnost skupova U_, V,,V_. Prema tome, V; NV_ je pozitivno
invarijantan. Ako x ne pripada u V4, onda je —f(z) > 0 pa je —f(¢—_¢(z)) >0
za t > 0 po prvom odjeljku ovog dokaza. Prema tome, %(ﬁt(x) = f(¢p:(2)) < 0
za t < 0, pa je ¢(x) strogo padajué na t < 0. Ako je, dodatno, z € A, gdje
je A kompaktan invarijantan skup, onda slijedi da je «(z) ravnotezna tocka u
A. Posto smo pretpostavili da A nema ravnotezu, slijedi da je A C V. Slican
argument pokazuje da je A C V_. O

Prema propoziciji 3.8, rjesenje ¢:(z) kompetitivnog sustava koje nikad ne
sjece V. N V_ mora biti strogo rastuce ili stogo padajuée po t. Ako to rjesenje
generira pozitivnu orbitu s kompaktnim zatvaratem u D, onda ono tezi ka rav-
notezi. Nadalje, svaka periodi¢na orbita mora biti sadrzana u V; NV_. Slika 1
prikazuje pozitivno invarijantan skup V; N V_ za dvodimenzionalan kompetiti-
van Lotka-Volterra sustav.

Teorem 3.9. Neka je (57) kompetitivan ili kooperativan sustav na domeni D
u R%2. Ako je x(t) rjesenje definirano za svaki t > 0 (t < 0), onda postoji
T > 0 takav da je za svaki i=1, 2, x;(t) monoton nat > T (t < —T). Posebno,
ako v (x(0)) (v~ (x(0))) ima kompaktan zatvarac u D, onda je w(z(0))(a(z(0)))
jedinstvena ravnoteza.

Dokaz. Dovoljno je razmotriti samo slucaj kada je x(t) definiran za t > 0 jer je
tada odgovarajuce rjeSenje za sustav s obrnutim vremenom definirano za ¢t > 0
i taj sustav je takoder kompetitivan ili kooperativan.

Dokaz se zasniva na jednakosti

ofi  0fa

d o0fi
%(f1f2) = (Txl + e

Oy

2P

aTCIff (72)

)(f1, f2) + f3+

gdje je %( f1f2) derivacija po vremenenu produkta komponenti vektora f, f;,

izracunana u rjeSenju x(t). Ako je (57) kooperativan, onda je %(flfg) > (gg{i +
%). Ako je (57) kompetitivan, vrijedi suprotna nejednakost. Kao posljedicu,
pokazat ¢emo da su u sluc¢aju kompetitivnog sustava skupovi Q4+ = {z € D :
fi(@) >0 ifo(zx) <0}iQ- ={z € D: fi(z) <0 ifalx) > 0} pozitivno
invarijantni. U sluc¢aju kooperativnog sustava, sli¢ni argumenti pokazat ¢e da
su skupovi Py = {x € D : fi(x) >0 i fo(x) >0} i P ={z € D: fi(z) <
0 i fa(z) <0} pozitivno invarijantni.

Kad @4 ne bi bio pozitivno invarijantan u kompetitivnom slucaju, onda bi ili
postojala tocka zyp € Q4+ koja zadovoljava f1(zg) = 0, fa(xg) < 0 tako da je
f1(et(zg)) < 0 za proizvoljno male pozitivne t ili bi postojala tocka g € Q4
koja zadovoljava fi(xg) > 0, fa(xg) = 0 tako da je fa(p:(x0)) > 0 za proizvoljno
male pozitivne t.
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X2

(a) (b)
X

(© (@
I

Slika 1: Osjencana pordrucja predstavljaju skup Vi NV_ za kompetitivan Lotka-
Volterra sustav o} = x1(1 — 21 — a1222, €4 = pra(l — 2 — a91x1): a) a2 < 1,
a1 < 1,‘ b) aip > 1, a1 > 1,‘ C) a1 < 1, ag1 > 1,‘ d) aip > 1, a1 < 1
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Uzmimo da vrijedi prvi slu¢aj (drugi se pokaze na slican nacin).

Po diferencijalnoj nejednakosti koju zadovoljava f1(¢:(z0)) f2(vi(0)), slijedi da
je f1(pi(xo)) f2(pi(x0)) < 0 zasve t > 0. No to je u kontradikeiji sa zakljuckom
koji smo donijeli gore, da je fi(ve(z0))f2(vt(z0)) > 0 za sve proizvoljno male
pozitivne t. Time smo dokazali da je Q1 pozitivno invarijantan. Sli¢no se dobije
da je Q_ pozitivno invarijantan.

Ocito, zakljucak teorema vrijedi ako je 2(t) € Q@4+ NQ— za neke t > 0. Naime,
ako je z(tg) € Q4, onda je z1(t) nepadajué i zo(t) je nerastué na t > ty3. Ako
je z(t) ¢ Q+ UQ_ za sve t > 0, onda za svaki ¢ > 0 vrijedi ili f(z(¢)) > 0 ili
f(z(t)) < 0. Drugim rije¢ima, vektor f(x(t)) mora biti tocka unutar otvorenog
prvog ili treéeg kvadranta. Sada je {f(z(¢)) : ¢ > 0} povezan i prema tome
vrijedi f(x(t)) > 0 za svaki ¢t > 0 ili f(z(¢)) < 0 za svaki t > 0. U oba slucaja,
dokaz je time gotov.

Za kooperativan sustav argumenti su sli¢ni. O

Bitno je primijetiti da u dokazu teorema nismo koristili monotonost toka, pa
nije potrebno pretpostavljati da je D p-konveksan.

3.3 Glavni rezultati

Glavni rezultat ovog poglavlja jest da kompaktan granican skup kompetitiv-
nog ili kooperativnog sustava ne moze sadrzavati dvije tocke x1,xs koje za-
dovoljavaju x; < x2. Ako je sustav kooperativan i grani¢an skup je omega
grani¢an skup, onda taj rezultat slijedi po teoremu 1.12, iz prvog poglavlja.
Dokaz poopcéenog rezultata temelji se na sljedecoj lemi. Potrebna nam je ista
notacija. Neka je x(t) rjesenje sustava (57) na intervalu I. Podinterval [a,b] od
I nazivamo rastudi interval ako je xz(a) < x(b), odnosno padajué interval ako je
z(b) < z(a).

Lema 3.10. Neka je x(t) rjeSenje kooperativnog sustava (57) na intervalu I.
Tada x(t) ne moze imati rastuci interval i padadugi interval koji su disjunktni.

Dokaz. Najbitnije opazanje jest da ako je [a,b] rastué¢ (padajué) interval sadrzan
uliako je s> 0 takav da je [a + s,b+ s] sadrzan u I, onda je i on rastué (pa-
dajué) interval u I. Zapravo, ako je xz(a) < z(b), onda je po propoziciji 3.2,
z(a+ s) = ¢s(z(a)) < ¢s(x(b)) = z(b+ s). Dakle, rastuéi i padajuéi intervali
ostaju takvi nakon translacije udesno.

Pretpostavimo da I sadrzi padajué interval [a, 7] i rastué interval [s, b] i pretpos-
tavimo da vrijedi a < r < s < b. Drugi slucaj se pokaze na slican nacin. Neka
je A={t e [s,b]:x(t) <xz(s)}1s =supA. Tadajes<s <bils,b] jerastué
interval koji ne sadrzi niti jedan padajué interval [s’, n] za svakin € (s/,b]. Sada
definiramo s = s’ tako da rastué interval [s, b] ima gore navedeno svojstvo. Do-
bit ¢emo kontradikciju za oba slucajar —a <b—sir—a>b—s.
Akojer—a>b—s,ondajea<a+b—r <s<b,pajela+b—rb] translacija
udesno od [a, r], koja je sadrzana u I, pa je i on padajué¢ interval. Slijedi da je
z(s) < z(b) < z(a+b—r). Neka je ¢ = sup{t € [a+b—r,5] : 2(b) < z(t)}.
Tada je ¢ < s < bixz(b) < z(c) pa je [c, s] padajué interval koji dodiruje rastuéi
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interval [s,b]. Ako je s—c < b—s onda je [s, 2s —c] translacija udesno padajuéeg
intervala [c, s], sadrzanog u [s,b] i prema tome, to je padajué¢ interval. No to
je kontradikcija s prijasnjom tvrdnjom da [s,b] ne sadrzi takav interval. Ako je
s—c>b—s,ondajec<c+b—s < silc+b—s,b] je desna translacija padajuceg
intervala [c, s], pa je padajué interval. Prema tome, z(b) < z(c+ b — s) i to je
kontradikcija s definicijom od c. O

Teorem 3.11. Kompaktan granicni skup kompetitivnog ili kooperativnog sustava
ne moze sadrZavati dvije tocke za koje vrijedi relacija <.

Dokaz. Po potrebi koristimo obrnuto vrijeme, pa mozemo pretpostaviti da je
(57) kooperativan. Dokazat éemo teorem za slucaj kada je grani¢ni skup L alfa
grani¢an skup, a(xg). U slucaju da je L omega grani¢an skup, dokaz je slican.
Pretpostavimo da L = «a(xg) sadrzi tocke x1 i x5 koje zadovoljavaju z1 < x5.
Neka je x(t) = ¢¢(x0) za t < 0. Kako je {z : 1 < z} otvorena okolina od x5 i
kako potonji skup pripada skupu L, postoji t; < 0 takav da je z < z(¢1). Kako
je {x : x < x(t1)} otvorena okolina od x; i kako potonji skup pripada skupu
L, postoji ta koji zadovoljava to < ¢ 1 x(t2) < z(t1). Ako tako nastavimo,
dobivamo t3 < to takav da je z(t3) < x2 i t4 < t3 takav da je z(t3) < z(t4).
Prema tome, interval I = [t4, t1] sadrzi padajué interval [t4,t3] i rastué interval
[to, 1] 1 ti intervali su disjunktni. To je kontradikcija s lemom 3.10. O

Periodi¢na orbita ~y kooperativnog ili kompetitivnog sustava je kompaktan
granican skup i prema tome ne moze sadrzavati dvije tocke za koje vrijedi relacija
<. Primijetimo da ta ¢injenica onemogucava postojanje periodi¢nih orbita
kooperativnog ili kompetitivnog sustava u R?, buduéi da svaka Joradova krivulja
na R? nuzno sadrzi dvije tocke povezane sa <.

Propozicija 3.12. Neka je periodicna orbita v netrivijalna periodiéna orbita
kompetitivnog ili kooperativnog sustava. Tada v ne moZe sadrZavati dvije tocke
za koje vrijedi relacija <.

Dokaz. Mozemo pretpostaviti da je sustav kooperativan. Pretpostavimo da je
Yyi € 7, © = 1,2 tako da vrijedi y; < y2. Neka je 7" > 0 najmanji period
rjeSenja ¢.(y2) = z(t). Tada postoji 7 € (0,T) takav da je z(7) = y1 < y2 =
z(0). Prema tome, [0,7) je padajué interval od x(t). Po periodi¢nosti od x(t),
2(7+T) =y1 <y2 = x(27), pa je [t +T,2T] rastué interval disjunktan s [0, 7].
To je kontradikcija s lemom 3.10. O

Neka je A invarijantan skup za (57) s tokom ¢ : ¢ i neka je B invarijantan
skup za sustav

y' =F(y) (73)

s tokom ;. Kazemo da je tok ®; na skupu A topoloski ekvivalentan toku
na skupu B ako postoji homeomorfizam @ : A — B takav da je Q(¢:(z)) =
Y (Q(x)) za svaki © € A it € R. Veza topoloske ekvivalencije je jedna od
nekoliko relacija ekvivalencije na skupu svih tokova koja kaze, ugrubo, da je di-
namika tih dvaju tokova jednaka. Kazemo da je sustav diferencijalnih jednadzbi
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Slika 2: Prikaz ortogonalne projekcije Qp, skupa L na hiperravninu H,

y' = F(y) definiran na R¥ Lipschitzov ako je F Lipschitova, odnosno ako postoji
K > 0 takav da vrijedi |F(y1) — F(y2)| < K|y1 — y2| za sve y1,ys € RF.

Teorem 3.13. Tok na kompaktnom granicnom skupu kompetitivnog ili koope-
rativnog sustava u R™ je topoloski ekvivalentan s tokom na kompaktnom invari-
jantnom skupu Lipschitzovog sustava diferencijalnih jednadzbi na R*~ 1.

Dokaz. Neka je L granican skup. Neka je v jedini¢ni vektor koji zadovoljava
0 < v i neka je H, hiperravnina ortogonalna na v. H, se sastoji od vektora
x takvih da je z - v = 0, gdje ”-” oznacava skalarni produkt u R”. Neka je Q
ortogonalna projekcija na H,, odnosno Qz = x — (x - v)v. Vidi Sliku 2. Po
teoremu 3.11, Q je injekcija na L (to ne vrijedi samo ako L sadrzi dvije tocke
za koje vrijedi relacija <). Prema tome, @, restrikcija Q na L, je Lipschitzov
homeomorfizam od L na kompaktni podskup H,. Preko kontradikcije zelimo
dokazati postojanje m > 0 takvog da vrijedi |Qrx1 — Qrxa| > mlxy — xa| za
svaki par tocaka x; # xo iz L. Kad ne b postojao takav m , onda bi postojali
nizovi x,,, y, € L, x,, # y, takvi da

0 74
Tn — Yn ” ( )

za n — oo. Ekvivalentno,

|(Zrn — Yn) — U[’U (Tn — yn)H
|xn _yn‘

—0 (75)
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ili
wn —v(v-wy)| =0 (76)

kad n — oo, gdje je

wn = (77)
|xn - yn|
Mozemo pretpostaviti da w, — w kad n — oo, gdje je |w| = 1. Tada je,
w = v(v-w) i prema tome, (v-w)? =1, odnosno w = 4v. No tada je
Fn "0 4, (78)
% — Ynl

kad n — oo i to implicira da z, < y, ili y, < z, za sve velike n, Sto je
u kontradikciji s teoremom 3.11. Prema tome, Qzl je Lipschitzova na Q(L).
Kako je L granican skup, on je invarijantan skup za (57). Dakle, dinamicki
sustavi restringirani na L. mogu se prilagoditi kako bi bili dinamicki sustavi na
H,. Zapravo, ako je y € Q(L), onda je y = Qr(x) za jedinstveni x € L i
Vi(y) = Qr(¢e(z)) je dinamicki sustav na Q(L) generiran pomocéu vektorskog
prostora

F(y) = Qu(f(QL' () (79)

na Q(L). Prema knjizi [11], Lipschitzovo vektorsko polje na proizvoljnom pod-
skupu od H, se moze prosiriti na Lipschitzovo vektorsko polje na cijelom H,,
tako da Lipschitzova konstanta ostane ista. Slijedi da F moze biti proSiren na
cijeli H,, jer je on Lipschitzovo vektorsko polje. Lako je vidjeti da je Q(L) inva-
rijantan skup za H,. Time smo uspostavili ekvivalenciju toka ¢; na L i toka 1),
na Q(L). Q(L) je invarijantan skup za (n-1)-dimenzionalan dinamicki sustav na
H, generiran s pomoc¢u prosirenog vektorskog polja. O

Kao posljedica teorema 3.13, tok na kompaktnom grani¢cnom skupu L kom-
petitivnog ili kooperativnog sustava dijeli zajednicka dinamicka svojstva sa to-
kom sustava diferencijalnih jednadzbi u jednoj dimenziji manje, restringiranim
na kompaktan invarijantan skup, Q(L). Ipak, primijetimo da Q(L) ne treba biti
grani¢an skup niti jedne orbite Lipschitzovog vektorskog polja. Ocito, Q(L) je
povezan jer je L povezan.

Svojstvo rekurentnog lanca je dinamicko svojstvo koje posjeduje svaki granican
skup. Sada ¢emo ga definirati.

Definicija 3.14. Neka je A kompaktan invarijantan skup za tok ;. Neka su
nam dane dvije tocke z iy iz A i pozitivni brojevi € i t. (e,t)-lanac od z do y u
skupu A je ureden skup

{Z:xlax%"'axn:y;tlat%"'atn}' (80)
To je skup tocaka x; iz A i trenutaka t; > t takvih da vrijedi

Wti (xl) - $i+1| <k¢, Z.:17'27"'7’“' (81)
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Slika 3: Jedan (e, t)—lanac

Slika 3 prikazuje jedan takav lanac. Kazemo da je skup A ima svojstvo re-
kurentnog lanca ako za svaki z € A, svaki € > 0 i svaki ¢t > 0, postoji (e, t)-lanac
od z do z u skupu A.

Bitno je naglasiti da alfa i omega grani¢ni skupovi imaju svojstvo rekurentnog
lanca.

Rekurentnim skupovima se nastavljamo baviti i u sljede¢em poglavlju.
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4 Frenkel-Kontorovin model

4.1 Fizikalna motivacija

Frenkel-Kontorovin model prvi su put spomenuli Prandt i Dehlinger. To je jed-
nostavni model koji opisuje dinamiku lanca Cestica, pri ¢emu postoji medudjelovanje
svake Cestice s najblizim susjedom, a sve u prisutnosti vanjskog periodi¢nog po-
tencijala. Taj su model pojedina¢no predstavili Frenkel i Kontorova. Mehanicki
model moze se izvesti iz standardnog Hamiltonijana:

H=K+W, (82)

gdje su K i W kineticka i potencijalna energija, respektivno. Kineticka energija
K je definirana standardno s

K= e (G (85)

i

gdje je m, masa Cestice, x; koordinata i-te Cestice u lancu. Pri tome je i € S,
gdje je S konacan ili beskonac¢an niz uzastopnih cijelih brojeva.
Potencijalna energija W lanca prikazanog na slici 4 sastoji se od dva dijela:

W = Wsub + Wint (84)

Prvi ¢lan, Wy, kazakterizira interakciju lanca sa vanjskim periodi¢nim poten-
cijalnom, u najjednostavnijem obliku:

€s 2T * x;
Wsub - 56 * 27:[1 - COS(TSZ)L (85)
gdje je € amplituda potencijala, a as period. Drugi ¢lan u jednadzbi (84), Wiy,
opisuje linearno djelovanje izmedu najblizih susjeda u lancu:

Wint = g * Z(%‘H — z; — ag)’ (86)

i

i ono je karakterizirano elasticnom konstantom g i ravnoteznom udaljenosti
izmedu Cestica pri djelovanju unutarnjeg potencijala, ag, kada ne postoji djelo-
vanje vanjskog potencijala.

Model (82)-(86) moze se pojednostaviti uz sljedeée pretpostavke o fizikalnom
sustavu:
(1) Cestice u lancu mogu se kretati u samo jednom smjeru;
(ii) U generaliziranom izrazu za vanjsku potencijalnu energiju

Wsub = Z ‘/sub(xz) (87)
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Slika 4: Shematski prikaz Frenkel-Kontorovina modela. Lanac cCestica koje dje-
luju jedna na drugu preko opruga koje imaju konstantu elasticnosti g. Na model
djeluje periodicni potencijal s periodom as.

funkcija Viyup(2;) zapisana je kao Fourierov red, i uzima se u obzir samo prvi
¢lan tog reda;
(iii) Energija medudjelovanja ¢estica u lancu obuhvaéa samo interakciju naj-
blizih susjeda
Wint = Z Vint(Tip1 — ;). (88)
i

Kada se Vj,i(z;) razvije u Taylorov red, uzima se u obzir samo harmonijsko
medudjelovanje, tako da je g = V,,,(ao)
Uvodenjem bezdimenzionalnih varijabli, dobivamo model (82)-(86) u uobicajenom

obliku (H = 2Hs/e;)

H:;;(ddxtlf—l—(l—cosxi)—i—g(ac”l—xi—ao)z. (89)
Pri tome ag — (27/as)ag, zn — (27 /as)an, t — (27/as)(es/2mq)2t, a bezdi-
menzionalna konstanta elasti¢nosti se mijenja kako slijedi: g — (as/27)%g(€s/2) L.
U tom normaliziranom obliku, Hamiltonijan (89) opisuje harmonijski lanac
Cestica jednakih masa koji se kreée u sinusoidalnom vanjskom potencijalu s
periodim az = 27 i amplitudom e, = 2.

Kako bismo zadrzali sve fizikalne veli¢ine u odgovarajuéoj dimezionalnoj formi,
trebamo pomnoziti prostorne varijable sa (as/27), frekvencije sa (27 /as) (€s/2my),
mase sa m, 1 energije sa (€5/2).

Iz Hamiltonijana (89) dobivamo odgovarajuéu jednadzbu gibanja diskretnog

lanca,
2

dex;
7 +sinz; — g(xip1 + 221 —22;) =0 (90)

Vazno je primijetiti da jednadzba (90) ne sadrzi eksplicitno ravnoteznu udalje-

nost Cestica u odsutnosti vanjskog potencijala, ag.
Vise o ovom modelu mozete naéi u knjizi [5].
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Kako bismo proucili svojstva Frenkel-Kontorovina modela, napisat ¢emo ga
u opéem obliku. Potencijalna energija je tada

W = Z Vius (i) + Z Vint (Tiy1 — x4). (91)

Zapisat ¢emo je sada kao jedinstvenu sumu

W= hi(x;, i), (92)

€S

gdje su funkcije A’ : R? — R uniformno C? sa svojstvima:
(i) hi(z,2') = hi(z + 1,2' + 1)
(i) postoji ¢ > 0 takav da je h2 < —c, osim na desnom rubu, to jest za i = N,
gdje je hN funkcija ovisna samo o 2. Oznaka h; oznacava parcijalnu derivaciju
funkcije h po j-tom argumentu te funkcije.

Zbog jednostavnosti, pretpostavit éemo da su sve funkcije A’ jednake, i
oznacavamo ih sa h u daljnjem tekstu.

Dodatno, na takav model djelujemo vektorom sila F = (Fy, Fs, ..., Fiy). Pret-
postavit ¢emo, takoder, da su sve komponente F; jednake i oznaciti ih sa F.
Potencijalna energija je kona¢no

W = Z h(zi, zip1) — Fa, (93)
i
gdje je F' > 0.
U gore navedenom primjeru funkcije h jednake su
h(zi, zip1) = g(%ﬂ -z —ag)’ + V(z), (94)

za neki periodi¢ni potencijal V(x+1)=V(x).
Suma W je formalna ako je S beskonacan, ali je gradijent i dalje dobro definiran.

4.2 Gradijentna dinamika Frenkel-Kontorovina modela

Gradijentna dinamika Frenkel-Kontorovina modela dana je s
z=-VW(x) (95)
pa je
%y = —ha(i—1,2i) — hi(2i, Tig1) + F (96)
pri ¢emu izostavljamo lijevi kraj, ako on postoji. Tok 1, ovog sustava jednadzbi
dobro je definiran i neprekidan je za svaki t > 0.
Dokazat ¢emo da za konacan lanac s F = 0 postoji barem jedna ravnoteza.

Nadalje, dokazat ¢emo i da postoje dovoljno veliki F' za koje ne postoji niti
jedna ravnoteza. Za beskonacan niz uvijek postoji ravnoteza.
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Prema Middletonu [6], u slu¢aju kada ne postoji ravnoteza imamo periodi¢no
rjeSenje, odnosno, postoji 7 takav da za sve t € R vrijedi

x(t+7)=x(t) +1, (97)

gdje je 1 niz za svim ¢lanovima 1. Dodatno, ovo rjesenje privlaci sve orbite
gradijentne dinamike (rjesenje je globalni atraktor). To ¢emo dokazati.

Pretpostavimo da imamo konac¢an lanac, x;, i € S, S=0,1,...Ni F > 0.
Zelimo dokazati sljedede:

Propozicija 4.1. Na kvocijentnom prostoru R?/ < T >, gdje je < T > grupa
generirana translacijom Tx = x + 1, definiran je gradijentni tok ¢ i on je klase
C' za svaki t > 0 te postoji periodiéna rekurentna orbita s © > 0

Propozicija 4.2. Svaka rekurentna orbita s £ > 0 je periodicna, odnosno,
postoji T > 0 takav da je x(t +7) = x(t) + 1

Propozicija 4.3. Svaka periodicna orbita, s @ > 0 je globalni atraktor, sa
fazom. Na primjer, za pocetni uvjet y postoji 6 € R takav da y(t) —u(t+6) — 0
kad t — oo.

Time dobivamo,

Teorem 4.4. Za konacan lanac vrigedi jedna od sljedeéih tvrdngi:

(i) Postoji ravnotezna tocka i w-granican skup svake orbite je neureden povezan
podskup skupa svih ravnoteznih tocaka sa konstantom W

ili

(ii) Postoji periodiéna orbita u, takva da je i > 0 te ona priviacéi svaku orbitu,
s fazom.

Ove tri propozicije i teorem dokazat ¢emo u nastavku ovog poglavlja.

Skup w(z) je neureden ako za svake dvije tocke p # ¢ € w(z) ne vrijedi
niti p > ¢ niti p < g. Opéenito, povezan skup vise ravnoteza je jedna tocka
ravnoteze.

Pisemo

W(z) =U(x) — ZFJ: gdje je U(z) = Z h(x, 2ig1)- (98)

Lema 4.5. Ako je h1a < —c <0 ih(x+1,2" +1) = h(z,2'), tada
(i) postoje a,b € R takvi da je

h(z,2') > a+ bz’ — ) + g(x/ —z)? (99)

1
(i1) postoji H € R takav da je —hi(x,2")| > c|’ — x| — H.
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Dokaz. (i) je lako dokaze integriranjem funkcije h12(€,&’) po trokutu ¢ije su
stranice vektori (z,z),(z,2’) 1 (¢, 2").
(ii) se dokazuje sli¢no, koristeéi

’
x

hl(x,az’):hl(x,x)+/ B, €)de (100)

uz H = max{|hy(z,z)| : z € [0,1]}. O
Lema 4.6. Kada je F=0 postoji to¢ka ravnoteze.

Dokaz. Prema lemi 4.5 (i), U je ograni¢en odozdo. Neka je m = inf U. Prema
lemi 4.5(i), takoder postoji A > 01 B > m takvi da je U(x) > B ako za barem
jedan i vrijedi |2;41 — ;| > A. Zbog neprekidnosti od U, U postize svoj infimum
u interioru kompaktnog podskupa

K={zecR%/ <T>: zai €{0,1,... N —1},|zi11 — x;| > A} (101)
i kako je U klase C'! svaki minimum je tocka ravnoteze. O

Dokaz propozicije 4.1. Vektorsko polje —VW je klase C!, pa definira tok
©; koji je lokalno klase C'. Jedina prepreka da bi bio globalni tok jest to $to
tok eksplodira u kona¢nom vremenu. Respektivno sa standarnim produktom
unutar RS, vrijedi

au
o7 = #VU = ~(VU-F)-VU = —|VU*+F-VU < —|VU|*+|F||VU| = —|VU|(|VU|-|F|).
(102)
Uz dani € > 0 , ako je |[VU| > |F| + € tada U pada brzinom barem €2. No,
kao u dokazu Leme 4.6, U je ograni¢en odozdo pomoc¢u m, pa U mora zaustaviti
pad i tada je |VU| < |F| +e. Za K € R definiramo

Rk ={z eR%:|VU(2)| <K}/ <T>. (103)

Dokazat ¢emo da je Rx kompaktan. Zatvoren je, i bez smanjenja opéenitosti
xo € [0, 1]. Sada je

ou
g hi(zo,21) (104)
pa je po lemi 4.5.(ii)
‘(El — (E(]‘ < (K+ ]:I)/C7 (105)

gdje je H = max{|hi(z,z)|: x € [0,1]}.
Za i€ {1,2,...,N — 1} vrijedi

ou
axi

= ho(zi—1, x;) + ha (x4, Tit1) (106)

pa je slicno
(K + H + |ho(z;-1,24)])
c

|wip1 — @i < (107)

39



Zbog toga se, prema indukciji, svaki x; nalazi u kompaktnom intervalu. Produkt
kona¢no mnogo kompaktnih skupova je kompaktan.
Uzmimo € > 0ineka je K = |F|+¢e¢i M = max{U(x) : * € Ri}. Tada orbita od
r € Ry moze napustiti Rx na najduze T = (M —m)/e?, jer bi se u suprotnom
U smanjio ispod svog minimuma.
Neka je

c= U eu(R) (108)

t€[0,T)

To je kompaktan i apsorbirajué¢ skup (svaka orbita jednom ude u C i kada ude
viSe ga ne napusta). Posebno, ¢; je definiran za svaki ¢t > 0.

Postoje x-evi takvi da je # > 0. Uzmimo ravnoteznu tocku u slucaju kad je F=0
(Lema 4.6); za F;0 vrijedi ¢ = F > 0. Po monotonosti gradijentnog toka, & > 0
je pozitivno invarijantan. Dakle, omega grani¢an skup, w(x), za kvocjentni tok
bilo koje tocke x za koju vrijedi £ > 0 nalazi se u skupu

Ci={zxeC:i>0}. (109)

Skup C je kompaktan, pa po Birkoffovom teoremu rekururencije (iz knjige [3])
postoji rekurentna orbita u w(zx). O

Dokaz propozicije 4.2. Akojeu/ < T > rekurentaniu > 0, onda se on mora
nalaziti u Cy. Ako je @ > 0, onda je po monotonosti 4(t) > 0 za svaki t > 0
pa je u(t) rastué. Kad bi u(t) bio ograni¢en onda bi y = supu(t) : t > 0 bila
ravnotezna tocka i vrijedilo bi da u(t) — y kada ¢ — co. To bi bila kontradikcija
s rekurencijom od u < T > (primijetimo da nije moguée da je y = u + M za
neki M € N, jer bi tada vrijedilo (u) = 0). Prema tome, u(t) je neogranicen.
Kako u(t) ostaje u Cy, slijedi da je svaka komponenta u;(¢) neogranic¢ena.
Neka je

Ty =inf{r>0:u(r)>z+1} (110)

T_ =sup{t > 0:u(r) <u+1}. (111)

Kako je svaka komponenta od u(x) rastuéa i neogranicena, oc¢ito je 74 < oo i
7— > 0. Kad bi vrijedilo 74 > 7_, onda bi stroga monotonost implicirala da
postoje 7. > 7_, 7\ < 74 ity > 0 takvi da u(7}) —u—1 poprima oba predznaka
i da vrijedi ) /

u(T_ +to) K ulto) + 1 K u(ry + to). (112)

Da je u/ < T > rekurentan i da je tok neprekidan, postojao bit; >ty i M € Z
takav da je wu(t;) dovoljno blizu w + M da bi w(t1) + 74 — 1 poprimao oba
predznaka. No t1 > tg, izraz (97) i stroga monotonost impliciraju da vrijedi

uw(tl + 1) <u(t) + 1 < u()y +t1). (113)

Time bismo dobili kontradikciju.
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Dakle, 7 = 7— i u(t + 7) = u(t) + 1 za svaki t, gdje je 7 zajedicka vrijednost
od 74, pa je u/ < T > periodi¢na.
U

Dokaz propozicije 4.3. Neka je dana periodi¢na orbita u za koju vrijedi @ >
0, u(t + 7) = u(t) + 1. Za svako stanje y definiramo

r(y) = inf{0 € R: u(f) > y) (114)

T7_(y) = sup{ € R: u(9) < y}. (115)

Obje vrijednosti su konacéne jer u(f) — oo kad § — +oo. Primijetimo da je
7_(y) < 74 (y). Definiramo

At(y) = 74+(y) — 7-(y) (116)

Uz pocetno stanje y, ako je A7r(y) = 0, onda je y = u(f), gdje je 6 zajednicka
vrijednost od 74, i vrijedi y(t) = u(0 +t). Ako je AT > 0 onda je 7_(y(t)) — t
rastuca i 7o (y(t)) — t padajuéa, pa je Ar(y(t)) padajuca. Pretpostavimo da je
e =inf{Ar(y(t)) : ¢t >0} >0. Tadaje L ={z:¢e < A7(2) < 2}/ < T >
kompaktan , pa postoje z € Lit; — oo tako da y(t;) — z kad j — co. Funkcija
AT :R%/ < T >— R je neprekidna pa je A7(z) = e. Neka je z pocetno stanje.
Tada je A7(2(t)) < e zat >0 . Prema tome, postoji < € tako da za dovoljni
velike j vrijedi A7(y(t;)) < n . To je kontradikcija sa € = inf{A7(y(t)) : t > 0},
pa zakljuéujemo da A7(y(t)) — 0. Ako je 0 = {71 (y(t)) —t : t — oc}, onda
y(t) —u(t+0) — 0. O

Dokaz teorema 4.4 . Po propoziciji 4.1, postoji rekurentna tocka x za koju
vrijedi > 0.

Ako je y ravnoteza, onda za svaki y € RS postoje m_, my € Z takvi da
vrijedi  + m_ < y < y + m4, i po monotonosti orbita od y uvijek ostaje
izmedu te dvije granice. Zatim upotrijebimo LaSalle-ov princip(iz knjige [4]) na
kompaktan skup izmedu x +m_ i x 4+ m4 kako bismo dobili da je w- granican
skup od y povezan skup ravnoteznih tocaka za konstantnim W. Ve¢ smo dokazali
da je w(y) neureden.

Ako x nije ravnotezna tocka, onda propozicija 4.2 kaze da je to periodi¢na orbita
za koju je & > 0, a propozicija 4.3. kaze da je ona privlac¢i svaku orbitu, sa
fazom. U

Napomena 4.7. U propozicijama 4.1 i 4.2, izraz "rekurentan” se moZe zami-
jeniti sa “ne-lutajuc”. Tocka a je ne-lutajuca ako za svaku okolinu N od u i
T > 0 postoje y € N it > T takvi da je y(t) € N. Posebno, rekurentne tocke
su ne-lutajuée. LaksSe je dokazati postojanje ne-lutajuce tocke na kompaktnom
skupu, nego postojanje rekurentne tocke. Prilagodit cemo dokaz propozicije 4.2,
kako bismo to dokazali.

Propozicija 4.8. Svaka ne-lutajuca tocka u za koju vrijedi @ > 0 je periodiéna.
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Dokaz. Orbita u(t) ne moze doéi u ravnoteznu to¢ku. U suprotnom, nazovimo
tu tocku e i uzmimo okolinu N od u podizacu od Cy oblika {y : y~ < y <
yT} i odaberimo y € N, t > 01 M € Z takve da je y < e + M, y(t) € N
(modulo < T >) i y(t) > e + M. Tada y prolazi kroz ravnoteznu tocku e+M,
§to je u kontradikciji s monotonosti. Prema tome, sve komponente od u(t)
su neogranicene kad ¢ — oo. Definiramo 7+ kao u dokazu propozicije 4.2.
Odaberemo y koji je dovoljno blizu u, t; > tg i M € N takve da je y(t;) — M
dovoljno blizu u kako bi vrijedilo y(TJ,r +to) > y(to)+1. Ali, y(4+t1)—y(t1)—1
poprima oba predznaka pa opet dolazimo do kontradikcije s monotonosti. Dakle,
dobivamo da je 7. = 7_ i da je u periodi¢na. O

Lema 4.9. Postoje Hy, Hs takvi da za i € {0,1,..., N — 1} vrijed:

h1(l’i,l'i+1) S H1 — C(.’L’Z‘+1 — Jii) kad je Ti+1 Z Z; (117)

hQ(.’Ei,.’EiJrl) S H2 — C(.’Ei - (Ei+1) kad je ZT; Z Ti+1 (118)

Dokaz. Bez smanjenja opcéenitosti, uzimamo slucaj i = 0
1

hl(l‘o,l‘l) = hl(xo,xo) —|—/ hlg(wo,f)df S H1 — C(fEl — xo) kad je I Z o

’ (119)
gdje je Hy = max{h(z,z) : z € [0,1]}.
Sli¢no,

ho(zo, 1) = ho(z1,21) +/ hi2(&, 0)dé < Hy — c(xg — x1) kad je xg > 1

' (120)
gdje je Hy = max{ha(z,z): z € [0,1]}. O

Propozicija 4.10. Ako je svaka komponenta od F dovoljno velika, ne postoji
niti jedna tocka ravnoteze.

Dokaz. Definiramo &; = x; — x;41. Tada @y = 0 implicira da je hy(xg,x1) = F.
Prema lemi 4.9, za F' > H; slijedi da je g > 0. Za i€ {1,2,.... N —1} , 4, =0
implicira da je

hz(l‘l;l — ;) + hl(xi,$i+1) =F. (121)

Pretpostavimo da je F' > H; + Hs. Tada po lemi 4.9 vrijedi, ako je &1 > 0,
onda je i & > 0. Po indukciji dobivamo da je 51 > 0. Ali, iy = 0 implicira
da je

ho(xn—_1,zN) + h(zn) = F, (122)

pa je,
F S H2+maxh1. (123)
Ali, ako F prelazi tu granicu, dobivamo kontradikciju. Dakle, za tako velike
komponente od F ne postoje ravnotezne tocke. O
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Propozicija 4.11. Skup funkcija F za koje postoji ravnoteina tocka je zatvoren
skup koji sadrzi 0. Nadalje, ako pri djelovanju sile s vrijednostima F’ > 0
ne postoji ravnoteza, tada me moZe postojati ravnoteza miti pri djelovanju sile
F>F’.

Dokaz. Vet smo pokazali da za F=0 postoji ravnoteza. Sve ravnotezne tocke
moraju biti sadrzane u kompaktnom skupu C(F) (npr. skup Ry iz dokaza
propozicije 4.1, uz K = |F| +¢€). Ako je F/ j € N, niz sila F takvih da postoji
ravnoteza 2/ i F/ — F* kad j — oo, onda je niz ravnoteza 2/ sadrzan u
kompatnom skupu, pa sadrzi grani¢nu tocku z*°. Zbog neprekidnosti od VW
u odnosu na x i F, *° je ravnoteza za F°.

Ako za F’ > 0 ne postoji niti jedna ravnoteza, onda postoji perodi¢na orbita
v’ za koju vrijedi &' > 0. Uzmimo sada bilo koju F > F’ i usporedimo orbitu
u(t) iz pocetnog uvjeta u(0) = v'(0) sa u’(t). Slican argument kao u dokazu
monotonosti, daje u(t) > u'(t). Dokaz mozete naéi u ¢lanku [2]. Neka je u(t)
rjesenje iz pocetnog uvjeta u’(0) sa silom (1 — A\)F’ + AF i promotrimo %.
Dakle, u(t) prelazi x+m, pa ne postoji niti jedna ravnoteza. O

Dakle, kad su sve komponente od F jednake F, postoji sila Fy > 0 takva
da za sve F' € [0, Fy] postoji ravnoteza, a za sve sile F' > F; postoji periodi¢na
orbita.

4.3 Primjene

Opisana dinamika moze se primjeniti u razlicitim podruc¢jima. Ovdje ¢emo
ukratko opisati primjenu u fizici i biologiji.

Primjer 4.12. Josephsonov uéinak

Strugni krug sa svojstvom supravodljivosti (bez elektriénog otpora), prikazan na
slici 5, sastoji se od dvije paralelne supravodljive Zice sa Josephsonovim spoje-
vima koje éemo oznaciti sa j. Model se sastoji se od dva supravodica izmedu
kojih se malazi vrlo tanka izolatorska barijera (Josephsonov spoj). Josephson
je teorijski pokazao da, ako nije prevelika, supravodljiva struja moZe bez otpora
protjecatu kroz tu barijeru. Taj ucinak nazivamo tuneliranje. Varijable ¢; opi-
suju razlike u fazama izmedu Josephsonovih spojeva. Jednadzba koja opisuje
njihovo kretanje kroz vrijeme je

@5 + gy +sin(p;) = Mej — 295 —pj1) + F, (124)

gdje je F vangsko elektromagnetsko polje.
Za, dovoljno veliki u, inercijalni efekti su zanemarivi te aproksimiramo dina-
miku sustavom jednadzbi

¢; +sin(p;) = Mej+1 — 295 — pj-1) + F, (125)

sto je ekvivalentno promatranom teorijskom Frenkel-Kontorovinom modelu.

Time teorijski rezultati za Frenkel-Kontovorin model dobro opisuju efekt tuneli-
ranja, te su ta predvidanja potvrdena eksperimentalno u kngizi [7].
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Slika 5: Paralelni spoj vise Josephsonovih spojeva

Primjer 4.13. Odvajanje lanaca DNK

Replikacija i transkripcija dvije su osnovne funkcije koje obavlja DNK molekula u
Zivim stanicama. Te funkcije zahtjevaju odvajanje parova baza(A-T,G-C), kao
Sto je nacrtano na slici 6. Motivirani mogucom ulogom otvaranja mjehurica
(mjesta pocetka replikacije) u termalnoj denaturaciji (odvajangje lanaca pod vi-
skom temperaturom) dvolancane DNK, model Peyrard-Bishop-Dauzxois, PBD,
pokuSava definirati energiju koja upravlja rasparivanje tih baza.

Varijabla y; oznacava udaljenost j-tog para baza, pa kad se baze odvoje y postaje
velik. Prema intermolekularnoj potencijalnoj teoriji, potencijalna energija koja
je prisutna pri odvajanju lanaca DNK jednaka je

V(y) = D(e~* — 1)? (126)

Potencijalna energija spajanja uzastopnih baza preko dvostruke Seéerne okos-
nice, unutar jednog lanca, dana je s

W (45 541) = 5C0511 = 421+ peo@ra) (127)
PBD model je generalizirani Frenkel-Kontorovin model za elasticno-plasticna
svojstva razdvajanja DNA. Treba primjetiti da prava DNK wu stanicama Zivih
bica nema svojstvo periodicne simetrije. Taj nedostatak homogenosti je kljucan
za opis mmogih fenomena opazenih kod DNK molekula Zivih bica.
Neke zanimljive eksperimenate o odvajanju lanaca DNK moZete naci u knjizi

[9]-
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Slika 6: (a) shematski prikaz replikacije i transkripcije DNK. (b) Odvajanje
DNK u tim procesima prikazano je djelovanjem stalne sile, prema PBD modelu.
(¢) U PBD modelu na slici potencijal V(y;) predstavlja potencijalnu energiju
izmedu dva nukleotida (A-T ili G-C), a W(y;,yj+1) oznacava energiju izmedu
susjednih parova j i j+ 1. (d) oblik potencijala V(y) danog pomocu jednadzbe
(125)
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Sazetak

U ovom radu bavili smo se svojstvima monotonih dinamickih sustava te smo se
posebno fokusirali na Frenkel-Kontorovin model.

Dinamiku nekog modela opisujemo sustavom obi¢nih diferencijalnih jednadzbi.
Monoton dinamicki sustav je dinamicki sustav na metrickom prostoru koji ¢uva
uredaj, odnosno, ako pocetna stanja zadovoljavaju neki uredaj, onda i sva
buduca stanja zadovoljavaju taj uredaj. Kazemo da sustav obi¢nih diferen-
cijalnih jednadzbi generira polutok. Proucavali smo uvjete konvergencije tako
definiranog polutoka i svojstva omega grani¢nog skupa.

Nadalje, definirali smo kooperativne i kompetitivne diferencijalne jednadzbe.
Kazemo da je sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi kooperativan ako gene-
rira monoton polutok unaprijed (u smjeru buduéeg vremena), odnosno, da je
kompetitavan ako generira monoton tog unazad (u smjeru proslog vremena).
U zadnjem poglavlju fokusirali smo se na glavnu temu ovog rada, Frenkel-
Kontorovin model. To je model koji opisuje dinamiku lanca Cestica. Pri tome
postoji medudjelovanje svake ¢estice sa najblizim susjedom u prisutnosti vanj-
skog periodi¢nog potencijala. Dodatno, na taj model djelovali smo vanjskom
silom F. Zakljucili smo da za F=0 uvijek postoji ravnotezna tocka. S druge
strane, sigurno mozemo naci dovoljno veliku silu F takvu da neée postojati niti
jedna tocka ravnoteze. Frenkel-Kontorovin model ima mnoge prakti¢ne primjene
i u ovom smo radu naveli dvije od njih.
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Summary

In this paper we discussed properties of monotone dynamical systems with a
special focus on the Frenkel-Kontorova Model.

We modeled dynamics of a model by the system of ordinary differential equati-
ons. A monotone dynamical system is a dynamical system on a metric space
which has a property that ordered initial states lead to ordered subsequent sta-
tes.

We say that a system of ordinary differential equations generates the semiflow.
We studied convergence criteria of the semiflow and some properties of the
omega limit set.

Furthemore, we defined competitive and cooperative differential equations. We
say that the system of ordinary differential equations is cooperative if it gene-
rates a monotone semiflow in the forward time direction and competitive if it
generates monotone semiflow in the backward time direction.

In the last chapter we focused on the main topic of this master thesis, the
Frenkel-Kontorova Model. That is a model which describes the dynamics of a
chain of particles interacting with the nearest neighbors in the presence of an
external periodic potential. In addition, we applied an external force to the
system. We concluded that when F = 0, there always exists an equilibrium for
this model. On the other hand, we also proved that we can find a force F large
enough so that there are no equilibria.

Practical applications of Frenkel-Kontorova model are numerous and we descri-
bed two of them in this thesis.
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