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Uvod

Ovim diplomskim radom Zelimo kroz prizmu izracunljivosti i metrickih prostora iskazati
svojstvo efektivnog pokrivanja, koje je usko povezano upravo uz izraCunljive metricke
prostore. Izracunljivi metri¢ki prostori s tim svojstvom su sli¢ni po nekim karakteristi-
kama izraCunljivim euklidskim prostorima.

Za pocetak, da bismo iskazali svojstvo efektivnog pokrivanja, potrebno je iskazati neke
pojmove vezane uz izraunljivost, tocnije vezano uz izraCunljive funkcije. Takve funkcije
u teoriji izracunljivosti nazivamo rekurzivnim funkcijama, s time da ¢emo se u po¢etnom
dijelu ovog diplomskog rada koncentrirati na rekurzivne funkcije ¢ija slika je u skupu pri-
rodnih brojeva. Pomocu tih funkcija, pokazat ¢emo 1 kako iskazati rekurzivnost skupova,
Sto ¢ini vaZzan korak pri iskazivanju svojstva efektivnog pokrivanja. Potom ¢emo proma-
trati rekurzivnost raznih skupova na brojnim primjerima, medu kojima Ce biti 1 oni koji ¢e
se doticati djeljivosti i prostosti brojeva u rekurzivnim skupovima. Ti primjeri pokazat ¢e
se vaznima za dokazivanje surjektivnosti rekurzivnih funkcija (a pocesto i same rekurziv-
nosti) sa slikom u skupu racionalnih brojeva.

Dodatno, potrebno je poznavati i osnove metri¢kih prostora, no koncentrirat ¢emo se
na iskazivanju samog svojstva te ¢emo odmah nakon definicije metri¢kog prostora iskazati
definiciju izraunljivog metrickog prostora, a potom i racionalnog otvorenog i zatvorenog
skupa u izracunljivom metrickom prostoru. Pomocu tih pojmova fiksirat cemo odredene
funkcije 1 skupove, iskazati definiciju rekurzivno prebrojivih skupova te potom iskazati
svojstvo efektivnog pokrivanja. Nadalje, navest ¢emo rezultat koji daje dovoljan uvjet
da bi izraCunljivi metri¢ki prostor imao svojstvo efektivnog pokrivanja, te ¢emo navesti
konkretan primjer.






Poglavlje 1

Rekurzivne funkcije

1.1 Inicijalne funkcije i osnovne operacije

Napomena 1.1.1. Uzimamo da je N = {0, 1,2,3,...}
Definicija 1.1.2. Neka su s,z : N — N funkcije definirane sa
s(x)=x+1,
72(x) =0,¥x e N.

ZaneN,n>1, jell,2,..,n} neka je I N — N projekcija na j-tu koordinatu, to jest
funkcija takva da je
I;-’(xl, o Xp) = X5, VX1, X, €N

Za funkcije s, z, I;?, neN,n>1,je{l,..,n} kaZemo da su inicijalne funkcije.

Definicija 1.1.3. Neka suk,n e Nyn > 1,k > 1tenekasu f :N' - Nig,..,g,: NF - N
funkcije. Definiramo funkciju h : N* — N sa

h(-xla ceey xk) = f(gl(-xl7 eeey xk)a sy gn(xla ceey -xk))'
Za funkciju h kaZemo da je dobivena kompozicijom funkcija f, g1, ..., gn-

Napomena 1.1.4. Uocimo: Ako je n = 1, onda je h(xy, ..., xi) = f(g1(X1,..., X)), . h =
fog.
Primjer 1.1.5. Neka je g : N* — N funkcija definirana s

g(x1, X2, x3) = x; + 1.

Vrijedi
g(x1, x2,x3) = s(I3 (x1, X2, X3)),

dakle funkcija g je kompozicija funkcija s i I ?

3



4 POGLAVLIJE 1. REKURZIVNE FUNKCIJE

Napomena 1.1.6. Uocimo: g(xi, x2,x3) = I;(8(x1, X2, X3), [; (x1, X2, X3), [3(x1, X2, X3)), dakle
g je kompozicija funkcija I3, g, I, I.

Primjer 1.1.7. Neka je f : N> — N funkcija. Definiramo h : N* — N sa
h(a,b,c) = f(a,c).

Vrijedi:
h(a,b,c) = f(I(a,b,c),I;(a,b,c)).

Prema tome, h je kompozicija funkcija f, I, I;’.

Definicija 1.1.8. Neka je k € N,k > 1 te neka su f : N* — Ni g : N¥2 — N funkcije.
Definiramo funkciju h : N*' — N indukcijom po prvoj varijabli na sljedeci nacin:

h(05yl9y25 “'ayk) = f(yl7y25 '",yk)

h(-x + 1,)’1, ‘--9yk) = g(h(x9yl’ -.-,)’k)’ x9yl’ -.-,)’k)-

Za funkciju h kaZemo da je dobivena primitivnom rekurzijom od funkcija f i g.

Primjer 1.1.9. Neka je h : N> — N funkcija definirana s
h(x,y) = x+y.

Postoje li funkcije f i g takve da je h dobivena primitivnom rekurzijom od f i g, tj. postoje
li funkcije f : N — Ni g : N> — N takve da vrijedi:

hO,y) = f(y)

h(x +1,y) = g(h(x, y), x,y).

Iz definicije od h je ocito da je
h(0,y) =y = L(y),

h(x+1,y) = h(x,y) + 1 = g(h(x, ), x, y),

gdje je g : N* — N funkcija definirana sa g(a,b,c) = a + 1. Prema tome h je dobivena
primitivnom rekurzijom od funkcija I i g.

Primjer 1.1.10. Neka je h : N> — N funkcija definirana s
h(x,y) =x-y.

Vrijedi:
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h(0,y) =0 = z(y)
hx+1,y)=x+1)-y=x-y+y=h(xy +y=gh(x,y),x,y)
gdje je g : N° — N funkcija definirana s g(a, b, c) = a + c. Dakle,
h0,y) = z(y),

h(x + 1,y) = g(h(x, y), x,y).

Prema tome, funkcija h je dobivena primitivnom rekurzijom od funkcija 7 i g.
Neka je zb : N> — N funkcija definirana sa zb(x,y) = x + y. Imamo

g(a, b, ¢) = zb(a, ¢) = zb(I}(a, b, ©), I3(a, b, ¢)),
dakle g je kompozicija funkcija zb, I, I;.
Definicija 1.1.11. Neka je k € N,k > 1, te neka je g : N*' — N funkcija takva da za sve

X1, ..., Xx € N postoji y € N takav da je g(xi, ..., X, y) = 0. Definiramo funkciju f : N¥ — N
sa

S,y i) = min{y € N 2 g(xy, ..., X, y) = O}

Za funkciju f kaZemo da je dobivena primjenom u-operatora na funkciju g. Pisemo
Jxrs e ) = puy(g(xi, .oy i, y) = 0).
Primjer 1.1.12. Neka je g : N> — N,
8(x1, x2, X3) = |(x1 + x2) — yl.

Tada za svaki x,, x, € N postoji y € N td. g(xy, x2,y) = 0.
Neka je f : N> — N funkcija dobivena primjerom u-operatora na g. Tada je

f(x1,x2) = x1 + x2,Vxp, xp € N

Napomena 1.1.13. Uocimo sljedece: Ako je f funkcija dobivena primjenom u-operatora
na funkciju g : N¥*!' — N, onda za sve x1, x», ..., xy € Nvrijedi g(xi, ..., X, f(X1, ..., X)) = 0.
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1.2 Rekurzivne funkcije kojima je kodomena skup
prirodnih brojeva

Definicija 1.2.1. Definirajmo niz (F,)yen skupova funkcija induktivno na sljedeci nacin:
Neka je F skup svih inicijalnih funkcija. Pretpostavimo da je p € N te da smo definirali
skup F,.
Definiramo skup ¥, kao skup svih funkcija h takvih da vrijedi barem jedno od sljedeceg:

1. he¥,;

2. postoje n € N i funkcije fi,8i,....,8, € F, takvi da je h dobivena kompozicijom
ﬁ’g17"'agn ;

3. postoje f,g € F, takvi da je h dobivena primitivnom rekurzijom od f i g ;

4. postoji f € F, takva da je h dobivena primjenom u-operatora na f.

Definicija 1.2.2. Za funkciju f kaZemo da je rekurzivna funkcija ako postoji p € N takav
da je
feF,

Napomena 1.2.3. Uocimo da je svaka inicijalna funkcija rekurzivna.
Nadalje, ocito je

‘fp g ﬂ+1’
za svaki p € N. Iz toga slijedi da je
i C T,
zasve i, j € Ntakve dajei < j.
Primjer 1.2.4. Nekaje g : N> — N,
gla,b,c) =a+1.

Prema primjeru 1.1.5. g je kompozicija inicijalnih funkcija, stoga je g € Fi, dakle
rekurzivna.

Propozicija 1.2.5. i) Nekajen €N, n > 1, te neka su h, f, gi, ..., g, funkcije takve da je
h dobivena kompozicijom od f, g\, ..., g, Pretpostavimo da su f, g1, ..., g, rekurzivne
Jfunkcije. Tada je i h rekurzivna funkcija.

ii) Neka su h, f, g funkcije takve da je h dobivena primitivnom rekurzijom od f i g.
Pretpostavimo da su f i g rekurzivne funkcije. Tada je i h rekurzivna funkcija.
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iii) Neka su f i g funkcije takve da je f dobivena primjenom u-operatora na g. Pretpos-
tavimo da je g rekurzivna funkcija. Tada je i f rekurzivna.

Dokaz. 1) Buduéi da su f, gy, ..., g, rekurzivne funkcije, postoje /, py, ..., p, € N takvi
da su

e,
81 E€EFp s 8n €T p,
Neka je ¢ = max{/, py,...,p,}. Tadaje [ < q, p1 < q, ..., p» < ¢, paje
F1 S Fos
For €Fgs s Fp, € Fys

iz Cega slijedi da su f, g1, ..., g, elementi od F,. Stoga je h € F,,,. Prema tome, / je
rekurzivna funkcija.

1) Neka su py, p» € N takvi da su
f € Tpl’g € 7--[72'

Neka je ¢ = max{p;, p,}. Tada su f, g € F,, paje h € F 1. Stoga je h rekurzivna
funkcija.

iii) Neka je p € N takav da je g € F,. Tada je f € F .1, dakle f je rekurzivna funkcija.
]

Primjer 1.2.6. Neka je zb : N> — N funkcija definirana sa
zb(x,y) = x + y.

Prema primjeru 1.1.9. zb je dobivena primitivnom rekurzijom od I} i g, gdje je g : N — N,
gla,b,c)=a+1.

Funkcija 1 11 je rekurzivna jer je inicijalna, a funkcija g je rekurzivna prema Primjeru 1.2.4.
Iz prethodne propozicije, ii) dio, slijedi da je funkcija zb rekurzivna.

Primjer 1.2.7. Neka je h : N> — N funkcija definirana sa
h(x,y) = x-y.

Neka je g : N* — N funkcija definirana sa g(a,b,c) = a + c, te neka je zb funkcija iz
prethodnog primjera.

Prema primjeru 1.1.10. g je kompozicija funkcija zb, If i I;’. Iz i) dijela propozicije
1.2.5 slijedi da je g rekurzivna funkcija.

Prema primjeru 1.1.10. h je dobivena primitivnom rekurzijom od z i g. Stoga je h
rekurzivna funkcija.
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Primjer 1.2.8. Neka je k € N, k > 1. Za a € N oznacimo s c, konstantnu funkciju
co : Nk = N s vrijednoscu a, to jest

Cco(x1, .0y xp) = a.

Tada je c, rekurzivna funkcija. DokaZimo to indukcijom po a.
Za a = 0 imamo
Co(x1s eoer Xi) = 0 = 2 (X1, o0y X))

Stoga je c( rekurzivna funkcija kao kompozicija inicijalnih funkcija.
Pretpostavimo da je a € N, te da je c, rekurzivna funkcija. Vrijedi

Car1(X15 .0, X)) = a+ 1 = s(a) = s(ca(x1, ..., X))

Dakle, c,1 je kompozicija funkcija s i c, koje su rekurzivne, pa je stoga i ¢, rekurzivna
funkcija.

Propozicija 1.2.9. Neka je ¢ € N te neka je y : N> — N rekurzivna funkcija. Neka je
h : N — N funkcija takva da vrijedi:

h(0) =c,

h(x + 1) = y(h(x), x)

za svaki x € N. Tada je h rekurzivna funkcija.
Dokaz. Nekaje H : N> — N funkcija definirana sa

H(x,y) = h(x),
zasve x,y € N, to jest

H(x,y) = h(I{(x,)).

Zasve x,y € N vrijedi:
H(0,y) = c(= h(0))

H(x+ 1y) = h(x + 1) = y(h(x), x) = y(H(x,y), x)

Neka je f : N — N konstantna funkcija s vrijedno$¢u c. Neka je g : N° — N funkcija
definirana s
gla,b,¢) = y(I}(a, b, ), I3(a, b, ).

Tada za sve x,y € N vrijedi

H(O,y) = f(y)
H(x+1,y) = g(H(x,y), x,)
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Iz ovoga zakljucujemo da je funkcija H dobivena primitivhom rekurzijom od f i g.
Funkcija f je rekurzivna prema Primjeru 1.2.8., a g je rekurzivna kao kompozicija rekur-
zivnih funkcija. Stoga je H rekurzivna prema Propoziciji 1.2.5.

1z definicije funkcije H slijedi da je

h(x) = H(x,0),
za svaki x € N, prema tome
h(x) = H(I{(x),z(x)),

za svaki x € N.
Iz ovoga zaklju€ujemo da je h dobivena kompozicijom funkcija H, I i z. Prema tome,
h je rekurzivna funkcija.
]

Propozicija 1.2.10. Neka je pred : N — N funkcija definirana s

dw={" 77
red(x) =
P x—=1, x>1
Funkcija pred je rekurzivna.
Dokaz. Tmamo
pred(0) =0,

te za svaki x € N vrijedi
pred(x+1)=x= Izz(pred(x),x).

Dakle,
pred(0) =0,

pred(x+1) = I%(pred(x), X).

Iz prethodne propozicije slijedi (za ¢ = 0, y = I;) da je pred rekurzivna funkcija. O

Propozicija 1.2.11. Neka je k € N\ {0}, te neka su f,g : N* — N rekurzivne funkcije. Tada
su i funkcije
f+g f-g: N 5N

rekurzivne.
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Dokaz. Neka je zb : N> — N funkcija definirana sa
zb(x,y) = x + y.
Tada za sve xi, ..., x; € N vrijedi:

(f + (X1, o0y X)) = f(X1, ey X)) + 2(X14 ooy Xp) = 2D(F (X1, ooy X0), 8(X1,5 ooy X)).

Slijedi da je f + g dobivena kompozicijom funkcija zb, f i g, pa je f + g rekurzivna
prema propoziciji 1.2.5. 1 primjeru 1.2.6.
Analogno se dobiva da je f - g rekurzivna funkcija.

Definicija 1.2.12. Za x,y € N definiramo broj
{x—y, ako je x >y
x=y= -
0, inace
Za funkciju
= N> SN, (x,y) > x=y
kaZemo da je modificirano oduzimanje.

Propozicija 1.2.13. Modificirano oduzimanje je rekurzivna funkcija.

Dokaz. Nekaje f : N> — N funkcija definirana s

feuy)=y=x
Dovoljno je dokazati da je funkcija f rekurzivna. Naime, ako je ~: N> — N modificirano

oduzimanje, onda je

= (ny)=x=y=fO,x = f(5x,Y), 1H(x,y))

to jest = je kompozicija funkcija f, I3 i I7, pa je jasno da Ce rekurzivnost funkcije f povlaciti
rekurzivnost funkcije .
Neka je pred : N — N funkcija definirana s

0, x=0
red(x) =
pred(x) {x—l, x>0

Prema Propoziciji 1.2.10., funkcija pred je rekurzivna. Neka su x,y € N. Tvrdimo da
je
y=(x+1)=pred(y - x) (1.1)

Imamo dva slucaja:
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i)
y=x=0
Tadajey < x,pajey <x+1,teje
y=(x+1)=0=pred0) = pred(y - x),
dakle (I.T) vrijedi.
ii)
y=x>0
Tadajey > xpajey > x+ 1. Slijedi da je

y=x+DD=y-(x+D)=@-x)-1=@=x)—1=pred(y - x).

Dakle, (I.1) vrijedi.
Neka su x,y € N. Tada, koristeéi (I.I)) dobivamo da je

fO,y)=y
Sfx+1Ly)=y=(x+1)=pred(y - x)
Dakle,
JO,y)=y (1.2)
S+ 1,y) = pred(f(x,y)) (1.3)

Definirajmo G : N> — N s G(a, b, ¢) = pred(a). Tada je prema (T.3)

fx+1,y) =G(f(x,y), x,y)

Iz ovoga i Cinjenice da je f(0,y) = I}(y) zbog (T.2), zaklju¢ujemo da je f dobivena pri-

mitivnom rekurzijom od /] i G. Funkcija G je kompozicija funkcija pred i I3, pa iz toga
proizlazi da je i rekurzivna.
Stoga je i f rekurzivna.

O

Propozicija 1.2.14. Neka je f : N> — N funkcija definirana s f(x,y) = y*. Tada je f
rekurzivna funkcija.

Dokaz. Nekasu x,y € N. Tada je f(0,y) =1 = H(y), te

f(x+ 1,)’) = yx+1 = yx Y= f(x,)’) "y = G(f(x,)’),x,)’),

pricemusu H : N — NiG : N* — N funkcije definirane s
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Hy) =1,
G=1I-1L.

Ocito je da su funkcije H i1 G rekurzivne, te imamo

f0,y) = H(y)

f(x+1,y) = G(f(x,y), x,).

Prema tome, f je dobivena primitivnom rekurzijom od H i G iz Cega slijedi da je f
rekurzivna funkcija. O

Propozicija 1.2.15. Neka je a : N> — N funkcija definirana s
a(x,y) = |x —yl.
Tada je a rekurzivna funkcija.
Dokaz. Neka su x,y € N. Tada je
x=y=x=y+G=x. (1.4)
Neka je =~ modificirano oduzimanje, te neka je f : N> — N funkcija definirana s
fy) =y = x
Vrijedi
f@y) == (7. %) == ((x, ), [ (x, ),
pa rekurzivnost funkcije - povlaci rekurzivnost funkcije f. 1z (I.4) slijedi da je
a(x,y) == (x,y) + f(x,y),

zasve x,y € N, to jest
a=mo+ f,

gdje je mo ==.
Prema tome, a je rekurzivna funkcija.
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1.3 Rekurzivni skupovi

Definicija 1.3.1. Neka je k € N\ {0}, te neka je S € N¥. Za S kaZemo da je rekurzivan
skup u N* ako je karakteristicna funkcija skupa S u NF

xs | NF 5 N

rekurzivna.
Podsjetimo se da je karakteristicna funkcija ys : N* — N skupa S u N* definirana sa:

1, xeS
0, x¢&89,

Xs(x) = {
x € NF,
Primjer 1.3.2. Neka je k € N\ {0}. Tada su 0 i N* rekurzivni skupovi u N*. Naime:
Yt NE 5 N
Jje konstantna funkcija s vrijednoséu 1, a

yo:NF 5 N

Jje konstantna funkcija s vrijednoscu 0, stoga su xy« i xo rekurzivne funkcije (prema pri-
mjeru 1.2.8.)

Definicija 1.3.3. Definiramo funkcije sg,sg : N — N sa

0, x=0
$8(0) = 1, x#0
_ 1, x=0
Sg(x):{o Xx£0

Funkcije sg i 'sg nazivamo signum i signum potez.
Teorem 1.3.4. Funkcije sg i 'sg su rekurzivne.
Dokaz. Neka je x € N. Primjetimo da vrijedi

sg(0)=0

sg(x + 1) = y1(sg(x), %),
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pri ¢emu je y; : N> — N konstantna funkcija s vrijedno$¢u 1. Funkcija y; je rekurzivna
prema primjeru 1.2.8. Stoga je funkcija sg rekurzivna, prema propoziciji 1.2.9.
Funkcija sg moZe se prikazati na slican nacin:
5g(0) =1
sg(x + 1) = y2(sg(x), x),

gdje je y» : N?> — N konstantna funkcija s vrijedno$éu 0. Stoga je sg rekurzivna funkcija.
]

Primjer 1.3.5. Neka je a € N. Tada je {a} rekurzivan skup u N. Naime, za svaki x € N

vrijedi
1, x=a
a(x) = .
Xia(X) {0, X#a

Stoga za svaki x € N vrijedi
Xa(x) = 5g(|x — al).

Prema tome,

Xia(x) =580 f, (1.5)
gdje je f : N — N funkcija definirana s
J(x) =|x—al

Funkcija abs : N* — N definirana s abs(x,y) = |x — y| je rekurzivna prema propoziciji
1.2.15., a vrijedi f(x) = abs(x,a) = abs(l} (x),c.(x)),¥x € N, gdje je c, : N - N
konstantna funkcija s vrijednoscu a.

Stoga je f kompozicija funkcija abs, 111 i cq, pa je f rekurzivna funkcija. Iz za-
klju¢ujemo da je i x4 rekurzivna funkcija.

Dakle, {a} je rekurzivan skup.

Propozicija 1.3.6. Neka su k,n € N\ {0}, te neka su fi, ..., f, : N* — N rekurzivne funkcije.
Tada su funkcije

fitetfuficefi: NN N

rekurzivne.

Dokaz. Dokazimo indukcijom po n € N \ {0} da je
fi+t o+ fu

rekurzivna funkcija. Analogno dobivamo da je f; - ... - f, rekurzivna funkcija.
Zan =1 tvrdnja vrijedi.
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Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n € N\ {0}.
Neka su fi, ..., fus1 : N¥ — N rekurzivne funkcije.
Vrijedi
St ot forr = (A4 ) + S
pa Cinjenica da je f; + ... + f,41 rekurzivna funkcija slijedi iz induktivne pretpostavke i
propozicije 1.2.11. o

Primjer 1.3.7. Neka je k € N\ {0}. Tada je {a} rekurzivan skup u N*,
DokaZimo to.

Imamo a = (ay, ay, ..., ay), gdje su ay, ...,a; € N. Neka je x € NE x = (X, .ony Xp).
Vrijedi
L Gy x) = (@, a)
X{a}(x) = .y =
0, inace
_{1, X1 = Ay, .y X = Ag _
B 0, inace B
(1.6)

=3g(lx1 —ail) - ... - sg(lxe — ail) =
= Xian)(X1) * e Xa (%) =

= Xan Y)Y () =

= (Yay) © IDX) * wev  (Yiag © I)(X).

Prema tome
k k
Xiat = Wary © 1)) oo - Oiay © L),

pa iz primjera 1.3.5. i propozicije 1.3.6. slijedi da je 4 rekurzivna funkcija.
Dakle, {a} je rekurzivan skup u N*.

Primjer 1.3.8. Neka je
s ={(x,y) € N*|x < y}.

Tvrdimo da je s rekurzivan skup.
Za sve x,y € N vrijedi

1, x<y

(X, =
Xs(X, ) {Q £>y

Prema tome, za sve x,y € N vrijedi

Xs(x,y) = sg(y = x).
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Definirajmo funkciju f : N> — N sa

feoy) =y =x

Tada je y ; kompozicija funkcija sg i f. Funkcija sg je rekurzivna prema teoremu 1.3.4., a
za funkciju f smo vidjeli da je rekurzivna u dokazu propozicije 1.2.15. Prema tome, ) je
rekurzivna funkcija.

Primjer 1.3.9. Neka je
S = {(x,y) e N’[x < y}.

Za sve x,y € N vrijedi
Xs(x,y) = 58(x = y),

pa analogno prethodnom primjeru zakljucujemo da je S rekurzivan skup.

Napomena 1.3.10. Ako je k € N\ {0} i x € Nf x = (xy, ..., xx), ¥y € N, onda éemo pod

(x,y)

obicno podrazumijevati k + 1-torku

(X1y eees Xy V).

Definicija 1.3.11. Neka je k € N\ {0}, S € N¥*! te x € N* takav da postoji y € N sa
svojstvom (x,y) € S.
Tada broj
min{y € N | (x,y) € §}

oznacavamo s
uy((x,y) €5).

Propozicija 1.3.12. Neka je k € N \ {0} te neka je S € N**! rekurzivan skup takav da za
svaki x € NF postoji y € N sa svojstvom da je (x,y) € S. Neka je f : N* — N funkcija
definirana s

f(x) = uy((x,y) € S),

x € N¥. Tada je f rekurzivna funkcija.
Dokaz. Nekaje g : N¥ — N funkcija definirana s
8(x,y) = 58(xs(x,)).

Ocito je g rekurzivna funkcija.
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Nadalje, za sve x € N¥ iy € N vrijedi
gx,y) =0 &= (x,y)€S.

Stoga je
J(x) = uy(g(x,y) = 0),
za svaki x € N,

Prema tome, funkcija f je dobivena primjenom u-operatora na funkciju g, pa je f
rekurzivna. O

Propozicija 1.3.13. Neka je k € N\ {0} te neka su S i T rekurzivni skupovi u N¥,
Tada su i skupovi
SUT,SNTiS°

rekurzivni.
Dokaz. Za svaki x € N vrijedi

Xsnr(x) = xs(x) - xr(x),
pa je xsnr rekurzivna funkcija prema propoziciji 1.2.11.
Nadalje, za svaki x € N¥ vrijedi
Xsur(x) = sg(xs(x) + xr(x)),

pa je ysur rekurzivna funkcija kao kompozicija funkcija sg i ys + xr.
Za svaki x € N¥ vrijedi

Xse(x) = s8(xs (X)),
Sto povlaci da je ys. rekurzivna funkcija.

ZAKLJUCAK: Skupovi S UT, S N T iS¢ su rekurzivni.
O

Propozicija 1.3.14. Neka su k,n € N\ {0}, te neka su S, ..., S, rekurzivni podskupovi od
NF takvi da za svaki x € N¥ postoji jedinstveni i € {1, ...,n} takav da je x € S ;.

Nadalje, neka su fi, ..., f, : N* — N rekurzivne funkcije. Definirajmo funkciju F :
NF - N

filx), akojexe S,

F(x)=4. ,

fu(x), akojexelS,
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Vx € N, Tada je F rekurzivna funkcija.
Dokaz. Za svaki x € N¥ vrijedi
F(x) = fi(x) - xs,(x) + ... + ful®) - xs, (%)
pa tvrdnja propozicije slijedi iz propozicije 1.3.6. O

Primjer 1.3.15. Neka je w : N — N funkcija definirana s

x, x>0
a)(x)—{l, x=0.

Tada je w rekurzivna funkcija.
Naime, neka su fi, f» : N — N funkcije definirane s fi(x) = xi f>(x) = 1, za svaki
x € N, te neka su
S1={xeN]|x>0},

Funkcije f, i f, su ocito rekurzivne, a skupovi S | i S, su rekurzivni jer je ys, = sg, xs, = S&.
Vrijedi
LX), x€8;

pa iz prethodne propozicije slijedi da je w rekurzivna funkcija.
Alternativno, moZemo zakljuciti da je w rekurzivna iz Cinjenice da za svaki x € N vrijedi

) {fl(x), xes,

w(x) = x - 5g(x) + sg(x)

1.4 Djeljivost i rekurzivnost
Propozicija 1.4.1. Funkcija f : N> — N definirana s

[fJ, ako jey >0

X, y) =
Jx-) {x, ako jey =10

Jje rekurzivna.

Dokaz. Neka je
w:N-—->N
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funkcija iz prethodnog primjera. Neka je
$ ={(x.7,2) € Nlx < (2 + Dw(y)}-
Zasve x,y,z € N vrijedi

Xs(x,y,2) = sgl(z + Dw(y) = x] = sg(h(x,y,2))

gdje je h : N° — N funkcija definirana s

h(x,y,2) = (z + Dw(y) = x.
Vrijedi
h(xa Y, Z) = mO(g(X, y, Z), I?(.x, y, Z)),

gdje je mo modificirano oduzimanje, a funkcija g : N> — N definirana s

g(x,y,2) = (z+ Dw(y).

Funkcija g je rekurzivna kao produkt rekurzivnih funkcija, te je stoga i & rekurzivna kao
kompozicija rekurzivnih funkcija, pa zakljucujemo da je 1 ys rekurzivna funkcija.
Prema tome, S je rekurzivan skup. Neka su x,y € N, y > 0. Neka je k = f(x,y). Tada

je
=[5
y
pa slijedi
k<= <k+1
y
Sto povlaci
ky <x<((k+ 1)y (1.7)

Pretpostavimo da je z € N takav da je x < (z + 1)y. [z toga i (1.7)) slijedi
ky < (z+ 1)y,

pajek <z+1,tojestk < z. Dakle, x < (z+ 1)y (prema (I.7)) i k < z, za svaki z € N takav
daje x < (z + 1)y. Prema tome,

k = pz(x < (z+ 1)y).

Time smo pokazali da je
J(xy) = pz(x < (z+ L)y),

za svaki x,y e N,y > 0.
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Iz prethodne jednakosti ocito slijedi da je

fx,y) = pz(x < (z + Dw(y)),

za svaki x,y € N, y > 0. No ova jednakost vrijedi 1 za y = 0. Prema tome, vrijedi za sve
x,y € N. Iz definicije skupa S je sada jasno da za sve x,y € N vrijedi

Gy = pz((x,y,2) €).

Iz propozicije 1.3.12. slijedi da je f rekurzivna. m|

Napomena 1.4.2 (cjelobrojno dijeljenje). Funkciju f iz prethodne propozicije cemo oznaciti
s D.

X >0
Dakle, D : N? — N, D(x, y) = {LyJ Y

X, y=0.

Primjer 1.4.3. Neka je
A= {(x,y) € N*| ylx}.

Dokazimo da je A rekurzivan skup. Neka su x,y € N, y > 0. Tada vrijedi

yx &= feN = E:l_fj — )—C:D(x,y) — x=y-D(xYy)
y y y y
Dakle,
yx &= x=y-D(x,y) (1.8)

Bududéi da za svaki x € N vrijedi Olx & x =0, (1.8) vrijedi za sve x,y € N.
Neka su x,y € N. Koristeci (1.8)) dobivamo

() eEA & x=y-Dx,y) & [x-y-Dxy) =0,
iz Cega slijedi da je
xa(x,y) = sglx—y- D(x,y)| (1.9)
pa je xa kompozicija funkcija sg i g, gdje je
gx,y) =[x =y - D(x, y)|.

Funkciju g moZemo prikazati kao kompoziciju funkcije a iz propozicije 1.2.15. i funk-
cija It i I - D koje su sve rekurzivne:

g(x,y) = a(l3(x,y), [(x,y) - D(x,y)) = a(l{(x,y), (I3 - D)(x,y)).

Zakljucujemo da je x » rekurzivna funkcija, pa je i skup A rekurzivan.
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Primjer 1.4.4. Neka je S skup svih parnih brojeva u N. Skup S je rekurzivan skup.
Naime, neka je A skup iz prethodnog primjera. Za svaki x € N vrijedi
Xs(x) = xa(x,2)
to jest
xs(x) = xal{(x), c(x)),

gdje je c : N — N konstantna funkcija s vrijednoscu 2.
Prema tome, xs je rekurzivna kao kompozicija funkcija xa, 1} i ¢, pa je i S rekurzivan
skup.

Lema 1.4.5. Postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da za svaki x € N, x > 2 vrijedi
da je f(x) najmanji prirodan broj veci od 1 koji dijeli x.
Dokaz. Neka je A skup iz primjera 1.4.3. Definirajmo;

AN ={(xy)eN*|((x,y)eAiy> Dilix=1}.

Dokazimo da je A’ rekurzivan skup.
Neka su
Ay ={x,y) eN?|y> 1}
Ay ={(x,y) eN* | x =1
Zasve x,y € N vrijedi
Xa,(x,y) = sg(pred(y)),
gdje je funkcija pred iz propozicije 1.2.10., pa iz Cinjenice da su sg i pred rekurzivne
funkcije, slijedi da je i A; rekurzivan skup.
Nadalje, za sve x,y € N vrijedi

X, (x,y) = sglx — 1| = sg(a(x, 1))
gdje je a : N?> — N funkcija definirana s
a(u,v) = |u—vl,

za sve u,v € N. Znamo da je a rekurzivna funkcija pa lako zaklju¢ujemo da je A, rekurzi-
van skup.
Iz definicije skupa A’ slijedi da je

A ={(x,y) € N* | ((x,y) € Ai (x,y) € Ap)ili (x,y) € Ay} =
{(r, ) eN? | (x,y) e AN A, ili (x,y) € Ay} =
{6, y) eN? | (x,y) € (ANA)DUA =

= (ANA)UA,.

(1.10)
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Dakle, A" = (AN A;) U A,, pa iz propozicije 1.3.13. slijedi da je A’ rekurzivan skup.
Neka je x € N. Ako je x = 1, onda za svaki y € N vrijedi (x,y) € A’.
Ako je x = 0, onda je (x,y) € A’, za svaki y € N takav da vrijedi y > 2.
Akoje x > 2, onda je (x,x) € A’.
Prema tome, za svaki x € N postoji y € N takav da je (x,y) € A’.
Neka je f : N — N funkcija definirana s

) = py((x, y) € A').

Prema propoziciji 1.3.12. funkcija f je rekurzivna.
Neka je x € N, x > 2. Tada za svaki y € N vrijedi

(x,y)eN < ylxiy>1.
Prema tome,
f(x) =min{y e N| (x,y) € A’} =min{y e N | ylxiy > 1}.

Dakle, f je traZzena funkcija. O

1.5 Skup prostih brojeva i odgovarajuce rekurzivne
funkcije

Propozicija 1.5.1. Skup svih prostih brojeva je rekurzivan.

Dokaz. Neka je P skup svih prostih brojeva. Neka je f funkcija iz prethodne leme.
Tada za svaki x € N vrijedi

xeP = x>22if(x)=nx
Stoga je
xp(x) =358(x = f(x)) - sg(x = 1),Vx € N.

Iz ovoga zakljucujemo da je yp rekurzivna funkcija, pa je i skup P rekurzivan. O

Lema 1.5.2. Neka je g : N — N funkcija definirana tako da je za svaki x € N g(x) najmanji
prost broj veci od x. Tada je g rekurzivna funkcija.

Dokaz. Neka je
S ={(x,y) e N* | x < yiy prost}.

Dokazimo da je S rekurzivan skup. Neka je P skup svih prostih brojeva.



1.5. SKUP PROSTIH BROJEVA I ODGOVARAJUCE REKURZIVNE FUNKCIJE 23

Prema prethodnoj propoziciji P je rekurzivan skup. Iz definicije skupa S slijedi da je

Xs(x,y) = sg(y = x) - xp(y),

za sve x,y € N, iz Cega zakljuCujemo da je ys rekurzivna funkcija. Dakle, S je rekurzivan
skup.
Za svaki x € N vrijedi

g(x) = uwy((x,y) € 5),

pa iz propozicije 1.3.12. slijedi da je g rekurzivna funkcija.

Definicija 1.5.3. Neka je p : N — N funkcija takva da je za svaki i € N broj
p(i)

definiran kao i + 1 (i plus prvi) prost broj.
Dakle, p(0) =2, p(1) =3, p2) =5, p(3) =17, ...

Propozicija 1.5.4. Funkcija p je rekurzivna.

Dokaz. Neka je g funkcija iz prethodne leme. Tada vrijedi:
p0) =2,

pix+1) =g(px),Vx e N. (1.11)

Neka je y : N> — N funkcija definirana s y(x, y) = g(x), za sve x,y € N. Iz &injenice
da je g rekurzivna funkcija slijedi da je y rekurzivna funkcija.
Nadalje, iz (I.T1) slijedi da je
p(0)=2

plx+ 1) = y(p(x), x),

za svaki x € N. Iz propozicije 1.2.9. slijedi da je funkcija p rekurzivna. |

Definicija 1.5.5. Neka je e : N*> — N funkcija definirana tako da za sve x,i € N vrijedi

(i) {eksponent kojim prost broj p; ulazi u rastav od x na proste faktore, ako je x > 1
e(x,i) =

0 ako je x =0

Teorem 1.5.6. Funkcija e je rekurzivna.
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Dokaz. Nekaje S = {(x,i,y) e N| pf +! 1 x ili x = 0}. DokaZimo da je S rekurzivan skup.
Neka je
Si=1{0 iy | p* tx)
Sy ={(x,i,y) | x=0}.
Ocito je
S = Sl U S2.

Stoga je, prema propoziciji 1.3.13. dovoljno dokazati da su S i1 S, rekurzivni skupovi.
Za sve x,i,y € N vrijedi

Xs,(x,1,y) = 58I} (x,1,Y))

pa je xs, o€ito rekurzivna funkcija. Dakle, S, je rekurzivan skup.
Neka je
A ={(x,y) € N* | ylx}.

Prema primjeru 1.4.3., A je rekurzivan skup. Neka su x,7,y € N. Vrijedi

Py = (it ¢ A

Stoga je
Xs,(6,1,) = 5g0valx, p)). (1.12)

Da bismo dokazali da je S| rekurzivan skup, potrebno je dokazati da je yg, rekurzivna
funkcija, a u tu svrhu je prema (I.12) dovoljno dokazati da je funkcija f : N> — N,

6 0,y) = xalx, p)™)

rekurzivna.
Neka je g : N° — N funkcija definirana s

g(x,i,y) = p*.
Za sve x,i,y € N vrijedi
FO0,y) = xalli(x,1,), g(x, i, ).

Dakle f je kompozicija funkcija ya, 1 f 1 g. Stoga je dovoljno dokazati da je g rekurzivna.
Neka je h : N> — N funkcija definirana s

h(a,b) = b“.
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Prema propoziciji 1.2.14. funkcija 4 je rekurzivna. Imamo

g(x,i,y) = h(y + 1, p)),

za sve x, i,y € N. Neka su funkcije Ay, h; : N3 5 N funkcije definirane s
hi(x,i,y)=y+1,

ho(x,1,y) = pi = p(D).

Ocito su hy 1 h, rekurzivne funkcije (propozicija 1.5.4.). Funkcija g je kompozicija funkcija
h, hy 1 hy, pa je stoga i ona rekurzivna.

S obzirom da je funkcija f kompozicija funkcija ya, I3 i g, koje su sve rekurzivne, i
funkcija f je rekurzivna.

Stoga je 1 x5, rekurzivna funkcija, te je i skup S kao unija skupova §; i S, rekurzivan.

Neka su x,i € N. Tvrdimo da je

e(x,i) = uy((x,i,y) € S). (1.13)
Za x = 0, jednakost (I.13)) vrijedi, naime po definiciji je
e(0,7) =0,

a(0,i,y) € §, zasvakiy € N,
Uzmimo da je x > 1. Neka je
k = e(x,i).

Tada pf|x, ali p¥*! 4 x. OCito za svaki y € N takav da je y < k vrijedi

y+1|

i X,

to jest (x,i,y) € S, a (x,i,k) € S. Prema tome, (I.13) vrijedi. Iz propozicije 1.3.12. slijedi
da je e rekurzivna funkcija. O

Definicija 1.5.7. Neka je | : N — N funkcija definirana tako da za svaki x vrijedi

1) najveéii € N takav da p; | x, x>?2
xX) =
0 x=0ilix=1.

Teorem 1.5.8. Funkcija l je rekurzivna.
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Dokaz. Lako se indukcijom dobiva da za svaki x € N vrijedi
X < Py (1.14)
Neka je g : N> — N funkcija definirana s
g(x,y) = sg(x = 1) - sg(e(x, x = y)).

Funkcija g je rekurzivna kao umnozZak rekurzivnih funkcija.
Neka je x € N. Tada postoji y € N takav da je g(x,y) = 0. Ovo je ocito ako je x = 0 ili
x = 1. Ako je x > 2, onda postoji i € N takav da p; | x, pa je

e(x,1) > 0. (1.15)

Imamo i < x (u suprotnom bi iz x < i slijedilo p, < p;, pa bi iz (I.14) slijedilo x < p;,
Sto je nemoguce jer p; dijeli x). Neka je

y=x—1.

TadajeyeN,tejex ~y=x—y =1 pajee(x,x ~y) >0 (prema (I.15)).
Prema tome, g(x,y) = 0. Neka je f : N — N funkcija definirana s

Sx) = uy(gx,y) =0).

Ocito je f rekurzivna funkcija.
Neka je x € N, x > 2. Neka je
m = l(x).

Imamo p,, | x, pa zakljucujemo da je m < x. Neka je
k=x—m.
Imamo
8(x, k) = sg(e(x, x — k)) = sg(e(x,m)) =0
S druge strane, ako je y € N takav da je y < k, onda je
y<x-—m,

paje
m<x-y,

Sto povlaci da p,_, ne dijeli x (prema definiciji broja m), to jest

e(x,x—y) =0,
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iz Cega slijedi da je

gxy) = 1.
Dakle, k je najmanji y € N takav da je g(x,y) = 0. Prema tome, k = f(x), to jest
x—m= f(x),
paje
m=x -~ f(x).
Dakle,
I(x) = x = f(x),

zasvaki x € N, x > 2. Stoga je

I(x) = sg(x = 1) - (x = f(x),
za svaki x € N, iz Cega slijedi da je [ rekurzivna funkcija. i
Propozicija 1.5.9. Postoje rekurzivne funkcije o : N> - Nin: N — N takve da je

{(0(1,0),...,0(,n@)) | i € N}
skup svih konacnih nizova u N, to jest skup

{(ayp, ...,a,) | n € N, ay, ...,a, € N}
Dokaz. Definirajmo o : N> - Nin: N — N sa
o(i, ) =e(, j) = 1,
n(@) = 1),
za sve i, j € N. Ocito je da su o i n rekurzivne funkcije. Pokazimo da ove funkcije imaju
trazeno svojstvo.
Ocito je
{0(i,0),...,00,n0)) | i € N} C {(aop, ...,a,) | n € N, ay, ...,a, € N}.

Obratno, pretpostavimo da je n € N, te da su ay, ..., @, € N. Definirajmo

i= pa0+l C pa"H.
Imamo
c(i,0)=¢e(i,0=-1=aqagy,..,oG,n =e(,n)~1=a,,
te
n@@) = (@) = n.
Prema tome,

(0(i,0),...,00,n())) = (ag, ..., a,).
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1.6 Rekurzivne funkcije s kodomenom izvan skupa
prirodnih brojeva

Definicija 1.6.1. Neka je k € N, k > 1, te neka je f : N* — Q. Kazemo da je f rekurzivna
funkcija ako postoje rekurzivne funkcije a,b,c : N* — N takve da je b(x) # 0 i

c(x) Cl()C)

fx) =D D)’

za svaki x € NF,

Napomena 1.6.2. UOCIMO SLIEDECE: Ako je f : N* — N rekurzivna funkcija, onda je
f rekurzivna i kao funkcija N* — Q.

Lema 1.6.3. Neka je k € N\ {0}.

i) Neka su a,c : N* — N rekurzivne funkcije. Tada postoje rekurzivne funkcije f,g :
NF — N takve da je

(—DWa(x) = f(x) — g(x),
za svaki x € NF,

ii) Neka su f,g : N* — N rekurzivne funkcije. Tada postoje rekurzivne funkcije a,c :
NF — N takve da je

fx) = g(x) = (=D)a(x),

za svaki x € NK,

Dokaz. 1) Neka je
S = {x e N*| c(x) € 2N}.
Za svaki x € N¥ vrijedi
Xs (%) = xan(c(x)).

Stoga je ys rekurzivna funkcija kao kompozicija funkcija yon 1 ¢ (yan je rekurzivna
jer je 2N rekurzivan skup prema primjeru 1.4.4.).

Dakle, S je rekurzivan skup.

Za svaki x € N¥ vyrijedi

(1.16)

P = {“(’C)’ xeS _ {a(x) -0, x€S
—a(x), x¢S§ O0—alx), x¢S
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Definirajmo funkcije f, g : N¥ — N sa

Flx) = {a(x), xeS

0, xéS

0, xes
gx) =

alx), x¢S

Iz propozicije 1.3.14. slijedi da su f 1 g rekurzivne.

Iz (1.16) slijedi da je
(—1)Pa(x) = f(x) - g(x),

za svaki x € N¥,

Za svaki x € Nf vrijedi

f(x) = g(x) = (=) BT £ (x) — g(x)|
Definirajmo ¢,a : N — N sa
c(x) = sg(f(x) = g(x) i
a(x) = |f(x) — g(x)I.
Funkcija ¢ je kompozicija funkcija 5g i h, gdje je h : N¥ — N,
h(x) = f(x) = g(x).

Funkcija A je rekurzivna jer je kompozicija modificiranog oduzimanja i funkcija f'i g.
Stoga je ¢ rekurzivna funkcija.
Funkcija a je kompozicija funkcije N> — N, (x,y) — |x — y| i funkcija fi g.
Iz propozicije 1.2.15. slijedi da je a rekurzivna funkcija. Stoga su a i ¢ trazene funk-
cije.

O

Propozicija 1.6.4. Neka je k € N te neka su f,g : N* — Q rekurzivne funkcije. Tada su i
funkcije

_f’lfl’f+g7f'g:Nk_)Q

rekurzivne.
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Dokaz. Budu¢i da su f i g rekurzivne funkcije, postoje rekurzivne funkcije ay, by, cy,
az, by, ¢, : NF — N takve da je bi(x) # 0, by(x) # 0,

100 M1 (%) i

Jx) =D b10)

_ [ Cz(x)az_(x)
g(x) =(=1) 00)’

za svaki x € NF,
Za svaki x € N¥ vrijedi
(=) Day(x)by(x) + (=1)2WPay(x)b; (x)
b1(x)by(x) '

Iz propozicije 1.2.11. i prethodne leme pod i) slijedi da postoje rekurzivne funkcije fi, g; :
N — N takve da je

(f +8)(x) =

(=1 Way ()b (x) = fi(x) = g1(x)
za svaki x € N¥, Isto tako, postoje rekurzivne funkcije f>, g» : N¥ — N takve da je
(=D ay ()b (x) = fo(x) = g2(x),

za svaki x € N¥,
Stoga je

Si() = 81(0) + /() — g2(x) _ (i) + /() — (1(x) + 82(x))
by (x)b(x) by (x)b(x)

(f +8)) =

Iz propozicije 1.2.11. i prethodne leme pod ii) slijedi da postoje rekurzivne funkcije a, c :
NF — N takve da je

(1) + £(0) = (81(x) + g2(x)) = (=1)a(x),
za svaki x € N¥, Stoga je
(=D)Wa(x)
bi(xX)by(x)

za svaki x € N, Prema tome, f + g : N¥ — Q je rekurzivna funkcija.
Za svaki x € N¥ vrijedi

(f +8)x) =

a1 (Dax(x)

. — _1 c1(x)+ca(x
(f- &) =(-1) )b (0)’

paje ocito da je f - g : N*¥ — Q rekurzivna funkcija.
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Nadalje, za svaki x € N* vrijedi

(=fHx) = (_1)61(X)+lal_(x) ;

bi(x)
_ 0a1(x)
If1(x) = (=1) i)’
stoga sui(—f),|f] : N¥ - Q rekurzivne. |

Neka je x € R, te neka je € > 0. Tada postoji g € Q takav da je
|x — gl <e.
Naime, imamo x < x + €, pa postoji g € Q takav da je x < g < x + €, iz Cega slijedi
O<g—-x<e.

Dakle, |x — g| < €.
Posebno, za svaki x € R 1 za svaki i € N postoji g € Q takav da je

Ix—gl <27

Definicija 1.6.5. Nekajek € N, k > 1 te neka je f : N* — R. Za f kaZemo da je rekurzivna
funkcija ako postoji rekurzivna funkcija F : N¥*' — Q takva da je

If(x) = F(x,i)| < 27,
za svaki x € NF { za svaki i € N.

Propozicija 1.6.6. Neka je f : N* — Q rekurzivna funkcija. Tada je f rekurzivna i kao
funkcija N* — R,

Dokaz. Bududi da je f : N¥ — Q rekurzivna funkcija, postoje rekurzivne funkcije a, b, c :
N*F — N takve da je b(x) # 0 i

a(x)

b(x)’

za svaki x € N¥. Definirajmo funkciju F : N¥*! — Q sa F(x,i) = f(x), za svaki x € N¥,j €
N. Tada je

f(x) = (=1

)

N — (1),
F(x,i)=(-1) o)’

(1.17)

za svaki x € N, za svaki i € N.
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Definirajmo funkcije A, B, C : N¥*! — N sa

A(x,i) = a(x), B(x,i) = b(x), C(x,i) = c(x).

Neka su xi, ..., x;, i € N. Imamo
A, ey Xiy 1) = (T (X ey Xy D)y ey I (X ey X 1))
pa slijedi da je A kompozicija funkcija a, It*', ..., I[*'. Stoga je A rekurzivna funkcija.

Analogno zakljucujemo da su funkcije B i C rekurzivne.
1z definicije funkcija A, B1i C i (1.17) slijedi da je

Clxi) | A(x, 1)

F(x,i) =(=1) Bx.0)’

za svaki x € N¥ i za svaki i € N. Stoga je F rekurzivna funkcija.
Za svaki x € N¥ i za svaki i € N oito vrijedi

lf(x) = F(x, D] =0,

paje ,
lf(x) — F(x,i)] <27

Prema tome, f je rekurzivna kao funkcija N — R. |
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Osnove metrickih prostora

Definicija 2.0.7. Neka je X neprazan skup, te d : X X X — R funkcija sa sljedecim
svojstvima.

1. d(x,y) >0, zasve x,y e X

2. dx,y) =0 < x=y,zasvex,ye X

3. d(x,y) =d(y,x), za sve x,y € X

4. d(x,y) <d(x,z) +d(z,y), za sve x,y,z € X. (nejednakost trokuta)

Tada za d kaZemo da je metrika na skupu X, a za uredeni par (X, d) kazemo da je metricki
prostor.

Primjer 2.0.8. Neka je d : R X R — R funkcija definirana s
d(x,y) = |x = yl,
za sve x,y € R. Neka su x,y € R. Ocito je d(x,y) > 0. Nadalje, d(x,y) =0 & |x—y| =
0 & x=y.Vrijediid(x,y) =d(y, x).
Neka su x,y,z € R. Imamo

dx,y)=Ix=yl=lx—z+z-y < |x—yl+ [z =yl =d(x,2) +d(z,y).

Dakle, d(x,y) < d(x,z) + d(z,y). Zakljucujemo da je d metrika na R. Za d kaZemo da je
euklidska metrika.

Primjer 2.0.9. Neka je n € N te neka je d : R" X R" — R funkcija definirana s
d((.XI, ceey xn)’ ()’1, ,}’n)) = |xl - )’1| + ...+ |xn - )’n|

33
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Ocito je da d zadovoljava svojstva 1.,2. i 3. iz definicije metrike. DokaZimo da zadovoljava
i Cetvrto svojstvo.
Neka su x,y,7 € R", x = (X1, o0y X2), ¥ = V15 eees Yu)s 2 = (215 ovs Zn). Imamo
d(x,y) = |xi =il + ... + [ — il
=l -z +a =yl + o =20+ 2= Yl
Slxl_Z1|+|Zl_y]|+--'+|xn_Zn|+|Zn_yn| (21)
=(x -zl + .+ =z + (2 =il + o+ 2w = Wil
=d(x,2) +d(z,).

Dakle, nejednakost trokuta vrijedi. Prema tome, d je metrika na R".
Uocimo da je za n = 1 d euklidska metrika na R.

2.1 Izracunljivi metricki prostori

Definicija 2.1.1. Neka je (X, d) metricki prostor, te neka je A C X. KaZemo da je A gust
skup u metrickom prostoru (X, d) ako za svaki x € X i za svaki € > 0 postoji a € A takav da
jed(x,a) < €.

Primjer 2.1.2. . Neka je (X, d) metricki prostor. Tada je X gust skup u (X, d). Naime,
za svaki x € X i za svaki € > 0 postoji a € X takav da je d(x,a) < €, jer moZemo
uzeti a = Xx.

2. Neka je n € N te neka je d metrika na R" iz prethodnog primjera. Tada je Q" gust
skup u metrickom prostoru (R", d).

Prvo uocimo sljedece; za svaki k € R i za svaki 6 > 0 postoji | € Q takav da je
|k -1 <o.

To slijedi iz Cinjenice da postoji l € Q takav dajek <1 < k+ 6 (jer jek < k+9), aiz
ovoga slijedi da je 0 < | —k < 6, paje|l — k| =1 -k < 6. Neka je x € R" te neka je
€ > 0. Imamo x = (x1, ..., X,), X1, ..., X, € R.

Postoje brojevi ay, ...,a, € Q takvi da je
€ €
g —ail <=, o, Iy —an| < —.
n n
Definirajmo a = (ay, ...,a,). Tada je a € Q" i
€
dx,a)=|x1—a|+...+|x,—a,| < —-n=¢€.
n

Dakle, d(x,a) < e.
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3. Neka je d euklidska metrika. Skup [0, o) nije gust u metrickom prostoru (R, d).
Naime, neka je x = —1. Tada za svaki a € [0, co) vrijedi

dx,a)=|x—a|l=la—x|=la+1=a+1>1.

Prema tome, ako uzmemo € = %, ne postoji a € [0, oo) takav da je d(x,a) < €.
Definicija 2.1.3. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je (x;) niz u X. KaZemo da je (x;)
gust nizu (X, d) ako je {x; | i € N} gust skup u (X, d).

Definicija 2.1.4. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je « : N — X nizu X (a = (@;))
koji je gust u (X,d) te takav da je funkcija N* — R, (i, j) — d(a;, @;) rekurzivna. Tada za
uredenu trojku (X, d, @) kaZemo da je izracunljiv metricki prostor.

Primjer 2.1.5. Neka je d euklidska metrika te neka je a : N — Q funkcija definirana s

e(i, 1)

N 1)\e@0) |
o) =D S T

Funkcija « je ocito rekurzivna, a vrijedi i da je surjektivna. Naime, ako je g € Q, onda
postoje a, b, c € N takvi da je g = (=1)°7%, pa zai = 2¢ - 3 - 5° vrijedi

b+1’
, , 1) a
N = (—1)°G0 e(i, =(=1)¢- =q.
o) =Dy T Y g T e

Dakle, {a; | i € N} = Q pa je prema prethodnom primjeru pod 2. a gust niz u (R, d).
Neka su f, g : N> — Q funkcije definirane s

fG ) =aii

8@, j) = a;.

Sli¢no kao u dokazu propozicije 1.6.6. zakljucujemo da su f i g rekurzivne funkcije. Za
svaki i, j € N imamo

d(aj, @)) = |a; — )| = 1f (@, j) - 8@, )

Stoga je funkcija N* — Q, (i, j) > d(ai, ;) jednaka funkciji |f — gl koja je rekurzivna
prema propoziciji 1.6.4.

Dakle, funkcijaN* — Q, (i, j) > d(a;, @;) je rekurzivna, pa je rekurzivna i kao funkcija
N2 — R (prema propoziciji 1.6.6.).

ZAKLJUCAK: (R,d, @) je izracunljiv metricki prostor.
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2.2 Racionalni otvoreni skupovi u izracunljivim
metrickim prostorima

Definicija 2.2.1. Neka je (X, d) metricki prostor, xo € X i r > 0. Definirajmo
K(xp,r) ={x e X |d(x,xg) <r}.

Za K(xy, r) kaZemo da je otvorena kugla oko x radijusa r u metrickom prostoru (X, d).
Nadalje, definiramo .
K(xp,r) ={x e X |d(x,xg) <r}.

Za K(xo, r) kazemo da je zatvorena kugla oko x, radijusa r u metrickom prostoru (X, d).

Definicija 2.2.2. Neka je (X, d) metricki prostor te U C X. KaZemo da je U otvoren skup u
metrickom prostoru (X, d) ako za svaki x € U postoji r > 0 takav da je K(x,r) C U.

Propozicija 2.2.3. Neka je (X, d) metricki prostor, xy € X, ry > 0. Tada je K(xy, ro) otvoren
skup u metrickom prostoru (X, d).

Dokaz. Neka je x € K(xy, o). Tada je
d(x, xp) < rg.
Odaberimo pozitivan realan broj r takav da je
d(x, xp) +r < ry.

DokaZimo da je
K(x,r) C K(xg, ro). (2.2)

Neka je y € K(x,r). Tada je d(y, x) < r, pa imamo
d(y, x0) < d(y, x) + d(x, x0) < r + d(x, x0) < ro,

dakle d(y, xo) < ro, Sto znaci da je y € K(xg, 9).
Time smo dokazali da vrijedi (2.2)), prema tome, K(xo, 1) je otvoren skup. m|

Definicija 2.2.4. Neka je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor. Neka je i € N te r € Q,
r>0.Za
K(Q’,’, r)

kaZemo da je racionalna otvorena kugla u izracunljivom metrickom prostoru (X, d, @), a za
E(Q/i, r)

kaZemo da je racionalna zatvorena kugla u izracunljivom metrickom prostoru (X, d, @).
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Od sad pa nadalje, neka je ¢ : N — Q neka fiksirana rekurzivna funkcija ¢ija je slika
jednaka Q N (0, —co). Takva funkcija sigurno postoji, naime moZemo definirati g : N — Q,

e(i,0) + 1

W= win+1

Tada je g ocito rekurzivna funkcija, nadalje ocito je ¢(i) pozitivan racionalan broj, za svaki
i € N, a s druge strane, ako je r pozitivan racionalan broj, onda je r = %, zanekea,b € N,
paje r = g(2¢ - 3"). Dakle, slika od g je Q N (0, +00).

Nadalje, neka su 71,7, : N — N fiksirane rekurzivne funkcije takve da je

(11D, 12(0)) | i € N} = N, (2.3)
Takve funkcije sigurno postoje, na primjer mozemo definirati
T71(0) = e(i,0) 1 12(i)) = e(i, 1).
Ocito su tada 7y 1 7, rekurzivne funkcije, vrijedi
{(T1(0), T2()) | i € N} € N?,
a ako je (a,b) € N?, onda za i = 2 - 3¥ vrijedi a = 7,(i), b = 15(i), to jest

(a,b) = (11(D), T2(D)).
Dakle, (2.3)) vrijedi.

Definicija 2.2.5. Neka je (X, d, @) izracunljivi metricki prostor. Za i € N definiramo

I; = K(an(i), qT2(i)),

te
I; = K(ar,a)s o)

Uocimo da je [; racionalna otvorena kugla u (X, d, @), te da je [; racionalna zatvorena
kuglau (X, d, a).

No vrijedi 1 obratno: svaka racionalna otvorena kugla u (X, d, @) je jednaka [I; za neki
i € N, te je svaka racionalna zatvorena kugla u (X, d, @) jednaka [; za neki i € N.

Dokazimo to.

Neka je B racionalna otvorena kugla u (X, d, @). Tada postoje j € Nir € Q, r > 0 takvi
da je

B = K(aj, ).
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Buduc¢i da je slika funkcije g skup svih pozitivnih racionalnih brojeva, postoji £ € N
takav da je r = ¢;. Imamo B = K(a, qx). Prema (2.3) postoji i € N takav da je (j, k) =
(T1(D), 72(9), paje j = 71(i) 1 k = 72(i). Slijedi

B = K(CYJ',CZk) = K(ry(i)» Gra(i)) = 1.

Dakle, B = I,.
Analogno zaklju¢ujemo da je svaka racionalna zatvorena kugla oblika /.

Definicija 2.2.6. Neka je (X,d, @) izracunljiv metricki prostor, neka je n € N, te neka su
By, ..., B, racionalne otvorene kugle u (X, d, @). Tada za skup

ByU...UB,

kaZemo da je racionalan otvoren skup u (X,d, @).

Napomena 2.2.7. Uocimo sljedece:
U je racionalan otvoren skup u (X,d, a) ako i samo ako postoje n € N i iy, ...,i, € N
takvidaje U =1,y U ..U ;.
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Svojstvo efektivnog pokrivanja

Fiksirajmo sada neke rekurzivne funkcije o : N> - Nin : N — N takve da je

{(0(,0),...,0(i,n@))) | i € N}

skup svih konacnih nizova u N (takve funkcije postoje prema propoziciji 1.5.9.).
Koristit ¢emo slijedece oznake. Za i, j € N umjesto o (i, j) ¢emo pisati (i);, a umjesto
1(i) éemo pisati i. Dakle,
{((Do, ..., () | 1 € N}
je skup svih konac¢nih nizova u N.
Neka je (X, d, @) izraCunljiv metricki prostor. Za j € N definiramo

Jj =1 Y U L.

Uoc¢imo da je J; racionalan otvoren skup u (X, d, @) za svaki j € N. Obratno, svaki raci-
onalan otvoren skup u (X, d, @) je jednak J;, za neki j € N.

Naime, ako je U racionalan otvoren skup u (X, d, @), onda postoji n € N i iy, ...,i, € N
takvidaje U =[;, U...U [ .

Imamo da je (iy, ..., i) konacan niz u N, pa postoji j € N takav da je

(05«5 ()7) = (l0s vs ).
Slijedi j = n, (j)o = igs ... (j)7 = iy- Stoga je
[,'0 U..uU Ii,l = I(j)o U..uU I(j)7 = Jj.

Dakle, U = J;.
Neka su k,n € N \ {0}, te neka je f : N¥* — N". Tada postoje jedinstvene funkcije
fis s fo s NF > N takve da je

f(X) = (fl(-x)9 SaE) .ﬁl(x))’
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za svaki x € NX. Za fi, ..., f, kaZemo da su komponentne funkcije od f. Za funkciju f
kaZemo da je rekurzivna ako su njene komponentne funkcije f, ..., f, : N¥ — N rekurzivne.

Propozicija 3.0.8. Neka su k,n,l € N\ {0}. Neka su S1,...,S, rekurzivni podskupovi od
N takvi da za svaki x € N* postoji jedinstveni i € {1, ...,n} takav da je x € S,. Neka su
fisoos fo : NF — N rekurzivne funkcije, te neka je F : N* — N funkcija definirana s

filx), akojexeS§,

F(x) =

f(x), akojexeS§,
Tada je funkcija F rekurzivna.

Dokaz. Neka su F', ..., F' komponentne funkcije od F te neka su zai € {1,...,n} f, ..., f!
komponentne funkcije od f;, dakle

[ix) = (f1 (), s f(20)),

za svaki x € N¥. Za svaki x € N* vrijedi
(f(x), .., fi(x)), akojex €S,

(F'(x), ..., Fl(x)) =

(f1(x), ..., fi(x)), akojexeS,
Stoga za svaki j € {1, ...,1} i za svaki x € N* vrijedi

fl(x), akojexesS,

Fl(x) =

fl(x), akojexesS,

Iz propozicije 1.3.14. slijedi da su funkcije F', ..., F! rekurzivne. Prema tome, F je rekur-
zivna funkcija. O
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3.1 Rekurzivno prebrojivi skupovi

Definicija 3.1.1. Neka je k € N\ {0}, te neka je S € N¥. Za S kazZemo da je rekurzivno
prebrojiv skup ako je S = 0 ili ako postoji rekurzivna funkcija f : N — N¥ takva da je
{f()|xeN}=§.

Primjer 3.1.2. Neka je k € N\ {0}. Tada je N* rekurzivno prebrojiv skup. Naime, neka je
f : N — NF funkcija definirana s

f@) = (e(Q, 1), ..., e, k)).

Komponentne funkcije of f su ocito rekurzivne, pa je i f rekurzivna funkcija.
Neka su x, ..., x; € N. Definirajmo

i=py-..-pk
Tada je f(i) = (x1, ..., Xx). Iz ovoga zakljucujemo da je
{f()|ieN} =N
Prema tome, N je rekurzivno prebrojiv skup.

Propozicija 3.1.3. Neka je k € N\ {0}, te neka je S C N* rekurzivan skup. Tada je S
rekurzivno prebrojiv skup.

Dokaz. Ako je S = 0, tvrdnja je jasna.

Pretpostavimo da je S neprazan. Odaberimo a € S. Neka je f : N — N funkcija iz
prethodnog primjera.

Neka je h : N — N funkcija definirana s 4(i) = a, za svaki i € N. Uo&imo da je h
rekurzivna funkcija.

Neka je

T={ieN| f@ieS}

Tvrdimo da je T rekurzivan skup.

Neka je i € N. Vrijedi y7(i) = xs(f(i)), pa je
xr(@0) = xs(f1(D), ..., fi(D),

zasvakii € N, pricemu su fi, ..., fr : N — N komponentne funkcije od f. Stoga je funkcija
xr rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija. Dakle, T je rekurzivan skup.
Definirajmo funkciju g : N — N¥,

. f@@), akoje f(i)eS
g(i) = .
a, ako f(i) ¢ S
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Uoc¢imo da je
. f@), akojeieT
g@) =17 . o
h(i), akojeieT
Stoga je g rekurzivna funkcija (propozicija 3.0.8.). Za svaki i € N je ocito g(i) € S.
Obratno, neka je s € S. Tada je s € N¥, pa postoji i € N takav da je f(i) = s (prethodni
primjer). Imamo

8@ = f@) = s.
ZAKLJUCAK:
{g)]ieN}=S.
Prema tome, S je rekurzivno prebrojiv skup. O

3.2 Svojstvo efektivnog pokrivanja
Definicija 3.2.1. Neka je (X,d, a) izracunljiv metricki prostor. KaZemo da (X, d, @) ima
svojstvo efektivnog pokrivanja ako je skup
(G )eN 1T cuy
rekurzivno prebrojiv.

Definicija 3.2.2. Neka je (X, d) metricki prostor, K C X, te U neprazna familija otvorenih
skupova u (X, d) takva da je
kel Ju

Za U kaZemo da je otvoreni pokrivac skupa K u metrickom prostoru (X, d).

Definicija 3.2.3. Neka je (X, d) metricki prostor te K C X. KaZemo da je K kompaktan
skup u metrickom prostoru (X, d) ako za svaki otvoreni pokriva¢ U od K u (X, d) postoje
neNiU,,..,U, € Utakvi da je

KcUyu..UU,.

Definicija 3.2.4. Neka je (X, d, @) izracunljivi metricki prostor. Neka je a € X. KaZemo da
je a izracunljiva tocka u (X, d, @) ako postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da je

d(a, a/f(k)) < 2_k
za svaki k € N
Za niz (x;) u X kaZemo da je izracunljiv u (X,d,a) ako postoji rekurzivna funkcija

F : N? = N takva da je
d(x;, apgp < 27

za sve i,k € N.
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Definicija 3.2.5. Za metricki prostor (X, d) kaZemo da ima kompaktne zatvorene kugle ako
za svaki x € X i za svaki r > 0 vrijedi da je K(x, r) kompaktan skup u (X, d).

Za izracunljiv metricki prostor (X, d, &) kaZemo da ima kompaktne zatvorene kugle ako
(X, d) ima kompaktne zatvorene kugle.

Sad ¢emo navesti jedan rezultat koji daje dovoljne uvjete da bi izracunljivi metricki
prostor imao svojstvo efektivnog pokrivanja. Dokaz ovog teorema moZe se naéi u [2],
korolar 5.6.

Teorem 3.2.6. Neka je (X, d, @) izracunljivi metricki prostor koji ima kompaktne zatvorene
kugle, neka je a izracunljiva tocka u ovom prostoru te neka je (x;) izracunljiv niz u ovom
prostoru. Pretpostavimo da postoji rekurzivna funkcija F : N> — N takva da je

Kamc | ) K2
0<j<F(Mk)

zasve M,ke N, M > 1.
Tada (X, d, @) ima svojstvo efektivnog pokrivanja.

Primjer 3.2.7. Neka je n € N\ {0} te neka je d : R" X R" — R funkcija definirana s

A(X1s coer %)y V1 s V) = VX1 = Y12 + oo + (X — V)2

Za d kaZemo da je euklidska metrika na R".
MoZe se pokazati da je d zaista metrika na R" (dokaz te Cinjenice moZe se pronaci u
[4]).

Neka je @ niz u R" definiran s

e(i, 1) (13 e(i,3n - 2) ) ‘

o | _1)\e(,0)
a(l)_(( b e(i,2)+ 17" e(i,3n— 1)+ 1

Ocito je a(i) € Q", za svaki i € N.
S druge strane, neka je x € Q". Tada postoje ay, ay, ..., as,—1 € N takvi da je

X=((—1)“° e e )

a + 1 az,— + 1

Aa3n-1

Neka jei= py - p{' -...- p5\. Tada je
e(i,0)=ap,e(i,)=ay, .. e,3n—-1) = a3,

pa je

a(i) = ((—1)“0 L (—1)%—3M),

a + 1 az,—1 + 1
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to jest a(i) = x. Prema tome,
{a() |ie N} =Q".

MoZe se pokazati da je (R, d, @) izracunljiv metricki prostor ([2]). Za (R",d, @) kaZemo
da je izracunljiv euklidski prostor.

Nadalje, koristeci prethodni teorem, moZe se pokazati da (R",d, @) ima svojstvo efek-
tivnog pokrivanja ([2] - primjer 5.7.).
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Sazetak

Koriste¢i pojmove iz izraCunljivosti kao $to su rekurzivne funkcije i rekurzivni skupovi de-
finirali smo izracunljiv metri¢ki prostor. Unutar takvih prostora promatrali smo racionalne
otvorene skupove, definirali rekurzivno prebrojive skupove te iskazali svojstvo efektivnog
pokrivanja. Osim samog iskaza, pokazali smo primjer izracunljivog metrickog prostora
koji ima svojstvo efektivnog pokrivanja.






Summary

Using computability terms like computable functions and computable sets we have defined
computable metric spaces. In those we have been observing propertries of rational open
sets, defined recursively enumerable sets and finally, stated the effective covering property.
Except stating, we have demonstrated an example of computable metric space with the
effective covering property.
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