Vektorski produkt na \(R™n\)

Pavlek, Matea

Master's thesis / Diplomski rad

2015

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Science / SveuciliSte u Zagrebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:590668

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-04-24

W £,
% £,
& S
é‘? % Repository / Repozitorij:
27% f’-‘; Repository of the Faculty of Science - University of
2 g Zagreb
% &
< N
O‘Pﬂ.” r‘{\t*'
0. MaTEMP

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLIL

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:590668
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/pmf:5364
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:5364
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:5364

SVEUCILISTE U ZAGREBU
PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKI FAKULTET
MATEMATICKI ODSJEK

Matea Pavlek

VEKTORSKI PRODUKT NA R”

Diplomski rad

Voditelj rada:
prof.dr.sc. Ozren PerSe

Zagreb, studeni, 2015.



Ovaj diplomski rad obranjen je dana

pred ispitnim povjerenstvom

u sastavu:

, predsjednik

, Clan

, Clan

Povjerenstvo je rad ocijenilo ocjenom

Potpisi ¢lanova povjerenstva:




Sadrzaj

Uvod

(1 Vektorski produkt na R’|

2 Vektorski produkt na R”|

3__Hurwitzov teoreml
[3.1 Cayley-Dicksonov proces| . . . . . . ... ... ... ... ... ...,
(3.2 Hurwitzov teorem 1 vektorski produkt . . . . . ... ... ... ... ..
[3.3  Vektorski produkt 1 neprekidne funkcyyje nasfers| . . . . . . ... ... ..

4 Vektorski produkt kao multilinearna funkcija na R"|

il

iii

15
15
21
22

25

28



Uvod

Glavni cilj ovog diplomskog rada je pokazati kada, odnosno za koje n postoji vektorski
produkt na R”. Osim na R?, manje je poznato da vektorski produkt postoji jo§ samo na
R%, R!iR’. U radu éemo pruZiti konstruktivni dokaz ovoga rezultata, a sli¢an pristup se
koristi u ¢lanku Casopisa The American Mathematical Monthly iz 1967. godine. Opcenito,
prvi koji je dokazao da vektorski produkt postoji na R”, samo ako je n = 0,1,3 17, bio
je Beno Eckmann. Sluzeéi se algebarskom topologijom, tvrdnju dokazao uz slabija svoj-
stva vektorskog produkta, tj. zahtijevajuéi neprekidnost produkta, umjesto bilinearnosti.
Kasnije je taj rezultat proSiren na nedegenerirane simetri¢ne bilinearne forme nad poljima
karakteristike razliCite od dva, te se ustanovila uska veza izmedu vektorskog produkta i
kvaterniona i oktoniona preko Hurwitzovog teorema. Nadalje, u ovom radu ¢emo pokazati
alternativni dokaz egzistencije vektorskog produkta, koji se temelji na Hurwitzovom te-
oremu. Rad zapoc¢injemo definicijom vektorskog produkta na R?, te navodenjem njegovih
svojstava. Zatim ¢emo definirati vektorski produkt na R", te dokazati teorem o postojanju
vektorskog produkta na R". Takoder, opisati cemo Cayley-Dicksonov proces udvajanja
algebri, te pomocu Hurwitzovog teorema objasniti vezu izmedu vektorskog produkta i nor-
miranih algebri. Spomenuti ¢emo i vezu Adamsovog teorema o neprekidnom mnoZenju
na jedini¢noj sferi, sa vektorskim produktom koji je neprekidan, ali ne nuZno i bilinearan.
Na kraju rada, navesti ¢emo slucajeve u kojima postoji vektorski produkt kao funkcija vise
varijabli.



Poglavlje 1

Vektorski produkt na RS

Prije nego odgovorimo na pitanje o egzistenciji vektorskog produkta na R", definirajmo
vektorski produkt na R3, te navedimo njegova svojstva. Zapo&nimo sa definicijom skalar-
nog produkta na R".

Standarni skalarni produkt na R” je preslikavanje - : R"” X R” — R, definirano sljedeCom

formulom:
n

xX-y= Z XiYis X = (X1, X2, 05 X0)s Y = (V15 Y25 05 Y)- (1.1)
i=1
Navedimo svojstva skalarnog produkta na R":

1) x-x>0, xeR"Y

) x-x=0ex=0, xeRY

(i) (ax)-y=a(x-y), a € R, x,y e R";
(iv) (x+y)-z=x-z2+y-2z, x,y,2€R"
V) x-y=y-x, x,y€eR"

Iz svojstava (ii1), (iv) 1 (v) slijedi linearnost skalarnog produkta u drugoj varijabli. Za-
kljucujemo da je skalarni produkt na R” simetri¢no, bilinearno preslikavanje.
Za vektore x,y € R" kazemo da su okomiti ili ortogonalni, u oznaci x L y, ako je

x-y=0.
Definirajmo joS$ i normu na vektorskom prostoru R”.
Standardna (euklidska) norma na vektorskom prostoru R” je funkcija ||-||: R* — R, te za
x € R" vrijedi:

_ _ 2
lxll= Vx-x= le..

i=1
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Zanormu na R” vrijedi:
@ llxll= 0, x € R™;
(i1) ||x]|= 0, ako i samo ako x = 0;
(i) ||lax||= la|||x|l, @ € R,x € R";
1v) [lx + ylI< [lxdl+Ivll, x,y € R

Dakle, uz gore definiranu standarnu normu, R” je normirani prostor. Za vektor x € R”
kazemo da je jedinicni ili normiran ako je

llxll= 1,

odnosno ekvivalentno
x-x=1.
U slucaju vektorskog prostora R?, norma je zapravo duljina vektora, pa koristimo notaciju
|x|, umjesto ||x]|. Tada je
x -y = |x|ly] cos O, (1.2)

pri ¢emu je O kut izmedu vektora x 1 y.
Definirajmo sada vektorski produkt na vektorskom prostoru R3.

Definicija 1.0.1. Vektorski produkt je binarna operacija x : R®> x R* — R3. Za vektore
a = (ay,ar,a3)ib = (by, by, b3) iz R? njihov vektorski produkt definiramo na sljedeci nacin:

€ € ée3
axb=la a a3|=(axbs—asby) e — (a\bs —azb;) e, + (a1b, — axb;) es,
by by, bs

pri Cemu je skup {ey, es, e3} kanonska baza za R.
Napomena 1.0.2. Primijetimo da za vektore ey, e i e3 vrijedi:

e Xey =e3, e Xez =eq, e Xez3 = —e).

Iz Definicije vidimo da, za razliku od skalarnog produkta, vektorski produkt dvaju
vektora je vektor, a ne skalar. Uzmimo dva vektora, a,b € R*. Inekaje R* 5 c =ax b
njihov vektorski produkt. Dakle, ¢ je vektor koji ima svoju:
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(1) duljinu;
duljina vektora ¢ jednaka je povrSini paralelograma odredenog vektorima a 1 b:

lc| = la X b| = |a||b| sin O, (1.3)

gdje je O kut izmedu vektora a i b,

(2) smjer;
vektorski produkt dvaju vektora je okomit na oba vektora. U nasem primjeru, c je
okomit na a i na b, odnosno na ravninu u kojoj se nalaze a i b. Koristeci se skalarnim
produktom, to moZemo zapisati kao:

c-a=0ic-b=0,

(3) orijentaciju;
orijentacija vektora ¢ odreduje se pravilom desne ruke. Preciznije, postavljanjem
kaZziprsta u smjeru vektora a, te srednjeg prsta u smjeru vektora b, orijentaciju vek-
tora ¢ ¢e nam pokazati palac. Zamjena poretka vektora kod racunanja vektorskog
produkta rezultira suprotnom orijentacijom produkta, Sto nam govori da je vektorski
produkt antikomutativan.

Navedimo sada svojstva vektorskog produkta.
Teorem 1.0.3. Neka sua,b,cid € R®,a,B,yid € R. Tada vrijedi:
(i) a-(axb)=0ib-(axb)=0, (okomitost);
(ii) (ax b)-(axb)+(a-b)*>=(a-a)(b-b), (Pitagorino svojstvo);
(iii) (aa+Bb) X (yc+dd) = ay(axc)+ad(axd)+By(bxc)+L5(bxd), (bilinearnost).
Svojstvo [(1)] smo veé naveli kod definicije vektorskog produkta, te éemo ga zvati oko-
mitost vektorskog produkta, a svojstvo bilinearnost vektorskog produkta. Primijetimo

da svojstvo[(i1)| proizlazi iz:
a-b =la||b|cos®

la X b| = |al|b| sin ©,
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1 zvati ¢emo ga Pitagorino svojstvo. Sva tri svojstva se lako dokazu koriste¢i definiciju
vektorskog produkta na R®. Vektorski produkt na R® je takoder antikomutativan, tj. za
svaki a, b € R? vrijedi:

aXb=-bxa,

Sto povlaci
axa=0.

Primijetimo da se ovo svojstvo moZe izvesti iz svojstava|(i)] [(iD)]i [(i11)] iz Teorema (to
¢emo detaljnije analizirati u Poglavlju 2, Lema 2.0.6)).

Napomena 1.0.4. Vektorski produkt na R® zadovoljava Jacobijev identitet:

ax(bxc)+bx(cxa)+cx(axb)=0, Ya,b,c € R>.



Poglavlje 2

Vektorski produkt na R”

U prethodnom poglavlju definirali smo vektorski produkt na R?, te naveli njegova svojstva.
U ovom poglavlju cilj je pokazati da li postoji, i ako da, kako izgleda vektorski produkt na
R", za n > 3. Zapravo, Zelimo proSiriti vektorski produkt na R”, tako da zadrzi svojstva
i iz Teorema Dakle, zanima nas kako definirati takvu funkciju, ako je
to uopée moguce. Na R?, ona je definirana determinantom 3 X 3 matrice. Medutim, da li
moZemo proSiriti vektorski produkt koristeci determinantu?

Pogledajmo kako bi izgledala nasa determinanta u R*:

ey € €3 é4
a, dy dz dy
by b, by by

Ci Cy C3 (4

Premda naprimjer, svojstvo okomitosti vrijedi, ovako definiran vektorski produkt nije
binarna operacija, jer se pojavio i tre¢i vektor u matrici. Budu¢i da je determinanta funkcija
nad kvadratnim matricama, ovaj problem je teSko izbje¢i na R", za n > 3.

Iako je moZzda iznenadujuce, vektorski produkt sa svojstvima okomitosti, bilinearnosti
te Pitagorinim svojstvom, osim na R?, moguée je definirati na R", samo za n=0,11 7.
Ideja dokaza tog rezultata je pokazati da, ako za neki n postoji vektorski produkt na R”,
tada moZemo naci ortonormiranu bazu {ey, e,, ..., €,} takvu da za i # j postoji k za koji je
e; X ej = ae, gdje je a = 1 ili —1. Otkuda ideja?

Naime, da bi definirali vektorski produkt na R® sa svim traZenim svojstvima, zbog
bilinearnosti je zapravo dovoljno definirati tablicu vektorskog mnoZenja za vektore orto-
normirane baze. Iz Napomene[1.0.2]i antikomutativnosti vektorskog produkta vidimo kako
ta tablica izgleda na R:
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Xl e le| &
€1 0 €3 —és
(%) —eé3 0 (5]
e3 e, | —e 0

Koristeci tablicu 1 bilinearnost, moZemo rekonstruirati vektorski produkt dvaju proizvoljnih
vektora a = (Cl] ,ao, Cl3) ib= (b], bz, l’)3):

axXb= (61161 + are; + 61363) X (b161 + b2€2 + b3€3)
=aibi(e; X e)) + aiby(e; X e;) + aybs(e; X e3) + arbi(ex X e1) + aby(e; X ex)+
axbz(ey X e3) + azbi(e3 X e)) + azby(e3 X e;) + azbs(ez X e3)

= Cl]b2€3 - a1b3€2 - azb1€3 + Clzb3€1 + a3b162 - Cl3b2€1

e € ée3
= (axbs — aszb,) ey + (a3by —a\b3) e, + (a1by —axby) ez = |a; ax as|.
by b, bs

U dokazu Zelimo pokazati kako i kada, openito na R”, moZemo konstruirati tablicu vek-
torskog mnoZenja ortonormirane baze, uz uvjet da tako definiran vektorski produkt ima
sva svojstva koja zahtijevamo. Poopéimo prvo definiciju vektorskog produkta iz prvog
poglavlja.

Definicija 2.0.5. Vektorski produkt na R" je binarna operacija X : R" Xx R" — R” koja
zadovoljava svojstva okomitosti, bilinearnosti te Pitagorino svojstvo:

(i) a-(axb)=0ib-(axb)=0,(okomitost);
(ii) (axb)-(axb)+(a-b)*>=(a-a)(b-b), (Pitagorino svojstvo);
(iii) (@a+Bb) X (yc+dd) = ay(axc)+ ad(axd)+Ly(bxc)+Lo(bxd), (bilinearnost).
Sljedeca svojstva slijede iz definicije vektorskog produkta na R”:

Lema 2.0.6. Neka su a, b i c vektori iz R". Ako vektorski produkt na R" postoji, tada vrijede
sljedeca svojstva:

21) a-(bxc)=-b-(axc);

(22) axb=-bxa, stopoviaciaxa =0;

(23) ax(axb)=(a-b)a—(a-a)b;

(24) ax(bxc)=—=((axb)xc)+(c-b)a+(a-b)yc—-2a-c)b.
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Dokaz. (2.1) 1z okomitosti vektorskog produkta zakljucujemo:

(2.2)

(2.3)

O=0B+a)-(b+a)xc)
=b+a)-(bXc+axc)
=b-(bxc)+b-(axc)+a-(bxXc)+a-(axXc)
=b-(axc)+a-(bxc).

Koristimo Pitagorino svojstvo vektorskog produkta za vektor a:
(axa)-(axa)=(a-a)-(a-a)’=0,

pa slijedi da je a X a = 0. Da bismo dokazali antikomutativnost vektorskog produkta
sluzimo se bilinearnosti:

O=(a+b)x(a+Db)
aXa+axXb+bxa+bxb

axb+bxa,
pa dobivamo a X b = —b X a.
Sada koristimo Pitagorino svojstvo za vektore (b + ¢) i a:
(b+o)xa)-(b+c)xa)=((b+c)-(b+c)(a-a)—((b+c)-a).
Iskoristimo bilinearnost:
((b+¢)-(b+c) (a-a)—((b+0)-ay

=b-b)a-a)+2b-c)a-a)+(c-c)@a-a)—(b-a)’-20b-a)(c-a)—(c-a)’
(D

Uz bilinearnost vektorskog i1 skalarnog produkta, te Pitagorino svojstvo imamo:

(b+o)xa)-(b+c)xa)=(Bxa+cxa)-(bxa+cXa)
=(bxa)-bxa)+2(cxa)-(bxa)+(cXa): (cXa)
=(b-b)y(a-a)—(b-a)+2cxa)-(bxa)+(c-c)(a-a)-(c-a)’. (2)
Izjednacimo (1) i (2), a zatim iskoristimo [(2.1)]i[(2.2)] Tada za sve ¢ vrijedi:
c-(ax(axb)=-bxa) (cxa)

=0b-a)(c-a)—(b-c)(a-a)
=c-((b-a)a—(a-a)b).

Slijedidajeax (axb)=(a-b)a—(a-a)b.
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(2.4) Za dokaz posljednje navedenog svojstva opet koristimo bilinearnost vektorskog pro-

dukta te svojstva[(2.2)]i[(2.3)}

(a+c)X((a+c)x(b+c)=(a+c)X(axb+axXc+cXb+cXc)=aX(ax
b)+ax(@a@xc)+ax(cxb)+ax(cXxc)+cxX(axb)+cXx(axc)+
cX(exXb)+cx(exe)=—ax(bxc)—cx(bxa)—(a-a)b+ (a-b)a—

(a-ayc+(a-c)a—(c-c)b+(c-b)c+(c-c)a—(c-a)c. 3)

Sada primijenimo |(2.3),na vektore (a + ¢) i (b + ¢):
(a+o)x(a+c)xb+c)=(a+c)-b+c)(a+c)—((a+c)-(a+c)(b+c) =

(a-b+a-c+c-b+c-c)a+(a-b—a-c+c-b—a-a)c—(a-a+2a-c+c-c)b.

“4)

Konacno, izjednac¢avanjem (3) i (4) dobivamo a X (b X c¢) = —c X (b X a)+ (c-b)a +
(a-b)c=2(a-c)b=—-(axb)xc)+(c-b)a+(a-b)yc—2a-c)b.
O

Korolar 2.0.7. Neka su a, b i c ortogonalni jedinicni vektori iz R". Ako vektorski produkt
na R" postoji, tada mora imati sljedeca svojstva:

(2.5) ax(axb)=-b;

(2.6) ax (bxc)=—((axb)xc).

Dokaz. Dokaz slijedi iz prethodne leme.

(2.5) ax(axb)=(a-b)a—(a-a)b=-b.

(26) ax(bxc)=—=((axb)yxc)y+(c-bya+(@-b)yc—2a-c)b=—-((axb)xc).

U oba slucaja koristili smo ortogonalnost vektora, tj. a-b=a-c=b-c=0. O

Sada smo definirali sva osnovna svojstva vektorskog produkta kojeg trazimo. Sljedeci
korak je konstruirati tablicu vektorskog mnozenja za ortonormiranu bazu na R". U daljnjem
tekstu, sa u; ¢emo oznacavati jedini¢ni vektor u R”. Uo¢imo da u R? vrijedi {e, e;, €3} =
{e1, ez, €1 X e2}. Pogledajmo kako moZemo poopditi tu ideju.

Definirajmo niz skupova S sa:

So = {uo},
St = Sioit Ul U (Sioq X uy), pricemu je u; L Si_;, odnosno vrijedi:
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uk-u:O, YueS;_.

Promotrimo skupove S¢,S1,5,153:

So = {uoh;

S1=8oU {1} U (So X uy) = {ug, uy, ug X ur};

S2 =81 U{up} US| Xup) = {ug, uy, ug X uy, uy, g X up, tty X ua, (g X 1) X o };

S3 = SQ U {l/l3} U (Sz X I/l3) = {l/lo,ul,bto XUy, Uy, Ug X Uy, Uy X Mz,(uo X I/t]) X Uy, Uz,

Uy X uz, u; X uz, (uo X I/tl) X Uz, Uy X usz, (I/t() X I/lz) X usz, (M1 X I/tz) X usz, ((I/t() X I/ll) X l/tz) X I/t3}.
Primijetimo da S| konstrukcijski odgovara skupu {eq, e, €; X e5}.

Definirajmo jos i vektorski produkt skupova S sa

SixS;j={uxviueS§;,ves;}

i skup
iSl‘ = S,’U(—Si).

Sljede¢im dvjema lemama ¢emo pokazati da su skupovi S, ortonormirani i zatvoreni s
obzirom na vektorski produkt.

Lema 2.0.8. S| = {ug, u, ug X uy} je ortonormirani skup. Nadalje, S| X S| = £S5 .
Dokaz. Ortogonalnost slijedi iz definicije vektorskog produkta 1 definicije skupa §;:

ug - (up X uy) =0,
up - (up X uy) =0,

uog - u; = 0;

a normiranost iz definicije S i svojstava[(2.1)} [(2.2)} [(2.3):

uo - up = uy - uy = 1,

(o X uy) - (o X uy) = ug - (uy X (ug X uy)) = ug - up = 1.
Pokazimo jo§ daje S X S| = 5. Po[(2.2)|i[(2.5) imamo:

up X (ug X uy) = ug € £54,

g X (ug X uy) = —uy € £54.

Lema 2.0.9. S, je ortonormirani skup. Nadalje, S; X Sy = S i |Si| = 281 — 1.
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Dokaz. Dokazujemo indukcijom. Za k = 1, tvrdnja vrijedi po prethodnoj lemi. Pretposta-
vimo da je S;_; ortonormirani skup, te da vrijedi da je S;_; X Sj_; = S ;1 i |S1| = 28— 1.
PokaZimo da tvrdnja vrijedi i za S;. Neka su by, b, € S;_;. Po definiciji, svaki element iz

S je oblika by, uy ili by X uy. 1z[(2.1), [(2.2)]i[(2.5)| slijedi:
by - (by X uy) = uy - (by X by) =0, ZbOg U, L S;_11by Xby €Sy,

(b1 X ug) X (by X uy) = uy - ((ue X by) X by) = —uy - (g X (by X by)) =0,

pa zakljuCujemo da je S ortogonalan skup. Po pretpostavci indukcije, svi elementi 1z S;_;
su normirani, u; je normiran po definiciji, a po|(2.1)[1 za by X uy vrijedi :

(by X w) - (by X w) = by - (ux X (by X uy)) = by - by = 1.

Dakle, vrijedi da je i S normiran. Da bi pokazali da vrijedi S XS, = £S5, sjetimo se da je
Se=S1U {Ltk} U (Sk—l X Ltk) 1 +5:, =SV (—Sk). Po pretpostavci indukcije S XSkt je
Sic1 U(=Si-1) € £S5y, po deﬁn1c1]1je Sici Xur C xS, au X (by Xuy) =by € S4-1 C 5.
Jos preostaje pokazati sljedece:

by X (by X up) = —((by X by) Xuy) € £S5, 1 b1 X (b X uy) = —uy, € =54,
(bl X Uy) X (b2 X uy) = -b; X (uy X (b2 X Uy)) = —-b X by € £5;.

Slijedi da je S ortonormirani skup, S; X Sy = £8 1S = 2IS4q| +1 =22 -1) +2 =
2k, O

Lema [2.0.9| nam pokazuje kako konstruirati tablicu mnoZenja za vektorski produkt.
Dakle, zbog bilinearnosti, vektorski produkt je moguée definirati na R”, samo ako mu je
S« baza, za neki k. Sada je jasno da u tom slucaju vrijedi n = |S;|, odnosno n = 21 — 1.

Za k = 1, promatramo R*. Tablica mnoZenja koju smo naveli u pro§lom poglavlju
odgovara konstrukciji koja je objaSnjena u Lemi [2.0.9] uz napomenu e; = up, e = u
1 e3 = uy X uy. Pogledajmo kako bi izgledala tablica za k = 2, uz odgovarajuu bazu
{e1, e, ...,e7} zaR’. Uz pomoé Leme generiramo bazu:

€1 = Uop; € = Up; €3 = Uy XUy, €4 = U,

es = Uy X Uy; €6 = Uy X Up; e7 = (up X uy) X u;
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a zatim sluZeéi se svojstvima [(2.2)} [(2.5)] i [(2.6)] ratunamo elemente tablice vektorskog
mnoZenja:

e;Xxe; =0,i=1,...7;

e X ey =uyXu = es;

e1 Xez =uy X (Ug Xuy) =—u =—ey;

e; X ey = Uy XUy = es;

ey X es = ug X (ug X Up) = —uy = —ey;

e1 Xeg=uy X (U Xuy) =—(ug X uy) Xy = —e7;

e1 X ey = ug X ((ug X up) X up) = —(uo X (g X u1)) X s = uy X uy = eg;
ey Xez =up X(ugXuy) =ug = eyq;

€)X ey = U XUy = eg;

e2><65:u1><(u0><u2):(u0><u1)><u2:e7;

ey Xeg=u X (U X)) = —ly = —ey;

er X ez =up X (g X uy) Xup) = —(uy X (g X uy)) X uy = —up X uy = —es;

e3 X ey = (up X up) X up = ey,

e3 X es = (up X uy) X (ug X up) = —((uo X uy) X tg) X tty = —uy Xty = —eg;

e3 X eg = (up X up) X (uy Xup) = —((ug X uy) X up) X uy = ug X up = es;

e3 X e7 = (ug Xup) X (g X uy) X up) = —uy = —ey;

ey Xes =y X (ug Xup) =ug = eyq;

esXeg =1y X (U X)) =u = e,

es X e =1uy X ((ug Xup) Xup) =uy X Uy = e3;

es X eg = (up X up) X (U X up) = —ug X (uz X (w1 X u2)) = —up X uy = —es;

es X e7 = (ug X uz) X ((uo X uy) X uz) = —((uo X uz) X (g X 1)) X uy = (U X uy) X iy =
es X e7 = (uyr X uz) X (g X uy) X uz) = —((uy X ) X (g X uy)) X uy = (ug X ) X uy =

Za elemente ispod dijagonale, koristimo svojstvo[(2.2)] odnosno antikomutativnost vektor-
skog produkta. Dakle, tablica mnoZenja za R’ je sljededa:

|
<
=

|
Q
l\).

|

|
<
(=)

|

|
o
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(x| e [ e | es | es [—es| e [e7 |
€1 0 €3 —és €s —€4 | —€7 | €p
e |l —es| O e e e7 | —ey | —es
e; e | —e 0 e7 | —eq | es | —eq
es || —es | —eg | —e7 | O e e | e
es || es | —e7| e | —e1 | O | —e3 | e
€6 (5 €4 —€5 | —€) €3 0 —e]
(5 —€q [ €y —€3 | —€n €1 0

Koristeci tablicu i bilinearnost vektorskog produkta, moZemo izraziti eksplicitnu for-
mulu za raGunanje vektorskog produkta u R’. Za vektore a = (ay, a3, as, as, as, as, a;) i
b = (by, by, b3, by, bs, bg, b7) njihov vektorski produkt jednak je:

a X b = (—asby + aybs — asby + asbs — aghy + a1be) e + (—a1bs + azb; — agby + asbe—
arbs + asb;) ey + (—axby + ay1by — a7by + asb; — asbg + aghs) ez + (—abs + asby — aybg
+ aghy — azb; + a1b3) e4 + (—asby + a1by — arb7 + a7b, — agbs + azbe) es + (—a;by + a1b;
— asby + ayby — asbs + asbs) eg + (—asby + arbs — asbs + azby — a1bg + aghy) e7.

(2.1)

Teorem 2.0.10. Formulom (2.1) definiran je vektorski produkt na R’.

Dokaz. Dokazuje se direktnom provjerom svojstava i iz Definicije[2.0.5] Pre-
skacemo detalje dokaza zbog tehnicke kompliciranosti. O

Napomena 2.0.11. Vektorski produkt na R ne zadovoljava Jacobijev identitet, §to se lako
provjeri iz definicije. ObrazloZenje tog fenomena u terminima normiranih algebri, dati
¢emo u Poglaviju[3]

Dosada smo pokazali da, ako vektorski produkt na R" postoji, tada je n = 25! — 11
Lema [2.0.9) nam govori kako konstruirati tablicu mnoZenja za raCunanje vektorskog pro-
dukta. Sljedece dvije leme ¢e nam pokazati kako za k > 2, ne moZemo definirati vektorski
produkt, a da isti zadrZi sva svojstva iz definicije.

Lema 2.0.12. Neka suu = ug X uy +uy Xuz i v=u; Xuy — ((ug X uy1) X up) X uz. Tada je
uxv=0iu L.
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Dokaz. Koristimo [(2.2)][(2.5)1[(2.6):

UXv=_(uyXu +u Xuz) X Uy Xuy — (g X uy) Xuy) Xuz)
= (uo X uy) X (uy X up) — (uo X 1) X (((uo X 1) X ) X uz) + (uy X uz) X (uy X u)
— (1 Xuz) X (((o X uy) X uz) X u3)

=Uyg XUy — Uy XUz — U3 XUy — Uy X Uy
=0.

Za drugi dio tvrdnje, uocimo da su ug X uy, uy X uz, u; X uy i ((ug X uy) X ) X uz redom
elementi od Sy, za k > 2, a po Lemi [2.0.9|znamo da su onda medusobno ortogonalni. O

Lema 2.0.13. Neka suu = ug X uy +uy Xuz i v =uy Xuy — ((ug X uy) X up) X us. Tada je
w-uw)(v-v) £ Wxv) - (uxv)+w-v).

Dokaz. Vektori ug X uy, uy Xusz, uy Xy 1 ((ug X uy) X up) X usz su elementi od S, zak > 2, pa
suiortonormiraniivrijediu-u =v-v =2, u-v =0, aiz prethodne leme vrijedi u X v = 0,
Stopovladi (u-u) v-v) =4 #0=wxv)-(uxv)+ u-v)> |

Sada moZemo dokazati sljedeéi teorem, koji je jedan od glavnih rezultata ovog rada.

Teorem 2.0.14. Vektorski produkt na R" postoji, ako i samo ako jen = 0, 1,3 ili 7. Nadalje,
za R3 i R postoje ortonormirane baze S i S, takve da vrijedi S; x S; = +S,;,i = 1,2.

Dokaz. Po Lemi[2.0.9] vidimo da vektorski produkt postoji samo za n = 2¢*! — 1. Dalje,
Leme [2.0.12[1[2.0.13[nam kazuju da ako definiramo vektorski produkt na R, Pitago-
rino svojstvo ne vrijedi za k > 2. Slijedi da vektorski produkt sa svojstvima okomitosti,
bilinearnosti i Pitagorinim svojstvom moZe postojati samo na R%, R!, R? i R7. U Teoremu
2.0.10| je dokazana egzistencija vektorskog produkta na R’. Nadalje, trivijalno preslika-
vanje (koje preslikava sve parove vektora u nulvektor) definira vektorski produkt na R°
i R'. Konstrukcija vektorskog produkta na R* dana je u Poglavlju Na kraju, Lema
nam govori kako generirati ortonormirane baze S| i S, za R® i R’, takve da vrijedi
S;x§;=x5;,i=1,2. |




Poglavlje 3

Hurwitzov teorem

3.1 Cayley-Dicksonov proces

U prvom dijelu treéeg poglavlja baviti ¢emo se Cayley-Dicksonovim procesom udvajanja
algebri. Konkretno, pokazati ¢emo kako generirati niz algebri tako da svaka sljede¢a ima
dvostruko vecu dimenziju od prethodne.

Mi ¢emo promatrati iskljucivo algebre nad realnim poljem, pa shodno tome, za vektor-
ski prostor A nad poljem R, reéi ¢emo da je algebra, ako je na njemu definirana binarna
operacija - : A X A — A, koja je bilinearna tj. vrijedi:

(1) (aa+pb)-c=ala-c)+pBMb-c), a,feR, a,b,c€A;
(i) a-(Bb+vyc)=pa-b)+vya-c), B,yeR, a,b,c €A.

Ovako definiran pojam bilinearnosti je ocito ekvivalentan bilinearnosti iz Definicije [2.0.5]
Operaciju - ¢emo zvati mnoZenje u algebri A, te ¢emo ju oznacavati sa a - b = ab, dok Ce
a - b 1 dalje predstavljati skalarni produkt vektora a i . Opcenito, mnoZenje ne mora biti
asocijativna (komutativna) operacija na A. Ako mnoZenje zadovoljava svojstvo asocijativ-
nosti (komutativnosti), za A ¢emo reci da je asocijativna (komutativna) algebra.

Kazemo da je A unitalna ili algebra s jedinicom, ako postoji element 1€ A, takav da je

la = al= a, za svaki a € A.

Ako je A unitalna algebra, i za svaki a € A, postoji a™! € A, takav da vrijedi

tada je A algebra s dijeljenjem. Element a~! zovemo inverz od a.
Konac¢nodimenzionalna algebra na kojoj postoji skalarni produkt je normirana algebra,
ako vrijedi

llabll= llall Ibll, Ya,b € A.

15
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U normiranoj algebri A, za svaki element a € A, a # 0, preslikavanja x — = 1 x — =

2 su
izometrije, stoga i bijekcije, buduéi da je A konacnodimenzionalna algebral.lal’ll“ada za ”sa\llaki
b € A, jednadzbe ax = b i xa = b imaju jedinstveno rjeSenje u A, odnosno a ima inverz u
A. Slijedi da je svaka normirana algebra ujedno i algebra s dijeljenjem.
Konjugacija na A je linearni operator a — a koji je involucija, tj. za svaki a € A je a=a,i
za koji vrijedi:

ab=Dba, Va,b € A. 3.1)
Pogledajmo sada kako, krenuvsi od n-dimenzionalne algebre, Cayley-Dicksonovim proce-
som konstruiramo novu algebru dimenzije 2n.
Neka je A algebra kona¢ne dimenzije n, i neka je na A, definirana konjugacija.
Oznacimo sa A direktnu sumu algebre A i nje same:

Al = Ao @AO

Elementi vektorskog prostora A; su oblika (a, b), pri Cemu su a,b € Ay, i dimenzija od A;
jednaka je 2n. Definiramo mnoZenje elemenata iz A; sa:

(a, b) (u, v) = (au —vb, bu + va). (3.2)
Za tako definirano mnozZenje i svaki (a, b), (u, v),(s, t) € Aj,a,B,v,0 € R vrijedi

(a(a, b) + B(u, v)) (s, t) = (@a + Bu, ab + pv) (s, t)
= ((aa + Bu)s — t(ab + pv), (ab + Bv)s + t(aa + fu))
= (aas + Bus — atb — Btv, abs + Bvs + ata + Ptu)
= a(as — th, bs + ta) + B(us — tv, Vs + tu)

=al(a, b) (s, 1)+ Bu, v) (s, 1);

pri cemu smo koristili bilinearnost mnoZenja na Ay i linearnost konjugacije na Ay. Ana-
logno se pokazuje da na A; vrijedi i linearnost u drugoj varijabli. Dakle, mnoZenje na
vektorskom prostoru A; je bilinearno, pa zaklju¢ujemo da je A; algebra dimenzije 2n i
zvati ¢emo ju udvostrucen je algebre Ay.

Lako vidimo da elemente a € Ay, moZemo prikazati kao (a, 0), buduéi da je preslikavanje
x — (x, 0),sa Ayg — Ay, monomorfizam algebri.

Ako je Ay algebra s jedinicom 1, tada je (1, 0) jedinica u A;. Stavimo li e = (0, 1), tada
vrijedi be = (0, b), za svaki b € Ay, 1 elemente iz A; moZemo zapisati kao:

(a, b) = a+ be. (3.3)

Sa i relacijama
a(be) = (bae, (ae)b = (ab)e, (ae) (be) = —ba, (3.4)
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te uz distributivnost, potpuno je odredeno mnoZenje naAj.

Zaa = (1, 0), iz (ae)b = (ab)e, dobijemo eb = be, za svaki b € A;. Slijedi da, ¢ak i ako je
mnoZenje u Ay komutativno, na A; komutativnost nece vrijediti, ako konjugacija u A nije
identiteta. Primijetimo da zbog a(be) = (ba)e, asocijativnost mnozenja u A; opcenito ne
vrijedi, ako mnoZenje u A, nije komutativno.

Kako bi nastavili konstruirati niz algebri, na algebri A; moramo definirati konjugaciju, da
bi na udvostruenju od A; mogli definirati mnoZenje.

Za(a, b) = a + be € A, definiramo konjugaciju na sljedeci nacin:

a+ be =a-— be. 3.5)

Ovakav definiran operator je ocito linearna involucija koja zadovoljava (3.1]). Dakle, udvos-
trucenje algebre sa konjugacijom je opet algebra s konjugacijom, te se Cayley-Dicksonov
proces moZze nastaviti.

Ako je na unitalnoj algebri Ay konjugacija definirana tako da vrijedi:

1. aa e R-1,Ya € Ap;
2. aa > 0,Ya € Ay;
3.aa=0a=0;

tada je sa

lall= Vaa (3.6)

definirana norma na Ay, i Ag zovemo metricka algebra. Provjerom svojstava skalarnog

produkta moze se pokazati da je sa
ab+ba
=7
. 2

definiran skalarni produkt na A. Dakle, u svakoj metrickoj algebri postoji skalarni produkt.
Za (a,b) € A; vrijedi

(a + be) (a + be) = (a+ be) (a— be) =aa— a(be) + (be)a — (be) (be) = aa + bb,

pri Cemu smo u zadnjoj jednakosti iskoristili relacije (3.4). Slijedi da, ako je A, metricka
algebra, tada je A; metricka algebra. Ako na A, postoji skalarni produkt, tada je skalarni
produkt na A; dan sa:

(a, b)-(u,vy=a-u+b-v. (3.7

Budu¢i da kompleksne brojeve prikazujemo kao uredene parove realnih brojeva, sada
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mozemo pokazati kako konstruirati algebru kompleksnih brojeva, udvostruéenjem alge-
bre realnih brojeva, pri ¢emu za konjugaciju uzimamo identitetu. Tada je R ocito metricka
algebra.

Uzmimo da je Ag = R. Sada je

A =ROoR=R?*>=C.

U C definiramo mnoZenje sa (3.2). Budu¢i da je u R konjugacija identiteta, mnozZenje u C
je komutativno i vrijedi:

(ao, ap) (bo, by) = (apby — a1by, a\by + byay), (ao, ay),(by, by) € C.

Zbog komutativnosti mnoZenja u R, slijedi da je mnoZenje u C asocijativno. Jedinica na C
je (1, 0), aelement e = (0, 1), pa iz (3.3) znamo da vrijedi (ay, a;) = ao + aje, ap,a; € R.
Lako vidimo da je

et =—1.

NaR je skalarni produkt mnozenje elemenata iz R, pa je skalarni produkt na C definiran je

sa (3.7):
(ao, ay) - (bo, by) = apby + a;b.

Iz (3.5)) vidimo da je konjugacija u C dana sa

ap +aie = ap— ae,

lao + ae| = \/(ao +aie) (ap — aje) = \Jaj + a3,

|(ap + aye) (by + bie)l = |(aoby — biay) + (a1by + biap)e|
= (apbg — blal)2 + (ai1by + blaO)2
= (apho)* + (b1a1)* + (a1bo)* + (b1ap)*

= |(ap + aie)|l(by + bie)|,

a norma sa

te vrijedi

iz Cega slijedi da je C normirana algebra, pa ujedno i algebra s dijeljenjem. Iz

(ao, ar) (ag, ar) = |(ao, ay)I*

slijedi
(ap, ay)

(@0, a7, ape = (1, 0),

¢ime je definiran inverzni element za svaki (ay, a;) € C. Cayley-Dicksonovim udvajanjem
algebre R konstruirali smo normiranu, asocijativnu, komutativnu algebru kompleksnih bro-
jeva, te uz e = (0,1) = i, imamo standardni zapis kompleksnog broja z = ay + a;i =
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(aO’ al) e C.
Sljedeci korak u Cayley-Dicksonovom procesu je udvajanje algebre kompleksnih brojeva.
Sada imamo

Ay =CeoC=H.

Udvostrucenje algebre kompleksnih brojeva oznacavamo sa H. Elementi od H predstav-
ljaju uredene parove kompleksnih brojeva, te ih nazivamo kvaternioni. Za dva kvaterniona
(21, 22) 1 (W1, W), 21,22, W1, w2 € C, mnoZenje ponovo definiramo sa relacijom (3.2):

(21, 22) (W1, W) = (ZyW1 — W22, 22W + WZy).

Jedinica u H je kvaternion (1,0), a vektor e = (0, 1), pri ¢emu je 1 jedinica u C. Iz
H>qg=(z1,2)=2+neiz =ay+ai,2n = a; +asi, slijedi da je ¢ = ap +a,i + axe + azie.
Uz oznake

e=j, ie=k.

kvaternione moZemo zapisivati kao uredene Cetvorke realnih brojeva, 1 vrijedi:
q = (a0, a1, az, a3) = ap + aii + arj + azk, ap,a, az,as € R.

Skup {(1, 0, 0, 0),i = (0, 1, 0, 0), j = (0, 0, 1, 0),k = (0, 0, 0, 1)} predstavlja bazu za H,
te je uz relaciju
P=P=k=ijk=-1

1 bilinearnost, potpuno odredeno mnoZenje kvaterniona. Prethodnu relaciju moZemo pri-
kazati sljedeCom tablicom mnoZenja:

HIEEVERI
| | O A A k
ifli|-1] k | —j
JlJjl-k|-1 i
kilk| j|—-i|-1

Primijetimo da mnoZenje u H nije komutativno, jer na C konjugacija nije identiteta. Asoci-
jativnost mnoZenja na H i dalje vrijedi, bududi da je na C operacija mnoZenja komutativna.
Po relaciji znamo da skalarni produkt na H postoji, te za kvaternione g = (ao, a;, a, as)
ip = (by, by, by, b3) vrijedi:

q-p= aobo + albl + a2b2 + a3b3.
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Konjugaciju kvaterniona definiramo sa relacijom (3.5):

ap + ayi + ayj + azsk = ((ao, ay) (az, az))

= ((ag, a1), —(az, az)
= (ap, —ai, —az, —asz)

:ao—ali—azj—agk,

a potom i normu sa (3.6):

llag+aii+as j+aszk||= \/(ao +ayi+arj+ ask) (ag + ai + arj + azk) = \/a(z) +al +a; +a;3.

Takoder vrijedi |lgpll= ligll llpll i ¢g~' = ”q% za svaki g, p € H. Dakle, udvostru¢enjem
kompleksnih brojeva konstruirali smo algebru kvaterniona H, koja je kao 1 C, asocijativna,
normirana algebra s dijeljenjem. Medutim, na H viSe ne vrijedi svojstvo komutativnosti.
U sljede¢em koraku Cayley-Dicksonovog procesa, odnosno udvajanjem algebre H,
konstruiramo algebru oktoniona O, dimenzije 8. Oktonioni su uredeni parovi kvaterni-
ona, odnosno uredene osmorke realnih brojeva; y = (ay, a1, a, as, as, as, as, a;) =
apep +aje) + ayey + azes + aseq + ases + ageg + aze; € O, pri Cemu e; predstavljaju elemente
baze algebre O. Posebno, oktonion ¢ je jedinica u O. Analogno prvom i drugom koraku
u procesu, sa (3.2) i definiramo mnoZenje i skalarni produkt oktoniona. MnozZenje je,

uz svojstvo bilinearnosti, odredeno sljedeCom tablicom mnoZenja elemenata baze:

[ Jelalolalaleleala]

€o €p €] ér €3 €4 €s €6 (5}
€] €] —€p €3 —eé) €s —€4 | —€7 | €
(%) € | —é3 —€p (4] €q €7 —€4 | —€5
(%] [} ér —e1 | —€ ey —é€q [ —é4
€4 €4 | —€5 | —€g | —€7 | —€ € [5) (]
€5 €s €4 —eq €q —€1 | =€y | —€3 | é
€6 €q é7 €4 —€5 | —€) €3 —€y | —€1
€7 €7 | —€q (2 €4 —e3 | —€ €] —€y

Po (3.5) vrijedi da je konjugacija oktoniona y = apey + aje; + ae, + aszes + aseq + ases +
agee + aye; definirana sa:

Yy =apey —aje; — arey — a3z — d4€4 — As5€5 — el — d7€7,

a buduci da je 1 algebra O metricka, ponovo je sa

llyll= \/ag+af +a5+a3+a; +al+a;+as,
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definirana norma. Takoder, norma umnoska oktoniona je jednaka umnosku njihovih normi,
stoga je O normirana algebra s dijeljenjem. Algebra O nije komutativna, a buduci da H nije
komutativna, slijedi da O nije niti asocijativna.

Dakle, pocevsi od normirane algebre realnih brojeva, Cayley-Dicksonovim procesom
udvajanja algebri konstruirali smo algebre C,H 1 O, koje su takoder normirane. U sljedecem
potpoglavlju vidjeti ¢emo da su R, C, H 1 O ujedno i jedine normirane realne algebre.

3.2 Hurwitzov teorem i vektorski produkt

Teorem 3.2.1. (Adolf Hurwitz, 1859.-1919.)
Neka je A normirana algebra. Tada je A = R, C,H ili O.

Hurwitzov teorem navodimo bez dokaza. Iako se na prvi pogled ne €ini, postoji Cvrsta
veza izmedu Hurwitzovog teorema i vektorskog produkta. Dosada nam je ve¢ poznato da
vektorski produkt postoji samo na R, R!, R*iR’. Sada dajemo alternativni dokaz Teorema
[2.0.14] pomocu Hurwitzovog teorema. Preciznije, dokazujemo sljedeci teorem:

Teorem 3.2.2. Ako vektorski produkt postoji na R", tada jen = 0, 1,3 ili 7.

Dokaz. 1deja dokaza je pokazati da postojanje vektorskog produkta na R”, implicira pos-
tojanje bilinearne operacije sa posebnim svojstvima na R**!. U tu svrhu, R"*! gledamo kao
direktnu sumu R 1 R":

R =Re@R"

Dakle, element iz R™*! moZzemo gledati kao uredeni par (a, b) pri ¢emu je a € R,b € R”".
Pretpostavimo da vektorski produkt sa svojstvima okomitosti, bilinearnosti te Pitagorinim
svojstvom, postoji na R”. Definiramo binarnu operaciju na R"*! sa:

(a, b)(c, d)=(ac—b-d, ad + cb+ b xd). (3.8)

MnozZenje definirano sa (3.8) je bilinearno, i (1,0) je jedinica. Koriste¢i Pitagorino svojstvo
1 okomitost vektorskog produkta, lako se pokaze da vrijedi

Ia, b) (¢, D= li(a, DIl I(c, |- (3.9)

Sada na R"*! imamo definiranu bilinearnu operaciju s jedinicom, te vrijedi jednakost (3.9)),
pa je R"*! normirana algebra s dijeljenjem, a po Hurwitzovom teoremuje n+1 = 1,2, 4 ili
8. Slijedi da ako vektorski produkt na R” postoji, tada je n = 0, 1,3 ili 7. O

Primijetimo da, ako uvrstimo a = ¢ = 0 u (3.8)), dobijemo

0, b) (O, d)=(=b-d, bxd). (3.10)
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Ako promatramo R” kao potprostor od R™*!, uz identifikaciju x < (0, x), x € R", te sa
P : R™! — R" ozna¢imo projekciju

Pla,x)=x, a€e R, x e R",
tada relaciju (3.10) moZemo zapisati kao
bxd = P(0, b) (0, d)).

Dakle, vektorski produkt na R" (n = 0, 1,3,7), moZemo dobiti mnoZenjem Cisto ima-
ginarnih” elemenata iz R"*!, i odgovaraju¢om projekcijom na “imaginarni dio”. Na pri-

IV

mjer, promotrimo umnozak dva Cisto imaginarna” kvaterniona: ¢, = aji + axj + ask i
qr = bll + b2] + b3k!
q192 = (a1i + ayj + azk) (byi + by j + bsk)
= Cl]b]iz + Cl]bzij + a1b3ik + Clgb]ji + a2b2j2 + a2b3jk + Cl3b]ki + a3b2kj + Cl3b3k2
= —a;b + a1bk — a1b3j — arbik — arb, + a,bsi + a3b1j — azbyi — azbs
= —(a1by + ayby + azb3) + (axbs — a3by)i + (azby — a1b3) j + (a1by — aby)k.
Sada vidimo da vektorski produkt vektora (ay, a»,as) 1 (b, ba, b3) iz R3 odgovara ’imagi-

narnom dijelu” umnoska kvaterniona. Analogno, mnoZenjem ’¢isto imaginarnih” oktoni-
ona, dobije se vektorski produkt na R”.

Napomena 3.2.3. Uz takvu identifikaciju pokazuje se da za n=3,7 i a, b, c € R" vrijedi:
3
axX(bxc)+bx(cxa)+cxX(axb)= —5((ab)c—a(bc)),
pri Cemu je s desne strane operacija mnoZenja u H, odnosno O. Buduci da u algebri O
mnoZenje nije asocijativno, vektorski produkt na R’ ne zadovoljava Jacobijev identitet.

Dosad smo pokazali da vektorski produkt koji je bilinearan, te zadovoljava svojstvo
okomitosti i Pitagorino svojstvo, postoji na R”, samo zan = 0, 1, 3,7. U sljede¢em potpo-
glavlju pokazujemo da, ako umjesto Pitagorinog svojstva i bilinearnosti, Zelimo definirati
vektorski produkt koji uz okomitost zadovoljava neke “slabije” uvjete, rezultat i dalje ostaje
isti.

3.3 Vektorski produkt i neprekidne funkcije na sferi

Skup svih jedini¢nih vektora u (n+1)-dimenzionalnom Euklidskom prostoru R"*! zovemo
n-dimenzionalna (jedini¢na) sfera, i oznaCavamo sa S":

S"={xeR": |lx|=1}.
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Pokazali smo da su R,C,H 1 O normirane algebre, koje su kao realni normirani prostori
izomorfni R, R?, R* R8, redom. Odatle slijedi da mnoZenja na tim algebrama induciraju
neprekidna mnoZzenjana S°,S!, 53, S7. Frank Adams je dokazao da su to jedini slucajevi
za koje postoji neprekidno mnoZenje na S”.

Teorem 3.3.1. (Adams)
Na S" postoji neprekidno mnoZenje s jedinicom ako i samo ako je n=0,1,3,7.

Pomocu Adamsovog teorema mozemo dokazati sljedece:

Teorem 3.3.2. Neka je n > 3. Ako na R" postoji vektorski produkt, takav da za svaki
v,w € R" vrijedi:

(i) v X w je neprekidna funkcija;
(ii) wxw)-v=0i(vxw) - w=0;
(iii) ako su v iw linearno nezavisni, tada je v X w # 0,
tadajen = 3ili 7.

Dokaz. Za a,b € R" definiramo funkciju

P(a,b) = VllalPlIbIP—(a - b)>.

Tada je P(a,b) jednaka povrSini paralelograma kojega razapinju vektori a 1 b, 1 o€ito je
neprekidna funkcija. Sada pomocu funkcije P, definiramo funkciju f : R” X R" — R” sa:

P(a,b) (axb)
f(a,b) = llaxbl axb#0,
O a X b = O

Lagano se pokazuje da je tako definirana funkcija neprekidna. Funkcija f zadovoljava
sljedeca svojstva:

1. f(a,b)-a= f(a,b)-b=0,
2. |If(a, )= P(a,b)* = llalPl|bl*—(a - b)*.
Ponovo, gledamo na R™*! kao R & R”, i definiramo funkciju p : R""! x R*™*! — R™*! ga:
ul(a,b),(c,d)] = (ac—b-d,ad + bc + f(b,d)).

Funkcija u je takoder neprekidna, a (1, 0) je jedinica za u, odnosno vrijedi:

ul(1,0), (a,b)] = ul(a, b),(1,0)] = (a, D).
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Za y vrijedi 1 analogon jednakosti (3.9):
e DIP= 1l Iyl Vox,y € R™ . (3.11)

Za x,y € §", po (3.11) vidimo, da je tada 1 u(x,y) € S”, pa slijedi da je u neprekidna
operacija mnoZenja sa jedinicom na S ,,. Iz Adamsovog teorema sada slijedi da je n = 3 ili
7. O



Poglavlje 4

Vektorski produkt kao multilinearna
funkcija na R”

U posljednjem poglavlju ovog rada Zelimo pokazati Sto se dogodi ako vektorski produkt
definiramo kao multilinearno preslikavanje umjesto bilinearnog, te prilagodimo Pitagorino
svojstvo. Prije nego Sto definiramo vektorski produkt kao multilinearano preslikavanje,
primijetimo da Pitagorino svojstvo moZemo zapisati na sljedeci nacin:

(u><v)-(u><v):(u~u)(v~v)—(u-v)2:‘?Z

u-v

=I'(u,v),
=
gdje I'(u, v) predstavlja Grammovu determinantu. Op¢enito, za xj, ..., X, 1z unitarnog pros-
tora, Grammova determinanta I'(xy, x», ..., X,,) predstavlja determinantu Grammove matrice
G(xy, X2, ..., X,), 0odnosno:

xl.xl xl.xz e xl.xn

xz.xl xz.xz o xz.xn
G(xl’xz’ ceey xn) =

xn.xl xn.xz . e xn.xn

Definicija 4.0.3. Vektorski produkt je multilinearno preslikavanje X : (R")* — R" koje
zadovoljava sljedeca svojstva:

(i) X(uy,uy.cyuy) - u; =0, zasvakii = 1,...,k;
(ll) X(ul, Uz, ..., uk) . X(I/tl, U, ..., I/tk) = F(ul, ceey I/tk),

za svaki ui, uy, ..., u; € R

25
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Pritom pod multilinearnim preslikavanjem podrazumijevamo preslikavanje
X : (RH - R,
takvo da vrijedi
X(uy, ..., au; +,8u;-, v W) = aX(Uyy ooy Uiy oo i) + BX(uy, ..y u;, ooy UR),

za sve uy, ...Ug, u;. € R", zasve a,B € R, 1 za sve i=1,...,k. Dakle, to je preslikavanje koje
je linearno u svakoj od k varijabli, i taj pojam je prirodna generalizacija ve¢ spomenutog
pojma bilinearnosti. U sljede¢im primjerima vidjeti ¢emo za koje k 1 n postoji gore nave-
deni vektorski produkt:

k = 1. U ovom slucaju, iz Definicije 4.0.3] vidimo da je vektorski produkt X preslikavanje
saR"” — R", koje je izometrija, buduci da po svojstvu (ii) vrijedi:

X(u) - X(uw) =u-u, Yu e R".

Takoder, X(u) je okomito na u, za svaki u € R", pa je adjungirani operator od X jednak
X* = -X, tj., za svaki u,v € R" vrijedi:

Xu)y-v=u-X"(v)=—u-X©v).

Stoga vrijedi:
X*(u) = -X(X*(w)) = —u, Yu € R". 4.1)

Preslikavanja sa svojstvom (4.1)), nazivaju se kompleksne strukture na V. Opcenito vrijedi,
da ako na vektorskom prostoru V postoji preslikavanje koje je kompleksna struktura, tada
je dimenzija od V paran broj. Dakle, u sluCaju kada je k = 1, vektorski produkt ¢e postojati
na R", samo ako je n paran broj.

k = n — 1. Neka je skup {ej, ey, ..., €x+1} ortonormirana baza za R". Multilinearno pres-
likavanje sa (R")"~! — R” definirano sa

el 62 ECEEY en
ul] M]z o .. Mln
(y, Uz, ey ty_1)
Up—1, Up—1, - Uy,

zadovoljava svojstva iz Definicije[4.0.3] To je upravo slucaj sa pocetka Poglavlja[2] spome-
nut kod ideja o proSirivanju vektorskog produkta, medutim koji smo tada odbacili buduéi
da se ne radi o binarnoj operaciji. Naime, za ovako definiran vektorski produkt svojstvo



POGLAVLIJE 4. VEKTORSKI PRODUKT KAO MULTILINEARNA FUNKCIJA NA
R" 27

() vrijedi, budu¢i da je determinanta matrice koja ima dva jednaka retka jednaka nula, a
svojstvo (i) se lagano provjerava. Primijetimo da za k = 2 1 n = 3, gornja konstrukcija
vektorskog produkta odgovara standardnom vektorskom produktu na R,

k = 3,n = 8. Pretpostavimo da je X : R® x R® x R® — R® vektorski produkt, te neka je
e € R8, takav da je e - ¢ # 0. Promotrimo bilinearno mnoZenje te funkciju ¢ dane sa:

uy = ;(X(u,e,v)+(u~e)v+(v~e)u—(u~v)e),

u-u
C](u) =
e-e
za svaki u,v € R®. Tada je eu = ue = u, za svaki u, iz Cega slijedi da je e jedinica za gornje
definirano mnoZenje, te takoder iz svojstva (ii) definicije vektorskog produkta slijedi da je
q(uv) = q(u)q(v). Nadalje, moze se pokazati da vrijedi jedna od sljedece dvije formule:

X(u,v,w)=(e-e)(uvyw—(u-viIw—Q - -wu+ (u-w)v
ili
X(u,v,w) =(e-eulvw) — (u-viw— Q- -wiu+ (u-w)v,

pri emu x — X oznacava standarnu konjugaciju na normiranoj algebri H, identificiranoj sa
R®, ¢ime su dane dvije formule za vektorski produkt na R®. Za kraj, iskaZimo teorem kojim
formalno iskazujemo odgovor na pitanje o egzistenciji vektorskog produkta definiranog sa
4.0.3]

Teorem 4.0.4. Vektorski produkt X : (R")* — R", postoji samo u sljedecim slucajevima:
(a) nje paran, k = 1;
(b) n je proizvoljan, k =n—1;
(c) n=3,7k=2;
(d) n=38, k=23.
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Sazetak

U ovom radu govorimo o egzistenciji vektorskog produkta na R”. Polaze¢i od definicije i
svojstva vektorskog produkta, pokazujemo da tako definiran vektorski produkt postoji na
R" samo zan = 0,1,3 1 7. Nadalje, koriste¢i Hurwitzov teorem, dajemo 1 alternativni
dokaz te tvrdnje. Na kraju, pokazujemo u kojim slu€ajevima postoji vektorski produkt kao
multilinearna funkcija.



Summary

In this diploma thesis we consider the existence of cross product on R”. Starting from the
definition and properties of cross product, we show that such cross product exists only for
n =0, 1,3 and 7. Furthermore, using the Hurwitz theorem, we give an alternative proof of
that claim. Ultimately, we show in which cases does cross product, defined as a multilinear
function, exists.
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