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Uvod

Pojam jizra¢unljivost” vrlo je intuitivan. Razumno je pretpostaviti da je, opisno
govoreci, izracunljivost nekoga problema blisko povezana s postojanjem algoritma
koji rjesava taj problem. Malo bi se preciznije moglo re¢i da je izra¢unavanje proces
koji ima odredeni skup pravila pomoc¢u kojih se iz zadanih objekata dobiva rezul-
tat. U programerskom je kontekstu uobic¢ajeno te zadane objekte nazivati ulaznim
podatcima, a rezultat izlaznim podatkom, dok pod pojmom ,,skup pravila” podrazu-

mijevamo neki algoritam ili program.

Teorija izracunljivosti temelji se na preciznoj definiciji pojma izracunljive funk-
cije, sto se obi¢no promatra samo na skupu N. Takav pristup ostavlja prostor za
kreativnost u prosirenju teorije i na ostale skupove brojeva (Z,Q,R i C) te njihove
podskupove i/ili Kartezijeve produkte.

Dva su osnovna cilja ovoga rada: dati precizne definicije izracunljivih funkcija
na spomenutim skupovima te promotriti neke matematicke grane (teorija brojeva,
realna analiza) koje se tim skupovima bave na konstruktivan nacin i ispitati vrijede

li neki njihovi teoremi ako se egzistencija zamijeni izracunljivoscu.



Poglavlje 1

Prebrojiva izracunljivost

1.1 Izracunljivost na N

Dva su glavna pristupa ovoj problematici: RAM-stroj (engl. random access machine)
i parcijalno rekurzivna funkcija. Prvi pristup vise je programerske prirode i detaljnije
je predstavljen u skripti [3], dok je drugi onaj na koji ¢e u ovom radu biti stavljen
naglasak. Pokazuje se da su oni medusobno ekvivalentni, tj. da definiraju istu klasu
funkcija, koje se onda jednim imenom zovu izracunljive funkcije. Da bismo mogli
nesto reéi o izra¢unljivosti na Z,Q,R i C, nuzno je precizno definirati pojam (par-
cijalno) rekurzivne, tj. izra¢unljive funkcije na N jer se na tom pojmu gradi cijela

daljnja teorija.
Za pocetak uvodimo neke pojmove i oznake koje ¢emo cesto susretati, a sluze za
kra¢i zapis i bolju citljivost.
e Za k € N\ {0} neka je & oznaka za uredenu k-torku (zi,...,z;) elemenata
odgovarajucega skupa.
e Za funkciju f neka je Dy oznaka za njezinu domenu.

e Funkciju nazivamo totalnom ako je D; = NF. Ako Zelimo naglasiti da joj
domena nije nuzno ¢itav N¥, nazivamo je parcijalnom i strelicu od domene
prema kodomeni pisSemo —. Ovo ¢emo analogno koristiti i za domene Z,Q, R i
C te njihove Kartezijeve produkte.

e Ako funkcija f nije definirana za neki Z, onda pisemo f(Z) 1, inace f(Z) J.
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e Kazemo da su funkcije f i g parcijalno jednake, u oznaci f ~ g, ako za svaki ¥

vrijedi jedno od sljedecega:
a) f(Z) ], 9(Z) |, f(Z) = g(F)
b) f(Z) 1, g(Z) T

Ponekad ¢emo koristiti i oznaku f(Z) ~ ¢g(7).

Prvi je korak nizom definicija navesti sve $to je potrebno za preciznu definiciju

izracunljive funkcije na N.

Definicija 1.1.1. Sljedece funkcije jednim imenom zovemo inicijalne funkcije:
e nul-funkcija: Z : N — N, Z(n):=0
e funkcija sljedbenika (engl. successor): Succ: N — N, Suce(n) :=n+1
o projekcije: P : N" — N, P(Z) :=xy, gdje jen e N\ {0} i k € {1,...n}

Definicija 1.1.2. Neka su g : N* =~ N te hy,..., h, : N° =~ N funkcije. Za funkciju
f:NF ~ N, definiranu formulom

kazemo da je definirana iz g i hq, ..., h, pomocu kompozicije funkcija.

Definicija 1.1.3. Neka je k € N\ {0} te neka su g : N* — Nih: N**2 — N funkcije.
Za funkciju f : N**! — N, definiranu sa

f(0,7) := g(7)
Fly+1,%) = h(f(y,%),,%),

kazemo da je definirana iz g i h pomocu primitivne rekurzije. Ako je pak k = 0, onda
definicija funkcije f izgleda ovako:

f(0):=a€eN
fly+1):=n(f(y),y)
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Primjer 1.1.4. Funkciju prethodnika (engl. predecessor), u oznaci Pr : N — N,

mozemo definirati pomoc¢u primitivne rekurzije na sljede¢i nac¢in:

Budu¢i da oduzimanje prirodnih brojeva nije totalna funkcija, promatramo njezinu

modifikaciju (uociti tockicu iznad minusa):

r—y, T2y
T =Y =
0, inace.

Tu funkciju mozemo definirati pomocu primitivne rekurzije ovako:

stoga je ona izracunljiva. A

Isprva se smatralo da su kompozicija funkcija i primitivna rekurzija dovoljne da bi
se definirala izracunljiva funkcija. Medutim, pokazalo se da postoje funkcije koje su
izracunljive, ali nisu primitivno rekurzivne. Ackermannova funkcija Ack : N> — N,

definirana sa
Ack(0,y) =y +1
Ack(x 4+ 1,0) := Ack(z, 1)
Ack(z + 1Ly +1) := Ack(x, Ack(zx + 1,y)>,

jedan je od poznatijih primjera. Uvodenjem sljedecega pojma dobilo se upravo ono

sto je nedostajalo.

Definicija 1.1.5. Neka je f : N**1 —~ N funkcija. Za funkciju g : N¥ — N, definiranu

formulom

najmanji z, ako postoji, takav da je f(Z,y) |

o) = py(f(F,y) = 0) = {

za sve y < z te je f(@,2) =0,

kazemo da je definirana iz f pomocu u-operatora.
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Definicija 1.1.6. Najmanja klasa funkcija koja sadrzi sve inicijalne funkcije te je
zatvorena na kompoziciju, primitivnu rekurziju i p-operator naziva se klasa parcijalno

rekurzivnih funkcija. Totalne funkcije iz te klase nazivaju se rekurzivne funkcije.

Buducdi da se klasa parcijalno rekurzivnih funkcija poklapa s klasom RAM-izra¢un-

ljivih funkcija, mozemo reéi da sada znamo $to je izracunljiva funkcija tipa N¥ — N,

Napomena 1.1.7. Za relaciju R C N* sa yp oznatavamo njezinu karakteristi¢nu

funkciju, tj. funkciju koja je definirana ovako:

. 1, 7€eR
Xr(T) = -
0, inace.

Smatramo da je R izracunljiva ako je xp izracunljiva. Primijetimo da je xr uvijek
totalna. A

[staknimo propoziciju o funkciji zadanoj po slucajevima. Cesto ¢emo je koristiti,

bilo izravno, bilo navodeci neke njezine analogone ili generalizacije.

Propozicija 1.1.8. Neka su Ry, ..., R, C N¥ izrac¢unljive relacije takve da za svaki
7 € N* postoji jedinstveni i € {1,...,n} takav da vrijedi ¥ € R;. Nadalje, neka su
fi,-- -y fo o N¥ — N izrac¢unljive funkcije. Tada je funkcija f : N¥ — N, definirana
formulom

f[@), ZeR

fal@), T € Ry,
takoder izracunljiva.
Opcenito, ako je f : D — K izracunljiva i S C D izrac¢unljiv, onda je f ‘S takoder
izracunljiva. Naime, za ¥ € D vrijedi
@), Tes
(7) ~

o T, inace

f

pa iz odgovarajucega oblika propozicije |1.1.8|slijedi izracunljivost od f ‘s'

Za akademske potrebe detaljnije o izracunljivosti na N moze se naéi u [3]. Daljnji
razvoj teorije ovoga rada oslanja se na upravo definirani pojam, dakle potrebno je za

ostale domene i kodomene vidjeti $to znaci da je neka funkcija izra¢unljiva.
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1.2 Prosirenje definicije

U realnoj analizi zapocelo se Peanovim aksiomima, preko kojih je uveden skup N.
Vidjeli smo da se svaki cijeli broj moze prikazati pomocu prirodnih brojeva, zatim
da se svaki racionalni broj moze prikazati pomocu cijelih i prirodnih itd. Otprilike
slican pristup napravit ¢emo i ovdje, tj. iskoristit cemo definiciju izracunljive funkcije

na N kako bismo taj pojam definirali na Z i Q te njihovim Kartezijevim produktima.

Definicija 1.2.1. Za funkciju f : N* — N! kazemo da je izracunljiva ako je za svaki
i € {1,...,1} njezina komponentna funkcija f; : N¥ — N izra¢unljiva.

Uoc¢imo da se u gornjoj definiciji koristi princip ,,svodenja na komponente” po
kojem je, primjerice, definirana neprekidnost vektorskih funkcija vise realnih varijabli,
uz poznatu neprekidnost komponentnih realnih funkcija. Gornja definicija vrlo je
vazna kao temelj za neke kasnije definicije.

Uvodimo oznaku za podskup skupa N? pomo¢u kojega se mogu jednoznaéno pri-
kazati (engl. represent) svi cijeli brojevi:

Repry = {(:c,y)E{O,l}xN: y:O:>:U:0}.

Lako se vidi da je to izraculjiv skup. Za z = (=1)"y € Z, gdje je (z,y) € Repry,
jasno je da (—1)* predstavlja predznak, a y apsolutnu vrijednost broja. Ogranic¢enje
x € {0, 1} vazno je zbog jednoznacnosti. Bez toga ogranienja mogli bismo npr. broj
—2 prikazati kao (—1)* - 2, ali i kao (—1)® - 2. Iz istoga razloga posebno razmatramo
i slucaj kada je z = 0 € Z, zbog ¢ega u tom slucaju fiksiramo z = 0. Nadalje,

Reprq = {(x,y,z) € Repry x N: Ged(y,z+ 1) = 1}

podskup je skupa N® pomoéu kojega se mogu jednoznaéno prikazati svi racionalni
brojevi, pri ¢emu je Ged : N> — N (engl. greatest common divisor) funkcija koja
oznacava najvecu zajednicku mjeru dvaju prirodnih brojeva. Istaknimo samo da je

za q = (—1)m27j{1 € Q, gdje je (z,y,%2) € Reprg, radi jednoznac¢nosti potrebno

zahtijevati da je razlomak % do kraja skracen.
z

Kako bismo mogli dokazati izracunljivost funkcije Ged, krenimo od sljedece dvije

funkcije:



POGLAVLJE 1. PREBROJIVA IZRACUNLJIVOST 7

o Divye : N2 — N, gdje je Divye(,y) rezultat cjelobrojnoga dijeljenja z sa y
o Mody: : N> = N, gdje je Mody2(x,y) ostatak pri dijeljenju z sa y

Dodefiniramo 1i (radi totalnosti) Divyz(z,0) := 2z, Vo € N, vidimo da tu funkciju

mozemo karakterizirati ovako:

L, yZO

Divne(z,y) =
(@) (qux)((z+1)-y>x), y # 0.

Sada iz propozicije[l.1.8 odmah slijedi izra¢unljivost funkcije Divyz. Takoder, buduéi
da je Modyz(z,y) = © =y - Divyz(z,y), odmah slijedi i izra¢unljivost te funkcije.
Uocimo da je ovdje automatski ispunjeno Modyz(z,0) = z, Va € N. Iz elementarne
matematike poznato je da vrijedi

Divye (x -, Lcm(x,y)), r#£0ANYy #0

0, inace,

Ged(z,y) =

gdje je Lem(z,y) (engl. lowest common multiple) najmanji prirodni broj djeljiv i sa
x i sa y. Preciznije, Lem : N2 — N, definirana formulom

Lem(z,y) = (pz < x-y) (Mosz(z, x) + Modyz(2,y) = O),

izracunljiva je funkcija jer je definirana pomocu p-operatora, uredaja na N, zbrajanja,
mnozenja te funkcije Modyz, tj. onih funkcija Cija je izracunljivost ve¢ dokazana. 1z
toga slijedi izrac¢unljivost funkcije G'ed, a tada i skupa Reprg.

Sada imamo prikladan alat za definiranje izracunljive funkcije s domenom NF i
kodomenom 7 ili Q.

Definicija 1.2.2. Za funkciju f : N¥ — Z kaZemo da je izracunljiva ako postoji

izra¢unljiva funkcija g : N¥ — Repry, takva da za svaki ¥ € N* vrijedi

f(@) = (~1)" P go(T).

Definicija 1.2.3. Za funkciju f : N¥* — Q kaZemo da je izracunljiva ako postoji
izracunljiva funkcija g : N¥ — Reprg takva da za svaki 7 € N¥ vrijedi

) ~ (—1)91@) 92(%)
J(@) = (-1
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Vidimo da je izra¢unljivost funkcija s domenom N* i kodomenom Z ili Q prirodno
slijedila iz prikaza proizvoljnoga elementa kodomene pomocu prirodnih brojeva. Prvi
netrivijalan slucaj pojavljuje se kada je domena skup R. Razlog je tome Sto ne
mozemo egzaktno prikazati proizvoljan realan broj pomoc¢u kona¢no mnogo prirodnih
brojeva. Medutim, iz realne analize znamo da se realni brojevi mogu po volji blisko

aproksimirati racionalnim brojevima pa dobivamo sljede¢u definiciju.

Definicija 1.2.4. Za funkciju f : N* — R kaZemo da je izracunljiva ako postoji
izracunljiva funkcija g : N¥+*1 —~ Q takva da je D, = Dy x N te za svaki ¥ € Dy i za
svaki [ € N vrijedi

l9(Z,1) — f(@)] < 27",

Napomena 1.2.5. U prethodnoj definiciji mozda nije jasno kako D, ovisi o Dy.

Smatramo da vrijedi ovo:
F(7) 4 = (W eN)g(@,1) L. A

Sada analogno definiciji mozemo reéi Sto je izracunljiva funkcija kojoj je
domena (podskup od) N¥, a kodomena Z!, Q!, ili R!. Primjerice, f : N¥ — Z! je
izracunljiva ako je za svaki i € {1,...,l} njezina komponentna funkcija f; : N* — 7Z

izracunljiva.

Do sada smo govorili samo o realnim kodomenama. Motivacija za pojam izracunlji-
ve funkcije s kodomenom C leZi u tome da se topoloske strukture prostora C i R?
podudaraju. Naime, u kompleksnoj se analizi funkcija f : C — C cesto pise u obliku
f=u+i-v tj f(z) = (u(z),v(z)), gdje su u,v : Dy — R realne funkcije jedne
kompleksne, odnosno dvije realne varijable. Tada je f neprekidna ako i samo ako su
obje funkcije w i v neprekidne. Ovdje nam neprekidnost sluzi samo kao obrazac za
prosirenje definicije, no kasnije ¢emo vidjeti da je veza izracunljivosti i neprekidnosti

puno dublja.

Definicija 1.2.6. Za funkciju f : N* — C kaZemo da je izracunljiva ako postoji
izra¢unljiva funkcija g : N¥ — R? takva da za svaki ¥ € N* vrijedi

f(@)=q(T) +i-g2(7).

Promotrimo sada funkcije u ,obratnom smjeru”, tj. one kojima je domena neki

pravi nadskup od N, a kodomena skup N. Prirodno je poceti od skupa Z.
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Definicija 1.2.7. Za funkciju f : Z — N kazemo da je izracunljiva ako postoji
izracunljiva funkcija g : Reprz — N takva da za svaki z = (—1)%y € Z, gdje je
(x,y) € Repry, vrijedi
f(z) = g(z,y).
Primjer 1.2.8. Promotrimo funkciju Absz : Z — N, definiranu formulom
z, z>0

—z, z<0.

Absz(z) =

Dokazimo da je ona izrac¢unljiva. Prema definiciji [[.2.7] treba naéi izracunljivu funk-
ciju g : Repry — N takvu da za svaki z = (—1)%y € Z, gdje je (x,y) € Repry, vrijedi

Absz(z) ~ g(x,y). Uotimo da g = PQQ‘ ispunjava te uvjete. Funkcija ¢ restrikcija
Z

Repr
je inicijalne funkcije na izrac¢unljiv skup, stoga je izrac¢unljiva, sto se i trazilo. A

Vidjeli smo da se izrac¢unljivost na Z svodi na ranije definiranu izracunljivost na
N2 jer je svaki cijeli broj prikaziv pomoc¢u dva prirodna broja. Postavlja se pitanje

kako postupiti u opcenitijoj situaciji, koju isticemo u sljede¢oj napomeni.

Napomena 1.2.9. Neka je K € {N,Z,Q,R,C}. Zanima nas izracunljivost funkcije

f: ]S — K, pri ¢emujen € N, a S; (i € {1,...,n}) skup &iji se proizvoljan
i=1

element moze jednoznac¢no prikazati pomocéu konacno mnogo prirodnih brojeva. U

tu svrhu uvodimo sljedece oznake:

e Dim(S;) := broj prirodnih brojeva pomocu kojih se moze jednoznac¢no prikazati

proizvoljan element iz S;
e R; := podskup skupa NP™(%) pomoéu kojega je taj prikaz ostvariv

Svakako je prvo nuzno reci sto je izracunljiva funkcija s domenom 5;. Smatramo da
je g : S; = K izracunljiva ako postoji izracunljiva funkcija ¢’ : R; — K takva da za
svaki £ € S; prikazan pomoéu ¥V € R; vrijedi

g(7) ~ ¢ (F(i)) .

Tada mozemo rec¢i da je f : H S; — K izracunljiva ako postoji izracunljiva funkcija
i=1

' H R; — K takva da za svaki (:E'(l), o ,f(”)) € H S; vrijedi

i=1 i=1

f(f(l),...,f(")) ~ f’(F(l),...,F(n)),



POGLAVLJE 1. PREBROJIVA IZRACUNLJIVOST 10

gdje je £ € S; prikazan pomocéu 7 € R;, za svaki i € {1,...,n}. A

Prema napomeni i analogno definiciji [1.2.7] slijedi da se izrac¢unljivost funk-

cije f : Q@ — N takoder moZe svesti na pitanje izracunljivosti na N*.

Definicija 1.2.10. Za funkciju f : Q@ — N kazemo da je izracunljiva ako postoji
izracunljiva funkcija g : Reprg — N takva da za svaki ¢ = (—l)wﬁ € Q, gdje je
(x,y,2) € Reprg, vrijedi
fla) ~g(z,y,2).
Sada imamo dovoljno dobru podlogu za definiranje (parcijalno) izracunljivih funk-

cija ¢ije su domene Kartezijevi produkti skupova N, Z i Q, a kodomene Kartezijevi
produkti skupova N, Z, Q,R i C. Pogledajmo to na jednom primjeru.

Primjer 1.2.11. Za funkciju f : Z x Q — R kazemo da je izra¢unljiva ako postoji
izracunljiva funkcija g : Repry x Reprg — R takva da za svaki (z,q) € Z x Q vrijedi

f(Z7Q> = g(x17$2>x37x47$5)7
Ty
Ty —|— 1’

Uoc¢imo jedan vazan detalj. Dosad smo u domeni ili kodomeni imali isklju¢ivo

3

gdjeje z = (—=1)"xa, (x1,22) € Reprz te ¢ = (—1) (w3, x4, 25) € Reprg. A

N¥, gdje je k > 1. Prirodno je postaviti pitanje kako definirati izrac¢unljivost za
funkcije koje ni u domeni ni u kodomeni nemaju taj skup. Kao odgovor se namece
kompozicija funkcija. Primjerice, f : Z — Q je izracunljiva ako postoje izracunljive
funkcije g : N> — Qi h : Z — N3 takve da je f ~ g o h. Kasnije ¢emo detaljno
prikazati i druge pristupe ovome problemu.

1.3 Izracunljivost na Z

Iz dosadasnjih razmatranja vidimo da postoje barem dva nacina kako definirati pojam
izracunljive funkcije f : Z — Z. Jedan je nacin pomocu kompozicije, a drugi je
analogan definiciji i praktican je za dokazivanje. Prvo navodimo obje definicije

i dokazujemo teorem o njihovoj ekvivalentnosti.

Definicija 1.3.1. Za funkciju f : Z — Z kazemo da je kompozicijski izracunljiva ako
postoji k € N\ {0} te izracunljive funkcije g, : N¥ — Z i g, : Z — NF takve da vrijedi
f~gi0g.
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Definicija 1.3.2. Za funkciju f : Z — Z kazemo da je reprezentacijski izracunljiva
ako postoji izra¢unljiva funkcija g : Repry — Z takva da za svaki z = (—1)%y € Z,
gdje je (z,y) € Repry, vrijedi

f(2) = g(z,y).

Teorem 1.3.3. Funkcija f : Z — Z kompozicijski je izracunljiva ako i samo ako je

reprezentacijski izracunljiva.

Dokaz. Pretpostavimo da je f kompozicijski izracunljiva. Neka je z = (=1)"y € Z
proizvoljan, gdje je (x,y) € Repry. Treba nadi izracunljivu funkciju g : Repry — Z
takvu da je f(2) ~ g(z,y). Bududi da je g, : N¥ — Z izracunljiva, iz definicije
slijedi da postoji izracunljiva funkcija h : N¥ — Repr; takva da za svaki ¥ € N*
vrijedi g1 (%) ~ (=1)"@hy(F). Nadalje, buduéi da je go : Z — NF izracunljiva,
postoji izracunljiva funkcija [ : Reprz — NF takva da za svaki w = (—1)"v € Z, gdje
je (u,v) € Repry, vrijedi go(w) ~ l(u,v). Tada vrijedi:

F(=1)y) = f(2) = g1(92(2)) = gr (U, y)) = (1) D hs (i, y)).

Definiramo funkciju ¢’ : Repry — Repry tako da za njezine komponentne funk-
cije vrijedi ¢i(z,y) ~ h;i(l(z,y)), ¢ € {1,2}. Ona je izracunljiva kao kompozicija
izra¢unljivih funkcija na N¥. Kona¢no, definiramo li funkciju g : Reprz — Z tako da
bude g(z,y) ~ (—=1)%@V gh (x,y), slijedi da je g izracunljiva i f(z) ~ g(x,y).

Obratno, pretpostavimo da je f reprezentacijski izracunljiva. Treba na¢i k € N\ {0}
te izracunljive funkcije g, : N¥ — Z i g5 : Z — NF takve da vrijedi f ~ g; o go.
Definiramo k := 2 i g; := g, gdje je g funkcija iz definicije Dakle, vrijedi da je

g1 : N2 =~ Z i gy je izracunljiva. Funkciju g definiramo za z € Z na sljedeéi nacin:

_)(0,2), =2>0
9:(2) = (1,—2), z<O.

Tada je f =~ gy o go. Preostalo je dokazati da je g, izracunljiva, tj. da su njezine
komponentne funkcije izracunljive. Radi preglednije notacije oznac¢imo ih sa u i v,
dakle u,v : Z — N. Uotimo da za svaki (z,y) € N? vrijedi u((—1)%y) ~ P(z,y) i
v((=1)%y) ~ P}(x,y). 1z definicije [1.2.7] slijedi da su u i v izracunljive, a tada i go,
sto je trebalo dokazati. ]
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Posljedica je ovoga teorema da sada bez opasnosti od dvosmislenosti mozemo
jednostavno reé¢i da je neka funkcija f : Z — Z izracunljiva, umjesto da navodimo
u kojem je tocno smislu izracunljiva. Zbog te ekvivalentnosti bilo koja od tih dviju
definicija moze se koristiti po potrebi.

Napomena 1.3.4. Razlika izmedu definicija i samo je u kodomenama
funkcija f i ¢g. Prema tome i napomeni|l.2.9} oc¢ito je kako bismo definirali izrac¢unljivost
funkcije kojoj je domena neki podskup od Z*, za neki k € N\ {0, 1}, a kodomena Z. To
je vazno jer je, primjerice, funkcija zbrajanja cijelih brojeva upravo tipa Z? — Z. A

Propozicija 1.3.5. Ako su fi, fo : Z — Z izracunljive, onda je fio fo : Z — Z
takoder izracunljiva.

Dokaz. Prema teoremu [1.3.3] bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da su
fi 1 fo reprezentacijski izracunljive. Dakle, za svaki ¢ € {1,2} postoji izra¢unljiva
funkcija ¢; : Repry — Z takva da za svaki z = (—=1)*y € Z, gdje je (x,y) € Repry,
vrijedi fi(2) ~ gi(z,y). Buduéi da je g izracunljiva, iz definicije slijedi da
postoji izracunljiva funkcija h : Repry — Repry takva da za svaki (z,y) € Repry,
vrijedi go(z,y) ~ (=1)M@EWhy(z,y). Stavimo sada g := g; o h. To je izracunljiva
funkcija kao kompozicija izracunljivih funkcija na N*. Za z = (—=1)%y € Z, gdje je
(x,y) € Repry, racunamo:

(fro f2)(z) = filga(z,9) = (=) hs(a,y))
=01 (hl(l', y)7 h'Q(:Ev y)) - g(fE, y)
Time je dokaz ove propozicije dovrsen. ]

U sljedeé¢im propozicijama dokazat ¢emo izracunljivost funkcije suprotnoga broja,
te zbrajanja i mnozenja cijelih brojeva. Kako bismo izbjegli dvoznac¢nost u koristenju
standardnih oznaka za te funkcije, koristit ¢emo ih za analogne funkcije na prirodnim
brojevima, a posebne oznake ako se radi o cijelim brojevima. Inace, kad god ne bude
postojala moguc¢nost zabune, koristit ¢emo standardne oznake, bez obzira na to o
kojoj se domeni radi.

Propozicija 1.3.6. Oppy, : Z — Z, definirana formulom
Oppz(2) == —z,

izracunljiva je funkcija.
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Dokaz. Definiramo funkciju h : Repry — Repry na sljedeci nacin:
(0,0), y=0

(Ly), y#0Axz=0

0,9), y#0Az=1

T, inace.

h(z,y) ~

Komponentne funkcije h; i ho definirane po slucajevima iz izracunljivih funkcija pa
su i one izracunljive, stoga je i h izracunljiva. Definiramo funkciju g : Repry — Z
tako da je g(x,y) =~ (—1)@Why(z,y). Uotimo da je tada g izra¢unljiva i vrijedi

(_1)0 0= 07 y=

(D' y=-y, y#0nz=
g(x,y) ~ 0

(1) y=y, y#0rz=1

T, inace

Neka je sada z = (—1)"y € Z proizvoljan, gdje je (z,y) € Reprz. Tada vrijedi
Oppz(2) ~ g(z,y), stoga je Oppz izracunljiva. |

Propozicija 1.3.7. Addy : Z?> — 7Z, definirana formulom

Addz(zl, 22) = z1 + 29,
izracunljiva je funkcija.
Dokaz. Prema opisanom u napomeni|l.3.4, dovoljno je dokazati da postoji izracunljiva
funkcija f : Repri — 7Z takva da za svaki (21, 29, 23, 14) € Reprz vrijedi

Addz((—l)“”le, (—1)963954) ~ f(x1, 22, 3, 24).

Iz definicije slijedi da treba naéi izracunljivu funkciju g : Reprz — Repry takvu
da za svaki € Reprz vrijedi

F(@) = (1)@ gy(T).
Vrijednost funkcije f, prikazana kao (—1)¥'y,, mora odgovarati zbroju dva cijela
broja, tj. treba vrijediti

(=1)" w2 + (—=1)"2g = (—=1)" 1. ()

Dakle, potrebno je y; i yo izraziti pomocu z;, za i € {1,2,3,4}. Razlikujemo cetiri

sluc¢aja, ovisno o vrijednostima eksponenata z; i x3.



POGLAVLJE 1. PREBROJIVA IZRACUNLJIVOST 14
® 1 = XT3 = 0
Tada relacija postaje o+ x4 = (—1)¥ys, iz Cega slijedi vy = 01 yo = o+ 4.

o 11 =0,23=1
Tada lijeva strana relacije postaje x9 —x4. Buduéi da moramo voditi racuna
o tome da bude y; € {0,1} i y2 € N, postoje dva slucaja.

(0,20 ~x4), T3> 14

(y1,92) =
(].,.%‘4;%'2), To < Ty

e v =123=0
Analogno prethodnom sluc¢aju dobijemo

(0,24 = x3), 4> T2

(y1,92) =
(1,29 = x4), @y < 4.

e ri=x3=1
Tada relacija () postaje —zo—xy = (—1)¥' 10, iz Cegaslijedi y; = 11 yy = zo+24.

Za trazenu funkciju g definiramo njezine komponentne funkcije na sljede¢i nacin:
9i(w1, T2, w3, 14) 1= y;, Vi € {1,2}.

Buduéi da su y; i yo dobiveni pomocu izracunljivih funkcija na N definicijom po
slucajevima, slijedi da su funkcije g1 i go izracunljive. Iz toga slijedi da je funkcija g
izracunljiva, sto je i trebalo dokazati. ]

Iz dosad dokazanoga odmah dobivamo izracunljivost funkcije oduzimanja cijelih

brojeva, tj. funkcije Suby : Z? — Z, definirane formulom
Subz(z1, z9) := Addz(z1, Oppz(22)).
Propozicija 1.3.8. Multy : Z* — Z, definirana formulom
Multz(z1, z2) = 21 - 22,

izracunljiva je funkcija.
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Dokaz. Prema opisanom u napomeni[l.3.4], dovoljno je dokazati da postoji izracunljiva
funkcija f : Repri — Z takva da za svaki (x1, 79, T3, 14) € Reprs vrijedi

MUltz((—l)xlwg, (—1)963334) ~ f(.il?l, T2, T3, .734).

Prema definiciji|1.2.2] dovoljno je na¢i izracunljivu funkciju g : Reprz — Reprz takvu
da za svaki & € Repr?, vrijedi

F(@) = (1) gy(@).

Vrijednost funkcije f, prikazana kao (—1)¥'ys, mora odgovarati umnosku dva cijela
broja, tj. treba vrijediti

(=D wg - (=1)%s = (=1)"y2.

Ocito je yo = 9 - x4, no kod y; moramo uzeti u obzir da on mora biti ili 0 ili 1. Prema
tome, dobivamo
0, 1 = T3 = 1

Y= o
x1 + T3, 1nace.

Sada kao i u prethodnom dokazu slijedi da je g izracunljiva, sto je i trebalo dokazati.
|

Ponekad je korisno prirodan broj promatrati kao cijeli. Sljede¢a propozicija govori
upravo o izra¢unljivosti funkcije ulaganja (engl. embedding) skupa N u skup Z.

Propozicija 1.3.9. Emb: N — Z, definirana formulom
Emb(z) =z,
izracunljiva je funkcija.

Dokaz. Prema definiciji [1.2.2] treba naci izracunljivu funkciju g : N — Repry takvu
da za svaki x € N vrijedi
z~ (=1)9@ gy ().

Ocito je g1 = Z (nul-funkcija) te go = P!. To su inicijalne funkcije, stoga je g

izracunljiva. u
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Funkcija predznaka prirodnoga broja, u oznaci Sg : N — N (engl. sign), bila je
klju¢éna za izracunljivost uredaja na N. Kako bismo mogli raspravljati o izrac¢unljivosti
uredaja na Z, uvodimo funkciju Argz : Z — N, koja ¢e na 7Z igrati istu ulogu kao Sg
na N. Tu funkciju za z € Z definiramo ovako:

0, 2>0

Argz(z) ==
1, z<0.

Motivacija za oznaku Argz dolazi od toga da djelovanje ove funkcije na Z podsjeca
na djelovanje funkcije argumenta kompleksnoga broja (polarni prikaz).

Promotrimo jedan detalj kako bi uloga upravo definirane funkcije postala jasnija.
Za proizvoljne 21, 29 € Z vrijedi sljedeéi niz ekvivalencija:

n<zmez—2n<0s Argy(z —z) =1.

Dakle, buduéi da je x. = Argz o Subz, izracunljivost relacije < na Z ekvivalentna je

izracunljivosti funkcije Argy.
Propozicija 1.3.10. Argy je izracunljiva funkcija.

Dokaz. Analogno primjeru[1.2.8] stoga ispustamo detalje. Razlika je samo u funkciji
g, koja je ovdje jednaka Plz‘ |

Reprz.
Ako su R i S izracunljive k-mjesne relacije na Z, tada su i relacije =R i R A S

izra¢unljive. Naime, za ¥ € ZF oéito vrijedi ovo:
X-r(T) = 1= xgr(T)
Xras(Z) = Xr(Z) - xs(Z)

Iz toga i prethodne propozicije slijedi izracunljivost ostalih uredajnih relacija na Z,
sto isticemo u sljede¢oj propoziciji. Bududi da je {—, A} baza za skup {—, A, V, —, <}
logickih veznika, dobivamo i izracunljivost relacija RV S, R — S te R + 5.

Propozicija 1.3.11. Sljedece su relacije izracunljive: >, >, < =i #.

Dokaz. Neka su x,y € Z proizvoljni. Tada redom vrijede sljedec¢e ekvivalencije pa

izracunljivost navedenih relacija izravno slijedi iz njih.
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o x>y (r<y)

e r>yYy=>y<x

oz <y (r>y)

er=y& (r<yNy<uz)

e r £y (r=y) u

Jedan je od ciljeva ovoga rada ispitati vrijede li neki teoremi iz realne analize ako
se egzistencija zamijeni izracunljivos¢u. Zanimljivo je pogledati izra¢unljivi analogon
teorema o dijeljenju s ostatkom. Za pocetak je vazno dati dobru karakterizaciju funk-

cija Divgyn : Z X N — 7 i Modyyy : Z X N — 7 te dokazati njihovu izracunljivost.
Funkciju Divy.n karakteriziramo ovako:

Divn:(|z|, y), x>0
Divzyn(z,y) = § —Divye (|2, y), r < 0A Modn(|z],y) =0
—Divnz(|z],y) — 1, < 0A Mody:(|z|,y) # 0.
Buduéi da smo prethodno dokazali izracunljivost svih funkcija i relacija koje se ovdje

spominju, primjenom analogona propozicije slijedi da je funkcija Divz«n takoder

izracunljiva. Uoc¢imo da za funkciju Modyyy vrijedi

MOdZXN(xa y) =T =Y DiUZXN(x7y)7
odakle slijedi i njezina izrac¢unljivost.

Izracunljivi analogon teorema o dijeljenju s ostatkom moguce je formulirati na vise

nacina, no ovdje navodimo onaj koji je u skladu s prethodno spomenutim funkcijama.

Teorem 1.3.12. Postoji izracunljiva funkcija Qtr : Z x N — Z? (engl. quotient,
remainder) takva da za svaki (z,y) € Z x N i (q,r) = Qtr(z,y) vrijedi

r=q-y+r i y>0=0<r<uy.

Dokaz. 1z prethodno provedene konstrukcije zaklju¢ujemo da uz Qtr; = Divgyy i
Qtry = Modyxy vrijedi © = ¢ -y + r. Pokazali smo da su to izracunljive funkcije,

stoga je i Qtr izracunljiva. Pretpostavimo da je y > 0. Odmah vidimo da je r > 0,
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stoga preostaje dokazati da je r < y. Uoc¢imo da je r zapravo najmanji nenegativni

¢lan skupa {x —y -z : z € Z}. Dakle, ako je r =z —y - 29, za zo € Z, onda je

O>z—y-(20+1)=2—y-2—v,
—_——

r

sto je ekvivalentno s r < y. |

1.4 Izracunljivost na Q

Osnovni koncepti izracunljivosti funkcije f : Q@ — Q vrlo su sli¢ni onima iz prethod-
noga potpoglavlja. Takoder postoje dvije moguce definicije, za koje se moze pokazati
da su ekvivalentne, no ovdje ¢emo ipak izostaviti taj dokaz. Za pocetak ¢emo samo
navesti te dvije definicije.

Definicija 1.4.1. Za funkciju f : Q — Q kazemo da je kompozicijski izracunljiva
ako postoji k € N\ {0} te izra¢unljive funkcije g, : N¥ — Qi go : Q — NF takve da
vrijedi f >~ g; o g.

Definicija 1.4.2. Za funkciju f: Q — Q kazemo da je reprezentacijski izracunljiva

ako postoji izracunljiva funkcija g : Reprg — Q takva da za svaki ¢ = (—1)9”% € Q,
z

gdje je (z,vy, z) € Reprq, vrijedi

flq) = g(z,y).

Napomena 1.4.3. Neke tehnike dokazivanja izracunljivosti na QQ predstavit ¢emo
u dokazu izracunljivosti funkcije zbrajanja racionalnih brojeva. Dokazi za ostale
elementarne funkcije (suprotan broj, oduzimanje, mnozZenje, uredaj i sl.) provodili bi
se na slican nacin ili postupkom nalik onome za odgovarajuce funkcije na Z, stoga je

to izostavljeno. AN

Budu¢i da racionalne brojeve poistovjecujemo s razlomcima koji su do kraja
skraceni, korisno je imati funkciju koja prima dva prirodna broja te ih dijeli nji-
hovom najvecom zajednickom mjerom. To je funkcija Rdc : N*> — N? (engl. reduce),

definirana formulom
Rde(z,y) = (DivN2 (x, Ged(z,y)), Divye(y, ch(:r,y))).

Odmah vidimo da se radi o izracunljivoj funkciji.



POGLAVLJE 1. PREBROJIVA IZRACUNLJIVOST 19

Propozicija 1.4.4. Addg : Q* — Q je izracunljiva funkcija.

Dokaz. Kao i u dokazu analogne funkcije na Z?2, vidimo da treba naéi izra¢unljivu
funkciju f : Reprg — Q takvu da vrijedi

Addg(q1, g2) = f(T),

gdje je & = (w1, x9, w3, T4, T5, T6) € Repré takav da je ¢; prikazan pomocu (z1, 2, 3),
a g pomoéu (x4, x5, x¢). Iz definicije slijedi da treba naéi izra¢unljivu funkciju
qg: Repré — Reprg takvu da za svaki @ € Repré vrijedi

92(T)

Z) ~ (—1)91(&) )
@) = (om0

Sada smo u uvjetima definicije [1.2.1], stoga za svaku komponentnu funkciju g1, g2, g3
treba pokazati da je izracunljiva. Uoc¢imo da funkcija g treba ,simulirati” zbrajanje
dva racionalna broja, tj. ako je ¢(Z) = (1,2, y3), onda treba vrijediti

)
—1)* —1)*4
(17 2+ ()

Iy o
ZEG—f—]__

w2
(—1) vt 1 (1.1)

Prisjetimo se pravila za zbrajanje razlomaka iz elementarne matematike: brojnik je
zbroj dva ,,dijagonalna” umnoska, nazivnik je umnozak dva nazivnika, zatim dobiveni

razlomak do kraja skratimo. Radi lakse ¢itljivosti oznac¢imo:

A = Addy ((=1)" za(w + 1), (=1)™a5(23 + 1))
M = (ZL‘3+1)(I6+1)

Tada vrijedi:

y1 = Argz(A)
Yo = RdCl (Asz<A), M)
Y3 = RdCQ (AbSZ(A), M)

Primjenom gotovo svih dosadasnjih rezultata slijedi da je za svakii € {1, 2,3} funkcija
X +— y; izracunljiva. To su upravo komponentne funkcije od g, iz Cega slijedi da je g
izracunljiva, sto je i trebalo dokazati. ]
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Na kraju ovoga poglavlja istaknimo jo$ dvije korisne funkcije. Radi se o funk-
cijama koje zadani razlomak preslikavaju u apsolutnu vrijednost brojnika, odnosno
u vrijednost nazivnika. Dakle, za ¢ = (—1)”5% € Q, gdje je (z,y,2) € Repro,

z

funkcija Num : Q — N (engl. numerator) definirana je formulom
Num(q) :=y,
dok je Den : Q — N (engl. denominator) definirana formulom

Den(q) := z+ 1.

za funkciju Num, odnosno

Promotrimo li definiciju [1.2.10|i stavimo li ¢ = P3

g = (Succo P)

eprg

" za Den, vidimo da su obje navedene funkcije izracunljive.
eprg




Poglavlje 2

Neprebrojiva izracunljivost

2.1 Motivacija

Jedan je od ciljeva ovoga rada razumjeti i pokusati formalno odgovoriti na pitanje
uz koje je uvjete funkcija f : R — R izracunljiva. U prethodnom poglavlju proma-
trali smo domene ¢iji se proizvoljan element moze prikazati pomoc¢u kona¢no mnogo
elemenata iz N, izravno ili u nekoliko koraka. To ovdje nije slucaj, tj. mozemo reci
da je, u skladu s prethodnim oznakama, Dim(R) = oco. Stoga je potreban jedan
sasvim drugaciji pristup pa, prema intuitivnom poimanju izra¢unljivosti, za pocetak
razmisljajmo malo u terminima visetracnoga Turingovoga stroja T'. Pretpostavimo
da za zadani z € R Zelimo pomo¢u T odrediti f(x) € R te da T ima sljede¢e dodatne
karakteristike:

e na prvoj traci mozemo zadati toénost (¢) u kojoj nesto zelimo izracunati
e ulazni podatak nalazi se na drugoj traci

e rezultat se akumulira na treéu traku

Uoc¢imo da stroj ima najmanje 3 trake, dakle moze imati vise ,,radnih” traka. Kako
bismo osigurali da stroj u nekom trenutku stane te na trec¢oj traci bude zapisana
aproksimacija rezultata, moramo zadati neku to¢nost €. Drugim rijecima, oznac¢imo
li dobivenu aproksimaciju sa y, treba vrijediti |y— f(x)| < e. Stroj odreduje znamenke
rezultata dok se ne postigne ta tocnost. Vazno je napomenuti da € ne smije utjecati
na logiku rada stroja, tj. on mora raditi po nekom unaprijed definiranom algoritmu,

bez obzira na e.

21
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Primjer 2.1.1. Kao ilustraciju promotrimo funkciju f : R — R, f(x) = L te rad
stroja za ulazni podatak x = m. Prvu znamenku prije decimalne tocke stroj moze
odmah odrediti obavljajuéi cjelobrojno dijeljenje (Divyz(3,2)). S druge strane, da
odredi k-tu znamenku poslije decimalne tocke, stroj treba procitati i, znamenaka
broja 7. Za sljede¢u, (k + 1)-vu, znamenku potrebno je procitati i, znamenaka
broja 7, gdje je ixr1 > ix. Uz prijenos ostatka i primjenu funkcije x — Divyz(x, 2)
jasno je da stroj moze tako izra¢unati 7/2 na zadanu tocnost. éitanjem jedne po
jedne znamenke broja m dobivamo niz (z,)neny = (3,3.1,3.14,3.141, .. .), ¢iji je limes
upravo w. Uz opisani postupak odredivanja znamenaka rezultata ocito se konstruira
niz (Yn)nen, Ciji je limes f(z), a na tre¢oj je traci zapisan upravo onaj element y toga
niza za koji je postignuta zadana tocnost. A

Ovaj teorijski koncept odrazava ideju o tome da je podatak o a prior: beskonacno
mnogo decimala broja koji Zelimo izrac¢unati zapravo skriven u ne¢emu sto je konacno,
a to su instrukcije algoritma prema kojem stroj radi (jasno je da tih instrukcija ima
kona¢no mnogo). Sliéno pise i Iljazovi¢ u [I]. Motivirani prethodnim primjerom
nasluc¢ujemo da svaka izracunljiva funkcija f : R — R nuzno mora biti neprekidna.
Sa xj, oznac¢imo broj koji se dobije nakon Sto stroj proc¢ita prvih k£ znamenaka ulaznoga
podatka x > 0. Ako zelimo rezultat izracunati na [ decimala, tj. dobiti aproksimaciju
y, onda prema dosadasnjem poimanju podrazumijevamo da c¢e stroju biti dovoljno
procitati neki z;. Tada za svaki 2’/ € [Ik,xk -+ 10_’“} vrijedi f(2') € {y,y -+ 10_l}.
Primijetimo da ovo upravo odgovara € — § definiciji neprekidnosti funkcije zdesna.

Analogno, za x < 0 govorimo o neprekidnosti slijeva.

Pogledajmo primjer koji dodatno ucvrséuje intuiciju o nuznosti neprekidnosti.

Neka je a € R proizvoljan. Funkcija d, : R — R zadana je formulom

1, z=a

0, z#a.

Ova funkcija nije neprekidna. Za a = 7 nije moguce raditi nikakvu aproksimaciju
broja d,(m) jer o¢ito moramo procitati sve znamenke ulaza da bismo utvrdili da je

jednak broju 7, sto je nemoguce.

U skladu s navedenim prirodno se postavlja pitanje Sto bi bio izracunljiv broj.

Intuicija sugerira da su izracunljivi brojevi oni brojevi koji mogu biti izracunati na
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zadanu preciznost koristenjem nekoga algoritma koji staje nakon kona¢no mmnogo
koraka i ispisuje trazeni rezultat. Zanimljivo je kako Marvin Minsky u knjizi [2]
neformalno definira taj pojam:

,Broj x izracunljiv je broj ako postoji Turingov stroj koji za n € N,

zapisan na traci, staje i na toj je traci zapisana n-ta znamenka od x.”

Alternativno bismo mogli re¢i da taj Turingov stroj za zadani n uspjesno ispise prvih
n znamenaka na traku, a stane nakon n-te. To naglasava Minskyjevu primjedbu da
koristenjem Turingova stroja, koji je definiran konacnom tablicom funkcije prijelaza,

mozemo odrediti ono sto je potencijalno beskonacno — string znamenki.

Koliko ima izracunljivih brojeva? Svakako bismo ocekivali da nije svaki realan
broj ujedno i izracunljiv. Naime, Turingovih strojeva ima prebrojivo mnogo — to
slijedi iz ¢injenice da ih je moguée kodirati nizovima prirodnih brojeva (za detalje
pogledati skriptu [4]). Stoga, iz Minskyjeva poimanja izrac¢unljivoga broja intuitivno

mozemo zakljuciti da izracunljivih brojeva ima najvise prebrojivo mnogo.

2.2 Prikaz realnoga broja

Realni brojevi uobicajeno se prikazuju kao decimalni brojevi, sto znaci da mogu biti
i beskonac¢ni neperiodicki. Mozemo rec¢i da se radi o nekom numerickom stringu.
Primjerice, 3.14159... prikaz je broja m. Premda jo$ nemamo formalnu definiciju
izracunljive funkcije f : R — R, ocekivali bismo da neki teorijski stroj za racunanje
izracunava tu funkciju tako da prevodi jedan numericki string u drugi. U prethodnom
potpoglavlju spomenuli smo primjer izracunavanja funkcije dijeljenja s 2 i tako naslu-
tili na¢in na koji bi neki stroj trebao izracunavati trazeni rezultat u zadanoj tocnosti.

Svakako bismo ocekivali da je slican koncept primjenljiv i na ostale funkcije.

Primjer 2.2.1. Promotrimo funkciju f: R — R, f(x) := 3z. Razumno je smatrati
da je to jedna izracunljiva funkcija, sto znaci da bi neki visetracni stroj 7' (poput ranije
spomenutoga) trebao izra¢unavati njezine vrijednosti u zadanoj tocnosti. Medutim,
pokazuje se da to ipak nije moguce. Promotrimo ulazni podatak z = 0.333... =: 0.3%.
Za njega bi stroj kao rezultat trebao ispisati ili » = 1.0¢ ili » = 0.9“. Razmotrimo ta

dva slucaja.
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1. r=1.0¥
Nakon sto proc¢ita prvih & € N simbola s druge trake, stroj 71" ispisuje 1 kao
prvi simbol na treéu traku. Ako bi ulazni podatak bio 2/ = 0.3¥720%, bududéi da
se prvih k simbola od x i ' podudaraju, stroj T ispisao bi takoder 1 kao prvi

simbol. To o¢ito nije ispravno jer bi T' za ulazni podatak =’ u konacnici trebao
ispisati 0.9¥720%.

2. r=0.9%
Sli¢no gornjem slucaju. Nakon sto procita prvih & € N simbola s druge trake,
stroj T' ispisuje 0 kao prvi simbol na trecu traku. Problem se pojavljuje ako
bi ulazni podatak bio 2’ = 0.3*724% jer bi T trebao ispisati 1 kao prvi simbol
izlaza. A

Prethodni primjer pokazuje da prikaz realnih brojeva preko numerickih stringova,
premda je ,na papiru” intuitivno jasan i prirodan, nije dovoljno dobro rjesenje u
smislu izracunljivosti. S druge strane, K. Weihrauch u svojoj knjizi [5] uvodi pojam
ime realnoga broja kao niz zatvorenih intervala koji u presjeku daju doti¢ni broj. Iako
je ta ideja intuitivno vrlo prihvatljiva, ipak ¢emo je morati malo modificirati. Naime,
Turingov stroj kao ulazni podatak trebao bi primiti nesto sto je konacne duljine,
a svakako da upravo opisani pojam to ne zadovoljava. Ovdje ¢e od velike koristi
biti indeks izracunljive funkcije — pojam koji je uveden za funkcije sa N u N, ali se
lako prosiruje i za bilo koju drugu kodomenu. Primjerice, broj (i1, s, 3) indeks je
izracunljive funkcije f : N — Q ako je za njoj odgovarajué¢u funkciju g : N — Reprg
iz definicije [1.2.3]i za svaki j € {1,2,3} broj (i;) indeks komponentne funkcije g;.

Definicija 2.2.2. KaZemo da je (i1, o) € N? ime realnoga broja x, u oznaci x ~ (iy,is),
ako vrijedi:

® i i1y indeksi su izrac¢unljivih funkcija sa N u Q
o (YneN) [{i}(n) = {iz}(n)| < 27

o (VneN)xe {{21}(71)7 {22}(71)}

Kazemo da je realan broj izracunljiv ako postoji njegovo ime. Skup svih izracunljivih

realnih brojeva oznac¢avamo sa R;,,.
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Slika 2.1: Ilustracija imena realnoga broja x

Primjer 2.2.3. Navodimo dva primjera izracunljivih brojeva.

1. Neka je ¢ € Q proizvoljan. Tada je funkcija n — ¢, gdje je n € N, izracunljiva
pa postoji njezin indeks i. Ocito je (i,4) jedno ime za q.

2. /2 je izracunljiv. Definiramo funkciju f(n) : N — N formulom
f(n):=pm <m2 <2n*A2n* < (m+ 1)2) .

To je izracunljiva funkcija jer je definirana pomocu p-operatora. U tablici je
prikazano prvih nekoliko njezinih vrijednosti.

n [olt][2]3]4]s]6]7]38
fmyfol1]2l4a]s]7]8]9]11

Nadalje, promotrimo funkcije

f(2n+2) ) f(2n+2) + 92
2n+2 1 n— 2n+2

gdje je n € N. To su izra¢unljive funkcije pa postoje njihovi indeksi 7; i is,
respektivno. Nije tesko provjeriti da je v/2 ~ (i1, is). A

Uoc¢imo da drugo i trece svojstvo iz definicije povlace svojstvo koje ujedno
opravdava moguénost prikaza broja x € R,,, pomo¢u njegova imena (iy,iy) € N2, a
ono glasi ovako:

N [{i} (), {i2}(n)] = {x}.

neN
Nadalje, premda se iz slike ¢ini da ovi segmenti moraju biti ugnijezdeni, u definiciji
se ipak to ne zahtijeva. Promotrimo funkcije f1, fo : N — Q, definirane formulama
fa(n) == Max™ ({ir}(0), {ir }(1), ..., {ir }(n))
fQ(n) = Mln(n) ({ZQ}(0)7 {12}<1)7 ceey {12}(71)),
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pri ¢emu eksponent kod Max™ i Min™ oznacava mjesnost. Napomenimo da se
izracunljivost funkcija Max™ i Min™ moze dokazati na isti nacin kao u [3]. Funkcije
f1 1 fo mogu se na medusobno slican nac¢in definirati pomoc¢u primitivne rekurzije

(analogona definicije |1.1.3)). Iustrirajmo to za fi:

£1(0) == {i1 }(0)
filn+ 1) := Max® (fi(n), {i1}(n + 1)).

Dakle, f; i fy izracunljive su funkcije pa imaju indekse j; i jo, respektivno. Kazemo
da je (j1,72) monotono ime za x. Naime, sva svojstva imena ostaju ispunjena, a

dodatno vrijedi i spomenuto svojstvo ugnijezdenosti (monotonosti):

(Vn € N) {j1}(n) < {n}(n +1) A {23 (n) = {G2}(n + 1).

Cesto ¢e u dokazima biti korisno upotrebljavati monotono ime.

Lako se vidi da je Q C R;,. pa je R;,, gust u R, dakle izracunljiva funkcija
R — R definirana je svojim djelovanjem na R;,,.. U kontekstu ranije spomenutoga
pojma dimenzije (npr. Dim(Z) = 2, Dim(Q) = 3), ipak se mozemo ,izvuéi” iz
beskonacnosti od Dim(R) jer je Dim(R;,) = 2.

Definicija 2.2.4. Za funkciju f : R;,, — R kazemo da je izracunljiva ako postoji
izracunljiva funkcija ¢ : N* — Q? takva da za svaki x € Dy, za svaki (i,42) € N?
takav da je x ~ (i1,12) te za svaki k € N vrijedi f(z) € [l,r], gdje je (I,r) = g(i1, 2, k)
i[l—r] <27k

Napomena 2.2.5. Prili¢no je jasno kako bismo postupili za domenu R* u gornjoj
definiciji. Naime, sve tehnicke promjene uvjetovat ¢e promijenjeni oblik funkcije g,
koja za proizvoljni £ € N ima oblik g : N**+!1 —~ Q2 A

Definicija 2.2.6. Za funkciju f : R* — R kaZemo da je izracunljiva ako postoji

k
12T

izracunljiva funkcija ¢ : RY = — R takva da je f prosirenje po neprekidnosti od g.

2.3 Izracunljivost rjesenja kvadratne jednadzbe

Glavni rezultat kojem tezimo po pitanju izracunljivosti na R dokaz je izracunljivosti

rjeSenja kvadratne jednadzbe

ar’ +br+c =0,



POGLAVLJE 2. NEPREBROJIVA IZRACUNLJIVOST 27

s realnim koeficijentima, uz a # 0. Kako bismo to mogli, potrebno je dokazati

izracunljivost onih operacija koje se koriste u formuli

Ty = (2.1)

za rjeSenja kvadratne jednadzbe. Konstrukcijski nac¢in pristupa tom problemu dat
¢e nam vrlo dobru sliku o izra¢unljivosti nekih elementarnih realnih funkcija. Radi
preglednosti ¢esto ¢emo za (monotono) ime (i1,i2) € N nekoga = € R;,, koristiti
oznake a, :=i;(n) i b, :=iz(n).

Propozicija 2.3.1. Oppr : R — R je izracunljiva funkcija.

Dokaz. Zbog neprekidnosti ove funkcije dovoljno je dokazati izrac¢unljivost njezine
restrikcije na R;,.. Neka je x € Ry, (i1,12) € N? njegovo ime te k € N. Treba
nad¢i izracunljivu funkciju iz definicije [2.2.4. Primijetimo da za svaki n € N vrijedi
T € [an, by) = —x € [~b,, —ay,]. Dakle, za n takav da je | — b, — (—a,)| < 27F trazeni
[ ir bit ¢e upravo —b,, i —a,, respektivno. Iz relacije

[(=bn) — (—an)| = [an — by <277
slijedi n > k pa mozemo uzeti upravo n = k. Tada je formulom
g(i1,i9, k) := (—by, —ay)
definirana trazena izracunljiva funkcija. |
Propozicija 2.3.2. Addg : R? — R je izrac¢unljiva funkcija.

Dokaz. Zbog neprekidnosti zbrajanja dovoljno je dokazati izracunljivost restrikcije

zbrajanja na R?,.. Neka su z,y € Ry, te (i1,42), (i3,74) € N? njihova imena, respek-
tivno. Neka je k € N proizvoljan. Prema napomeni [2.2.5, treba naci izrac¢unljivu
funkciju g : N> — Q? takvu da vrijedi [ < f(z) <, gdje je (I,7) = g(iy, i, 13,14, k) i

|l —r| < 27*. Stavimo
91(i17i27i37i4> k) = {Zl}(k =+ 1) + {23}<k + 1)
g?(i17i27i372.47 k) = {ZQ}(k + 1) + {24}<k + 1)

Budu¢i da su 4y i 79 indeksi izracunljivih funkcija sa N u Q te je zbrajanje na Q
izracunljiva funkcija, g; i g9 izracunljive su funkcije, a tada i g. Iz definicije [2.2.2
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i svojstava zbrajanja na Q lako se provjeri da vrijedi [ < f(x) < r. Preostalo je

dokazati da je || — 7| < 27%. Zaista, vrijedi

1= 1] = | bk + 1) = fia} (k1) + ({ia} (6 + 1) = {iahk + 1)
< [{irh(k + 1) = {ia}(k + )] + [ {is}(k + 1) = {ia}(k + 1)
(def’ ~(k+1) 4 g=(k+1) _ ok =

Kao i u slu¢aju domene Z sada slijedi izracunljivost funkcije oduzimanja realnih
brojeva, tj. funkcije Subg : R? — R.

Propozicija 2.3.3. Kvadriranje realnih brojeva, u oznaci Sqr : R — R{, izracunljiva
je funkcija.

Dokaz. Zbog neprekidnosti kvadriranja dovoljno je dokazati izracunljivost restrikcije
kvadriranja na R,,,. Neka je x € R;.,, (j1,72) € N? njegovo monotono ime te k € N.
Treba naéi izracunljivu funkciju ¢ : N® — Q? iz definicije [2.2.4l Za svaki n € N

razlikujemo tri slucaja.

1. 0<a, <b,
Tada vrijedi = € [an,b,) = Sqr(z) € [a2,b2]. Odredimo li n takav da je

n’n

la2 — 2] < 27% za | ir iz definicije mozemo staviti a2 i b2, respektivno.

a2 — 0] = |an — bl - @y + ba| < 27 by < 27nFL 2N umbe) — gonLNum(b)
—— — —

<2—n <2bo

Slijedi: |a2 — 2| < 27% & —n + 1+ Num(by) < -k < n > k+ 1+ Num(b).

2. a, <0<b,
Iz |a, — b, < 27" 1 x € [ay,b,] Slijedi da je svaki od |a,|,|b,| 1 |z| strogo
manji od 27", Tada je 22 < 272" te 22 < Max®(a2,b2). Stavimo li [ := 0 i
r:= Max® (a2, b2), dobivamo |l — 7| < 272". Iz posljednje relacije slijedi da za

n > Divyz(k,2) + 1 vrijedi |l — r| < 27

3. a4y <by <0 A ay£0
Sli¢no prvom slucaju. Vrijedi = € [a,, b,] = Sqr(z) € [b2, a?], stoga su odgova-
rajuci b2 i a? kandidati za [ i r, respektivno.

B = ol ] < 27O 5

—_———
<2—n <2 Oppg(ao)
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Slijedi: n > k+ 1+ Num(ap).
Sada stavimo
ng := Max® (k‘ + 14+ Num(by), Divyz(k,2) + 1, k+ 1+ Num(ag))

te definiramo funkciju g ovako:

(a3107 bio)’ 0 S a‘n() S bn()
(1, jo, k) := (O,Max(3) (aio,bio)) , Ay < 0 < by,
(07, azy)s Uy < bg <0 A apy # 0.

Primijetimo da se ovdje spominju neke elementarne funkcije na Q. Po napomeni
slijedi da je g izracunljiva, Sto se i trazilo. ]

Kako bismo dokazali izracunljivost mnozenja realnih brojeva, uoc¢imo da za svaki
x,y € R vrijedi
(z+y)° - (z—y)
1 :

Ty =

1
Dakle, preostalo je dokazati izrac¢unljivost mnozenja skalarom —. Dodatno, zbog 4ac

pod korijenom i 2 u nazivniku u formuli treba dokazati i izracunljivost mnozenja

11
skalarima 4 i 3 Za svaki a € {2, T
(engl. multiply by scalar). Buduéi da su svi navedeni skalari potencije od 2, dokazi

4} oznac¢imo te funkcije sa Mbs, : R — R

su medusobno vrlo sli¢ni te dajemo samo dokaz za o = 4.
Propozicija 2.3.4. Mbs, : R — R je izracunljiva funkcija.

Dokaz. Zbog tehnicke i konceptualne sli¢nosti s dokazom propozicije[2.3.1|skrac¢ujemo
postupak. Za svaki n € N vrijedi: = € [a,,b,] = 42 € [4a,,4b,|. Treba odrediti n
takav da je |4a, — 4b,| < 27",

|4a,, — 4b,| = 4|a, — b,| < 227"
Dakle, n > k + 2. Tada je formulom
g(ir, iz, k) = (2ap+12, 2by12)

definirana izracunljiva funkcija iz definicije [2.2.4] |
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Definicija 2.3.5. Za funkciju f : R* — C kaZemo da je izracunljiva ako postoji
izra¢unljiva funkcija g : R¥ — R? takva da za svaki ¥ € R* vrijedi

f(Z) = gi(Z) + 1 - go(T).

U formuli pojavljuje se u funkcija v/ : R — C. Promotrimo funkcije
Sqrty, Sqrty : R — R (engl. square root), definirane formulama

, >0 0, >0
Sqrty(x) == voow i Sqrto(z) == v
0, x<0 vV—x, x<O0.

Dokazat ¢emo da je Sqrt; izracunljiva. Tada ¢e dokaz za Sqrt, slijediti iz ¢injenice

da je Sqrty = Sqrt; o Oppgr. Bududi da za svaki x € R vrijedi

Vo = Sqrti(z) +i - Sqrts(z),

iz, prethodne definicije dobit ¢emo da je 4/ izrac¢unljiva. Treba voditi racuna o tome

1
da korijen racionalnoga broja nije nuzno racionalan broj; npr. 3 € Q, ali 7% ¢ Q. To

je prvi trenutak u kojem se u teoriji izracunljivosti pojavljuje potreba za odredivanjem
racionalne aproksimacije iracionalnoga broja. Pretpostavimo da za zadani ¢ € QF

i k € N Zelimo naci donju i gornju aproksimaciju od ,/q koje se razlikuju za 27k,

n
Promotrimo niz {Qk 'n e N}. Budu¢i da je to rastuéi niz i ¢ > 0, postoji prvi

N kav daje (™) dasu o =i 2 tray ksimacije. O
m € N\ {0} takav da je (2k> > ¢. Tada su o ok trazene aproksimacije. Ovu
ideju prikazimo u terminima izrac¢unljivih funkcija u sljedecoj lemi.

Lema 2.3.6. Sljedece su funkcije izracunljive:

m 2
a) Fst: Q" x N —= N, Fst(q,k) := um ((2,9) >q>

b) Appr: QT x N — Q?, Appr(q, k) :

Fst(q,k) ~1 Fst(q,k)
2k ’ 2k

Dokaz.
a) Prema napomeni [1.2.9] treba naéi izracunljivu funkciju g : Reprg x N — N

b
takvu da za svaki ¢ = P € Q, gdje je (0,b,¢) € Reprg, i za svaki k € N
c
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vrijedi F'st(q, k) = ¢(0,b, ¢, k). Stavimo

m(<m>2> b ) a=0
g(a,b,c, k) := . 2k c+1)’

T, inace.

Ocito vrijedi F'st(q,k) ~ g(a,b,c, k), a raspisom relacije u dosegu p-operatora
dobijemo
m? - (c+1) > b- 2%

iz Cega slijedi izracunljivost funkcije g.

Prema istoj napomeni i uz iste oznake b, ¢ i k, treba naci izracunljivu funkciju
h: Reprg x N — Q? takvu da je Appr(q, k) =~ h(a,b,c, k). Stavimo

(g(a,b, ¢, k) =1 g(a,b,c, k)) R
h(a,b,c, k) := 2k ’ 2k ’
T, inace,

gdje je g funkcija iz a) dijela. Vrijedi Appr(q,k) ~ h(a,b,c, k) pa preostaje
dokazati izracunljivost funkcije h, Sto zna¢i da treba dokazati izracunljivost
njezinih komponentnih funkcija. Zbog slicnosti tih dviju funkcija, dokazujemo

samo izracunljivost funkcije ho : Reprg x N — Q, koja je definirana formulom

g(a7 b? C? k)
ha(a, b, c, k) := 2k ’
T, inace.

a=20

Prema definiciji [1.2.3] treba naci izracunljivu funkciju v : Reprg x N — Reprqg

takvu da za svaki & € Reprg x N vrijedi ho(Z) ~ (—1)“1(5)Lx). Uoc¢imo
ug(z) +1

da funkcija u definirana formulom

(O, Rdey(g(a,b, ¢, k),2%), Rdcy(g(a, b, c, k), 2%) = 1), a=0

T, inace,

u(a,b,c, k) :=

ispunjava trazene uvjete. Time je dokaz ove leme dovrsen. |

Za potrebe dokaza izra¢unljivosti funkcije Sqrt; navedimo i jedan tehnicki rezultat

iz matematicke analize.
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Lema 2.3.7. Akosuz,y € R ie > 0 takvida je [z—y| < ¢, onda je [\/z—/y| < Ve

Dokaz. 1z pretpostavki slijedi

Vo =yl < Ve =yl Ve + iyl =le -yl <e
Korjenovanjem dobijemo |/ — \/y| < /€. |
Propozicija 2.3.8. Sqrt; : R — R je izracunljiva funkcija.

Dokaz. Zbog neprekidnosti funkcije Sqrt; na R dovoljno je dokazati izracunljivost
njezine restrikcije na R;.,. Neka je x € Ry.,, (j1,72) € N? njegovo monotono ime te
k € N. Treba nadi izracunljivu funkciju g : N> — Q? iz definicije 2.2.4 Razlikujemo
tri slucaja.

1. 0 < aggya < bopyo
Stavimo [ := Appri(aggio, k + 2) i r := Appra(bokiz, k + 2). Prema lemi m
tada vrijedi:

[l —r| = |l — /agk+a| + | /212 — \/b2k+2

< 2~ (k+2) 4 \/9—(2k+2) 4 9~ (k+2)
=27"

+ ‘\/b2k+2 -

2. agpy2 <0 < bopyo
Tada iz definicije funkcije Sqrt; slijedi x € [agki2, bakra] = VT € [0, v/baki2 |-
Stavimo [ := 0 i r := Appra(boks2, k + 1). Tada vrijedi:

|l —r| = \/bai2 + ‘\/b%m -7

3. agky2 < bopro <0
Buduéi da za x < 0 vrijedi Sqrt;(z) = 0, stavimo [ :=r := 0.

< 2—(k+1) + 2—(1€+1) — 2—16‘

Definiramo funkciju g ovako:

(Appri(agks2, k + 2), Appro(bogs2, k +2)), 0 < agrro < bopio
9(1s g2, k) = (0, Appra(bosa, k + 1)), otz < 0 < bopyo
(0,0), aop4+2 < bopya < 0.

Dakle, g je trazena izracunljiva funkcija. |
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Definicija 2.3.9. Za funkciju f : R — N kazemo da je izracunljiva ako postoji
izracunljiva funkcija g : N> — N takva da za svaki z € R vrijedi

f(z) = g(i1,42),
gdje je @ ~ (i1, i2).

Za proizvoljan x € R;,, tesko je odrediti je li on jednak 0 — to slijedi iz definicije
2.2.2] Opcenito, jednakost na realnim brojevima nije izra¢unljiva. Medutim, primi-
jetimo da je za x € Ry, \ {0} relativno lako odrediti je i > 0 ili x < 0. Ako je
(71, j2) monotono ime od x € R, \ {0}, onda vrijedi:

{ji}(n) >0, >0

dm e n)(Vn>m
(3m & n){vn 2 m) {j2}(n) <0, z<0.

Prema tome, ima smisla promatrati pomo¢nu funkciju Auzg : N> = N (engl. aumili-
ary), kojoj je domena skup svih monotonih imena brojeva iz R;.,.\ {0} te je definirana

formulom

Auzg(j1, j2) = pm ({72 }(m) > 0V {ja}(m) < 0).
Budu¢i da je definirana pomocu p-operatora, ona je izracunljiva. To omogucuje
uvodenje analogona funkcije Argz; — radi se o funkciji Argg : R;., — N, takvoj da je
D arg, = Ry \ {0} i koja je definirana formulom

0, {jl}(AU»TR(jl,jQ)) >0

Argr(z) :=
! ( ) 17 {]2}(AU.Z'R(]1,]2)) < 07

gdje je (j1,j2) bilo koje monotono ime od z. Za potrebe dokaza sljedeée propozicije

spomenimo i pomoénu funkciju Auzg+ : QT — N, definiranu formulom

Auzg+(q) == (,un < Den(q)) (27" < q). (2.2)

Desna strana definirana je pomoc¢u p-operatora, stoga je Auxg+ izracunljiva. Pojas-

nimo zasto je u formuli dovoljno n ogranic¢iti odozgo sa Den(q). Buduéi da je
Nurm(q)

Den(q)

27" < q< Den(q) <2"- Num(q).

q > 0, mozemo ga zapisati kao ¢ = , gdje je Num(q) > 1. Takoder vrijedi



POGLAVLJE 2. NEPREBROJIVA IZRACUNLJIVOST 34

Za Num(q) = 1 (najmanji brojnik) dobivamo Den(q) < 2", Sto je ispunjeno za
n = Den(q). Dakle, za sve ostale (vece) vrijednosti od Num(q) sigurno je to gornja
ograda za n.

Propozicija 2.3.10. Rec: R\ {0} — R (engl. reciprocal), definirana formulom
1
R =—
ec(z) = —,

izracunljiva je funkcija.

Dokaz. Kao i ranije, dovoljno je dokazati izracunljivost funkcije Rec’ : R;,, — R
takve da je Dgeer = Ry, \ {0}. Da bismo to dokazali, trebamo naéi izracunljivu
funkeiju g : N® — Q2 iz definicije 2.2.4 U tu svrhu, neka je (ji, j2, k) € N® takav da
je (j1, j2) monotono ime nekoga x € R;,,.\ {0}. Objasnit ¢emo postupak za racunanje
9(J1,72, k). Radi preglednosti oznac¢imo m := Auzg(j1,j2). Razlikujemo dva slucaja

ovisno o predznaku broja x.

1.z2>0
1 1 1
Za svaki n > m vrijedi = € [a,,b,] = — € [b’ } Odredimo li n > m takav
x n Oy

da je T < 27k odgovarajuéi — i — bit ée upravo [ i r iz definicije[2.2.4
n a’n n n
1 1 |Cln - bn| 27" 2™n . 2—n+AuxQ+ (afn)
by anl by - an a2, 9~ Auzgr(ah)

Iz toga slijedi:
1 1

b, ay

<2_k/\n2m(:>—n—l—Au:rQ+(a2>S—k:/\an

m

S n > k+ Auzg+ (a%) + m.

2. x<0
Postupak je isti je kao u prvom slucaju, osim $to je |b, - a,| > b2, pa dobijemo
n > k+ Auzg+ (b2,) + m.

Stavimo ng := k + m + Max® (Aua:Q+ (a2,), Auzg+ (bfn)) i definiramo funkciju g

m

g(j1, J2, k) == (1 1) .

)
bny  Gng

ovako:

Dakle, g je izracunljiva funkcija koja se trazila. |
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Budu¢i da je dokazana izracunljivost svih funkcija koje se spominju u formuli
, kona¢no moZemo navesti funkciju Qes : R® — C? (engl. quadratic equation’s
solutions) za rjeSenja kvadratne jednadzbe. Naravno, za svaki j € {1,2} kompo-
nentna funkcija Qes; predstavlja j-to rjeSenje kvadratne jednadzbe. Radi pregled-

nosti oznac¢imo:

D := Subg(Sq(b), Mbsy(Multg(a,c))) = b* — 4ac

Mo = MbS%(MUltR(OppRU))? Rec(a))) =

My = Mbsy(Multe(Sqrti(D), Rec(a))) =

2 a
1 D
My := Mbs, (Multz(Sqrs(D), Rec(a))) = - Sqﬁ;( )

Prema formuli 2.1} vrijednosti funkcija Qes; i Qess mozemo zapisati ovako:

Qesi(a, b, c) ~ Addg(My, My) +i - M, (2.3)
Qess(a, b, c) ~ Subg(My, M) + i - Oppr(Ms) (2.4)

Iz cijele dosadasnje teorije slijedi da su funkcije na desnim stranama formula[2.3]i
izracunljive. Tada iz definicije slijedi da je Qes izracunljiva funkcija.

Zanimljivo je primijetiti da funkcija za broj rjesenja kvadratne jednadzbe nije
izra¢unljiva. Naime, taj broj saznajemo iz predznaka diskriminante D = b* — 4ac,
a jednakost D = 0, koja daje jedno (dvostruko) realno rjeSenje, nije izracunljiva.
Dakle, u teoriji izracunljivosti teze je odrediti tip i broj rjesenja kvadratne jednadzbe
nego sama rjesenja.

2.4 Izracunljivost na C

Ovo potpoglavlje ve¢inom se oslanja na koncepte izracunljivosti na R, stoga ne ula-
zimo u detalje, nego navodimo osnovnu definiciju i primjer koji pokazuje njezinu
primjenu.

Definicija 2.4.1. Za funkciju f : C — C kazemo da je izracunljiva ako postoji
izracunljiva funkcija g : R?> — R? takva da za svaki 2 = o +i-y € C, gdje je
(z,y € R?), vrijedi

f(2) > gz, y) + i - ga(x, y).
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Primjer 2.4.2. Promotrimo funkciju kompleksnoga konjugiranja Conj : C — C,

definiranu formulom
Conj(z) := z.
Za proizvoljan z = z +1i -y € C vrijedi Conj(z) ~ z +i- (—y). Uzmemo li funkciju
g : R? — R? ¢ije su komponentne funkcije gi(x,y) := z i g2(x,y) := —y, lako se vidi
(,

y). Sada iz definicije [2.4.1] slijedi

da je C'onj izracunljiva. A

da je g izracunljiva te Conj(z) ~ g1(x,y) +i- g2
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Sazetak

Rad je logicki podijeljen u dva poglavlja. Prvo poglavlje ,,Prebrojiva izracunljivost”
pocinje osnovnim konceptima i pojmovima vezanima uz izracunljivost na N. Ko-
riste¢i te pojmove i koncepte, uvode se analogni pojmovi za prebrojive nadskupove
od N i detaljno dokazuje izracunljivost odredenih funkcija. Govori se o pojmu di-
menzije skupa i prikazu nadskupova od N pomocu prirodnih brojeva. Glavni rezultat

poglavlja predstavlja dokaz izracunljivoga analogona teorema o dijeljenju s ostatkom.

Drugo poglavlje ,,Neprebrojiva izracunljivost” detaljno pokriva temelje izracunlji-
vosti na R i jedan primjer izracunljivosti na C. Znacajna razlika u odnosu na pret-
hodno poglavlje lezi u prikazu realnoga broja, sto donosi velik zaokret u pristupu
problemu izrac¢unljivosti. Medutim, obilato se koriste pojmovi iz prethodnoga po-
glavlja i time se ova dva razli¢ito motivirana pristupa stapaju u korehentnu cjelinu.

Glavni rezultat cijeloga rada dokaz je izracunljivosti rjesenja kvadratne jednadzbe.

Budu¢i da je rad napisan u formi skripte, mogao bi posluziti u slucaju pojave

(izbornih) kolegija vezanih uz ovu temu.



Summary

This thesis is logically divided into two chapters. The first chapter ,, Countable com-
putability” starts with basic concepts and terms associated with computability on N.
Using these concepts and terms, there are introduced analogous terms for countable
supersets of N and detail proven the computability of certain functions. It is spoken
about the term of set dimension and the representation of supersets of N using the
natural numbers. The main result of the chapter is the proof of computable analogue
of the reminder theorem.

The second chapter ,, Uncountable computability” covers the foundations of com-
putability on R and one example of computability on C in detail. The significant
difference in comparison to the previous chapter lies in representation of the real
number, which brings a big turnaround in the approach to the problem of computa-
bility. However, terms from discrete case are used profusely and in that way these two
differently motivated approaches are merged into a coherent unit. The main result
of the whole thesis is the proof of computability of quadratic equation’s solutions.

Since the thesis is written in the form of scripts, it could be used in the case of

appearance of (elective) courses associated with this topic.
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