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Uvod

Nastanak geometrije moZemo promatrati jo§ od pocetka ljudske civilizacije kada su ljudi,
krecudi od konkretnog svijeta oko sebe, promatanjem uzoraka ili polozaja zvijezda dolazili
do odredenih zakljucaka. Kasnije se, uvodenjem aksiomatike i simbolickog zapisa, ge-
ometrija formalizirala. Otkricem hiperboli¢ne geometrije, poCetkom 19. stoljeca, pojavio
se problem njene vizualizacije, koja je zbog njene kontraintuitivnosti vrlo bitna. Iako je
prikazivanje hiperboli¢ne ravnine projekcijom u euklidskoj ravnini pomo¢u Poincareovog
diska bilo veliko otkriée i inspiriralo umjetnika M. C. Eschera na neka od njegovih najpoz-
natijih djela, cilj je i dalje bio prikaz hiperboli¢ne ravnine pomocu fizickog modela. Modeli
kojima se prikazivala hiperboli¢na ravnina u pocetku su bili od papira. Takvi modeli nisu
bili idealno rjeSenje zbog svoje nesavitljivosti, ali su bili nadahnude i ideja za izradu prvog
kuki¢anog modela. Kukicani modeli su od svog nastanka, 1997. godine, postali popularno
pomagalo za vizualizaciju hiperboli¢ne geometrije. Pomocu modela hiperboli¢nu geome-
triju mogu razumjeti i nematematicari, Sto je bitno jer bi i neeuklidske geometrije trebale
postati dio opce kulture. 1z tog razloga, u ovom radu ¢e poseban naglasak biti na prikazu
hiperboli¢ne ravnine i geometrijskih objekata u hiperboli¢noj ravnini pomocu kuki¢anih
modela.






Poglavlje 1

Povijest hiperboliCne geometrije

1.1 Nastanak geometrije

Poceci geometrije sezu daleko prije pojave pisma i ne mozemo sa sigurnoséu znati kako
su anticke civilizacije otkrivale geometriju. Geometrija, kao znanost, proizasla je iz sva-
kodnevne prakse. Ljudi su morali graditi ceste, kanale, domove, odredivati granice. Osim
toga, ljudi su Zeljeli ukrasiti svoje domove i svoju odjeu. Zbog toga su morali upoznati
prostorna svojstva objekata materijalnog svijeta u kojem se nalaze i uoCavati zakonitosti.
Rije¢ geometrija izvedena je od dviju grckih rijeci: geo-zemlja i metreo-mjerim. Prema
tome, doslovni prijevod bi bio zemljomjerstvo. [10]]

Promatrat ¢emo nastanak geometrije iz Cetiri razli¢ita smjera koji ¢e utjecati na razlicite
grane geometrije i matematike.

Prvi smjer je razvoj geometrije uz utjecaj umjetnosti i geometrijskih uzoraka. U proSlosti
se pomocu razlicitih geometrijskih uzoraka ukraSavalo posude, tepisi, oruzje, orude, odjeca
1 ostali objekti. Izradivajuéi te uzorke ljudi su otkrivali i koristili simetriju. Jedan od naj-
starijih ornamenata u kojima se koristi simetrija star je oko 13 000 godina. Uzorci su se
koristili da bi prikazali da je objekt u vlasniStvu neke obitel;ji ili plemena, a ponekad se
uzorcima prikazivao i socijalni status. U mnogim civilizacijama uzorci su opisivali 1 pod-
neblje u kojem ljudi Zive. Primjerice uzorci Inka su uglati zbog planina u kojima su Zivjeli,
a uzorci Maora zaobljeni jer su prikazivali valove mora koje okruZuje Novi Zeland. Za raz-
liku od Inka i Maora, keltski uzorci su bili apstraktni, bez pokusaja oponasSanja prirode koja
ih okruZuje. Anti¢ki umjetnici uzorcima su ukrasavali zaobljene plohe i time su se upoz-
nali 1 s geometrijom razlicitih ploha. Geometrijski uzorci su se koristili 1 u mozaicima,
posebno u onima koji su ukraSavali podove. Matematicarima je zanimljiv podni mozaik
u bizantinskoj katedrali sv. Marka u Veneciji. Mozaik je nastao 1094. godine, a prika-
zuje trokute Sierpinskog koji su otkriveni tek u 19. stoljecu. Islamska umjetnost je bila
bazirana na uzorcima i razli¢itim geometrijskim oblicima. Jedan od poznatijih primjera je
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Alhambra u Granadi. Kasnije je proucavanje simetrija u uzorcima dovelo do otkri¢a mate-
matickih koncepata kao §to su poplocavanja, teorija grupa, kona¢ne geometrije, te primjena
na kristalografiji.

Drugi smjer je razvoj geometrije proizaSao iz gradnje i izrade struktura. Od davnina
su ljudi izradivali alate, oltare, mostove i skroviSta. Zato su morali otkriti kako napraviti
krugove razlicitih radijusa i razliCite poligonalne 1 poliedrske strukture. Na temelju toga
su razvili mjerni sustav i alate za mjerenje. Takoder, pronadeni su indijski zapisi nastali
izmedu 2000 pr. Kr. i 600 pr. Kr. u kojima se spominje Pitagorin teorem i problem
kvadrature kruga. Kalendari u mnogim anti¢kim kulturama bili su kruznog oblika. Za
njihovu konstrukciju bilo je bitno znanje o kutovima i proporcionalnosti.

Treci smjer je razvoj geometrije proizasSao iz navigacije i promatranja zvijezda. Ljudi
su vrlo rano otkrili da je Zivot prepun pojava koje se periodicki ponavljaju (godiSnja doba,
rast biljaka, poloZaj Sunca). Shvatili su da, uspiju li predvidjeti takve pojave, imat ¢e bo-
lju kontrolu nad okoliSem u kojem Zive. Takoder, uocili su vaznost mjerenja vremena i
koriStenja poloZaja nebeskih tijela u navigaciji te u razumijevanju Zemljina oblika. Babi-
lonci su, jo§ prije 4000 godina razvili seksagezimalan brojevni sustav (baza 60) opisujuéi
puni krug pomocu 360 stupnjeva, gdje je jedan stupanj prikazivao kut za koji se pomakla
Zemlja u odnosu na Sunce u jednom danu. Grcki matematiar Eratosten, 250 godina prije
Krista, odredio je, s nevjerojatnom preciznos$éu za to doba, opseg Zemlje. Koristio je
¢injenicu da u Syenni (danasnji Aswan) tocno u podne, za ljetnog solsticija, predmeti pos-
tavljeni vertikalno nemaju sjenu, odnosno da je Sunce tocno iznad Syenne. U isto vrijeme,
predmeti postavljeni vertikalno u Aleksandriji (primjerice toranj u Aleksandriji) su bacali
sjenu. Koriste¢i duljinu te sjene 1 visinu tornja odredio je veli¢inu kuta upada Suncevih
zraka. VeliCina tog kuta jednaka je veliCini kuta ¢ijem jednom kraku pripada Syenna, a
drugom Aleksandrija, a s vthom u srediStu Zemlje. Eratosten je iskoristio veli¢inu tog kuta
i udaljenost Aleksandrije i Syenne da bi izraCunao opseg Zemlje. Eratostenov rezultat je
250 000 stadija. Postojalo je vise verzija stadija (egipatski stadij i anticki stadij). Uzmemo
li egipatski stadij Eratostenov ¢e opseg iznositi 39 690 km, a uzmemo li anticki stadij op-
seg Ce iznositi 46 620 km.[6] Oba rezultata se malo razlikuju od stvarnog opsega Zemlje
koji iznosi 39 940 km. Fenicani i Grei koristili su poloZaj Zvijezde Sjevernjace za naviga-
ciju po noci, te su zbog toga Fenic¢ani 3000 godina bili vodeci trgovci na Sredozemlju. O
sloZenosti anti¢kih astronomskih proucavanja govori ¢injenica da je kineski astronom Shih
Shen, u 4. stoljecu prije Krista, sastavio katalog od 800 zvijezda, a spomenuo je i komete,
meteore te Sunceve pjege. Navigacija i promatranje zvijezda s godinama su se sve vise
razvijali, a uz njih se razvijala i kartografija, trigonometrija i sferna geometrija.

Cetvrti smjer je razvoj geometrije promatranjem kretanja i razvoja mehanike. Najsta-
rije poznato koriStenje kotaca u svakodnevnom Zivotu je kota¢ za lonarenje koji potjece
iz grada Ura u Mezopotamiji, a datira iz 3500 godine prije Krista. Tek 300 godina kasnije,
stanovnici Mezopotamije kotaC su poceli koristiti u svrhu prijevoza. To je prvo poznato
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Slika 1.1: Eratostenovo mjerenje polumjera Zemlje (http : //lamp.skola.skelle ftea.se|)

koriStenje kotaca u tu svrhu. Neke civilizacije su bile upoznate s oblicima kotaca i ko-
ristile su ga u izradi djecjih igracaka, ali nisu otkrile njegovu prakticnu upotrebu. Ve¢ u
5. stoljecu prije Krista, i prije nego je Arhimed otkrio zakon poluge, koristila se poluga
za vucu. U antickoj Grc€koj, Arhimed, Heron i drugi geometri, rijesili su probleme tri-
sekcije kuta, kvadrature kruga i duplikacije kocke koriste¢i mehanicka pomagala koja su
izradili. To znaci da ti problemi nisu nerjesivi, ali se ne mogu rijesiti koriste¢i samo Sestar
1 neoznaceno ravnalo. RjeSenje tih triju antickih problema nema veliku prakti¢nu vaznost,
ali su postali poznati jer ih je mnogo ljudi pokusalo rijesiti, a iz tih pokuSaja proizasle su
mnoge nove metode u matematici. Veza kretanja i geometrije bila je vrlo vaZna za anticke
matematicare. lako je Aristotel osudivao mehanicki pristup geometriji, bas je on napisao
prvi poznati inZenjerski udzbenik u kojem se prvi put spominju zupcanici. Mehanika se,
u antici, koristila i za crtanje krivulja. Veza mehanike i geometrije bila je zanimljiva i
srednjovjekovnim 1 renesansnim matematicarima Jeanu Buridanu, Nicoli Oresmeu 1 Gali-
leu Galileiu. Prijelomni trenutak u razvoju tehnologije bilo je otkri¢e kako kontinuirano
kruZno gibanje (vjetrenjace, kotaca na mlinu) transformirati u pravocrtno gibanje. Ta tran-
sformacija omogucena je koriStenjem zupcanika i njihovim vezivanjem, a postala je vazan
predmet matematickih istraZivanja. Mehanika se koristila i za izradu pantografa kojim su
se duplicirali dokumenti, slike i skice. Pantograf su koristili i veliki umjetnici, Leonardo
da Vinci 1 Michelangelo.

Pocetkom 17. stolje¢a, matematicari su poceli razvijati nov ,,jezik” za zapisivanje arit-
metickih koncepata i njihovih veza: simbolicku algebru. Descartes i Leibniz posebnu
paznju su usmjerili na simbolic¢ki zapis u geometriji. Descartesova Geometrija u kojoj
se koriste algebarske metode za rjeSavanje geometrijskih problema, smatra se pocetkom
analiticke geometrije.[[13]]
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Slika 1.2: Pantograf (http : //kmoddl.library.cornell.edu/linkages|/)

1.2 Euklidska geometrija

Grcki mislioci su, joS od 5. stoljeca prije Krista, pokuSavali sustavno izgraditi geometriju.
Najuspjesniji u tome bio je Euklid. Euklid je u 3. stoljecu prije Krista sistemtizirao znanja
koja su o geometriji imali Babilonci, Egip€ani 1 rani Grei, 1 skupio ih u 13 knjiga, za-
jednickog naziva Elementi. Elementi su do danas osnovno djelo iz kojeg se uci geometrija
i baza za nove geometrijske rezultate.

Slika 1.3: Euklid (http : //www.storyo fmathematics.com/hellenisticeuclid.html)

Izlaganje geometrije Euklid zapoCinje nabrajanjem osnovnih ¢injenica na kojima se te-
melji njegov geometrijski sustav. Te osnovne Cinjenice on dijeli na: definicije u kojima
objasnjava smisao pojmova koje ¢e upotrebljavati i aksiome i postulate pomocu kojih
odreduje odnose izmedu osnovnih pojmova geometrije 1 koji se prihvacaju bez dokaza.
Zatim slijede propozicije i teoremi koji se izvode iz ranije ustanovljenih aksioma i propo-
zicija.

Primjer Euklidove definicije je: Tocka je ono sto nema dijelova.
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Danas znamo da se temeljni pojmovi geometrije: tocka, pravac i ravnina ne definiraju.
Ipak, takve Euklidove definicije nemaju nekog utjecaja na njegova daljnja izlaganja, jer ih
Euklid uopce ne koristi.

Najpoznatiji dio Euklidovih Elemenata su Euklidovi postulati:

1.

2
3
4.
5

Od svake se tocke do svake druge tocke moZe nacrtati pravac.

. Omedeni dio pravca moze se neprekidno produZziti po pravcu.

. Oko svakog srediSta se sa svakim polumjerom moZze opisati kruZnica.

Svi su pravi kutovi medusobno jednaki.

. Ako dva pravca presijeCemo tre¢im pravcem i1 ako on s njima zatvara s jedne svoje

strane unutraSnje kutove Ciji je zbroj manji od dva prava, onda se ta dva pravca,
dovoljno produZena, sijeku i to upravo s te strane.

Slika 1.4: Peti Euklidov postulat

Euklidovi Elementi predstavljaju sintezu svih dotad poznatih rezultata matematickih

istraZivanja. Elementi su posebni i zbog stila pisanja. Teoremi su logicki poredani, svaki
slijedi iz prethodno iskazanih i dokazanih ili iz osnovnih tvrdnji (aksioma, definicija i pos-
tulata), odnosno do zakljuaka se dolazi deduktivno. Takav logicki poredak uzor je za
kasnija matematicka djela.[6] Daljnji razvoj geometrije odvijao se u smjeru usavrsavanja
Euklidova sustava, ispravljanja uocenih netoc¢nosti i dodavanja novih teorema. Pri tome,
najveéa je paznja bila usmjerena na peti Euklidov postulat. Ve¢ na prvi pogled, formu-
lacija petog postulata je vrlo sloZzena u odnosu na druge postulate. Takoder, u ostalim se
postulatima opisuju svojstva koja se vide na omedenom dijelu ravnine, dok je takva pro-
vjera petog postulata fizicki nemoguca. UsavrSavanjem petog Euklidovog postulata bavili
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su se mnogi matematicari: Arhimed, Apolonije (3. st. pr. Kr), Geminus, Nikomah (1.
st. pr. Kr), Papos (3. st.), Teon i Proklo (5.st.),... U to doba svi su pokusSaji dokazivanja
petog postulata pomocu prva Cetiri ili pojednostavljenja petog postulata prosli neuspjesno.
U srednjem vijeku srediStem svjetske civilizacije postaje arapski istok. Euklidovi Elementi
prevedeni su na arapski pa su se 1 arapski mislioci poceli baviti problemom petog postulata.
Najpoznatiji rad iz tog doba, vezan uz dokazivanje petog postulata, pripada arapskom ma-
tematicaru Nasir-Eddinu (13.st.). Iako su njegova istraZivanja bila zanimljiva i originalna,
nisu dovela do Zeljenog rezultata, odnosno dokazivanja petog postulata. U doba renesanse
u Europi ponovo pocinje zanimanje za tu temu. U to vrijeme ve¢ se doSlo do saznanja da
se peti postulat moZe zamijeniti drugim ekvivalentnim tvrdnjama. Primjerice:

e Neka je zadan pravac u ravnini i to¢ka koja mu ne pripada. Tada postoji najvise jedan
pravac koji prolazi zadanom tockom i koji je paralelan sa zadanim pravcem.(Playfairov
aksiom) (Slika 1.5)

e Zbroj mjera kutova u trokutu iznosi najvise 180°.

e Postoje dva sli¢na trokuta koji nisu sukladni.

p

Slika 1.5: Peti Euklidov postulat, druga verzija

Navedene ekvivalentne tvrdnje proizasle su iz pogreSnih dokaza petog postulata. Najcescée
su koriStene kao ocite tvrdnje pomocu kojih se peti postulat dokazivao, dok se nije shva-
tilo da su mu ekvivalentne. Ekvivalentne tvrdnje takoder su se pokuSavale dokazati, no pri
njihovom dokazivanju javljale su se iste teSkoce kao 1 pri pokuSajima neposrednog doka-
zivanja petog postulata. Mnogi su matematicari 17. 1 18. stoljeca vjerovali da su dokazali
peti postulat. No, svaki je od njihovih dokaza u sebi sakrivao pogresku. Zato se mate-
maticari poCinju pitati: MozZe li se peti postulat uopce dokazati pomocu preostalih? Postoji
li neki drugi geometrijski sustav u kojem se umjesto petog postulata moZe uzeti njemu
proturjecna tvrdnja?[10]
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1.3 Neeuklidske geometrije

Suprotno uobicajenu misljenju, ideja o neeuklidskim geometrijama ne pojavljuje se tek
u 19. stoljecu, nego se spominje ve¢ u antickoj Grckoj. Vec su Autolikus u svom radu
O rotiraju¢im sferama 1 Euklid u svom radu Phenomena 300 godina prije Krista spomi-
njali sfernu geometriju. Prvi sustavni rad na temu sferne geometrije bila je Sphaerica
matematicara Teodozija oko 200 godina prije Krista. Sphaerica je bila sastavljena od triju
knjiga teorema i kostruktivnih problema. Razvoj sferne geometrije pratio je razvoj geome-
trije proizasao iz navigacije i promatranja zvijezda, a moZemo reci i da je sferna geometrija
prva neeuklidska geometrija. Kasnije je, u 19. stoljecu, Carl Fridrich Gauss razvio kon-
cepte zakrivljenosti 1 konstantne zakrivljenosti promatrajuci povrSinu Zemlje te koristeci
teoreme sferne geometrije.[[13] U sfernoj geometriji ulogu pravaca imaju glavne kruZnice
na sferi, odnosno kruznice koje pripadaju ravnini koja prolazi srediStem sfere.[2] Uo¢imo
da u sfernoj geometriji Euklidov peti postulat vrijedi, pa je u poCetku sferna geometrija
bila uklopljena u euklidsku. Sjetimo se ekvivalentne tvrdnje petom postulatu koju smo veé
naveli:

e Neka je zadan pravac u ravnini i tocka koja mu ne pripada. Tada postoji najviSe
Jjedan pravac koji prolazi zadanom tockom 1 koji je paralelan sa zadanim pravcem.

Sferna geometrija zadovoljava tu tvrdnju jer ne postoji pravac koji prolazi zadanom tockom
1 koji je paralelan sa zadanim pravcem. Danas koristimo formulaciju postulata:

e Neka je zadan pravac u ravnini i tocka koja mu ne pripada. Tada postoji to¢no jedan
pravac koji prolazi zadanom to¢kom i koji je paralelan sa zadanim pravcem.

Tako formuliran postulat zadovoljava samo euklidska geometrija. Sfernom geometrijom
se u 19. stoljecu bavio i Bernhard Riemann koji je u svom nastupnom predavanju refor-
mulirao koncept geometrije. To je predavanje imalo velik utjecaj na razvoj razlicitih tipova
geometrije.[7] Poopéenje sferne geometrije je elipticna geometrija u kojoj se svaka dva
pravca sijeku. U sfernoj i elipticnoj geometriji vrijedi da je zbroj veliCina kutova trokuta
vedi od 180°.[3]]

Problem petog Euklidovog postulata naveo je matematicare da se pitaju: Sto ako izos-
tavimo peti postulat i promatramo geometriju koja zadovoljava samo prva Cetiri Euklidova
postulata? Tako je otkrivena apsolutna geometrija. Adrien-Marie Legendre je u 18. sto-
lje¢u dokazao da je u apsolutnoj geometriji zbroj veli¢ina unutarnjih kutova trokuta uvijek
manyji ili jednak 180°.[13] Uoc¢imo, euklidska geometrija je apsolutna geometrija, a sferna
geometrija i eliptiCna geometrija nisu apsolutne geometrije. Apsolutnu geometriju u kojoj
vrijedi da je zbroj veli¢ina unutarnjih kutova trokuta manji od 180° zovemo hiperboli¢na
geometrija.
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Slika 1.6: Zbroj veli¢ina kutova trokuta na sferi veéi je od 180°. (http
//www. fayar.net/east/teacher.web/math)

1.4 Hiperbolicna geometrija

Prva izucavanja hiperboli¢ne geometrije vezana su uz Lambertov Cetverokut i Sacche-
rijev Cetverokut. Lambertov Cetverokut je Cetverokut u kojem su tri kuta prava, a jedan
Siljast. Prvi ga je opisao arapski matematicar Al-Haytham (10./11. stoljece). Saccherijev
Cetverokut ima dvije stranice iste duljine koje su okomite na bazu, a prvi ga je proucavao
perzijski matematiC¢ar Omar Khayyam (11./12. stoljece). Jo§ jedan znacajan arapski ma-
tematiCar koji se pavio petim postulatom je Al-Tusi (13. stoljece). Prvi je razmatrao
mogucénost postojanja hiperboli¢ne i elipticne geometrije, ali ih je ubrzo odbacio.[7] U
17. stoljeCu matemati¢ar Girolamo Saccheri pokusSao je, ne koristeci peti postulat, doka-
zati da za Cetverokut,kasnije nazvan po njemu, koji ima dvije stranice iste duljine koje su
okomite na bazu vrijedi da su i preostala dva kuta prava. Najprije je, koristeci teoreme o
sukladnosti, dokazao da preostala dva kuta moraju biti sukladna. U tom dokazivanju ko-
risitio je samo prva Cetiri Euklidova postulata. Opcenito, iz prva Cetiri postulata proizlaze
mnoge tvrdnje u geometriji. Euklid je svojih 28 propozicija u Elementima izveo samo iz
prva Cetiri postulata.[3]]

Saccheri je zatim promatrao tri slucaja:

e Preostala dva kuta su prava.
e Preostala dva kuta su Siljasta.
e Preostala dva kuta su tupa.

Saccheri je Zelio, koristeci samo prva Cetiri Euklidova postulata, dokazati da za zadani
cetverokut moze vrijediti samo da su preostala dva kuta prava, ¢ime bi dokazao peti Eukli-
dov postulat.[7] Za slucaj kada su preostala dva kuta tupa ne postoji paralela kroz zadanu
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Slika 1.7: Saccherijev Cetverokut (http : //www.learner.org/courses/mathilluminated/)

toCku sa zadanim pravcem, pa taj sluc¢aj moZzemo odbaciti. Ostaju nam slucajevi da su pre-
ostala dva kuta prava i da su preostala dva kuta Siljasta. Za slucaj da su preostala dva kuta
prava slijedi da se sa zadanim pravcem kroz zadanu tocku koja ne pripada pravcu moze
konstruirati tocno jedna paralela. Za slucaj da su preostala dva kuta Siljasta slijedi da se sa
zadanim pravcem kroz zadanu tocku koja ne pripada pravcu mogu konstruirati najmanje
dvije paralele. Saccheri je proucavajuéi taj slucaj nesvjesno otkrio hiperboli¢nu geome-
triju, ali kako je mislio da je to nespojivo s prirodom pravca, smatrao je da je tako dokazao
da ni taj slucaj ne vrijedi.

U 18. stoljecu je matematiCar Johann Heinrich Lambert doSao do zakljucka da za
geometriju u kojoj za Saccherijev Cetverokut vrijedi da su preostala dva kuta Siljasta vrijedi
da Sto je trokut manje povrsine to je zbroj veli¢ina kutova trokuta veéi i blizi 180°. Kako
za geometriju na sferi vrijedi da je zbroj veliina kutova trokuta veci od 180°, Lambert
je zakljucio da bi zbroj veliina kutova trokuta manji od 180° mogao vrijediti na sferi
imaginarnog radijusa.[7]]

RjeSavanjem problema petog postulata bavio se i matematicar Georg Kliigel (18. sto-
lje¢e). On je u svojoj doktorskoj disertaciji analizirao 28 razli¢itih pokusaja dokazivanja
petog postulata. Svaki pokusSaj je imao nedostatak, te je Kliigel zakljucio da je moguce
da se peti postulat uopce ne moze dokazati i da ga ljudi intuitivno smatraju istinitim. Ta-
kav nacin razmiSljanja motivirao je matematiCare da problem sagledaju iz drugog kuta,
odnosno da proucavaju kakva bi geometrija bila da peti postulat ne vrijedi.[7]

Smatra se da je Carl Friedrich Gauss prvi doSao do ozbiljnijih rezultata o hiperboli¢noj
geometriji, ali ih nikada nije objavio. Svoja razmiSljanja o hiperboli¢noj geometriji podi-
jelio je s F. A. Taurinusom i Farkasem Bolyaijem.[13] Gauss je bio uvjeren u neovisnost
petog postulata od preostalih Cetiri, ali i u postojanje geometrije u kojoj bi kroz zadanu
tocku postojalo vise od jedne paralele sa zadanim pravcem.[7]]

Pravi preokret u razumijevanju petog postulata dogodio se u 19. stoljecu, kada su,
neovisno jedan o drugome, Janos Bolyai 1 Nikolaj Ivanovi¢ Lobacevski razvili apsolutnu
geometriju u kojoj peti postulat ne vrijedi, kasnije poznatu kao hiperbolicna geometrija.
[13]

Janosa Bolyaija je otac Farkas Bolyai upoznao s problemom petog postulata, ali mu je
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1 savjetovao da se tim problemom ne bavi. Janos ga nije posluSao, te su njegovi rezultati
objavljeni 1825. godine na 24 strane dodatka u ocevoj knjizi. Gauss je, u pismu Farkasu
Bolyaiju, pohvalio Janosev rad nazvavsi ga prvorazrednim genijem, te je napomenuo da
je i sam to ve¢ otkrio, ali nije objavio, $to je uvrijedio Janosa Bolyaija.[7] Iako je Gauss
imao mo¢ da usmjeri pozornost matematiCara toga doba na otkrica Janosa Bolyaija, 1z
nepoznatih razloga to nije ucinio, te je Janosev rad u to doba ostao nezapazen.[13] Ideja
Janosa Bolyaija o geometriji u kojoj kroz zadanu tocku postoji beskonano mnogo paralela
sa zadanim pravcem, sastojala se od toga da uzme krug u ravnini te pravcima smatra samo
dijelove unutar kruga. Tada za zadani pravac u ravnini ocito postoji beskona¢no mnogo
pravaca kroz zadanu toCku koji su paralelni sa zadanim pravcem.[/|]

Nikolaj I. Lobacevski je do sli¢nih zaklju€aka doSao nezavisno o Janosu Bolyaiju, ali
su 1 njegovi rezultati prosli nezapazeno. Lobacevski je svoje rezultate objavio 1829., a
za to nisu znali ni Gauss ni Bolyai jer se radilo o ¢lanku na ruskom jeziku u lokalnoj
sveuciliSnoj publikaciji sveucilista u Kazanu. Lobacevski je 1840. objavio knjiZicu od 61
zamjenjen je postulatom Lobacevskog: Kroz zadanu toCku postoje dva pravca paralelna
zadanom pravcu. Lobacevski je razvio model u kojem je njegov postulat zadovoljen. Svi
pravci ravnine kroz zadanu tocku podijele se u dva skupa; pravci koji sijeku zadani pravac
i pravci koji ne sijeku zadani pravac. Tada postoje dva pravca koji ¢ine rub izmedu ta dva
skupa i upravo su ti pravci paralele sa zadanim pravcem kroz zadanu tocku. [[7]]

E G H c

' ¢ E

Slika 1.8: Dijagram Lobacevskog

Neovisno o problemu petog postulata, razvijao se koncept zakrivljenosti, a s njim i
problem plohe konstantne negativne zakrivljenosti. Leonard Euler je u 18. stoljecu uveo
pojam zakrivljenosti plohe. Razlikujemo pozitivnu zakrivljenost, negativnu zakrivljenost
1 zakrivljenost 0. Gauss je pokazao da, odredujemo li zakrivljenost plohe, ne moramo
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znati kako je ona uloZena u prostor, nego samo njena intrizicna svojstva. Ploha konstantne
pozitivne zakrivljenosti je sfera, a ravnina ima zakrivljenost 0. Nama je zanimljiva ploha
konstantne negativne zakrivljenosti. Ve¢ je i Gauss trazio takvu plohu, i premda je nije
otkrio, vjerovao je da postoji i zakljucio da ima zanimljiva geometrijska svojstva.

Tek je Georg Friedrich Bernhard Riemann, 1854. godine, zakljucio da bi hiperboli¢na
geometrija mogla biti intrizicna geometrija plohe s konstantnom negativnom zakrivljenoscu
koja se Siri u beskonacnost u svim smjerovima.

Prvi koji je uspio pronadi plohu konstantne negativne zakrivljenosti je bio Eugenio
Beltrami. On je 1866. godine pokazao da povrSina pseudosfere ima konstantnu negativnu
zakrivljenost, odnosno lokalno hiperboli¢énu geometriju. Problem s tim modelom hiper-
boli¢ne geometrije je da se ne moZe neograniceno Siriti u beskonacnost.[[13]

Slika 1.9: Pseudosfera (http : /| /www.learner.org/courses/mathilluminated/)

Prvi model hiperboli¢ne ravnine u euklidskoj ravnini je dao Jules Henri Poincaré.[13]]

Felix Klein je 1871. dao modele hiperbolicne geometrije i drugih neeuklidskih ge-
ometrija, primjerice Riemannove sferne geometrije. Pokazao je da postoje tri osnovna tipa
dvodimenzionalne geometrije i imenovao ih:

e geometrija u kojoj pravci imaju po dvije beskonacno daleke tocke - hiperboli¢na
geometrija

e geometrija u kojoj pravci nemaju beskonacno dalekih tocaka - sferna geometrija

e geometrija u kojoj svaki pravac ima dvije podudarne (tj. jednu) beskona¢no daleke
tocke - euklidska geometrija [7]]

David Hilbert je dokazao konzistentnost Euklidovih aksioma i 1899. godine dao novu
aksiomatizaciju euklidske geometrije.[7] Osim toga, 1901. je dokazao da se beskonacne
plohe s hiperbolicnom geometrijom ne mogu opisati jednadzbom. [13]]
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JednadZbom moZemo opisati pseudosferu. Pseudosfera je ploha s lokalno hiperbolicnom
geometrijom, odnosno ploha konstantne negativne zakrivljenosti kona¢ne povrSine.
Parametrizacija pseudosfere [3]:
x = sech(u) cos(v)
y = sech(u) sin(v)
z = u — tanh(u),
gdje suu € (—oo, +00)iv € [0, 27).

Razlikujemo:
e plohe s negativnom zakrivljenoS¢u (sedlaste plohe)

e ograni¢ene plohe s konstantnom negativnom zakrivljenoScu (plohe s lokalno hiper-
bolicnom geometrijom, npr.pseudosfera)

e neograni¢ene plohe s konstantnom negativnom zakrivljenos€u (hiperboli¢na ravnina)



Poglavlje 2

Vizualizacija hiperboliCne geometrije

2.1 Problem vizualizacije hiperboli¢ne geometrije

Od otkri¢a analiticke geometrije (17. stoljece), uobicajeno je da matematicari plohe opi-
suju pomocu jednadzbi. David Hilbert je 1901. godine dokazao da je nemoguce pronaci
jednadzbu koja opisuje plohu konstantne negativne zakrivljenosti koja se moze Siriti u svim
smjerovima u trodimenzionalnom euklidskom prostoru. Mnogi matematicari su zakljucili
da to znaci da je nemoguce da postoji takva ploha (hiperboli¢na ploha) u euklidskom pros-
toru. Ipak, 1954. godine, matematiCar Nicolaas Kuiper pokazao je da je moguce da takva
ploha postoji, ali nije znao opisati njenu konstrukciju. Tim se problemom bavio 1 mate-
maticar John Nash koji je, 1956. godine, doSao do opcenitijeg zakljuCka. Rezultati tih
dvaju matematiara dani su Nash-Kuiperovim teoremom Koji sadrZi i tvrdnju da postoji
neogranicena ploha s hiperbolicnom geometrijom u nekom (moguce viSedimenzionalnom)
euklidskom prostoru.

Prije pojave prvih modela hiperboli¢ne ravnine u trodimenzionalnom euklidskom pros-
toru, hiperboli¢nu ravninu se opisivalo projekcijom u euklidsku ravninu. Prvi su u tome
uspjeli Eugenio Beltrami 1 Jules Henri Poincaré krajem 19. stoljeca.

Ipak, i dalje se postavljalo pitanje: Kako napraviti model hiperboli¢ne geometrije u
trodimenzionalnom euklidskom prostoru? Matematicarima su bile poznate plohe koje su
na cijeloj svojoj povrSini negativno zakrivljene, ali ta zakrivljenost nije konstantna (sed-
lasta ploha), te plohe koje imaju konstantnu negativnu zakrivljenost, ali nisu neogranicene
(pseudostfera).

William Thurston je sedamdesetih godina dvadesetog stoljeca osmislio model od isjeCaka
kruznog vijenca koji prikazuje hiperboli¢nu ravninu. Jo$ neki modeli, nastali nakon Thur-
stonovog, kojima se prikazuje hiperboli¢na ravnina su poliedricni model i hiperboli¢na
nogometna lopta. Navedeni modeli prikazuju hiperboli¢nu ravninu, ali kao i model nastao
projekcijom u euklidsku ravninu, zbog razli€itih razloga nisu podobni za prikaz razli¢itih

15
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svojstava hiperboli¢ne ravnine. Kukic¢ani modeli koje je 1997.godine osmislila latvijska
matemati¢arka Daina Taimina vjerno prikazuju hiperboli¢nu ravninu, a zbog njihove flek-
sibilnosti vrlo je jednostavno otkrivati i svojstva hiperboli¢ne geometrije.[13]

2.2 Modeli hiperboli¢ne ravnine u euklidskoj ravnini

U geografiji povrSinu Zemlje (sfere) prikazujemo na geografskim kartama razlicitim pro-
jekcijama, odnosno povrsinu sfere prikazujemo u euklidskoj ravnini. Sli¢no tome, model
hiperboli¢ne ravnine u euklidskoj ravnini zapravo je mapa (karta) hiperboli¢ne ravnine u
euklidskoj ravnini.[13] Jedan od prvih takvih modela je Beltrami-Kleinov model.

Slika 2.1: Beltrami-Kleinov model (http : //www.mi.sanu.ac.rs/)

U Beltrami-Kleinovom modelu toc¢ke hiperboli¢ne ravnine su predstavljene tockama
euklidske ravnine koje pripadaju krugu. Pravci hiperboli¢ne ravnine su predstavljeni dije-
lovima pravaca koji pripadaju krugu, odnosno duzinama cije rubne tocke pripadaju krugu.
Ovaj model je otvoren, odnosno toc¢ke kruznice koja obrubljuje krug ne pripadaju prikazu
hiperboli¢ne ravnine.

Promotrimo odnose pravaca u hiperboli¢noj ravnini na Beltrami-Kleinovom modelu
(Slika 2.2). Pravci n i m se sijeku. Pravci n i [ nemaju zajednickih tocaka, pa su paralelni.
Pravci m i [ se sijeku u tocki na rubu kruga, a kako ta tocka ne pripada modelu, pravci
m 1 [ nemaju zajednickih tocaka u hiperboli¢noj ravnini, odnosno paralelni su. Uocimo,
oba pravca n i m paralelna su s pravcem [. Dakle, postoje barem dva pravca kroz zadanu
toCku paralelna sa zadanim pravcem. Veli¢ine kutova u hiperboli¢noj ravnini sacuvane su
u Beltrami-Kleinovom modelu samo za kutove s vrthom u srediStu grani¢nog kruga.[12]
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Slika 2.2: Odnos pravaca u Beltrami-Kleinovom modelu

Model koji ¢uva veli¢ine kutova je Poincaréov disk.

Slika 2.3: Poincaréov disk (http : //www.mi.sanu.ac.rs/)

I u Poincaréovom modelu, tocke hiperboli¢ne ravnine su predstavljene tockama euklid-
ske ravnine koje pripadaju nekom krugu, takoder otvorenom. Pravci hiperboli¢ne ravnine
predstavljeni su kruznim lukovima okomitim na grani¢ni krug, s krajevima na rubu kruga.

Promotrimo odnose pravaca u hiperboli¢noj ravnini na Poincaréovom disku.(Slika 2.4)
Kruzni lukovi m, n 1 [ predstavljaju pravce u hiperboli¢noj ravnini. Iako je [ polumjer
grani¢ne kruZnice, promatramo ga kao kruzni luk kruznice beskona¢nog polumjera. Kruzni
lukovi na modelu, odnosno pravci n i m, u hiperboli¢noj ravnini, se sijeku. Pravci n il
nemaju zajednickih toCaka, pa su paralelni. Pravci m i [ se sijeku u tocki na rubu kruga, a
kako ta tocka ne pripada modelu, pravci m i n nemaju zajednickih tocaka u hiperboli¢noj
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ravnini, odnosno paralelni su. Uo¢imo, oba pravca n 1 m paralelna su s pravcem /. Dakle,
postoje barem dva pravca kroz zadanu paralelna sa zadanim pravcem. Poincareov disk
cuva veli¢ine kutova, pa je kut izmedu pravaca m i n u hiperboli¢noj ravnini jednak kutu
izmedu kruZnica kojima pripadaju kruzni lukovi m i n u euklidskoj ravnini.[12]]

Slika 2.4: Odnosi pravaca na Poincareovom disku

Gotovo stoljece kasnije, nizozemski umjetnik M.C. Escher upoznao je matematiCara
1 umjetnika H.S.M. Coxetera. lako Escher nije imao nikakvu matematicku naobrazbu,
izuzetno je razumio matematiku, vizualno 1 intuitivno. Utjecaj matematike posebno se
vidio u njegovim radovima vezanim uz poplo¢avanja ravnine i uz pravilne poliedre. Nakon
Sto ga je Coxeter upoznao s Poincaréovim diskom i svojim poplo¢avanjem Poincaréovog
diska, Escher je napravio svoje poznate radove Circle Limit I, 11, II1 i V. [13]]

Slika 2.5: Coxeterovo poplocavanje Poincareovog diska (http : //www.math.cornell.edu/)
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Slika 2.6: Circle Limit I, II, Il 1 IV (http : //www.mcescher.com/)

U Escherovim prikazima hiperboli¢ne ravnine pravce u hiperboli¢noj ravnini ne prika-
zuju kruzni lukovi ve¢ razlicite izlomljene linije. Primjerice, u Circle Limit I imamo linije
koje prikazuju lednu kost ribe. Uzmemo li dvije takve linije koje imaju zajednicku pocetnu
i krajnju tocku, one ¢e u svim to¢kama biti jednako udaljene (ekvidistantne). Takoder, mo-
tiv koji se ponavlja ostaje istog oblika koliko god se priblizavali grani¢noj kruznici. To je
svojstvo Escheru bilo posebno zanimljivo. [9]

2.3 Vizualizacija pomoc¢u modela od papira

Model od isjecaka kruznog vijenca

Model od isjecaka kruznog vijenca prvi je izradio William Thurston sedamdesetih godina
dvadesetog stoljeca.

Za izradu ovog modela potrebno je Sto viSe sukladnih isjeCaka kruZnog vijenca od
papira ¢ijim ¢emo spajanjem dobiti model hiperboli¢ne ravnine.

Slika 2.7: Primjer isjecka kruZnog vijenca

Isjecke kruznog vijenca spajamo tako da spojimo unutarnji dio prvog isjecka kruzZnog
vijenca s vanjskim dijelom drugog isjecka kruZnog vijenca.
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Slika 2.8: Spajanje dvaju isjecaka kruZnih vijenaca

Na taj nacin spajamo i preostale isjeCke kruznog vijenca.

Slika 2.9: Model hiperboli¢ne ravnine od isjeaka kruznih vijenaca

Sto ,,uzi” isje¢ak kruznog vijenca uzmemo, to ¢e model biti bolji. Neka je §irina isje¢ka
kruZnog vijenca oznacena s 6. Tada za 6 — 0 1 za konstantan radijus dobivamo precizan
model hiperboli¢ne ravnine. [13]

Poliedri¢ni model

Poliedricni model dobivamo spajajuci sedam jednakostrani¢nih trokuta u svaki vrh. Po-
liedri¢ni model je jednostavniji za izraditi od modela od isjecaka kruZnog vijenca. Ipak,
negativna strana ovog modela je $to se, za razliku od modela od kruZnih isjeCaka gdje se
smanjenjem Sirine kruznog isjecka dobiva bolja aproksimacija hiperboli¢ne ravnine, sma-
njenjem veliCine trokuta ne dobiva bolja aproksimacija hiperboli¢ne ravnine. To je ocito,
jer se promjenom veli¢ine jednakostrani¢nog trokuta ne mijenjaju veli¢ine njegovih unu-
tarnjih kutova. Osim toga, negativna strana ovog modela je ta da je uglat. David Henderson
je modificirao ovaj model postavljajuci sedam trokuta zajedno u jedan vrh, a Sest u preos-
tale vrhove.[13] Postoje joS neke modifikacije ovog modela, primjerice ona u kojem se ne
uzimaju jednakostrani¢ni trokuti, nego jednakokracni trokuti s kutovima veli¢ina 63, 63°
i 54° [5]], no te modifikacije neCemo promatrati.
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Izrada Hendersonovog poliedri¢nog modela hiperboli¢ne ravnine moZe se provesti na
tri nacina.

Prvi nacin izrade je slican izradi hiperboli¢ne ravnine od isjeCaka kruznog vijenca. U
ovom modelu nemamo isjecke kruznog vijenca nego dijelove kao na Slici 2.10. Spajamo
ih tako da spojimo unutarnji rub jednog takvog dijela s vanjskim rubom drugog takvog
dijela. NajlakSe je da krenemo od lijevog ili desnog kraja vanjskog ruba drugog dijela i
zatim spajamo (lijepimo) duZinu po duzinu. Uocimo da se unutarnji rub sastoji od manje
duzina, pa ¢e se model Siriti na jednu stranu.(Slika 2.11).

Slika 2.10: Dijelovi za izradu poliedricnog modela (1.nacin)

Slika 2.11: Poliedri¢ni model (1.nacin)

Kod drugog nacina izrade spajamo dijelove kao na Slici 2.12. prema uputama a < A,
b & B, ¢ & C itako dobivamo dva spojena dijela kao na Slici 2.13.

Treéi nadin je i najbrzi nacin. Potrebno nam je Sto viSe sukladnih traka koje se sastoje
od jednakostrani¢nih trokuta kao na Slici 2.14. O duljini traka odlu¢ujemo sami. Trake
spajamo kao na slici 2.15. Pritom koristimo dodatnih 5 trokuta koja su na slici oznacena
crvenom bojom. Nakon toga u prostor izmedu traka ubacujemo iducu traku, te nastavljamo
postupak. Sto viSe traka koristimo u modelu, to ée model biti precizniji.

Model hiperboli¢ne ravnine mozemo dobiti i tako da u pocetku spojimo tri trake i nas-
tavimo postupak analogno kao i za Cetiri trake. [13]
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Slika 2.12: Dijelovi za izradu poliedricnog modela (2. nacin)

Slika 2.13: Poliedri¢ni model (2.nacin)

KRR

Slika 2.14: Dijelovi za izradu poliedri¢nog modela (3. nacin)
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Slika 2.15: Spajanje dijelova kod poliedricnog modela (3.nacin)
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Slika 2.16: Poliedri¢ni model (3.nacin)

U svakom od triju nacina izrade poliedricnog modela hiperboli¢ne ravnine bilo bi dobro
papir, barem lagano, savinuti po linijama, odnosno po stranicama trokuta. Na taj nacin je
lakSe spojiti pojedinacne dijelove, a model postaje savitljiviji 1 laksi za koriStenje.

Hiperboli¢na nogometna lopta

Znamo da u izradi klasi¢ne nogometne lopte koristimo peterokute i Sesterokute. Kada
izradujemo nogometnu loptu kre¢emo od peterokuta. Nad svaku stranicu peterokuta pos-
tavljamo Sesterokut. U svaki vrh zajedni¢ki dvama Sesterokutima postavljamo peterokut.
Nastavljamo postupak tako da nad svakom stranicom svakog peterokuta budu Sesterokuti
sve dok se dobivena ploha ne zatvori. Na taj nac¢in dobivamo nogometnu loptu, to¢nije
krnji ikozaedar - aproksimaciju sfere.

Slika 2.17: Nogometna lopta (http : //www.clipartbest.com/)

Model hiperboli¢ne nogometne lopte otkrio je Keith Henderson. Keith Henderson je
peterokute nogometne lopte zamijenio sedmerokutima. U tom slu¢aju se dobivena ploha
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ne zatvara u sferu, ve¢ se neograniceno Siri, odnosno dobivamo model hiperboli¢ne ravnine
kojeg nazivamo hiperboli¢na nogometna lopta. JoS jedan nacin da dobijemo hiperboli¢nu
ravninu je da koristimo samo peterokute, te da u svaki vrh spojimo po Cetiri peterokuta.[13]]

Slika 2.18: Hiperboli¢na nogometna lopta

Fizi¢ki modeli hiperboli¢ne ravnine koje smo opisali pomaZu u predoCavanju izgleda hi-
perboli¢ne ravnine, ali éemo na njima teSko uociti karakteristike hiperbolicne geometrije.
Poliedri¢ni model i hiperbolicna nogometna lopta su uglati i na njima ne mozemo pro-
matrati kutove, paralelne pravce 1 mnogokute. Model od isjeCaka kruZnog vijenca,ako je
dovoljno velik i precizan, omoguéava nam promatranje kutova, paralelnih pravaca i mno-
gokuta. Ipak, morat ¢emo pripaziti u rukovanju takvim modelom jer se zbog nesavitljivosti
i krhkosti vrlo brzo raspada. Takoder, zbog nesavitljivosti, promatrane karakteristike nece
uvijek biti jasno prikazane. Zato je potrebno izraditi fizicki model hiperboli¢ne ravnine
kojim ¢emo s lako¢om rukovati i na kojem moZemo jednostavno prikazivati karakteristike
hiperboli¢ne geometrije.
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2.4 Vizualizacija pomocu kukicanih modela

Tragovi naalebindinga, pretece kukiCanja i pletenja, seZu do Sestog stoljeca prije Krista,
a prvi tragovi koriStenja ¢vorova sezu i do 5000 godina prije Krista. Ne postoje zapisi
kada se pocelo kukicati na na¢in kakav danas poznajemo. Rucni rad, pa tako i kukicanje,
neovisno se razvijao u razli¢itim dijelovima svijeta. Dok se u hladnim regijama sjeverne
1 jugoisto¢ne Europe kukicalo tople 1 korisne odjevne predmete poput rukavica, u boga-
toj zapadnoj Europi kukicanje se koristilo za izradu Cipke. Danas je popularno kukicanje
,,slobodnim stilom”, gdje se ne kuki¢a prema ve¢ postoje¢im obrascima, vec se stvaraju ori-
ginalni radovi. Kukicanje kao sredstvo kojim se objasnjavaju matematicke ideje pojavilo
se ve¢ u 19. stoljecu kada je profesor Alexander Crum Brown kuki¢ane modele koristio u
svojim predavanjima o kristalografiji. Ideja koja se koristi u izradi kuki¢anih modela hi-
perboli¢ne ravnine je kako iz ravninskih oblika prijeci u trodimenzionalne oblike. Nadene
su trodimenzionalne lutke koje potjecu iz anticke Kine. Tom su se idejom bavili i ne-
matematicari u izradi tableti¢a s naborima. Tableti¢i s naborima dobro prikazuju plohe s
negativnom zakrivljenosti, ali ne nuZno s konstantnom negativhom zakrivljenosti, jer se
najéescée u njihovoj izradi ne zadrzava omjer rasta.[[13]]

Slika 2.19: Tableti¢ s naborima

Kukic¢ani modeli hiperboli¢ne ravnine koje je 1997.godine otkrila Daina Taimina mo-
tivirali su 1 biologe za izradu modela koralja, mahunarki i1 ostalih organizama negativne
zakrivljenosti ili organizama s naborima. Ipak, kao Sto u prirodi niSta nije precizno sferno,
tako nije ni precizno hiperboli¢no, odnosno nema konstantnu negativnu zakrivljenost. Mo-
deli koralja, mahunarki i organizama negativne zakrivljenosti zato podsjeéaju na hiper-
boli¢nu ravninu, ali zapravo nisu modeli hiperboli¢ne ravnine. [[13]]



26 POGLAVLIJE 2. VIZUALIZACIJA HIPERBOLICNE GEOMETRIJE

Slika 2.20: Kukic¢ani model mahunarke

Kukicanje hiperboli¢ne ravnine

Kukicanje hiperboli¢ne ravnine zahtijeva samo znanje o osnovama kukicanja.
Pribor koji se koristi u kuki¢anju hiperboli¢ne ravnine je:

e kukica za kukicanje,
e konac za kukicCanje.

Kukice se razlikuju po veli¢ini. Odabiremo kukicu ovisno o debljini konca i Zeljenoj
napetosti pletiva.

Slika 2.21: Kukica i konac za kukicanje

Osnovne tehnike potrebne za kukicanje hiperboli¢ne ravnine su:

¢ kukicanje lancica
Lanci¢ je niz ocica kojim pocinjemo gotovo svako kukicano pletivo, pa tako i model
hiperboli¢ne ravnine. Oc¢ica nastaje izradom petljice oko kukice.
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Slika 2.22: Kukicani lanc¢ié

¢ kukicanje niskog Stapica

Nakon §to napravimo lancié, pletivo nastavljamo kukicanjem Stapiéa. lako, osim ni-
skog Stapica, postoje 1 visoki StapiC, poluvisoki Stapic, dvostruki Stapic itd., mi ¢emo
koristiti samo niski Stapi¢. Da bismo izradili niski Stapi¢ kukicu moramo provuci
kroz pletivo na za to predvidenom mjestu (ocicu). Kukicom zahvacamo konac i
provla¢imo kroz prvu o€icu na kukici. Sada imamo dvije ocice na kukici. Konac
provlac¢imo kroz obje ocice na kukici i na taj nac¢in dobivamo Stapi¢. Zatim postupak
nastavljamo provlac¢enjem kukice kroz iducu o€icu i tako do kraja reda.

Slika 2.23: Kukicanje niskog Stapica

e prijelaz u iduéi red

Od lancica prelazimo u prvi red pomocu zadnje oCice na lan¢i¢u. Zadnju o€icu ne
brojimo jer ona zapravo prelazi u iduci red. Izradu novih Stapi¢a iznad prethod-
nog reda poc¢injemo jednom dodatnom ocicom na kraju prethodnog reda. Navedenu
ocicu ne brojimo u daljnjem radu.

Na ovaj nacin nastaje osnovno kukicano pletivo s niskim Stapi¢ima. Broj Stapi¢a u svim
redovima je isti. [16]
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Slika 2.24: Kukicano pletivo

Za kukicanje hiperboli¢ne ravnine potrebne su male modifikacije navedene tehnike
kukicanja.

Ideja o kukicanju hiperboli¢ne ravnine proizasla je iz grafa koji prikazuje eksponen-
cijalni rast. Daina Taimina je uocila da taj graf moze postati nacrt za kukicanje hiper-
boli¢ne ravnine. Iako je prvobitna tehnika kojom je pokuSala izraditi hiperboli¢nu ravninu
bila pletenje, Daina je ubrzo shvatila da se u pletenju nakon odredenog broja redova broj
oCica toliko poveca da je prakticki nemoguée nastaviti postupak. Za razliku od pletenja,
kuki¢amo jednu po jednu ocicu, pa je kuki¢anje puno povoljnija tehnika za izradu hiper-
boli¢ne ravnine. Daina Taimina je do kukicanog modela hiperboli¢ne ravnine dosla me-
todom pokusaja i promasaja. Najprije je u svaku drugu ocCicu postavljala po dva Stapica,
1 tako red po red. Takav model je prebrzo dobivao nabore, pa je Daina shvatila da mora
promijeniti omjer u kojem dodaje nove Stapice. Naposljetku je doSla do postupka kojim se
dobiva kukic¢ani model hiperboli¢ne ravnine. Kod kukicanja je bitno pripaziti da o€ice budu
podjednako ¢vrste na cijelom modelu, kako bi se dobio §to precizniji model hiperboli¢ne
ravnine.

Kukicanje hiperboli¢ne ravnine poc¢injemo kukicanjem lanci¢a od dvadesetak ocica, s
tim da je zadnja oCica ona koja prelazi u drugi red i koju neemo brojati. Odaberemo broj N
ocica nakon kojih ¢emo dodavati o€icu visSe. Zatim kuki¢amo niske Stapice u prvom redu.
Za prvih N ocica kuki¢amo po jedan Stapi€. U (N + 1)-vu ocicu kuki¢amo dva Stapica.
Analogan postupak nastavljamo do kraja reda. Za prijelaz u iduéi red napravimo jednu
dodatnu ocicu koju neemo brojati, te nastavljamo postupak. Kada model dosegne Zeljenu
veli¢inu zavr§avamo model provlacenjem niti kroz posljednju ocicu. [[13]]

Na kuki¢anom modelu hiperboli¢ne ravnine lako se uocava eksponencijalan rast broja
ocica. Kada kuki¢amo hiperboli¢nu ravninu uo¢avamo kako se vrlo brzo, iz retka u redak,
povecava broj Stapica, odnosno ocCica. OCice viSe ne stanu u ravninu, pa se pojavljuju
nabori na modelu, odnosno model se Siri u prostor.

Kod izrade modela hiperboli¢ne ravnine sami biramo N, odnosno broj o¢ica nakon ko-
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jeg stavljamo dodatni Stapi¢. Primjerice, moZemo odabrati da ¢emo u prve Cetiri ofice
kukicati po jedan Stapi¢, a u petu oCicu, odnosno (N + 1)-vu oCicu dva Stapica. Za takav
model kaZemo da je model hiperboli¢ne ravnine s omjerom 4 : 5. MoZemo kukicati hiper-
boli¢ne ravnine razli€itih omjera. Jedino je bitno da u svakom modelu zadrzimo isti omjer
od pocetka do kraja. [[13] Kasnije ¢e biti puno lakSe raditi s modelima ¢iji omjer je bliZi
broju 1.

Slika 2.26: Hiperboli¢na ravnina s omjerom 4 : 5

Slika 2.27: Hiperboli¢na ravnina s omjerom 9 : 10
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Polumjer hiperboli¢ne ravnine

Znamo da se sfere medusobno razlikuju po svom polumjeru, ali sferna geometrija vri-
jedi na sferama svih polumjera. Isto vrijedi i za hiperboli¢ne ravnine.

Polumjer kukiCane hiperboli¢ne ravnine ovisi o omjeru hiperboli¢ne ravnine, ali i o
stilu kukicanja. MoZemo uociti da na kukicanom modelu redovi nisu ravni, ve¢ se savijaju,
odnosno tvore prstene istog polumjera. Polumjer tih prstena zapravo je polumjer hiper-
boli¢ne ravnine.[13]] Drugim rije¢ima, polumjer hiperboli¢ne ravnine je polumjer najvece
kruznice koja pripada dijelu hiperboli¢ne ravnine koji se ne nabire, odnosno dijelu koji pri-
pada euklidskoj ravnini.[4] Polumjer hiperboli¢ne ravnine mozemo pribliZno izmjeriti tako
da postavimo kukicani model na ravnu povrSinu i pokuSamo ga izravnati. Tada ¢e se na
modelu formirati mali trodimenzionalni luk. Taj luk obrubljujemo u krug koncem, te mje-
rimo polumjer tog kruga. Taj polumjer ujedno je i polumjer te hiperboli¢ne ravnine.[13]]
Najjednostavnije ¢emo izmjeriti polumjer hiperboli¢ne ravnine tako da uzmemo jedan na-
bor, spojimo ga u krug i gledamo najveci krug koji tako moZemo formirati, a da cijeli
pripada euklidskoj ravnini.[4]

Slika 2.28: Polumjer hiperboli¢ne ravnine

MozZemo uociti da se smanjenjem polumjera hiperboli¢ne ravnine povecava zakrivlje-

1
nost. Znamo da isto vrijedi i za sferu. Zakrivljenost sfere polumjera R definirana je kao o

a zakrivljenost hiperboli¢ne ravnine ——. I za sferu 1 za hiperboli¢nu ravninu beskonacnog

polumjera zakrivljenost tezi nuli, odnosno ploha tezi euklidskoj ravnini.

Osim preko polumjera hiperboli¢ne ravnine i sfere, pozitivnu i negativnu zakrivljenost
mozemo promatrati i na drugi nac¢in. Konstruiramo li kruZznicu odredenog polumjera u
euklidskoj ravnini, na sferi i u hiperboli¢noj ravnini, one ¢e se razlikovati. Kruznica danog
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polumyjera na sferi bit e manjeg opsega i povrsine od kruzZnice istog polumjera u euklidskoj
ravnini, a kruZnica istog polumjera u hiperboli¢noj ravnini bit e veéeg opsega i povrSine.

Slika 2.29: KruZnica odredenog polumjera na sferi, u euklidskoj ravnini i u hiperboli¢noj
ravnini

Slika 2.30: Usporedba veli¢ina kruznica odredenog polumjera na sferi (ljubicasta), u euk-
lidskoj ravnini (Zuta) i u hiperboli¢noj ravnini (ruzicasta)

To moZemo povezati i s ¢injenicom da, pokuSamo li sferu izravnati u euklidsku rav-
ninu, ona ¢e se razdvojiti i povrSina koju pokriva bit ¢e isprekidana. No, pokusamo li
hipeboli¢nu ravninu izravnati u euklidsku ravninu, neki dijelovi hiperboli¢ne ravnine nece
stati u euklidsku ravninu, ve¢ ée se preklapati.[13]]

Uocimo da, konstruiramo li kruznicu zadanog polumjera na sferi ve€eg polumjera,
kruZnica ¢e imati veéi opseg i povrSinu. Za hiperboli¢nu ravninu vrijedi suprotno, kruZnica
zadanog polumjera konstruirana na hiperboli¢noj ravnini veceg polumjera imat ¢e manji
opseg i povrsinu.
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Paralelni pravci u hiperboli¢noj ravnini

Uzmimo da papir predstavlja euklidsku ravninu. Tada pravac u euklidskoj ravnini mozemo
dobiti presavijanjem papira. Isto tako, presavijanjem kukicanog modela dobit ¢emo pravac
u hiperboli¢noj ravnini. Pravac ¢emo oznacavati tako da ga usijemo u hiperboli¢nu ravninu
pomocu igle 1 konca.

Slika 2.31: Pravac u hiperboli¢noj ravnini

Promotrimo pravce u hiperboli¢noj ravnini. Dva pravca okomita na kukic¢ane redove u
jednom smjeru se priblizavaju jedan drugome, a u drugom smjeru se udaljavaju, odnosno
ponasaju se asimptotski. Opcenito, dva pravca koja zatvaraju sukladne kutove s kukiCanim
redovima, ponasaju se asimptotski.

Slika 2.32: Asimptotski pravci u hiperboli¢noj ravnini

Dva pravca koji ne zatvaraju sukladne kutove s kukicanim redovima u jednom dijelu
ravnine se pribliZavaju, ali u oba smjera od tog dijela se udaljavaju (divergiraju).
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Slika 2.33: Paralelni pravci u hiperboli¢noj ravnini koji divergiraju u oba smjera

Sada moZemo, na kukic¢anom modelu, pokazati karakteristiku hiperboli¢ne geometrije,
a to je da za zadani pravac i zadanu tocku koja mu ne pripada u hiperboli¢noj ravnini postoji
beskona¢no mnogo pravaca kroz tu tocku, koji su paralelni sa zadanim pravcem.

Najprije oznac¢imo zadani pravac na kuki¢anom modelu. Zatim odaberemo to¢ku na
modelu i presavijanjem pokuSavamo pronaci paralelan pravac kroz tu tocku. Uocavamo
da takvih pravaca ima beskonacno mnogo. Takoder, uo¢avamo da razlikujemo asimptotske
pravce koji se pribliZavaju zadanom pravcu slijeva i asimptotske pravce koji se priblizavaju
zadanom pravcu zdesna.

Slika 2.34: Pravci kroz zadanu tocku paralelni sa zadanim pravcem

Presavijanjem kuki¢anog modela mozemo prikazati i okomite pravce u hiperboli¢noj
ravnini. | ovdje primjenjujemo analogiju s euklidskom ravninom i presavijanjem papira.
Da bismo u euklidskoj ravnini prikazali okomite pravce presavinemo papir da bismo dobili
prvi pravac. Zatim oznacimo neku tocku, presavinemo papir kroz tu tocku tako da se
prvi pravac preklapa. Navedeni postupak provodimo na kukicanom modelu i dobivamo
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okomite pravce. MoZemo uociti da je pravac kroz zadanu to¢ku, okomit na zadani pravac,
jedinstven.

Slika 2.35: Okomiti pravci

Zakljucili smo, presavijajuci kuki¢ani model, da imamo beskona¢no mnogo pravaca
kroz zadanu tocku, paralelnih sa zadanim pravcem. Ako kroz tu zadanu toc¢ku konstru-
iramo okomicu na zadani pravac, uocit ¢emo da Ce taj pravac biti okomit samo na jedan
od pravaca paralelnih sa zadanim pravcem. Takoder, dva pravca imaju najvisSe jednu za-
jedni¢ku okomicu, $to takoder mozemo provjeriti presavijanjem modela. [[13]]

Slika 2.36: Okomiti i paralelni pravci

Presavijanjem kuki¢anog modela otkrili smo aksiom hiperboli¢ne geometrije koji za-
mijenjuje peti Euklidov postulat:

Aksiom. Neka je zadan pravac u ravnini i tocka koja mu ne pripada. Tada postoji vise
od jednog pravca paralelnog s danim pravcem kroz danu tocku. Odnosno, tocka koja ne
pripada pravcu u ravnini sadrZana je u barem dva pravca koja ne sijeku dani pravac.[8]]
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Na modelima smo ilustrirali da vrijede neki teoremi hiperboli¢ne geometrije, primjerice[11]:

Teorem 2.4.1. Ako se dva pravca pribliZavaju zadanom pravcu slijeva (zdesna), tada se
oni i jedan drugome pribliZavaju slijeva (zdesna).

Slika 2.37: Crveni pravac 1 Zuti pravac priblizavaju se bijelom pravcu zdesna (asimptotski),
pa se crveni i Zuti pravac pribliZavaju jedan drugome zdesna (asimptotski)

Teorem 2.4.2. Neka je pravac AB zajednicka okomica pravaca p, i p,, gdje je A € py, a
B e p,y, tenekaje C € p,, C#AiD € p,, D+ B. Tada vrijedi |AB| < |CD|.

Teorem 2.4.3. Paralelni pravci imaju najvise jednu zajednicku okomicu.

Slika 2.38: Zajednicka okomica dvaju paralelnih pravaca
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Kutovi trokuta u hiperboli¢noj ravnini

U euklidskoj geometriji vrijedi da je zbroj veli¢ina kutova svakog trokuta 180° . U sfernoj
geometriji zbroj veli¢ina kutova trokuta je veci od 180° (vidi Sliku 1.6)

Zelimo na kuki¢anom modelu pokazati da je u hiperboli¢noj geometriji zbroj veli¢ina
kutova trokuta manji od 180°. Na modelu oznac¢avamo tri tocke i pomocu konca oznacavamo
duzine koje spajaju te tri toCke. Na taj nacin smo prikazali trokut u hiperboli¢noj ravnini.
Mozemo uoditi da je zbroj veli¢ina kutova trokuta manji od 180°.[13]

Slika 2.39: Trokut u hiperboli¢noj ravnini

Sto je trokut veéi to je zbroj veli¢ina njegovih kutova manji. Najveéi trokut koji
moZemo smjestiti u hiperboli¢nu ravninu zove se idealan trokut. Za njegove kutove vri-
jedi da zbroj njihovih veli€ina tezi nuli. MoZemo pronaci vise idealnih trokuta na svojem
kuki¢anom modelu, ali ¢e svi biti sukladni.

Slika 2.40: Zbroj veli¢ina kutova veceg trokuta manji je od zbroja veli¢ina kutova manjeg
trokuta
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Slika 2.41: Idealni trokut

Povrsinu trokuta u hiperboli¢noj ravnini raCunamo po formuli:

P=(80"—-(a+B+7y) =

180° "R

Gore su a, 1 y veli¢ine unutarnjih kutova trokuta u stupnjevima, a R radijus hiper-
boli¢ne ravnine. MoZemo uociti da ¢e povrsina idealnog trokuta u hiperboli¢noj ravnini s
radijusom 1 biti jednaka 7.[13]]

Na kuki¢anom modelu smo dokazali da vrijedi teorem:

Teorem 2.4.4. Zbroj velicina kutova trokuta u hiperbolicnoj ravnini manji je od 180°.

Kukicanje simetri¢ne hiperboli¢ne ravnine

Sjetimo se da su modeli hiperboli¢ne ravnine u euklidskoj ravnini bili simetri¢ni u odnosu
na srediSte kruZnice koja je predstavljala rub modela. Fizicki modeli koje smo do sada
promatrali nisu simetri¢ni. Ipak, moZemo napraviti kukic¢ani model simetri¢ne hiperboli¢ne
ravnine koji Ce biti simetrican u odnosu na srediSte modela.

Kukicanje simetri¢ne hiperboli¢ne ravnine nije jednostavno kao kukic¢anje nesimetri¢ne
hiperboli¢ne ravnine. Kod simetri¢ne hiperboli¢ne ravnine kukicati po¢injemo od sredine,
a omjer nije konstantan, nego ovisi o redu u kojem kuki¢amo. Omjer odredujemo iz for-
mule za opseg kruznice polumjera r (mjeren unutar hiperboli¢ne ravnine):

On) =m-R- ("R — gh/R),

gdje je n broj reda u kojem se nalazimo, 4 prosjecna visina Stapi¢a odnosno reda Stapica,
a R Zeljeni radijus simetri¢ne hiperboli¢ne ravnine. Prosje¢na visina Stapica ovisi o stilu
kukiCanja i napetosti pletiva, a odredujemo ju tako da kukicamo 12 kratkih redova (oko
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10 ocica u redu), izmjerimo visinu srednjih 10 redova i taj broj podijelimo s 10. Omjer
O(n)/O(n — 1) zaokruZen na najblizi ,,jednostavni” razlomak odreduje u kojem omjeru
povecavamo broj o€ica u n-tom redu.

Primjer. Visina $tapiéa mojeg pletiva je 0,5 cm. Zelim napraviti model s radijusom 4
cm. Iz tablice mogu, za svaki red, vidjeti u kojem omjeru povecavam broj o€ica u svom
pletivu.

n | O(n) O(n)/O(n — 1) | priblizan razlomak | omjer povecavanja
1 | 3,15

2 16,35 2,01 2/1 1:2
3 19,65 1,52 3/2 2:3
4 113,1 1,36 4/3 3:4
5 116,75 | 1,28 4/3 3:4
6 | 20,67 |1,23 5/4 4:5
7 124,91 1,21 5/4 4:5
8 129,54 | 1,19 6/5 5:6
9 34,63 | 1,17 7/6 6:7
10 | 40,26 | 1,16 7/6 6:7
11 | 46,52 | 1,16 7/6 6:7
25| 285,46 | 1,13 9/8 8:9
26 | 323,61 | 1,13 9/8 8:9
27 | 366,81 | 1,13 9/8 8:9
28 | 415,76 | 1,13 9/8 8:9
29 [ 471,22 | 1,13 9/8 8:9

MozZemo uociti da se u jednom trenu Cini da omjer postaje konstantan. U formuli
O(n) = n- R - ("R — ¢7""/R) vidimo da se za velike n vrijednost e priblizava nuli.
Odnosno za velike n formula postaje O(n) ~ - R - ¢""/% pa imamo eksponencijalan rast
broja ocica iz retka u redak, odnosno stalan omjer povecéanja.[13]]

Posebno, na kuki¢anom modelu simetri¢ne hiperboli¢ne ravnine sa slike 2.42 moZemo
dobro vidjeti eksponencijalan rast. U izradu modela su utroSene jednake koliine crve-
nog i ljubicastog konca, ali je crvenog konca bilo dovoljno za izradu 23 kukicana reda, a
ljubicastog za izradu 7 kukiCanih redova.
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Slika 2.42: Simetri¢na hiperboli¢na ravnina

Pravilni mnogokuti u hiperboli¢noj ravnini

U euklidskoj ravnini za veli¢inu unutarnjeg kuta pravilnog mnogokuta vrijedi formula:
a= ”n;z - 180°,

gdje je n broj stranica pravilnog mnogokuta. Pravilan mnogokut ima sve stranice jednake
duljine 1 sve unutarnje kutove jednake veliine, odnosno pravilan n-terokut ima n stranica
koje su sve jednakih duljina, i n unutarnjih kutova koji su svi jednakih veli¢ina. Dakle, svi
¢e pravilni n-terokuti za odredeni n imati jednake veli¢ine unutarnjih kutova. Za razliku od
euklidske ravnine, u hiperboli¢noj ravnini pravilni n-terokuti za odredeni n ne moraju imati
jednake veli¢ine unutarnjih kutova. Odnosno, veli¢ina unutarnjih kutova ovisi o duljini
stranica mnogokuta.

U hiperboli¢noj ravnini lako je do¢i do pravilnog osmerokuta. SrediSnji kut u hiper-
boli¢noj ravnini podijelimo na osam jednakih dijelova presavijanjem kuki¢anog modela,
kao Sto bismo radili i na komadu papira odnosno u euklidskoj ravnini.

Odaberemo li tocke u svih osam smjerova koje su jednako udaljene od sredista, od-
nosno od vrha srediSnjeg kuta, kojeg smo ve¢ konstruirali, i spojimo ih duZinama, dobit
¢emo pravilan osmerokut.

Posebno je zanimljiv slucaj kada je veliCina unutarnjeg kuta pravilnog osmerokuta 45°.
Takav osmerokut konstruiramo metodom pokusaja i promasaja. Konstruiramo dvije stra-
nice osmerokuta i mjerimo kut izmedu tih dviju stranica. To ¢emo najlakSe uciniti tako
da iz komada papira izrezemo mali kut veliine 22,5° koliko bi trebala iznositi veli¢ina
kuta izmedu stranice osmerokuta i najveée dijagonale sa zajedni¢kom rubnom tockom.
Komadi¢ papira postavljamo u kut izmedu stranice osmerokuta i dijagonale i provjera-
vamo iznosi li taj kut 22,5°. Ako ne, usporedujemo ga sa Zeljenim kutom i prema tome
odlucujemo ho¢emo li gledati vedi ili manji osmerokut. Kada pronademo za koju udalje-
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Slika 2.43: Osmerokut u hiperboli¢noj ravnini

nost od sredisSta osmerokuta dobivamo unutarnji kut od 45°, na toj udaljenosti oznacavamo
1 ostale vrhove osmerokuta.

Sada mozemo izraditi kuki¢ani model osmerokuta s unutarnjim kutom veli¢ine 45°.
Izmjerimo na hiperboli¢noj ravnini koje nam duljine treba biti odredeni red 1 na temelju
toga kukicamo osmerokut. Dakle, ne kukicamo red do kraja, nego kada vidimo da nam je
red dovoljno dug, prelazimo u iduéi. Bitno je da za kuki¢ani model osmerokuta koristimo
isti omjer kao i na modelu hiperboli¢ne ravnine na kojem smo mjerili osmerokut.

Slika 2.44: Osmerokut s unutarnjim kutom veli¢ine 45° u hiperboli¢noj ravnini

Pravilni osmerokut s unutarnjim kutom veli¢ine 45° nam je zanimljiv jer pomocu njega
mozemo sloZiti tzv. hiperboli¢ne hlace. Hiperbolicne hlace su hiperboli¢na ogranic¢ena
ploha, a dobivamo ih tako da oznacimo svaku drugu stranicu dobivenog osmerokuta s
unutarnjim kutom veli¢ine 45° i spojimo ih u parovima. MoZemo ih spojiti pomocu ¢icak
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trake koju smo prethodno usili na svaku drugu stranicu osmerokuta ili jednostavno pomocu
igle i konca.

Slika 2.45: Hiperboli¢ne hlace

U hiperboli¢noj ravnini moZemo konstruirati i pravokutne mnogokute. Primjerice,pravilni
pravokutni Sesterokut konstruiramo tako da najprije konstruiram proizvoljnu duZinu i pre-
savijanjem konstruiramo njenu simetralu. Simetrala ¢e biti okomita na duZinu. Zatim
preklopimo krajnu tocku duZine sa sjeciStem duZine i njene simetrale. Pravac okomit na
pocetnu duZinu kojem pripada krajnja tocka duZine je pravac u kojem simetrala dodiruje
presavinuti model. Analogno ponovimo za drugu krajnju toc¢ku. Na dobivene okomice
nanosimo duljinu pocetne duzine. Tako smo dobili tri stranice pravilnog Sesterokuta. Nas-
tavljamo postupak dok ne dodemo do pravilnog pravokutnog Sesterokuta. Ako odmah ne
dobijemo pravilan pravokutan Sesterokut, mijenjamo duljinu pocetne duZine i pokuSavamo
ponovo. Ne postoji formula kojom moZemo odrediti kada ¢emo dobiti pravilan pravokutan
Sesterokut.[[13] Na isti nacin konstruiramo i ostale pravilne pravokutne mnogokute.

Slika 2.46: Pravilni pravokutni Sesterokut u hiperboli¢noj ravnini

Vazno je naglasiti da u hiperboli¢noj ravnini ne mozemo konstruirati kvadrat, odnosno
Cetverokut kojem su sva Cetiri kuta prava, jer je u hiperboli¢noj ravnini zbroj veli¢ina unu-
tarnjih kutova Cetverokuta manji od 360°. Navedeno svojstvo moZzemo povezati sa Sacc-
herijevim cetverokutom i Teoremom 2.4.5.. Dokaz teorema 2.4.5. proizlazi iz navedenog
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svojstva Cetverokuta, jer kada bi dva paralelna pravca imala dvije zajednicke okomice do-
biveni Cetverokut bio bi kvadrat ¢ime dolazimo do kontradikcije.

Kukicanje pseudosfere

Eugenio Beltrami je 1868. godine prvi vizualizirao hiperboli¢nu ravninu u trodimenzi-
onalnom euklidskom prostoru pomocu pseudosfere. Pseudosfera je rotacijska ploha, nas-
talo rotacijom traktrise oko njene asimptote. [[7]

Traktrisa je krivulja koja nastaje kao trag objekta na jednom kraju Spage konstantne
duljine, kada se drugi kraj Spage povlaci duz pravca. Taj pravac je asimptota traktrise.[13]]
Parametrizirana jednadzba traktrise glasi:

x = 1/ cosh(z), y = t — tanh(z).[1]]

Pseudosfera je ploha konstantne negativne zakrivljenosti, ali se ne moZe Siriti u be-
skonacnost. Beltrami je pomocu pseudosfere pokazao da postoji geometrija u kojoj ne
vrijedi peti Euklidov postulat, no zbog ogranicenosti, ona nije bila idealan model hiper-
boli¢ne geometrije.

Pseudosferu mozemo uociti u prirodi, graditeljstvu 1 izradi nekih limenih glazbala, pri-
mjerice francuskog roga.

Precizno kukiCanje pseudosfere zahtijevalo bi da pocnemo od tocke, Sto nije fizicki
moguce, pa pocinjemo od Sto manje kruznice. Kukicanje zapocinjemo s velikom petljom u
koju kuki¢amo niske Stapice u krug. Bilo bi dobro da po¢nemo s oko Sest Stapi¢a u prvom
redu. Kada zavr§imo s prvim redom povla¢imo pocetni kraj petlje s kojom smo poceli i
tako zatvaramo 1 skupljamo prvi red. Nastavljamo kukicati u spiralu s odabranim omjerom,
koji i ovdje, kroz cijeli rad, treba biti konstantan. [13]

Slika 2.47: Kukicani model pseudosfere
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Primjene kukic¢anih modela

Kukicanje modela hiperboli¢ne ravnine zahtjeva puno vremena i strpljenja, ali kada je
model gotov mozemo ga koristiti bez straha da ¢e se raspasti.[[13]] Takoder, model je sa-
vitljiv 1 na njemu lako mozemo pokazivati i otkrivati karakteristike hiperboli¢ne geome-
trije koje su bez koriStenja modela kontraintuitivne 1 teSko shvatljive. Otkrivanje hiper-
boli¢ne geometrije pomoc¢u kuki¢anih modela ne zahtjeva napredno znanje matematike,
a model moZe izraditi svatko tko poznaje osnove kukiCanja. Zato, na taj naCin svakome
mozemo pribliZiti hiperbolicnu geometriju. Na modelu, osim svojstava hiperboli¢ne ge-
ometrije, moZzemo uociti i eksponencijalni rast broja ocica iz retka u redak. Zanimljivo je
usporedivati brzinu rasta broja ocica i brzinu nastajanja nabora na modelima s razliitim
omjerima. Osim modela hiperboli¢ne geometrije kukicati i plesti se mogu i razlicite plohe,
primjerice katenoida, helikoida, M&biusova vrpca i prethodno opisana pseudosfera. Veé
se tokom kukicanja ili pletenja odredenih ploha otkrivaju njihova svojstva. Kukicanje
razliCitih ploha je privlacno mnogima jer dopusta slobodu, eksperimentiranje i otkrivanje
nekih novih formi. Kukicani modeli hiperboli¢ne ravnine ne koriste se samo u matema-
tici, ve¢ 1 u biologiji, ali i u tekstilnoj industriji. Primjerice, u nastavi biologije koriste
se kako bi se prikazali koralji 1 koraljni grebeni 1 kako bi se osvijestili ekoloski problemi
vezani uz njih.[13] Inderdisciplinaran pristup kuki¢anim modelima omoguéava uspjeSniju
popularizaciju matematike i hiperboli¢ne geometrije.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu opisan je povijesni razvoj geometrije, posebno hiperboli¢ne
geometrije, te vizualizacija hiperboli¢ne geometrije pomocu fizickih modela, s naglaskom
na kukicanim modelima.

U poglavlju o povijesnom razvoju geometrije, poc¢injemo od samog nastanka geome-
trije motiviranog potrebama iz svakodnevnog Zivota tadasnjeg Covjeka. Nastavljamo s ra-
zvojem euklidske geometrije i problemom petog Euklidovog postulata. PokusSaji doka-
zivanja petog Euklidovog postulata pomocu prva Cetiri Cesto su bili na pragu otkrivanja
hiperboli¢ne geometrije. Navodimo i ukratko opisujemo povijest neeuklidskih geometrija
opcenito. Pravi preokret u razumijevanju petog postulata dogodio se u 19.stoljecu, kada
su, neovisno jedan o drugome, Bolyai i Lobacevski razvili geometriju u kojoj peti postulat
ne vrijedi, kasnije poznatu kao hiperboli¢na geometrija. Kasnije Riemann hiperboli¢nu
geometriju povezuje s negativnom zakrivljenos¢u. Javlja se problem vizualizacije hiper-
boli¢ne geometrije o kojem vise u drugom poglavlju.

Drugo poglavlje zapocinjemo vizualizacijom hiperboli¢ne ravnine modelima u euk-
lidskoj ravnini. Takvi su modeli zapravo mapa (karta) i ne Cuvaju sve karakteristike hi-
perboli¢ne ravnine. Zato je potrebna vizualizacija u euklidskom prostoru. Najprije na-
vodimo modele od papira i nacin njihove izrade. Takvi modeli, zbog materijala od ko-
jeg su izradeni, imaju kratak vijek trajanja i teSko je na njima vizualizirati odredene ka-
rakteristike hiperboli¢ne ravnine. Nastavljamo s modelima koji nemaju te nedostatke, a
to su kukicani modeli. Nakon opisivanja nacina izrade kukicanih modela hiperboli¢ne
geometrije, prakticnom aktivnoS$¢u presavijanja otkrivamo svojstva tih modela i povezu-
jemo ih s karakteristikama hiperbolicne geometrije. Na kuki¢anim modelima hiperboli¢ne
ravnine promatramo: paralelne i okomite pravce, kutove trokuta i mnogokute. Osim
kukicanja hiperboli¢ne ravnine u radu je opisano i kukicanje simetri¢ne hiperboli¢ne rav-
nine i kukicanje pseudosfere.






Summary

In this diploma thesis the historical development of geometry and especially that of hyper-
bolic geometry is presented, as well as hyperbolic geometry visualization with the aid of
physical models, and with emphasis on crochet models.

In the chapter on the historical development of geometry, we start with the very begin-
nings of geometry motivated by the everyday needs of the past human life. We continue by
giving an overview of the Euclidian geometry and the problem of Euclid’s fifth postulate.
Attempts at proving Euclid’s fifth postulate by referring to the first four have often been
on the verge of revealing hyperbolic geometry. We present and briefly describe the history
of non-Euclidian geometries in general. The real shift in understanding the fifth postulate
occurred in the 19th century when Bolyai and Lobachevsky independently developed a ge-
ometry in which the fifth postulate was invalid, which later became known as hyperbolic
geometry. Later Riemann connected hyperbolic geometry with negative curvature. Thus
the problem of hyperbolic geometry visualization appears, which will be dealt with in the
second chapter.

The second chapter starts with a visualization of a hyperbolic plane with models in the
Euclidian plane. Such models are actually a map and do not represent all of the characte-
ristics of the hyperbolic plane. That is why a visualisation in the Euclidian space is needed.
We first present the paper models and their assembly. Such models, because of the material
from which they are made, do not last long and it is difficult to visualize certain characte-
ristics of the hyperbolic plane on them. We continue by presenting models which do not
have these shortcomings, i.e. crochet models. After a description of the fabrication process
of hyperbolic geometry crochet models, through the practical activity of folding we reveal
the properties of such models and connect them with the characteristics of hyperbolic ge-
ometry. On the crochet models of hyperbolic plane we observe: parallel and vertical lines,
triangle and polygon angles. Apart from crocheting a hyperbolic plane, the thesis describes
crocheting of symmetric hyperbolic planes and crocheting a pseudosphere
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