Konstruktivni problemi s visinama i ortocentrom

Radovié¢, Mia

Master's thesis / Diplomski rad

2016

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Science / SveuciliSte u Zagrebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:705793

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-05-04

STE U 2
gt\\_,'\s Z4 G

72
% £,
S %
© % . e
& Z Repository / Repozitorij:
27% E_;' Repository of the Faculty of Science - University of
2 & Zagreb
% &
< N
Op. o

\‘
Yo _ e

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLIL

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:705793
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/pmf:5426
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:5426
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:5426

SVEUCILISTE U ZAGREBU
PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKI FAKULTET
MATEMATICKI ODSJEK

Mia Radovi¢

KONSTRUKTIVNI PROBLEMI S
VISINAMA | ORTOCENTROM

Diplomski rad

Voditelj rada:
doc.dr.sc. Mea Bombardelli

Zagreb, rujan 2016.



Ovaj diplomski rad obranjen je dana

pred ispitnim povjerenstvom

u sastavu:

, predsjednik

, Clan

, Clan

Povjerenstvo je rad ocijenilo ocjenom

Potpisi ¢lanova povjerenstva:




Zahvaljujem svojoj mentorici Mei Bombardelli te brojnim susretljivim kolegama,
asistentima i profesorima koji su mi omogucili da danas budem tu gdje jesam. Matei
zahvaljujem najprije za smijeh, a onda i veliku podrsku svih ovih godina. Ivi zahvaljujem
jer mi je omogucio da ga poznajem i zovem prijateljem. Antei Zelim reci hvala jer je
uvijek bila tu i jer je zasluZna za sve sjecanja vrijedne trenutke. Zahvaljujem se potom
cijeloj svojoj obitelji, a posebno baki koja je palila svije¢u za svaki kolokvij i didu na
genima i beskrajnom interesu za moje studiranje. Zahvaljujem se i Luki jer me tjerao da
ucim kad je bilo najteZe i jer me uvjeravao da ja to mogu. Najvece hvala pripada Ani, tati
i mami jer su upravo onakvi kakvi jesu i jer bez njih sve ovo ne bi bilo moguce. Od srca
vam hvala.



Sadrzaj

Uvod

(1 Osnovne definicije 1 teoremi|

2 O geometrijskim konstrukcijama|

2.1 Temeljne konstrukcye . . . . . .. ...
[2.2  Rjesavanje konstruktivnih zadatakal . . . . . . . ... ..
2.3 Pomocne konstrukcnyje| . . . . . ..o 0oL

3  Konstruktivni problemi s visinamal

{4 Konstruktivni problemi s ortocentrom|

v

iv

10
16
21

23

69

87



Uvod

Visina trokuta, a samim time 1 ortocentar koji je jedna od Cetiriju karakteristi¢nih toCaka
trokuta, vazni su pojmovi u geometriji. Svrha ovog diplomskog rada je detaljno proucavanje
metri¢kih i polozajnih konstruktivnih zadataka gdje je bar jedan od zadanih elemenata vi-
sina, odnosno ortocentar trokuta.

U prvom dijelu rada dokazat ¢e se teorem o ortocentru, kao i teorem o udaljenosti or-
tocentra od jednog vrha trokuta, te navesti definicije i iskazi teorema potrebni za dalj-
nji tekst. Potom ¢e biti rije¢i o geometrijskim konstrukcijama ravnalom i Sestarom, te-
meljnim operacijama i konstrukcijama koriste¢i spomenuta pomagala. Opisat ¢e se meto-
dika rjeSavanja konstruktivne zadace i nekoliko metoda rjeSavanja popracenih primjerima
1 crtezima. Takoder, navest ¢e se i1 detaljno opisati pomocne konstrukcije koriStene pri
rjeSavanju zadataka iz treCeg i1 Cetvrtog dijela ovog rada.

U trecem dijelu rijesSit ¢e se niz metrickih primjera s duljinama visina koriste¢i razne
poucke 1 metode. U cCetvrtom dijelu rjeSavat ¢e se poloZajni primjeri u kojima je zadan
poloZaj ortocentra i noZiSta visina iz vrhova trokuta. Naglasak je u oba poglavlja stavljen
na sve etape rjeSavanja konstruktivnog zadatka, posebice dokaz i raspravu, buduci da nji-
hov detaljan opis najcesce izostaje, te na raznolikost u samim zadatcima, kao i u njihovom
rjeSavanju.






Poglavlje 1

Osnovne definicije i teoremi

U ovom poglavlju navest ¢emo pojmove i svojstva koriStena u nastavku rada. Prije svega
definirat éemo pojmove visine i ortocentra te dokazati teorem o ortocentru.

Definicija 1.1. Visina trokuta je duZina kojoj je jedan kraj vrh trokuta, a drugi noZiste
okomice spustene iz tog vrha na pravac na kojemu leZi suprotna stranica.

Teorem 1.2. (Teorem o ortocentru). Pravci na kojima leZe visine trokuta sijeku se u jednoj
tocki.

Za dokaz ovog teorema potrebni su nam sljedeci teoremi i definicija:

Teorem 1.3. Sljedece tvrdnje su medusobno ekvivalentne: (i) cCetverokut ABCD je para-
lelogram, (ii) postoje dvije nasuprotne stranice cCetverokuta ABCD koje su nasuprotne i
paralelne, (iii) svake dvije nasuprotne stranice Cetverokuta ABCD su sukladne, (iv) dija-
gonale cetverokuta ABCD se medusobno raspolavljaju, (v) oba para nasuprotnih kutova
Cetverokuta ABCD su sukladna.

Definicija 1.4. Simetrala duZine je pravac koji prolazi polovistem te duZine i okomit je na
nju.

Teorem 1.5. (Teorem o simetralama stranica trokuta). Simetrale stranica trokuta sijeku
se u jednoj tocki.

Sad moZemo dokazati teorem o ortocentru.

Dokaz. Svakim vrhom trokuta povucimo paralelu sa suprotnom stranicom. Tako se dobije
trokut A’B’C’ (slika[I.T).
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Cetverokut ABA’C je paralelogram. Teorem povlaci da je |[AB| = |CA’|. Takoder,
cetverokut ABCB’ je paralelogram, pa teorem povladi i |AB| = |B’'C|. Slijedi da je
|B’C| = |CA’|, pa je C poloviste stranice A’B’. Analogno pokazujemo da je A poloviste
stranice B’C’ i da je B poloviste stranice A’C".

Visina na stranicu AB okomita je na tu stranicu, pa onda i na duZinu A’B’. Prema tome,
pravci na kojima leze visine trokuta ABC ujedno su simetrale stranica trokuta A’B'C’.
Prema teoremu [I.5] simetrale stranica trokuta A’B’C” sijeku se u jednoj tocki. Stoga se
i tri pravca na kojima leZe visine trokuta ABC sijeku u jednoj tocki.

Slika 1.1

O

Definicija 1.6. Tocka u kojoj se sijeku pravci na kojima leZe visine trokuta naziva se orto-
centar trokuta.

Navest ¢emo joS nekoliko vaznih definicija i svojstava trokuta.

Definirajmo prvo teZiSte trokuta. Kako bismo ga definirali, potrebno je najprije objasniti
pojam teZiSnice i navesti jedan teorem.

Definicija 1.7. TeZisnica trokuta je duZina koja spaja vrh trokuta s polovistem nasuprotne
stranice trokuta.

Teorem 1.8. (Teorem o teZiStu trokuta). Sve tri teZisnice trokuta sijeku se u jednoj tocki.
Udaljenost te tocke od pojedinog vrha trokuta iznosi dvije trecine duljine odgovarajuce
teZisnice.

Definicija 1.9. Tocka u kojoj se sijeku sve tri teZisnice naziva se teZiste trokuta.

Objasnimo sad pojam kruzZnice opisane trokutu i njenog sredista.



Teorem 1.10. Za svaki trokut postoji jedna i samo jedna kruZnica koja prolazi vrhovima
trokuta. Ta se kruZnica zove kruznica opisana tom trokutu, a srediste joj je sjeciste sime-
trala stranica trokuta.

Teorem 1.11. Pravac okomit na tetivu kruznice prolazi sredistem te kruznice ako i samo
ako prolazi polovistem tetive.

Kako bismo objasnili pojam trokutu upisane kruznice, potrebno je definirati sljedeci pojam:
Definicija 1.12. Simetrala kuta je pravac koji taj kut dijeli na dva jednaka dijela.

Teorem 1.13. Simetrale unutarnjih kutova trokuta sijeku se u jednoj tocki. Ta tocka je
srediste trokutu upisane kruZnice.

Navedimo i sljedece definicije i teoreme:

Teorem 1.14. Tocka leZi na simetrali kuta ako i samo ako je jednako udaljena od njegovih
krakova.

Definicija 1.15. Sukut unutarnjeg kuta trokuta naziva se vanjski kut trokuta.

Teorem 1.16. Simetrale bilo koja dva vanjska kuta trokuta i simetrala preostalog treceg
unutarnjeg kuta trokuta sijeku se u jednoj tocki.

Visine trokuta vezu se i za pojam povrSine trokuta. Formula pomocu koje se racuna
povrsina trokuta kojemu je jedna stranica duljine a, a pripadna visina duljine v, je:
1
P = 3 - av,.
Definicija 1.17. Za dva trokuta kaZemo da su sukladni ako su im odgovarajuce stranice
Jjednake duljine i odgovarajuci kutovi jednake velicine.

Teorem 1.18. (S KS teorem o sukladnosti). Dva su trokuta sukladna ako su im sukladne
dvije stranice i kut medu njima.

Teorem 1.19. (KS K teorem o sukladnosti). Dva su trokuta sukladna ako im je sukladna
Jjedna stranica i dva kuta uz tu stranicu.

Teorem 1.20. (SS S teorem o sukladnosti). Dva trokuta su sukladna ako su im sukladne
sve tri stranice.

Definicija 1.21. Za dva trokuta kaZemo da su sli¢ni ako su im odgovarajuci kutovi sukladni
i odgovarajuce stranice proporcionalne.
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Kao i kod sukladnosti trokuta, postoje Cetiri teorema o minimalnim dovoljnim uvjetima za
sli¢nost trokuta, no ovdje éemo navesti samo onaj koji ¢emo koristiti kasnije.

Teorem 1.22. (SSS poucak o sli¢nosti). Dva trokuta su slicna ako su im odgovarajuce
stranice proporcionalne.

Nadalje, prilikom rjeSavanja nekolicine konstruktivnih problema, trebat ¢e konstruirati ge-
ometrijsko mjesto tocaka iz kojih se dana duZina vidi pod danim kutom. Za to su nam
potrebni sljedeci teoremi i definicija:

Teorem 1.23. (Talesov teorem o kutu nad promjerom kruznice). Ako je duZina AB pro-
mjer kruznice k, a C bilo koja tocka kruZnice k razli¢ita od A i B, tada je kut {ACB pravi.

Teorem 1.24. (Obrat Talesovog teorema). Ako je kut £ACB pravi, onda tocka C leZi na
kruZnici ciji je promjer duZina AB.

Definicija 1.25. Konveksni kut kojemu vrh T leZi na kruznici k i ¢iji krakovi sijeku kruzZnicu
k u dvjema tockama A i B zovemo obodni kut kruZnice k nad lukom AB.

Definicija 1.26. Neka je k kruZnica sa sredistem u tocki O i AB 3 kruZni luk koji leZi na
kruznici k. Kut £{AOB zovemo srediSnji kut kruZnice k nad lukom AB.

Teorem 1.27. Sredisnji kut nad nekim lukom jednak je dvostrukom obodnom kutu nad tim
istim lukom.

Slijedi nekoliko definicija o preslikavanjima ravnine.

Definicija 1.28. KaZemo da je preslikavanje f : 1 — n izometrija ravnine n ako za sve
tocke A i B ravnine n vrijedi |A’B’| = |AB|, gdje je f(A) = A" i f(B) = B'.

Definicija 1.29. Neka je p pravac koji leZi u ravnini n. Osna simetrija ravnine 1 obzirom
na pravac p je preslikavanje s, : 1 — r definirano na sljedeci nacin: Ako tocka T leZi na
pravcu p definira se s5,(T) = T. Ako tocka T ne leZi na pravcu p, tada okomica kroz tocku
T na pravac p sijece p u nekoj tocki Tg. Neka je T’ tocka na pravcu TT,, razlicita od T,
takva da je |TTo| = |ToT’|. Takva tocka T’ je jedinstvena. Definira se s,(T) = T'.

Definicija 1.30. Neka je O ¢vrsta tocka ravnine n. Centralna simetrija ravnine nt obzirom
na tocku O je preslikavanje s, : 1 — n definirano na sljedeci nacin: Najprije je s,(O) = O.
Ako je T tocka razlicita od O, neka je T’ tocka na pravcu T O, razlicita od T, takva da je
|TO| = |OT’|. Takva tocka T’ je jedinstvena. Definira se s,(T) = T’.

Uocimo: Osna i centralna simetrija su izometrije ravnine.

Navest ¢emo i teorem koji povezuje srediSte kruznice opisane trokutu s njegovim ortocen-
trom.



Teorem 1.31. (Teorem o udaljenosti ortocentra od vrha trokuta). Udaljenost ortocentra
od jednog vrha trokuta jednaka je dvostrukoj udaljenosti sredista trokutu opisane kruznice
od nasuprotne stranice trokuta.

Drugim rijec¢ima, neka je ABC trokut kojemu je tocka H ortocentar, tocka O srediste opi-

— — —
sane kruznice, a tocka P poloviste stranice BC. Vrijedi: AH = 20P.

Kako bismo dokazali ovaj teorem, koristit ¢emo sljedecu definiciju i teorem:

Definicija 1.32. Spojnica polovista dviju stranica trokuta zove se srednjica trokuta. Trokut
ima tri srednjice.

Teorem 1.33. Srednjica povucena polovistima dviju stranica trokuta je usporedna s trecom
stranicom. Duljina srednjice jednaka je polovici duljine stranice s kojom je usporedna.

Dokazimo sad teorem (1.3 1|0 udaljenosti ortocentra od jednog vrha trokuta.

Dokaz. Trokutu ABC opisana je kruZnica k sa srediStem u tocki O. Tocka H je ortocentar
trokuta. Uz ostale oznake kao na slici[I.2] treba dokazati da je |AH| = 2|0D|. Pravac OD
je simetrala stranice BC, pa je OD L BC, a kako je AH L BC slijedi da je OD || AH.
Analogno imamo da je OE || BH. Duzina DE je srednjica trokuta ABC, zbog &ega je
DE || AB. Vidimo da su stranice trokuta ODE 1 HAB (u parovima) usporedne, zbog Cega
ti trokuti imaju sukladne kutove. 1z ovoga slijedi da su trokuti ODE i HAB sli¢ni. Kako
je IDE| = 3|BA|, slijedi da je |OD| = 3|AH| i |OE| = 3|BH|. Analogno se dokaZe da je
|OF| = %IC H)|, ¢ime je dokazana tvrdnja poucka.

Slika 1.2
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O

Pri rjeSavanju nekih primjera iz treeg i Cetvrtog dijela ovog rada koristit ¢e se sljedeci
teoremi 1 definicije:

Teorem 1.34. Srediste O opisane kruznice, teZiste T i ortocentar H nekog trokuta ABC
leZe na jednom pravcu e koji nazivamo Eulerovim pravcem tog trokuta. Udaljenost |HT)|
ortocentra H i teZista T dvostruko je veca nego udaljenost |TO| teZista T i sredista O
opisane kruznice, tj.

|HT|=2-|TO|.

Slika 1.3

Definicija 1.35. Tetivni Cetverokut je cetverokut kome se moZe opisati kruznica.

Teorem 1.36. Zbroj dvaju nasuprotnih kutova tetivnog cetverokuta je 180°.



Poglavlje 2

O geometrijskim konstrukcijama

Geometrijske konstrukcije su onaj dio planimetrije koji odredene planimetrijske probleme
rjeSava konstruktivnom metodom. U ovom poglavlju bit ¢e rije¢i 0 osnovnim pojmovima
vezanim za konstruktivnu zadacu te o temeljnim konstrukcijama trokuta. Prije svega defi-
nirajmo:

Definicija 2.1. Bilo koji podskup toc¢aka promatrane ravnine nt zvat cemo geometrijskom
figurom ravnine n.

Konstruirati neku figuru znaci, najopcenitije re€eno, nacrtati tu figuru. Za konstrukciju
geometrijskih figura potrebno je upotrijebiti odredene sprave. U ovom radu prilikom kons-
trukcije figura bavit ¢emo se euklidskim konstrukcijama. Euklidske konstrukcije su kons-
trukcije kod kojih su dopustene sprave:

1. jednobridno ravnalo (ravnalo kojemu moZemo upotrebljavati samo jedan od dva para-
lelna brida) na kojem nije istaknuta jedinica mjere;

2. Sestar s promjenjivim po volji velikim rasponom.
Dopustenom uporabom ravnala i Sestara moguce je izvesti sljedece temeljne operacije:
1. konstruirati pravac kroz dvije zadane razlicite tocke;
2. konstruirati sjeciSte dvaju danih neparalelnih pravaca zadanih dvjema razli¢im to¢kama;
3. konstruirati kruZnicu sa srediStem u danoj tocki koja prolazi kroz drugu danu tocku;
4. konstruirati dva sjecista dane kruZnice i jednog pravca, ukoliko postoje;

5. konstruirati sjeciSta dviju danih kruZnica, ako postoje.

9
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U ovom trenutku moZemo precizno definirati euklidske konstrukcije 1 konstruktivni zada-
tak.

Definicija 2.2. Euklidska konstrukcija je svaki slijed od konacno mnogo izvedenih temelj-
nih operacija.

Definicija 2.3. Konstruktivni zadatak je konstrukcija figure danim spravama ako je za-
dana neka druga figura te ako su opisani odnosi izmedu zadane i traZene figure. Bilo koju
figuru koja zadovoljava uvjete zadatka zovemo rjeSenjem konstruktivnog zadatka.

Zadatak se smatra rijeSenim ako je konstruirano kona¢no mnogo figura Fy, F», ..., F,, koje
zadovoljavaju uvjete zadatka i ako je svaka figura koja zadovoljava uvjete zadatka jednaka
jednoj od Fy, F, ..., F,,. Tad kazemo da zadatak ima » rjeSenja.

2.1 Temeljne konstrukcije

U ovom podpoglavlju navest ¢emo i detaljno opisati temeljne konstrukcije izvedene ravna-
lom 1 Sestarom pomocu temeljnih operacija koje se koriste u nastavku rada.

TK1 Prijenos duzina

Zadana je duZina AB i polupravac Cx. Na danom polupravcu potrebno je konstruirati
tocku D tako da vrijedi: |CD| = |AB].

Neka je k kruZnica sa srediStem u tocki C i polumjerom |[AB|. Tocku D dobit éemo
kao sjeciste polupravca Cx s kruznicom k (slika[2.1)).

A B

Slika 2.1
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TK2 Prijenos kutova

Dan je konveksni kut <xOy i polupravac O’x’. Treba konstruirati polupravac y’ tako
da mu je pocetak u tocki O’ i da je £<x’O’y’ = £xOy.

Neka je d bilo koja duljina. Neka je k; kruznica sa srediStem u O i polumjerom d.
KruZnica k; sijece polupravac x u tocki C, a polupravac y u tocki D.

Neka je k, kruZnica sa srediStem u tocki O’ i polumjerom d. KruZnica k, sijece kruzni
luk x" u tocki C’. Oko tocke C’ opiSimo kruzZnicu k polumjera |[CD|. KruZnica k sijeCe
kruznicu k, u tocki D’. Vrijedi: £<xOy = «x'Oy’ = «C'OD’, gdje je y’ polupravac s
pocetkom u to¢ki O’ koji prolazi tockom D’ (slika[2.2).

Slika 2.2

TK3 Konstrukcija simetrale i polovista duZine

Dana je duZina AB. Potrebno je konstruirati tocku P na duZini AB tako da je |AP| =
|PB|1ipravac stakodaje P€ sis L AB.

Neka je k; kruZnica sa srediStem u tocki A i polumjerom r takvim da je r > %lABl te
neka je k, kruznica sa srediStem u tocki B i polumjerom r. KruZnice k; i k, sijeku se
u tockama M i L. Pravac ML je traZena simetrala, a sjecisSte P pravaca ML i AB je
poloviste duZine AB (slika .



12

POGLAVLIJE 2. O GEOMETRIJSKIM KONSTRUKCIJAMA

S
k1\\ K,
/\/M
A | . B
P
il
Slika 2.3

TK4 Konstrukcija simetrale kuta i polovista luka

Dan je kut £xOy i kruzni luk [ sa srediStem u tocki O i polumjerom r koji sijece
krakove danog kuta. Neka su tocke A i1 B sjeciSta krakova kuta s kruznim lukom /.
Potrebno je konstruirati pravac koji prolazi to¢kom O i jednako je udaljen od oba
kraka danog kuta, te poloviste luka /.

Neka je s simetrala duZine AB. Pravac s je simetrala kuta xOy. Pravac s o&ito

prolazi tockom O, pa je dovoljno konstruirati prema konstrukciji jednu tocku C
te simetrale. Simetrala s = OC sijece kruzni luk / u tocki P. Tocka P je poloviSte

kruznog luka [ (slika[2.4).

Slika 2.4

TK5 Konstrukcija pravca koji prolazi danom tockom i paralelan je s danim pravcem
Dan je pravac p i tocka P izvan njega. Potrebno je konstruirati pravac g koji prolazi
toCkom P i paralelan je s pravcem p.
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TK6

TK7
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Neka je r bilo koji pravac kroz to¢ku P koji sijeCe dani pravac p u nekoj tocki A.
Neka je [ kruZnica sa srediStem u tocki A kroz tocku P. KruZnica [ sijeCe pravac p u
tocki C. Neka je tocka D takva da je {PAC = {APD ida sutocke C i D s razliCitih
strana pravca r. Kako bismo konstruirali to¢ku D koristit éemo konstrukciju

Tada je PD = g (slika2.5).

Slika 2.5

Konstrukcija okomice iz dane tocke na dani pravac

Dana je tocka P i pravac p. Potrebno je konstruirati pravac ¢ koji prolazi tockom P i
okomit je na pravac p.

Razlikujemo dva slucaja:
a) Tocka P lezi na pravcu p.

Neka je k kruznica sa srediStem u tocki P i proizvoljnim polumjerom. Kruznica k
sijeCe pravac p u tockama A i B. Tocka P je poloviSte duZine AB, pa je traZzena
okomica g tada simetrala duZine AB.

b) Tocka P ne leZi na pravcu p.

Neka je k kruznica sa srediStem u tocki P i polumjerom r tako da kruZnica k sijece
pravac p u dvjema toc¢kama A i B. TraZzena okomica ¢ tada je simetrala duZine AB
koja ocito prolazi tockom P. Oba slucaja prikazana su na slici [2.6]

Konstrukcija trokuta ako su mu poznate duljine svih triju stranica (SSS kons-
trukcija)

Dane su tri duzine duljina a, b i ¢. Potrebno je konstruirati trokut ABC tako da je
|AB| = ¢, |AC| = b1i|BC| = a.
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Tri duZine duljina a, b i ¢ mogu biti stranice nekog trokuta ako i samo ako vrijedi:
a<b+c, b<a+c, c<a+b.

Pretpostavimo da ove nejednakosti vrijede. Neka je p proizvoljan pravac. Odabe-
rimo na njemu to¢ku A i konstruirajmo tocku B tako da je B € p i |AB| = c. Neka je
ky kruznica sa srediStem u tocki A 1 polumjerom b i neka je k, kruZnica sa srediStem
u tocki B 1 polumjerom a. KruZnice k; i k; sijeku se u tockama C 1 C’. Ove su
dvije to¢ke osnosimetri¢ne obzirom na pravac p, a trokuti ABC i ABC’ sukladni, pa
zadatak ima jedinstveno rjesenje (slika[2.7).

// q \\\\
q K
P l\\ P /II
A P p A B p
Slika 2.6
. a
b
o]
k K
BN
o2
p A B
\\ ’j”
N
}Cl‘ ~

Slika 2.7
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TKS8 Konstrukcija trokuta ako su mu poznate duljine dviju stranica i mjera kuta
medu njima (S KS konstrukcija)

Dane su dvije duzine duljina b i c, te mjera kuta a. Potrebno je konstruirati trokut
ABC tako daje |AB| = ¢,|AC| = b1 £CAB = a.

Neka je duZina AB takva da vrijedi |AB| = c. Neka je tocka P takva da vrijedi
a = £BAP. Na polupravcu AP nanesimo duzinu AC tako da je |AC| = b. Konstruirali
smo jednozna¢no odredeni trokut ABC (slika[2.8§).

b
c

VR

T

A B
Slika 2.8

TK9 Konstrukcija trokuta ako mu je poznata duljina jedne stranice i mjere uz nju
prilezecih kutova (K S K konstrukcija)

Dana je duzina duljine ¢ i mjere kutova @ i 8. Potrebno je konstruirati trokut ABC
tako da je |AB| = ¢, CAB = a'i £ABC = 5.

Neka je duZina AB takva da vrijedi |AB| = ¢. Neka je tocka P takva da je <PAB =
a. Neka je tocka Q takva da je <ABQ = . Pravci AP i BQ sijeku se u tocki C.
Konstruirali smo jedinstveni trokut ABC (slika[2.9).



16 POGLAVLIJE 2. O GEOMETRIJSKIM KONSTRUKCIJAMA

A B

Slika 2.9

TK10 Dijeljenje duzine na jednake dijelove
DuZinu AB potrebno je podijeliti na n jednakih duZina. Uzmimo da je n = 5.

PoloZimo polupravac s tockom A kao pocetnom tockom u nekom pogodno odabra-
nom smjeru (slika[2.10). Nanesimo na taj pravac pocevsi od tocke A pet puta neku
odabranu duzZinu |AA;| = |A1A;| = |A2A3| = |A3A4] = |A4As|. Povucimo zatim para-
lele s AsB tockama A1, As, ..., As koje dijele duZinu AB na pet jednakih dijelova, §to
se lako dokaZe pomocu sli¢nosti trokuta (Talesov teorem.23).

A B
A2 \‘:’\3\\., ’/,“
A\\\""/
4 A
Ag .
Slika 2.10

2.2 Rjesavanje konstruktivnih zadataka
Konstruktivni zadatak je u potpunosti rijeSen ako smo konstruirali sva rjeSenja, tj. ako smo
konstruirali sve moguce figure koje zadovoljavaju uvjete u zadatku. Rjesavanje konstruk-

tivnog zadatka sastoji se od Cetiri etape;

1. analiza
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2. konstrukcija
3. dokaz

4. rasprava

U analizi zadatka pretpostavljamo da je zadatak rijeSen. Crtamo skicu i na njoj isti¢emo
dane i trazene figure ili dijelove figura. UoCavamo njihov medusobni odnos, nadopunju-
jemo crtez i nastojimo uociti figure koje znamo konstruirati i ¢ija konstrukcija rjeSava nas
konstruktivni zadatak. Pronalazenje nacCina konstruiranja Cesto je razlaganje zadatka na niz
ve¢ poznatih i1 elementarnih zadataka.

Konstrukcija, odnosno opis konstrukcije, dio je zadatka gdje se na temelju analize odredi
izvodenje konacnog broja temeljnih konstrukcija ili nekih od prije poznatih konstruktivnih
zadataka, kojima se dobiva trazena figura.

Dokaz je etapa u kojoj je potrebno dokazati da svaka konstrukcijom dobivena figura odgo-
vara uvjetima zadatka.

U raspravi potrebno je odrediti broj rjeSenja zadatka i raspraviti je li u svim slucajevima
konstrukcija provediva, a ako u nekima nije, pronaci konstrukciju za takve slucajeve. Po-
trebno je, dakle, odgovoriti na pitanja: 1. je li moguce figuri naéi rjeSenje, uz kakve uvjete
rjeSenja postoje 1 koliko ih je; 2. kako ovisi broj rjeSenja o odabranim elementima u danoj
figuri.

Postoji nekoliko metoda kojima se sluzimo pri geometrijskom konstruiranju. Istaknut ¢emo
1 opisati ovdje one metode koje ¢e se koristiti u ovom radu:

1. Metoda presjeka
2. Algebarska metoda

Metoda presjeka. Kao Sto je vec receno, rijesiti neki konstruktivni zadatak znaci na teme-
lju neke dane figure konstruirati traZenu figuru koja zadovoljava stanovite uvjete. Pretpos-
tavimo da su dana dva uvjeta. Ako su ti uvjeti nezavisni, najprije mozemo zanemariti drugi
uvjet i potraziti figuru @, odnosno skup svih tocaka ravnine koje zadovoljavaju samo prvi
uvjet.

Nakon $to smo pronasli geometrijsko mjesto toCaka za koje vrijedi prvi uvjet, odnosno
figuru @4, potrazit ¢emo drugu figuru, ®@,, geometrijsko mjesto tocaka koje zadovoljavaju
drugi uvjet. Sada je o€ito da traZzenu figuru @ koja zadovoljava oba uvjeta dobijemo kao
presjek figura @, 1 ©,.

Navest ¢emo sad nekoliko geometrijskih mjesta tocaka koje ¢emo koristiti prilikom rjeSavanja
konstruktivnih problema u ovom radu i njihovu konstrukciju.
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POGLAVLIJE 2. O GEOMETRIJSKIM KONSTRUKCIJAMA

Geometrijsko mjesto tocaka koje su udaljene od nekog pravca p za duljinu d su
dva pravca a i b paralelna s pravcem p i od njega udaljena za d s razlicitih strana.

Konstrukcija pravaca a i b provodi se na sljedeéi naCin:

Odaberimo to¢ku T na pravcu p te konstruiraymo okomicu g kroz to¢ku 7' na pravac
p. Neka je k kruznica sa srediStem u tocki 7' 1 polumjerom d. KruZnica k sijece
pravac g u dvjema tockama, A 1 B. Kroz to¢ke A 1 B konstruiramo pravce a 1 b
paralelne s pravcem p. OCcito je udaljenost pravaca a i b od pravca p jednaka d (slika

2.11).

Geometrijsko mjesto tocaka iz kojih se dana duzina vidi pod danim kutom dva
su kruzna luka nad danom duZinom takva da je obodni kut nad danom duZinom
jednak danom kutu.

Neka je dana duZina AB i mjera kuta o. Neka je tocka T takva da je <TAB = a.
SrediSte O; kruznog luka /; nalazi se na simetrali duZine AB i na okomici kroz to¢ku
A na pravac AT. KruZni luk /; osno je simetri¢an na kruzni luk /; obzirom na pravac
AB (slika 2.12). Uoc¢imo: ako je dani kut @ pravi, iz teorema [1.23] slijedi da je
geometrijsko mjesto toCaka iz kojih se dana duZina vidi pod pravim kutom kruZnica

¢iji je promjer dana duZina.

.
d q
— . I
A
//” \\\\ a
k.- !
// : \
I \
/ ' \
/ ! \
i T \
T
I\ i 1 p
\ ! /
\ H /
\ ' /
: /
i
N ! -
- -
B b

Slika 2.11
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Slika 2.12

Algebarska metoda

Neka su dane duzine duljina a, b, c, ..., k. Potrebno je konstruirati duZinu duljine x, koja je
dana algebarskim izrazom
x = f(a,b,c,....,k).

U ovom sluc€aju kazemo da smo konstruirali dani izraz. Varijable u ovom izrazu su duljine
duZina, no razmatraju se samo one pozitivne vrijednosti za koje je gornji izraz pozitivan i
ima smisla.

Promotrimo nekoliko jednostavnih konstrukcija algebarskih izraza.

AMI1 Neka su a i b duljine dviju danih duZina. Potrebno je konstruirati duZinu duljine
x=a+b.

Neka je p pravac na kojemu leZi duzina AB duljine a. Konstruirajmo na pravcu p
tocku C tako da je |BC| = b i da te dvije duZine imaju samo jednu zajednicku tocku,
tocku B. Vrijedi: |AC| = x (slika[2.13).

d

Slika 2.13
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AM?2 Neka je a dana duljina i neka je n proizvoljan prirodni broj. Potrebno je konstruirati
duZinu duljine x = na.

Na temelju konstrukcije |AM1| odmah je jasno da n puta pribrojimo istu duZinu du-
ljine a, $to je za n = 5 prikazano na slici[2.14}
AM3 Neka je a dana duljina 1 neka je n prirodni broj. Potrebno je konstruirati duZinu

duljine x = £.

Ova konstrukcija je ekvivalentna konstrukciji dijeljenja duZine na jednake dijelove

X

Slika 2.14

AM4 Konstrukcija cetvrte proporcionale. Dane su duZine duljina a, b i c. Potrebno je

konstruirati duzinu duljine x = “L—b

Neka je p polupravac s poc¢etkom u tocki O. Neka su A 1 C toc¢ke na polupravcu p
tako da je |OA| = a1 |OC| = c¢. Neka je g polupravac s poc¢etkom u tocki O razlilit
od polupravca p i neka je B tocka na polupravcu ¢ takva da je |OB| = b. Tockom A
povucemo paralelu pravcem BC koja sijece polupravac g u tocki X. Duljina duzine
OX jednaka je x = <2 (slika[2.15).
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Slika 2.15

2.3 Pomocne konstrukcije

Pokazat ¢emo sad, radi jednostavnosti i prakti¢nosti, nekoliko konstrukcija koje se pojav-
ljuju u zadatcima treéeg i Cetvrtog poglavlja ovog rada.

PK1 U ravnini su dane dvije tocke, A 1 P. Potrebno je konstruirati tocku B tako da je tocka
B centralnosimetri¢na to¢ki A obzirom na tocku P.

Neka je p pravac kroz tocke A i P i neka je k kruZnica sa srediStem u P koja prolazi
tockom A. KruZnica k sijeCe pravac p u tocki B (B # A) (slika[2.16).

PK2 U ravnini su dane tri tocke, A, B1i C te k € N. Potrebno je konstruirati tocku D tako
daje AB = k- CD.

Neka je p polupravac s pocetkom u tocki A kroz tocku B. Algebarskom metodom
na polupravcu p konstruiramo tocku 7' tako da se tocke B i T nalaze s iste
strane toCke A i tako da je |AT| = k - |AB|. Neka je g polupravac s pocetkom u tocki
C iste orijentacije kao polupravac p. Konstruiramo kruZnicu / sa srediStem u tocki C
polumjera |AT|. KruZnica [ sijee polupravac ¢ u tocki D (slika[2.17).



22

POGLAVLIJE 2. O GEOMETRIJSKIM KONSTRUKCIJAMA
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Slika 2.17



Poglavlje 3

Konstruktivni problemi s visinama

U ovom poglavlju rijesit cemo nekoliko metri¢kih zadataka. Fokus problema u ovakvim
zadatcima vezan je uz metricka svojstva figure kao $to su duljina duzine, veli¢ina kuta i
slicno. RjeSavanje ovakvih zadataka svodi se na nalazenje figura ¢ija metri¢ka svojstva od-
govaraju uvjetima zadatka. RijeSimo li primjer konstruiravsi u ravnini figuru @, uocavamo
da postoji joS beskonacno mnogo figura dane ravnine koje su do na izometriju sukladne
figuri ®. Medutim, ne¢emo reéi da zadatak ima beskonacno mnogo rjeSenja, ve¢ ¢emo
promatrati koliko razlicitih figura zadovoljava uvjete zadatka, te na taj nacin odrediti broj
rjesenja.

Cjelovit popis konstrukcija trokuta s trima zadanim veli¢inama nalazi se u knjizi [4]] na
stranicama 356. - 357. Duljine stranica trokuta oznacene su s a, b i ¢, veliine unutarnjih
kutova s @, 8 1y. Oznake duljina visina trokuta su v,, v, 1 v., a duljina teziSnica trokuta z,, t,
11.. Odabrat ¢emo 1 rijesiti nekoliko primjera gdje je barem jedna od danih veli¢ina duljina
visine trokuta.

23
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Primjer 3.1. Konstruirajte trokut kojemu su zadane duljine stranica a i b, te duljina visine
Ve.

Analiza:

Slika 3.1

Neka je N noziste visine iz vrha C na stranicu AB trokuyBC . Vrijedi |CN| = v.. Neka
je p pravac koji prolazi tockom N i okomit je na duzinu CN.

Tocka B od toc¢ke C je udaljena za duljinu a. Drugim rijecima, tocka B leZi na kruZnici sa
srediStem u tocki C i polumjerom a. Oznacit ¢emo spomenutu kruznicu s k;. Toc¢ka B lezi i
na pravcu p, pa je ocito da je ona presjek pravca p i kruznice k;. Na analogan nacin dobije
se 1tocka A.

Konstrukcija:

[Sm—

. konstrukcija duZine CN tako da vrijedi |CN| = v,

2. konstrukcija pravca ptakodaje Ne pip L CN

3. konstrukcija kruZnice k; sa srediStem u tocki C i polumjerom a
4. kruznica k; sijeCe pravac p u tocki B

5. konstrukcija kruZnice k, sa srediStem u tocki C i polumjerom b

6. kruZnica k, sijeCe pravac p u tocki A
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Slika 3.2

Iako je konstrukcija jednostavna, dokazimo njenu ispravnost.

Dokaz:

Potrebno je dokazati da je |[BC| = a, |AC| = b i da je duljina visine iz vrha C na stranicu
AB ovog trokuta jednaka v..

Duljina duZine BC jednaka je polumjeru kruZnice &, §to vidimo iz treéeg i &etvrtog koraka
konstrukcije. 1z tre€eg koraka konstrukcije slijedi da je ta duljina jednaka a. Dokazali smo
prvu tvrdnju. Analogno zaklju€ujemo da vrijedi i |AC| = b.

Duljina visine iz vrha C na stranicu AB jednaka je udaljenosti vrha C od pravca AB. Iz
drugog koraka konstrukcije slijedi da je pravac p okomit na pravac CN i da prolazi to¢kom
N. Iz Cetvrtog i Sestog koraka konstrukcije vidimo da tocke A 1 B leZe na pravcu p, pa
slijedi da to¢ka N lezi na pravcu AB. Tocka N je, prema tome, noZiSte visine iz vrha
C na nasuprotnu stranicu trokuta ABC. Iz prvog koraka konstrukcije vidimo da vrijedi
|CN| = v, ¢ime je dokazano da je duljina visine iz vrha C jednaka v..

Rasprava:

Analizirajmo pojedine korake konstrukcije te raspravimo one korake u kojima moZe doci
do ”problema”.

U cetvrtom koraku konstrukcije mogu se pojaviti tri razlicita slucaja:

1. Ako je v, > a kruZnica k; ne sijeCe pravac p, pa u ovom slucaju rjeSenje ne postoji (slika
2. Ako je v, = a kruZnica k; dira pravac p u tocki N, a vrh B podudara se s tockom N.

3. Ako je v. < a kruZnica k; sijeCe pravac p u tockama B i B;. Ove su dvije tocke
osnosimetrine obzirom na pravac CN pa moZemo odabrati jednu od njih jer taj odabir
nece utjecati na jedinstvenost rjesenja.
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Sesti korak konstrukcije takoder ¢emo raspraviti podjelom na tri slu¢aja:

1. Ako je v. > b tada kruznica k, ne sijeCe pravac p, pa rjeSenje ne postoji.

2. Ako je v, = b tada kruZnica k, dira pravac p u tocki N, tj. vrh A podudara se s tockom
N.

3. Ako je v. < b tada kruznica k, sijeCe pravac p utoCkama AiA;.

Povezimo sada ove zakljucke. Ukoliko vrijedi da je v. > b ili v. > a, ocito je da trokut nije
moguce konstruirati.

Neka je v. = a1 v, < b. Slijedeci korake konstrukcije dobit ¢emo dva trokuta, ABC i
A BC. Uocavamo da su oni pravokutni s pravim kutom pri vrhu B, te da su osnosimetri¢ni
obzirom na pravac CN, a samim time i sukladni (slika[3.4).

Slika 3.3
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Slika 3.4

Akojev, = biv, < a, analogno ¢emo dobiti jedinstveno rjeSenje; dva sukladna pravokutna
trokuta ABC 1 AB,C s pravim kutom pri vrhu B.

Ako vrijedi v, = a = b, rjeSenje ne postoji (slika[3.5)).

| c |
Ve K=k
B N=B=A
Slika 3.5

U slucaju kad je v. < aiv. < b, moZzemo u Cetvrtom koraku konstrukcije bez smanjenja
opcenitosti odabrati tocku B. U Sestom koraku konstrukcije dobit ¢emo dvije tocke A1 Ay,
a time i dva trokuta, ABC i A|BC, koji nisu sukladni, a oba zadovoljavaju uvjete zadatka,
Sto znaci da u ovom slucaju zadatak ima dva razlicita rjesenja (slika[3.6).
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Slika 3.6

O

Primjer 3.2. Konstruirajte trokut kojemu su zadane duljine stranica a i b, te duljina visine
Va.

Analiza:

<

B N a C

Slika 3.7

Neka je N noZiSte visine iz vrha A na stranicu BC trokuta AB& Vrijedi da je [AN| = v,.
Neka je p pravac koji prolazi to¢kom N i okomit je na duZinu AN. Tocka C leZi na pravcu
p. Udaljenost od tocke C do tocke A jednaka je b. Neka je k; kruZnica sa srediStem u
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tocki A 1 polumjerom b. Tocka C lezi na kruznici k;. One tocke koje zadovoljavaju oba
spomenuta uvjeta dobit ¢emo presjecemo li kruZnicu k; pravcem p.

Neka je k; kruznica sa srediStem u tocki C 1 polumjerom a. ToCka B leZi na kruZznici k;
1 na pravcu p. PresjeCemo li kruZznicu k, pravcem p dobit ¢emo tocke koje zadovoljavaju
navedene uvjete.

Konstrukcija:

1. konstrukcija duzine AN tako da vrijedi |AN| = v,

konstrukcija pravca p takodaje Ne pip L AN

konstrukcija kruZnice k; sa srediStem u tocki A i polumjerom b
kruznica k; sijecCe pravac p u to¢ki C

konstrukcija kruznice k; sa srediStem u tocki C 1 polumjerom a

A

kruZnica k, sijeCe pravac p u tocki B

Slika 3.8

Dokaz:

Potrebno je dokazati da je |BC| = a, |AC| = b te da je duljina visine iz vrha A na stranicu
BC ovog trokuta jednaka v,.

Iz petog i1 Sestog koraka konstrukcije vidimo da je udaljenost tocaka B i C jednaka po-
lumjeru kruZnice k,, $to je upravo a. Analogno, iz treceg i Cetvrtog koraka konstrukcije
vidimo da vrijedi |AC| = b.
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Ostaje nam pokazati da je duljina visine iz vrha A na stranicu BC jednaka v,. Duljina visine
trokuta iz vrha A na duZinu BC jednaka je udaljenosti to¢ke A do pravca BC. Dokazat éemo
da je tocka N noziSte spomenute visine. 1z drugog koraka konstrukcije vidimo da pravac
p prolazi tokom N i okomit je na duZinu AN, a iz &etvrtog i Sestog koraka konstrukcije
imamo da pravac p prolazi tockama B 1 C. Slijedi da to¢ka N lezi na pravcu BC. Tocka
N je, prema tome, noZiste visine iz vrha A na stranicu BC. Iz prvog koraka konstrukcije
vidimo da vrijedi |AN| = v,. Ovime smo dokazali sve tri tvrdnje.

Rasprava:

U cetvrtom koraku konstrukcije presjek kruZnice k; i pravca p ovisi o sljedecem:

1. Ako je b < v, kruZnica k; ne sijeCe pravac p pa u ovom slucaju rjeSenje ne postoji

(slika[3.9).
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___________________________ 7
Slika 3.9

2. Ako je b = v, kruZnica k, dira pravac p u tocki N, pa se toc¢ka N i vrh C trazenog
trokuta podudaraju. U petom koraku konstrukcije odabrat ¢emo tocku N = C kao
srediSte kruznice k,. KruZnica k, u Sestom koraku konstrukcije sijeCe pravac p u
toCkama B 1 By, budu¢i da srediSte kruznice k, lezi na pravcu p. PrimjeCujemo da su
trokuti ABC 1 AB; C pravokutni s pravim kutom pri vrhu A, te osnosimetri¢ni obzirom
na pravac p pa samim time i sukladni. U ovom slucaju rjeSenje je jedinstveno (slika

B.10).

3. Za b > v, kruZnica k; sijeCe pravac p u tockama C i C;. Ove su dvije tocke osno-
simetricne obzirom na pravac AN, pa odabir bilo koje od njih neée utjecati na je-
dinstvenost rjeSenja. Odaberimo to¢ku C. Slijedeci korake konstrukcije dobit cemo
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trokute ABC 1 AB;C. Trokut ABC ocito nije sukladan trokutu AB;C, a oba trokuta
zadovoljavaju uvjete zadatka. Dobili smo, dakle, dva razlicita rjeSenja (slika [3.TT].

A

\
|
|
I

!

Slika 3.10

Slika 3.11

O

Primjer 3.3. Konstruirajte trokut kojemu je zadana duljina stranice a, te duljine visina v,
i ve.
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Analiza:

Neka je N noziste visine iz vrha B na stranicu AC, a N¢ noZiste visine iz vrha C na stranicu
AB trokuta ABC. Uoc¢imo da vrijedi:

LCN¢B = 4CNyB = 90°.

Prema Talesovom teoremu (1.23) slijedi da tocke Ng i N¢ leZe na kruZnici Ciji je promjer
duZina BC. Ozna&imo ovu kruZnicu s k. To¢ka Np udaljena je od tocke B za duljinu vy, a
tocka N¢ od tocke C za duljinu v,.. Neka je k; kruznica sa srediStem u tocki B 1 polumjerom
Vp, te neka je k, kruznica sa srediStem u tocki C polumjera v.. ToCka Np lezi na kruznici
ki, a tocka N¢ na kruZnici k,. To¢ku A dobit ¢emo kao presjek pravaca CNg 1 BN (slika

B.12).

Ako je kut uz vrh B pravi, toka Nc podudara se s tockom B i vrijedi da je v, = a. Neka je
p pravac koji prolazi tockom B 1 okomit je na duZinu BC. Tocka A sjeciSte je pravaca p i

CNj (slika[3.13).

Slika 3.12
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1

Slika 3.13

Konstrukcija:

1. konstrukcija duZine BC tako da je |BC| = a

2. konstrukcija kruZnice k tako da joj je duZina BC promijer

3. konstrukcija kruZnice k; sa srediStem u tocki B i polumjerom v,

4. kruZnica k; sijece kruznicu k u tocki Ng

5. konstrukcija kruZnice k, sa srediStem u tocki C i polumjerom v,

6. kruZnica k, sijeCe kruznicu k u toc¢ki N¢

7. pravci CNp i BN sijeku se u tocki A
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Slika 3.14

Napomena: Ako je v. = a, umjesto sedmog koraka konstrukcije potrebno je konstruirati
pravac p koji prolazi tockom B i okomit je na duzinu BC. Tocka A je sjeciSte pravaca p i
BN¢ (slika[3.15]). Analogno provodimo konstrukciju za v, = a.

Slika 3.15

Dokaz:

Potrebno je dokazati da je duljina stranice BC trokuta ABC jednaka a, te da su duljine visina
iz vrha B na stranicu AC i iz vrha C na stranicu AB ovog trokuta jednake v;, odnosno v..
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Iz prvog koraka konstrukcije slijedi da je |[BC| = a, ¢ime je prva tvrdnja dokazana.

Duljina visine iz vrha B na stranicu AC jednaka je udaljenosti to¢ke B do pravca AC. Iz
cetvrtog koraka konstrukcije vidimo da to¢ka Np leZi na kruZnici k ¢iji je promjer duZina
BC. Slijedi da je «CNgB pravi, odnosno da su pravci CNy i NgB medusobno okomiti.
Tocka A lezi na pravcu CNp (sedmi korak konstrukcije), tj. tocke A, C 1 Ng su kolinearne.
Iz svega navedenog slijedi da je tocka N noziSte visine iz vrha B trokuta ABC. 1z Cetvrtog
koraka konstrukcije vidimo i da to¢ka Np leZi na kruZnici k; sa srediStem u to¢ki B polu-

mjera v, pa slijedi da je udaljenost od tocke B do tocke Ny jednaka v, Sto smo i htjeli
dokazati.

Analogno dokazujemo da je tofka N noZiste visine iz vrha C na stranicu AB te da je
|ICNc| = v..

Rasprava:

U cetvrtom koraku konstrukcije kruznica k; nece sjeéi kruznicu k za v, > a, pa takav

trokut ne postoji (slika [3.16). Analogno, u Sestom koraku konstrukcije kruZnica k, nece
sjeci kruznicu k za v, > a, pa ni takav trokut ne postoji.

Za v, = a, kruznica k; dira kruZnicu k u tocki C. Za v, < a, kruZnica k; sijeCe kruZnicu k
u dvjema toCkama, Np i Nj. Ove su dvije tocke osnosimetri¢ne obzirom na pravac BC, pa
mozemo bez smanjenja opcenitosti odabrati tocku Np.

1. Nekajev, = a.

l.a Zav. = v, = a pravi kut se nalazi pri vrhovima B i C, pa takav trokut ne postoji

(slika[3T7).

1.b Za v, < a kruZnica k, sije¢e kruZnicu k u tockama N¢ 1 Ni.. Ove su dvije tocke
osnosimetri¢ne obzirom na pravac BC pa je rjeSenje jedinstveno (slika[3.18).

Slika 3.16
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Slika 3.17

Slika 3.18

2. Neka je sad v, < a.

2.a Za v, = a kruZnica k, dira kruZnicu k u tocki B. RjeSenje je jedinstveno.

2.b Zav. < a, kruznica k, sijeCe kruznicu k u tockama N¢ 1 N.. Pogledajmo sad sedmi
korak konstrukcije. Pravci CNg 1 BN¢ sijeku se u tocki A, a pravci CNg i BN(. u
tocki A’. Trokuti ABC i A’BC ocigledno nisu sukladni, a oba zadovoljavaju uvjete
zadatka. Prema tome, u ovom slucaju postoje dva razli¢ita rjeSenja (slika [3.19).
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Slika 3.19

O

Primjer 3.4. Konstruirajte trokut kojemu su zadane duljine stranice a i visine v,, te mjera

kuta a.
Analiza:
A
a
Va
B N a C

Slika 3.20

Neka je N noziste visine iz vrha A. Ocito, |AN| = v,. Vrijedi da je 4CAB = a.
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Neka je p pravac paralelan s duzinom BC i od nje udaljen za duljinu visine v,. Totka
A le7i na praveu p i na geometrijskom mijestu to¢aka iz kojih se duZina BC vidi pod ku-
tom @. Spomenuto geometrijsko mjesto tocaka je unija kruznih lukova ¢ija je konstrukcija
detaljno opisana u prethodnom poglavlju (konstrukcija[GMT2)). Budu¢i da su ti lukovi os-
nosimetricni obzirom na pravac BC, bez smanjenja opCenitosti mozemo odabrati jedan od
tih lukova. Oznacimo ga s [. Tocke koje zadovoljavaju oba uvjeta dobit cemo presjeCemo
li pravac p i kruzni luk /.

Konstrukcija:

1. konstrukcija duZine BC tako da je |BC| = a

2. konstrukcija kruznog luka / tako da je [ geometrijsko mjesto toCaka iz kojih se duZina
BC vidi pod kutom «a (konstrukcija|GMT?2

3. konstrukcija pravca p tako da udaljenost od pravca p do pravca BC iznosi v, (kons-
trukcija|[GMTTI))

4. pravac p sijeCe kruzni luk / u tocki A

Slika 3.21

Dokaz:

Potrebno je dokazati da je [BC| = a, da je duljina visine iz vrha A na stranicu BC trokuta
ABC jednaka v,, te da je mjera kuta < BAC jednaka a.
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Iz prvog koraka konstrukcije ocigledno je da vrijedi |BC| = a, ¢ime smo dokazali prvu
tvrdnju.

Duljina visine iz vrha A na stranicu BC jednaka je udaljenosti tocke A od pravca BC, §to je
jednako udaljenosti medu pravcima p i BC. Iz treceg koraka konstrukcije vidimo da je ta
udaljenost jednaka v,,.

Ostalo nam je joS pokazati da je mjera kuta «{BAC = «. Iz treCeg 1 Cetvrtog koraka kons-
trukcije imamo da tocka A lezi na kruznom luku /, a iz konstrukcije luka / (GMTTI) slijedi
treca tvrdnja.

Rasprava:

U Cetvrtom koraku konstrukcije presjek pravca p 1 kruznog luka / moze biti prazan, jednoc¢lan
ili dvoclani skup. Udaljenost medu pravcima p 1 BC je jednaka v,, Sto slijedi iz treCeg ko-
raka konstrukcije. Odaberimo na kruznom luku / toc¢ku ¢ija je udaljenost od pravca BC
najveca, te ju ozna¢imo s K. Ova se toCka nalazi na pravcu paralelnom s pravcem BC.
Ocito presjek odabrane paralele s kruZznim lukom / mora biti najviSe jedna tocka, jer u
suprotnom udaljenost nece biti najve¢a. Spomenuta paralela je, prema tome, tangenta na
kruZni luk /. To¢ka K jednako je udaljena od krajeva duZine BC pa slijedi da se ona nalazi
na simetrali duZine BC.

IzraCunat ¢emo sad duljinu duZine |KP|, gdje je tocka P poloviste duZine BC. Pogledajmo
sliku n 2| Pravac KP je simetrala duZine BC pa vrijedi <BPK = 90°, odnosno trokut BPK
je pravokutan.

Obzirom da se to¢ka K nalazi na kruznom luku /, mjera kuta «CK B jednaka je . 1z toga
slijedi da je mjera kuta « PK B jednaka 7. Buduci da je trokut BPK pravokutan, slijedi:

a |BP|
£2 7 kPl
a znamo i da vrijedi
|BP| = —

pa jednostavnim racunom dobijemo da je
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Slika 3.22

Vratimo se sad na Cetvrti korak konstrukcije traZzenog trokuta gdje se mogu pojaviti tri

razlicita slucaja:

a
a

2t L
£3

1. Ako je

B.23).

< v,, pravac p ne presjeca kruzni luk /, pa takav trokut ne postoji (slika

K P
/ / ’ k \\
// \\
/ \
i
1 \‘
! |
! I
\
\ ,I
\ /
\
\ [ S
B P C
Slika 3.23

a

a
219 L
£5

paje A = K irjeSenje je jedinstveno (slika[3.24).

2. Ako vrijedi

= v,, pravac p dira kruzni luk / u jednoj tocki, i to upravo u tocki K,
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B P C

Slika 3.24

& > Va» pravac p sijee kruzni luk / u dvijema tockama, koje cemo oznaciti s A 1

2tg —
2
A;. Ove su dvije tocke osnosimetri¢ne obzirom na pravac KP, pa su i trokuti ABC 1 A;BC
osnosimetri¢ni, odnosno sukladni. Rjesenje je, prema tome, jedinstveno (slika[3.25).

Slika 3.25

O

Primjer 3.5. Konstruirajte trokut kojemu su zadane duljine stranice a i visine v, te mjera
kuta a.
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Analiza:

Neka je N noZiste visine iz vrha B na stranicu CA trokuta ABC.

B

Slika 3.26

Uocimo da vrijedi:

£ABN = 180° - (90° + @) = 90° — a.
Promotrimo trokut ABN (slika [3.26). Poznata nam je mjera kuta <ABN i duljina duZine
BN koja iznosi v,. Znamo i da je kut {BNA pravi. Ova tri elementa dovoljna su nam kako
bismo konstruirali trokut ABN koristeci KS K konstrukciju trokuta (konstrukcija [TK9).

Tocka C lezi na pravcu AN i od tocke B je udaljena za a. Neka je k kruZnica sa srediStem
u to¢ki B i polumjerom a. Tocka C lezi na kruZnici k.

Primijetimo, ukoliko je @ > 90°, ne€emo na opisani nacin moci izracunati mjeru kuta
£ABN. Pogledajmo sliku [3.27]

Slika 3.27

Uz oznake kao na slici, vidimo da tada vrijedi:
{BAN =180° -«
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te slijedi:
ANBA = 180° — (180° — @) — 90° = @ — 90°.

Konstruirat cemo trokut NBA koristeci KS K konstrukeiju trokuta (TK9), gdje su nam poz-
nate mjere kutova «NBA i {ANB te duljina duZine NB koja iznosi v,. Tocku C dobit ¢emo
na nacin opisan u prethodnom slucaju.

Ako je @ = 90°, vrh A se podudara s tockom N pa trokut ABN koji smo konstruirali
u gornjim slu€ajevima vise ne postoji. U ovom slucaju je |AB| = v;, a tocka C leZi na
okomici p iz to¢ke A na pravac AB i na kruZnici k.

Slika 3.28

Konstrukcija:

1. konstrukcija kuta mjere 90° — a za @ < 90°, odnosno kuta mjere @ — 90° za @ > 90°

2. KS K konstrukcija trokuta ABN tako da je {BNA = 90°, {<ABN = 90° — a (@ — 90°)
1|BN| = v, (konstrukcija ['K9)

3. konstrukcija kruZnice k sa srediStem u tocki B 1 polumjerom a

4. kruZnica k sijeCe pravac AN u toc¢ki C
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________ ) ul
N

Slika 3.29

Napomena: ako je @ = 90°, umjesto prvog 1 drugog koraka konstrukcije treba konstruirati
duZinu BA tako da je |BA| = v, a u Zetvrtom koraku konstrukcije umjesto pravca AN
Konstruirati pravac p koji prolazi tockom A te je okomit na duzinu BA. KruZnica k u ovom
slucaju sijece pravac p u tocki C.

Slika 3.30

Dokaz:

Potrebno je dokazati da vrijedi |BC| = a, da je duljina visine iz vrha B na stranicu AC
jednaka v, te da je mjera kuta £<CAB jednaka a.

Iz Cetvrtog koraka konstrukcije jasno je da tocka C leZi na kruZnici k, a iz treCeg koraka
konstrukcije vidimo da je njena udaljenost od tocke B jednaka upravo a, ¢ime smo dokazali
prvu tvrdnju.
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Duljina visine iz vrha B na stranicu AC jednaka je udaljenosti od to¢ke B do noZista visine
iz vrha B. Dokazat ¢emo da je tocka N to noziSte. Naime, u drugom koraku konstrukcije
vidimo da je «BNA pravi, odnosno da su pravci AN 1 BN medusobno okomiti. [z ¢etvrtog
koraka konstrukcije vidimo da tocka N lezi na pravcu AC. Slijedi da je N noZiSte spome-
nute visine. [z drugog koraka konstrukcije imamo da vrijedi |[BN| = v;, Sto dokazuje drugu
tvrdnju.

1z drugog koraka konstrukcije za @ < 90° slijedi da je «tNAB = 180° — 90° — (90° — @), pa
jednostavnim ratunom dobijemo da je {NAB = a. 1z Cetvrtog koraka konstrukcije slijedi
da su tocke A, N 1 C kolinearne pa vrijedi «NAB = «CAB.

Za a > 90° iz drugog koraka konstrukcije dobijemo da je «NAB = 180° — a, a iz Cetvrtog
koraka konstrukcije vidimo da su to¢ke C, A i N kolinearne pa slijedi da je <CAB =
180° — «NAB iz Cega slijedi £CAB = a.

Za a = 90° sve tvrdnje o€ito vrijede.

Rasprava:

Provedba Cetvrtog koraka konstrukcije ovisi o sljede¢em:

1. Ako je a < v, kruznica k ne sijece pravac AN pa rjeSenje ne postoji (slika[3.31).

Slika 3.31

2. Ako je a = v, kruznica k dira pravac AN u tocki N = C, pa je rjeSenje jedinstveno

(slika[3.32)
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B

Slika 3.32

3. Za a > v, kruZnica k sijee pravac AN u dvjema toCkama. Oznacit ¢emo ove toCke
s CiC’. Ako jea > c, odnosno =% < a, uoavamo da je u dobivenom trokutu ABC’

kut «C’AB veci od 90°, §to povlaci da je za == < a i a < 90° traZeno rjeSenje trokut

sin @

ABC,aza == < aia > 90° rjeSenje je trokut ABC’ (3.33).

sin @

3.1 Za == > aia < 90°, oba dobivena trokuta zadovoljavaju uvjete konstruktivnog

sin @

zadatka pa u ovom slucaju postoje dva rjesenja (slika[3.34).

3.2 Ako je == > aia > 90°, takav trokut nije moguce konstruirati.

sin @

C\\ N A //Cl

Ko~ -
Slika 3.33



Slika 3.34

Ako je @ = 90°, provedba konstrukcije nece biti moguca za a < v, (slika[3.35).

B

R\\\\ /////
A=N= p
Slika 3.35

Ako vrijedi @ = 90° i a > v, pravac p i kruznica k sijeku se u dvjema tockama koje su

osnosimetri¢ne obzirom na pravac AB, pa su dobiveni trokuti sukladni. RjeSenje je tad
jedinstveno (slika[3.36).



48 POGLAVLIJE 3. KONSTRUKTIVNI PROBLEMI S VISINAMA

B
k\\\ ///
o B
C v A=N D /,/C
Slika 3.36

O

Primjer 3.6. Konstruirajte trokut kojemu su zadane mjere kutova « i B te duljina visine v...

Analiza:

Neka je N noZiste visine iz vrha C na stranicu AB trokuta ABC.

C

A N B
Slika 3.37

Uocavamo da su trokuti ANC i1 BNC pravokutni s pravim kutom pri vrthu N. Imamo da je
£CAN = a za a < 90°, odnosno 180° — @ za @ > 90°. Analogno zakljuCujemo za <CBN
koji iznosi 8 za 8 < 90°, odnosno 180° — 5 za 8 > 90°. Jasno je da bar jedan od kutova «, 8
mora biti manji od 90°. Pretpostavimo da je @ < 90°. Slijedi da je «NCA = 90° — «.
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Buduéi da su nam poznate mjere kutova <ANC i «NCA te duljina duZine CN, moZemo
konstruirati trokut ANC sluzeci se KS K konstrukcijom (konstrukcija [TK9).

Neka je [ jedan od dvaju kruznih lukova koji su geometrijsko mjesto tocaka iz kojih se
duzina CN vidi pod kutom . Neka je k kruZnica na kojoj lezi kruzni luk 1. Ako je kut
B < 90°, toc¢ka B lezi na kruznom luku / i na pravcu AN. Ako vrijedi g > 90°, tada tocka B
leZi na pravcu AN i na kruZnici k s one strane duzine CN s koje leZi i tocka A (shka

U slucaju kad je @ = 90°, noZiste visine iz vrha C podudara se s vchom A. Tocka B nalazi
se na kruznom luku / nad duzinom CA te na pravcu p koji prolazi tockom A te je okomit

na duzinu CA (slika[3.39).

Slika 3.38

Slika 3.39
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Konstrukcija:

Budu¢i da najviSe jedan od unutarnjih kutova trokuta moze biti veci od 90°, provodit ¢emo
konstrukciju prema pretpostavci da je @ < 90°.
1. konstrukcija kuta mjere 90° —

2. KS K konstrukcija trokuta ANC tako da je {<ANC = 90°, «NCA =90° —a i |CN| = v,
(konstrukcija[TK9)

3. konstrukcija kruznog luka / tako da je [ geometrijsko mjesto to¢aka iz kojih se duzina
CN vidi pod kutom S (konstrukcija|(GMT?2

4. pravac AN sijece kruzni luk [ u tocki B

Slika 3.40

Napomena: Za a = 90°, umjesto prvog 1 drugog koraka konstrukcije dovoljno je konstru-
irati duzinu CA tako da je |CA| = v.. U treCem koraku konstrukcije kruzni luk / konstru-
iramo nad duZinom CA. U &etvrtom koraku konstrukcije, umjesto pravca AN konstruirat
¢emo pravac p takavdaje A € pip L CA. Pravac p sijeCe kruzni luk / u tocki B (slika

BA1).

Za p > 90°, potrebno je konstruirati kruznicu k tako da je / € k. U Cetvrtom koraku
konstrukcije pravac AN sijeCe kruZnicu k u toCki B s one strane duZine AN s koje leZi tocka

A (slika[3.42).
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Slika 3.41

Slika 3.42

Dokaz:

Potrebno je dokazati da je £CAB = a, LABC = B, te da je duljina visine iz vrha C na
stranicu AB trokuta ABC jednaka v..

Buduci da su tocke A, B i N kolinearne (Cetvrti korak konstrukcije), kut <CAB trokuta
ABC podudara se s kutom «CAN trokuta ANC. Iz drugog koraka konstrukcije imamo da
je LANC =90° 1 {NCA = 90° — a. Slijjedi: £CAN = 180° —90° — (90° — @) = @, ¢ime smo
dokazali prvu tvrdnju.

Kut £ABC podudara se s kutom «NBC, za S < 90° a iz treeg i Cetvrtog koraka konstrukcije

vidimo da vrijedi «<NBC = . Za 8 > 90° kut {ABC jednak je 180° — «NBC, a prema
napomeni i teoremu [[.36]slijedi da je <NBC = 180° — 3. Slijedi da je £ABC = .
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Duljina visine iz vrha C na stranicu AB jednaka je udaljenosti od totke C do noZista visine
iz vrha C. Dokazat ¢emo da je spomenuto noZiSte tocka N. U drugom koraku konstrukcije
vidimo da je kut {ANC pravi, odnosno da je pravac AN okomit na pravac CN. Iz Cetvrtog
koraka konstrukcije vidimo da tocka B leZi na pravcu AN. Iz svega navedenog slijedi da je
N noZiste visine iz vrha C na stranicu AB. U drugom koraku konstrukcije konstruirali smo
duzinu CN tako da je |ICN| = v.. Ovime smo dokazali tre€u tvrdnju.

Za a = 90° sve tvrdnje ocito vrijede.
Rasprava:

Prilikom provodenja konstrukcije vidimo da su svi koraci provedivi. U cetvrtom koraku
konstrukcije, za @ < 90° 1 8 < 90°, pravac AN sijeCe kruzni luk / u dvjema tockama; N i
B. Za odabir tocke N kao jednog od vrhova trokuta neCemo dobiti valjano rjeSenje. Zato
¢emo u obzir uzeti to¢ku B takvu da je B # N. RjeSenje je jedinstveno.

Za > 90° u Cetvrtom koraku konstrukcije promatramo presjek kruznice k 1 pravca AN.
Ovdje takoder neCemo uzeti u obzir tocku N. RjeSenje je jedinstveno.

Za a < 90° 1B = 90°, pravac AN dira kruzni luk / u jednoj tocki, i to u to¢ki N. U ovom
slucaju tocka N podudara se s vthom B trazenog trokuta, a rjeSenje je jedinstveno (slika

B43).

A N=B

Slika 3.43

Za « + > 180° traZeni trokut nije moguce konstruirati.

O

Primjer 3.7. Konstruirajte trokut kojemu je zadana duljina stranice a, duljina visine vy, i
duljina teZisnice t,.
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Analiza:

Slika 3.44

Neka je P poloviste stranice AB trokuta ABC. Neka je D tocka centralno simetriéna tocki
C obzirom na to¢ku P. Uocimo da je |CD| = 2t.. Promotrimo dobiveni ¢etverokut ADBC.

B D
a Vb P
tC
C N A
Slika 3.45

Njegove se dijagonale ocito raspolavljaju, pa prema teoremu zakljuCujemo da je taj
Cetverokut paralelogram. Kod paralelograma ADBC poznate su nam duljine stranica AD i
BC koje iznose a, duljina visine iz vrha B koja iznosi v, te duljina dijagonale CD koja je
jednaka 27..

Neka je p proizvoljan pravac te neka je g pravac koji je od pravca p udaljen za v,. Odabe-
remo li na pravcu p tocku C, znamo da se tocka B nalazi na pravcu ¢ te na kruznici k; sa
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srediStem u tocki C 1 polumjerom a. Toc¢ka D nalazi se na kruznici &, sa srediStem u tocki
C i polumjerom 2z, te na pravcu g. Neka je r pravac koji prolazi to¢kom D te je paralelan
s pravcem BC. Tocka A sjeciSte je pravaca pir.

Konstrukcija:

1. konstrukcija pravca p

2. konstrukcija pravca g paralelnog s pravcem p tako da je udaljenost pravaca p i g
jednaka v, (konstrukcija|(GMTTI))

3. odabir tocke C takodaje C € p

4. konstrukcija kruznice k; sa srediStem u tocki C i polumjerom a
5. kruZnica k; sijeCe pravac g u tocki B

6. konstrukcija kruZnice &, sa srediStem u tocki C 1 polumjerom 2z,
7. kruZnica k, sijeCe pravac g u toc¢ki D

8. konstrukcija pravca rtakodaje D e rir || BC

9. pravac r sijeCe pravac p u tocki A

P C A

Slika 3.46
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Dokaz:

Potrebno je dokazati da je |BC| = a, da je duljina visine iz vrha B na stranicu AC trokuta
ABC jednaka vy, te da je duljina teZiSnice iz vrha C jednaka ¢,.

Tocka B lezi na kruznici k; Cije je srediSte tocka C, a polumjer a, iz Cega slijedi da je
|BC| = a.

Duljina visine iz vrha B na stranicu AC jednaka je udaljenosti medu pravcima p i ¢. Naime,
na praveu p lezi duzina AC, §to znamo iz treéeg i devetog koraka konstrukcije, a pravac ¢ je
paralelan s pravcem p i prolazi tockom B, $to znamo iz drugog i1 petog koraka konstrukcije.
Iz drugog koraka konstrukcije slijedi da je udaljenost ovih dvaju pravaca jednaka upravo
Vp.

Promotrimo &etverokut ADBC. Iz petog i sedmog koraka konstrukcije vidimo da je DB C
g, a iz treéeg i devetog koraka konstrukcije jasno je da je CA C p. Iz drugog koraka
konstrukcije slijedi da je p || g. 1z osmog i devetog koraka konstrukcije imamo da je
BC || ridaje AD = r. Iz ovoga slijedi da je Cetverokut ADBC paralelogram. DuZina
CD jedna je od dijagonala ovog paralelograma. Neka je P poloviste duZine CD. Prema
teoremu dijagonale paralelograma se raspolavljaju, pa slijedi da je P poloviste duZine
AB. Iz $estog i sedmog koraka konstrukcije znamo da vrijedi |CD| = 2t,, pa imamo da je
|CP| = t., ¢ime smo dokazali i treu tvrdnju.

Rasprava:

Pogledajmo peti korak konstrukcije. KruZnica k; nece sjeci pravac g za v, > a, pa u ovom
slucaju traZeni trokut ne postoji. Za v, = a, kruZnica k; dira pravac g u jednoj tocki. Ako
je vy < a, kruznica k; sijee pravac g u dvjema toc¢kama, B i B’. Bududi da su ove dvije
tocke simetri¢ne obzirom na os koja prolazi tockom C te je okomita na pravac ¢, mozemo
bez smanjenja opéenitosti odabrati jednu od njih.

1. Neka je v, = a. Promotrimo sad sedmi korak konstrukcije.

l.a Ako je 2t. < v,, kruZnica k, ne sijeCe pravac ¢, pa takav trokut ne postoji (slika[3.47).
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Slika 3.47

1.b Za2t. = v, kruznica k, dira pravac g u tocki B, odnosno, to¢ke B i D se podudaraju.
Prateci daljnje korake konstrukcije uoCavamo da se tocka A podudara s tockom C, te
da takav trokut nije moguce konstruirati (slika 3.48]).

B=D
q
K=k,
C=A p
Slika 3.48

l.c Ako je 2t. > v, kruZnica k, sijeCe pravac ¢ u dvjema tockama, D i D’. Ove su
dvije toCke simetri¢ne obzirom na pravac BC, pa moZemo odabrati jednu od njih
bez smanjenja opéenitosti. RjeSenje je u ovom slucaju jedinstveni trokut ABC (slika

B49).
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Slika 3.49

2. Nekaje sad v, < a.

2.a Za2t, < vy, kruZnica k, ne sijece pravac g, pa takav trokut ne postoji (slika [3.50).

Slika 3.50

2.b Za 2t. = v, kruZnica k, dira pravac ¢ u jednoj tocki. Rjesenje je u ovom slucaju
jedinstveno (slika[3.51).

2.c Ako je 2t. > v, kruznica k, sijeCe pravac g u dvjema tockama, D i D’. Prateci
konstrukciju uoc¢avamo da u devetom koraku konstrukcije dobijemo dvije tocke, A
i1 A’. Trokuti ABC i A’BC nisu sukladni, a oba zadovoljavaju uvjete zadatka, pa u
ovom slucaju postoje dva razliCita rjeSenja (slika [3.52).
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Slika 3.51

JA C AP

Slika 3.52

O

Primjer 3.8. Konstruirajte trokut kojemu su zadane duljine visina v, i v, te duljina teZisnice
..

Analiza:

Neka je N4 noZiste visine iz vrha A na stranicu BC i neka je N noZiite visine iz vrha
B na stranicu AC trokuta ABC. Neka je tocka P poloviste stranice AB i neka je D tocka
centralno simetri¢na toc¢ki C obzirom na poloviste P. Tada vrijedi da je |CT| = 2¢..
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Slika 3.53

Promotrimo cetverokut CADB (slika . Njegove se dijagonale CD i AB raspolavljaju,
pa slijedi da je ovaj Cetverokut paralelogram. Visina paralelograma iz vrha B na stranicu
AC podudara se s visinom trokuta ABC iz vrha B na stranicu AC i njena duljina je v,.
Neka je T noZiste visine iz vrha D paralelograma na stranicu AC. Vrijedi [DT,| = v,
i 4CT\D = 90°. Neka je k kruZnica &iji je promjer duZina CD i neka je k; kruZnica sa
srediStem u tocki D 1 polumjerom v,. Tocka T’ lezi na kruZnicama k 1 k.

Slika 3.54

Promotrimo sad trokut CAD. Neka je T, noZite visine iz vrha C na stranicu AD ovog
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trokuta. Kut £CT,D je pravi. Slijedi da tocka T leZi na kruznici k.

Bududi da su to¢ke T,, A 1 D kolinearne, slijedi da je <CT,A = 90°. Znamo da vrijedi
DA || BC, pa buduci da je tocka N, na pravcu BC, a to¢ka T, na pravcu AD, slijedi da
je NoC || AT,. Slijedi da je Cetverokut NyCT,A paralelogram. Iz ovoga slijedi da je
|CT,| = |AN4| = v,. Neka je k, kruznica sa sredistem u tocki C i polumjerom v,. Toc¢ka T,
lezi na kruZnici k.

Tocka A lezi na pravcima CT; i DT,. Tocka B centralno je simetri¢na tocki A obzirom na
tocku P.

Ukoliko je kut £ACD pravi, tocka T podudara se s tockom C. Pogledajmo sliku [3.55]

Slika 3.55

Vrijedi: £<ACD = «CNgB = 90°. Tocke N, C i A su kolinearne, pa slijedi da je NzB || CD.
Cetverokut CADB je paralelogrami vrijedi AC || BD, iz Cega slijedi NgC || BD. Cetverokut
NgCDB je, prema tome, paralelogram. Iz ovoga slijedi da je |CD| = |NgB|, odnosno,
2t. = vp.

Pravac AC okomit je na promjer kruznice k. Drugim rije¢ima, pravac AC je tangenta koja
prolazi tockom C na kruznicu k. Toc¢ka A sad lezi na pravcu DT i na tangenti ¢ koja prolazi
tockom C na kruZnicu k.

Analogno, ako je kut «£ADC pravi, vrijedi 2f. = v,. ToCka T, podudara se s tockom D, a
tocka A leZzi na tangenti ¢ koja prolazi tockom D na kruznicu k 1 na pravcu CT.

Konstrukcija:

1. konstrukcija duZine CD tako da je |CD| = 2z, (konstrukcija i



2. konstrukcija polovista P duzine CD
3. konstrukcija kruZnice k &iji je promjer duZina CD

4. konstrukcija kruznice k; sa srediStem u tocki D i polumjerom v,
5. kruZnica k; sijeCe kruznicu k u tocki T
6. konstrukcija kruZnice k, sa srediStem u tocki C i polumjerom v,
7. kruZnica k, sijeCe kruznicu k u tocki T,

8. pravci CT, i DT, sijeku se u tocki A

9. konstrukcija tocke B tako da je toCka B centralno simetricna tocki A obzirom na
tocku P (konstrukcija [PK1)

. Mo L K
\\'"/éT/ T1
kgi’f 2
Slika 3.56

Napomena: Za v, = 2t., to¢ka T, iz petog koraka konstrukcije podudara se s tockom C.

Potrebno je konstruirati tangentu ¢ na kruZnicu & koja prolazi tockom C. Tangenta ¢ i pravac
DT, sijeku se u tocki A. Konstrukciju provodimo analogno za v, = 2¢,.

61
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Slika 3.57

Dokaz:

Potrebno je dokazati da je duljina visine iz vrha A trokuta ABC jednaka v,, zatim da je
duljina visine iz vrha B istog trokuta jednaka v, te da je duljina teziSnice iz vrha C jednaka
te.

Duljina visine iz vrha A na stranicu BC jednaka je udaljenosti od vrha A do noZista spome-
nute visine na stranicu BC. Neka je N, to¢ka na pravcu BC takva da je AN, || CT». 1z petog
koraka konstrukcije imamo da je T, € k, pa je £CT,D = 90°. Iz devetog koraka konstruk-
cije vidimo da su tocke D, A 1 T, kolinearne, pa slijedi da je «CT>D = 4CT,A = 90°.

Iz drugog koraka konstrukcije vidimo da je to¢ka P poloviste duZine CD, a iz desetog
koraka konstrukcije vidimo da je ista tocka poloviste duZine AB. Uo&imo da se dijagonale
cetverokuta CADB raspolavljaju, pa slijedi da je taj Cetverokut paralelogram. Slijedi da je
BC || AD, a obzirom da duZina N, C leZi na pravcu BC, a duzina T>A na pravcu AD, vrijedi
N4C || T,A. Slijedi da je Cetverokut NyCT,A paralelogram. Iz ovoga i iz «CT,A = 90°
slijedi da je NoCT, pravokutnik. Slijedi: {<AN,C = 90°, odnosno, tocka N4 je noZiSte
visine iz vrha A na stranicu BC trokuta ABC. Iz Sestog i sedmog koraka vidimo da vrijedi
|CT;| = v,, ¢ime smo dokazali prvu tvrdnju. Na analogan nacin dokazujemo da je duljina
visine iz vrha B na duZinu AC jednaka v,,.

Ostalo nam je dokazati trecu tvrdnju. Iz prvog koraka konstrukcije imamo da je |CD| = 2t,.
Iz drugog koraka konstrukcije vidimo da je to¢ka P poloviste duzine CD pa vrijedi [CP| =
t.. 1z desetog koraka konstrukcije vidimo da je to¢ka P poloviite duZine AB. Ovime smo
dokazali trecu tvrdnju.

U napomeni konstruirali smo trokut uz uvjet da je v, = 2f., a sad ¢emo dokazati da je i u
tom slucaju duljina visine iz vrha B na stranicu AC jednaka 2t,.
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Neka je Np tocka na pravcu AC takva da je BN || CD. Tocke Ng, A i C su kolinearne.
Bududi da je ¢ tangenta na kruZnicu k, vrijedi £ACD = 90°. Tocka P je poloviste duZine
CD, §to vidimo iz drugog koraka konstrukcije. Iz konstrukcije tocke B vidimo da je P
poloviste duZine AB. Slijedi da je etverokut CADB paralelogram. Iz ovoga slijedi da je
AC || DB. Buduc¢i da vrijedi 1 BNg || CD, slijedi da je 1 Cetverokut NgCDB paralelogram.
Iz ovoga slijedi |CD| = |BNg| = 2t.. Vrijedi £ACD = 90°, paje i1 «NgCD = 90°, iz Cega
sljedi da je Cetverokut NyCDB pravokutnik. Imamo NzB L NgC, tj. to¢ka Np je noZiSte
visine iz vrha B na stranicu AC. Dokazali smo tvrdnju. Analogno dokazujemo za slucaj
kad je v, = 21,.

Rasprava:

U petom koraku konstrukcije kruznica k; ne sije€e kruznicu k za v, > 2., pa takav trokut
ne postoji (slika[3.58). Analogno, ako je v, > 21, takav trokut ne postoji.

A\
// k ’,,’.‘\D
!
\ ! \\
\ / L |
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\\ \q, //
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k
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~ . -
~ - -
Slika 3.58

Za v, = 2t., kruZznica k; dira kruZnicu k u to¢ki C. Ako je v, < 2t., kruZnica k; sijece
kruZnicu k u dvjema tockama, 7'y i T|. Buduci da su ove dvije tocke simetriCne obzirom na
pravac CD, bez smanjenja opCenitosti mozemo odabrati jednu od njih.

1. Neka je v, = 2¢..

l.a Ako je v, = 2t., kruZnica k, dira kruZnicu k u tocki D pa je to¢ka A presjek dvaju
paralelnih pravaca; tangenti na kruZnicu k u tockama C i D. Takav trokut nije moguce
konstruirati (slika[3.59).
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1.b Ako je v, < 2., kruznica k, sijeCe kruZnicu k u dvjema tockama, T, i T}. Buduci
da su ove dvije tocke simetri¢ne obzirom na pravac CD, bez smanjenja opcéenitosti
moZemo odabrati jednu od njih. Rjesenje je jedinstveni trokut ABC (slika[3.60).

\ \\
A RN
&‘\ .‘j \k2 ",
N T / !
L |
C ET \\ L7 ’
. -
Slika 3.59

Slika 3.60

2. Neka je sad v, < 2f..

2.a Zav, = 2t., kruZnica k, dira kruznicu k u tocki D. RjeSenje je jedinstveni trokut
ABC.

2.b Ako je v, < 2t., kruZnica k; sijeCe kruznicu k u tockama 7> i T;. Pravci CT, 1 DT,
sijeku se u tocki A. Pravci CT i DT} sijeku se u tocki A’. CentralnosimetriCna slika
toCke A obzirom na to¢ku P je tocka B, atocke A" tocka B’. Trokuti ABC 1 A’B’C nisu
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sukladni, a oba zadovoljavaju uvjete zadatka. Prema tome, u ovom slucaju postoje
dva razlicita rjeSenja (slika[3.61).

Slika 3.61

Primjer 3.9. Konstruirajte trokut kojemu su zadane duljine visina v,, vy i v..

Analiza:
Duljine visina javljaju se u formuli za povrSinu trokuta, odnosno vrijedi:

a-v, b-vy c-v,
P: = = R
2 2 2

gdje su a, b 1 ¢ duljine stranica trokuta. Slijedi:

2P 2P 2P
a=—, b = —, cC = —.
Vg Vp Ve

Neka je x proizvoljna duljina. Neka su duljine a’, 5" 1 ¢’ takve da vrijedi:

Da bismo konstruirali trokut ABC sa stranicama duljina |BC| = a, |AC| = b1 |AB| =
¢, najprije ¢emo konstruirati trokut A’B’C’ €ije su duljine stranica jednake |B'C’| = d/,
|A’C’| = b"1]|A’B’| = ¢’. Naime, prema S S S poucku o sli¢nosti trokuta (I.20)) trokuti ABC

1 A’B’'C’ su sli¢ni s koeficjentom slicnosti k = £ = ;P
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Promotrimo sliku
Cl
C
vc'
Ve
A B B'
Slika 3.62

Uocimo: postavili smo trokute ABC 1 A’B’C’ tako da se tocka A podudara s tockom A’, a
tocke A, C 1 C’ su kolinearne. Tocka C od pravca AB’ udaljena je za v.. Neka je p pravac
udaljen od pravca AB’ za duljinu v.. To¢ka C presjek je pravaca p i AC’.

Obzirom da smo trokute ABC i A’B’C’ postavili u poloZaj da su im po dvije odgovarajuce
stranice kolinearne, pravci na kojima leze stranice BC i B’C’ su paralelni. Neka je g pravac
kroz toCku C paralelan s pravcem B’'C’. Tocka B presjek je pravaca g1 AB'.

Konstrukcija:

1. biramo proizvoljnu duljinu x

2. pomoc¢na konstrukcija triju duZina Cije su duljine jednake a’ = ’v‘—2 b=%ic =%

(konstrukcija|AM4)

3. §SS konstrukcija trokuta AB’C’ t.d. je |AB’| = ¢/,|AC’| = b" i |B’'C’ = a’ (konstruk-
cija|TK’7/)

4. konstrukcija pravca p tako da je udaljenost medu pravcima p i AB’ jednaka v, (kons-
trukcija|GMT1)

5. pravac AC’ sijece pravac p u tocki C
6. konstrukcija pravca g takodaje C € giq || B'C’

7. pravac g sijeCe pravac AB’ u toc¢ki B
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Slika 3.63

Dokaz:

Potrebno je dokazati da su duljine visina iz vrhova A, B i C na nasuprotne stranice trokuta
ABC jednake redom v,, v 1 v,.

1z petog 1 Sestog koraka konstrukcije slijedi da je BC || B'C’. 1z Cetvrtog koraka konstruk-
cije slijedi da se pravci AC i AC’ podudaraju, a iz Sestog koraka konstrukcije vidimo da se
podudaraju i pravci AB i AB’. Slijedi da su trokuti ABC i A’B’C’ sli¢ni.

Visina iz vrha C na stranicu AB trokuta ABC jednaka je udaljenosti od totke C do pravca
AB. Pravac p paralelan je s pravcem AB i prolazi to¢kom C, Sto vidimo iz treceg koraka
konstrukcije. Udaljenost pravaca p i AB’ jednaka je v, a buduéi da su tocke A, B’ i B ko-
linearne (Sesti korak konstrukcije), imamo da je udaljenost medu pravcima p i AB jednaka
Ve, Sto smo 1 htjeli dokazati.

Neka su m i n redom duljine visina trokuta ABC iz vrhova A i B. Neka je a duljina stranice
BC, a c duljina stranice AB.

Iz formule za povrSinu trokuta znamo da vrijedi:
cC-Ve=a-m.

Buduci da su trokuti ABC i AB’C’ sli¢ni, imamo da je

c

a da

2

gdje je a’ = if—z, ac = ’v‘—Q, Sto vidimo iz prvog koraka konstrukcije. Sredivanjem izraza i
uvrStavanjem poznatih podataka dobijemo:

m = = == v, =V,
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Sto smo 1 htjeli dokazati.
Na analogan nacin dokazujemo da je n = v,

Rasprava:

U cetvrtom koraku konstrukcije presjek pravaca p i AC’ nije prazan. Inace, pravci p i
AC’ bili bi paralelni. Bududéi da je p || AB’, slijedilo bi AC’ || AB’ §to je u kontradikciji
s ¢injenicom da toCka A lezi na oba pravca. Na analogan nacin zakljucujemo da presjek
pravaca g 1 AB’ nije prazan. RjeSenje, prema tome, uvijek postoji i jedinstveno je.



Poglavlje 4

Konstruktivni problemi s ortocentrom

U ovom poglavlju bavit ¢emo se polozajnim zadatcima. Kod polozajnih zadataka ispi-
tuje se medusobni polozaj podskupova ravnine. RjeSavanje ovakvih zadataka svodi se na
konstruiranje figura ¢iji elementi su zadani u ravnini. Kod polozajnih zadataka obi¢no ne
mozZzemo konstruirati beskona¢no mnogo sukladnih figura koje odgovaraju uvjetima za-
datka. Naime, figure su odredene polozajem njihovih elemenata.

Cjelovit popis konstrukcija trokuta sa zadanim trima tockama zovemo jos 1 Wernickova
lista. Ona se nalazi na web stranici [[I]. Vrhovi trokuta u primjerima oznaceni su s A, B
1 C, nozista visina iz vrhova A, B i C redom oznakama N4, Ng 1 N¢, a polovista stranica
oznakama T4, Tp 1 T¢. Ortocentar trokuta oznacen je s H, teziste trokuta s 7', a srediSte
opisane kruznice s O. Odabrat ¢emo i rijesiti nekoliko primjera u kojima je barem jedna
od danih tocaka ortocentar trokuta te posljednji primjer u kojemu su zadana sva tri noZiSta
visina trokuta.
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Primjer 4.1. U ravnini su dane tri nekolinearne tocke; A, B i H. Konstruirajte trokut
kojemu su tocke A i B dva razlicita vrha, a tocka H ortocentar.

Analiza:

Neka je tocka N4 noziSte visine iz vrha A, a to¢ka N noziste visine iz vrha B trokuta ABC.

Slika 4.1

Tocka H sjeciSte je pravaca AN, 1 BNg. Vrijedi: «BNgA = (BNj,A = 90°. Neka je k

kruZnica ¢iji je promjer duZina AB. Totke N, i N leZe na kruZnici k. Buduéi da su tocke
A, N4 1 H, odnosno B, Ny i H kolinearne, slijedi da to¢ka N4 leZi na pravcu AH, a tocka
Np na pravcu BH.

Tocka C lezi na pravcima AN i BNy.

Konstrukcija:

1. konstrukcija duZine AB
2. konstrukcija kruZnice k &iji je promjer duZina AB
3. pravac AH sijece kruznicu k u tocki Ny (Ny # A)

4. pravac BH sijeCe kruZnicu k u to¢ki Ng (Np # B)

)

. pravci ANg 1 BN, sijeku se u tocki C
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Slika 4.2

Dokaz:

Potrebno je dokazati da su tocke A i B vrhovi, a to¢ka H ortocentar traZenog trokuta.
Iz prvog i zadnjeg koraka konstrukcije ocito vrijedi da su tocke A i B vrhovi trokuta.

Tocka H sjeciste je pravaca AN, i BNp, §to je jasno iz treeg i Cetvrtog koraka konstrukcije.
Kako bismo dokazali da je H ortocentar trokuta, potrebno je dokazati da su tocke N4 i Ng
noZziSta visina iz vrhova A 1 B na nasuprotne stranice trokuta ABC. Iz treCeg 1 Cetvrtog
koraka vidimo da tocke N4 1 Np leZe na kruznici k. Budu¢i da je kruZnica k konstruirana
tako da joj duZina AB bude promjer (drugi korak konstrukcije), slijedi £BN,A = (BNA =
90°. Vrijedi: ANyx L BN, i BNg L ANpg. 1z petog koraka konstrukcije imamo da tocka
Np lezi na pravcu AC, a to¢ka N4 na pravcu BC. Ovime smo dokazali da su to¢ke N4 i Np
noziSta visina iz vrhova A i B, pa slijedi da je to¢ka H ortocentar trokuta ABC.

Rasprava:

U treCem koraku konstrukcije pravac AH sijeCe kruznicu k u toCkama A 1 N, ako je
(HAB # 90°. Ako je «<HAB = 90°, pravac AH dira kruZnicu k u toc¢ki A. Kako toCka
C lezi na pravcu AH vrijedi da je £«CAB = 90°. NoziSte visine iz vrha A je tocka C, a
noziste visine iz vrha B je to¢ka A, osnosno, Ny = C i Np = A. Presjek pravaca AC 1 AB je
tocka A. Obzirom da su duZine AC i AB visine trokuta ABC, pravci na kojima leZe sijeku
se u ortocentru trokuta, to¢ki H. H # A pa zakljuCujemo da ovakav trokut nije moguce
konstruirati. Analogno, u Cetvrtom koraku konstrukcije pravac BH dira kruZnicu k u tocki
B za «<ABH = 90° te takav trokut nije moguce konstruirati.

Promotrimo peti korak konstrukcije. Postoji li uvijek presjek pravaca ANg i BN, ? Pretpos-
tavimo da su ta dva pravca paralelna (slika[4.3). Budu¢i da tocke N4 i Nj leZe na kruZznici
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k, kutovi £AN4B i «BNA su pravi. Cetverokut AN,BNj je pravokutnik te su pravci na
kojima leZe duZine AN, i BN paralelni i ne sijeku se, $to nije moguée buduci da je zadan
polozaj tocke H. ZakljuCujemo da pravci ANg i BN, nisu paralelni te da njihov presjek
postoji.

Slika 4.3

Za {(HAB # 90° i {ABH + 90°, rjeSenje postoji i jedinstveno je.
]

Primjer 4.2. U ravnini su dane tri nekolinearne tocke; A, Ty i H. Konstruirajte trokut
ABC kojemu je tocka A jedan od vrhova, tocka Ty poloviste stranice nasuprotne vrhu B, a
tocka H ortocentar.
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Analiza:

Slika 4.4

Buduéi da je totka T poloviste duZine AC, tocka C leZi na pravcu AT i vrijedi: |ATg| =
|TpC|. Primijetimo da smo zadatak sveli na prethodni primjer Primjer rjeSavamo na
analogan nacin.

Primjer 4.3. U ravnini su dane tri nekolinearne tocke; Ny, Np i H. Konstruirajte trokut
kojemu su tocke N4 i Ng noZista visina iz dvaju vrhova, a tocka H ortocentar.

Analiza:

Neka je N, noziste visine iz vrha A, a N noZiSte visine iz vrha B trokuta ABC.

Pravci AN, 1 BNp sijeku se u tocki H, tj. tocka A lezi na pravcu HN,, a tocka B na pravcu
HNp.
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C

Slika 4.5

Uocimo: «BNgA = 4BN4A = 90°. Vrijedi: BNy L AC1AN,4 L BC. Neka je p pravac
kroz to¢ku Ny okomit na pravac HNp i neka je g pravac kroz tocku N, okomit na pravac
HN,4. Tocka A lezi na pravcu p, a to¢ka B lezi na pravcu g. Tocka C leZi na pravcima p i gq.

Konstrukcija:

1. konstrukcija pravca p takodaje Ny € pip L HNp

2. pravac p sijeCe pravac HN, u tocki A

3. konstrukcija pravca g takodaje Ny € giqg L HN,

4. pravac q sijece pravac HNp u tocki B

5. pravci p i g sijeku se u tocki C
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Slika 4.6

Dokaz:

Potrebno je dokazati da su tocke N4 1 Np noziSta visina iz vrhova trokuta ABC, te da je
tocka H ortocentar trokuta.

Duzina BC leZi na pravcu ¢ $to vidimo iz &etvrtog i petog koraka konstrukcije. Iz treéeg
koraka konstrukcije imamo da je N4 € g i da je pravac g okomit na pravac HN,. Iz drugog
koraka konstrukcije vidimo da tocka A lezi na pravcu HN,, pa slijedi da je pravac AN,
okomit na pravac na kojem leZi duzina BC. Slijedi da je to¢ka N, noZiste visine iz vrha A
na stranicu BC trokuta ABC. Analogno dokazujemo da je tocka N noZiSte visine iz vrha
B na stranicu AC trokuta ABC.

Tocka A lezi na pravcu HN, (drugi korak konstrukcije), a tocka B na pravcu HNp (Cetvrti
korak konstrukcije). AN, i BN su visine trokuta, a oito je da se pravci na kojima one leZe
sijeku u tocki H. Iz ovoga slijedi da je toCka H ortocentar trokuta ABC. Dokazali smo sve
tri tvrdnje.

Rasprava:

Ako je «kNgHN, = 90°, u drugom koraku konstrukcije pravac p ne sijece pravac HNg, au
cetvrtom koraku konstrukcije pravac ¢ ne sijeCe pravac HN, pa takav trokut ne postoji.

Pogledajmo peti korak konstrukcije. Na pravcu p leze tocke A i N, a na pravcu g tocke B
i N4. Primjeéujemo da presjek ovih dvaju pravaca uvijek postoji, o ¢emu smo raspravili u
primjeru 4.1}
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Za «NgHN, # 90° rjeSenje postoji i jedinstveno je.

O

Primjer 4.4. U ravnini su dane tri razlicite tocke; A, O i H. Konstruirajte trokut kojemu
je tocka A jedan od vrhova, tocka O srediste opisane kruZnice, a tocka H ortocentar.

Analiza:

Neka je k kruZnica opisana trokutu ABC.

Slika 4.7

Polumjer kruZnice k jednak je duljini duZine AO.

Neka je tocka P noziste okomice iz toke O na duZinu BC. Totka P je poloviste stranice
BC. Prema teoremu imamo da je |AH| = 2|OP|. Budu¢idaje AH L BCiOP L BC,

slijedi AH || OP. Vrijedi: AH = 20P.

Neka je p pravac koji prolazi tockom P i okomit je na pravac OP. Tocke B i C leZe na
pravcu p i na kruZznici k.

Konstrukcija:

1. konstrukcija kruznice k sa srediStem u tocki O i polumjerom |AO)|

2. konstrukcija tocke P tako da je AH = 20P (konstrukcija |[PK?2))
3. konstrukcija pravca ptakodaje Pe pip L OP

4. pravac p sijeCe kruznicu k u tockama B1 C
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Slika 4.8

Dokaz:

Potrebno je dokazati da je tocka A jedan od vrhova, to¢ka O srediSte opisane kruznice, a
tocka H ortocentar trokuta ABC.

Prva tvrdnja ocito slijedi. Iz prvog i Cetvrtog koraka konstrukcije vidimo da tocke A, Bi C
leze na kruznici k Cije je srediSte tocka O, Sto dokazuje i drugu tvrdnju.

Tocka A jedan je od vrhova, a tocka O srediSte opisane kruznice trokuta ABC. 1z treceg 1
cetvrtog koraka konstrukcije vidimo da tocka P leZi na pravcu BC 1 da je OP L BC. Tocka
O srediste je opisane kruZnice trokuta ABC pa je jednako udaljena od to¢aka B i C. Slijedi
da je totka P poloviste, a pravac OP simetrala duzine BC. Neka je H; ortocentar trokuta
ABC. Prema teoremu slijedi da je m = 25’0, a iz drugog koraka konstrukcije
vidimo da vrijedi i AH = 20P. Slijedi da je H; = H, ¢ime smo dokazali da je tocka H
ortocentar trokuta ABC.

Rasprava:

U cCetvrtom koraku konstrukcije, za |OP| > |OA|, pravac p ne sijeCe kruZnicu k, pa u tom
slucaju trokut ne postoji (slika[4.9).
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Slika 4.9

Za |OP| = |OA|, pravac p dira kruznicu k u tocki P. Ni u ovom slucaju trokut ne postoji

(slika[4.10).

Slika 4.10

Za |OP| < |OA]|, pravac p sijeCe kruznicu k u dvjema tockama B i C. RjeSenje je jedins-
tveno.
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Primjer 4.5. U ravnini su dane tri tocke; O, H i N4. Konstruirajte trokut kojemu je tocka
O srediste opisane kruZnice, tocka H ortocentar, a tocka N, noZiste visine iz jednog od
vrhova.

Analiza:

Na pravcu HN, lezi visina trokuta ABC povucena iz vrha A. Neka je p pravac kroz toc¢ku
N, okomit na pravac HN,. Na njemu leZe tocke B i C te poloviste T4 duZine BC. Neka
je g pravac kroz to¢ku O takav da je ¢ || HN,. Uo&imo: pravac ¢ je simetrala duZine BC i
sijeCe pravac p u tocki T,. Slijedi da je tocka T4 sjeciSte pravaca p i gq.

Na Eulerovom pravcu OH lezi teziste T trokuta ABC te vrijedi |OT| : [TH| =1 : 2 (teorem
[1.34). Tocka A sjeciste je pravaca 7T, i HN,.

Neka je k kruznica sa srediStem u tocki O koja prolazi tockom A. Tocke B i C leZze na
pravcu p i na kruZnici k.

Slika 4.11

Konstrukcija:

1. konstrukcija tocke T tako da je TH = 20T (konstrukcija PM2)
2. konstrukcija pravca ptakodaje Ny € pip L HNy
3. konstrukcija pravca g takodaje O € giq || HNy4

4. pravci p i g sijeku se u tocki T4
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S. pravel TT4 1 HNy sijeku se u tocki A
6. konstrukcija kruZnice k sa srediStem u tocki O i polumjerom [AO)|

7. kruZznica k sijeCe pravac p u toCkama B1 C

Slika 4.12

Dokaz:

Potrebno je dokazati da je tocka O srediSte opisane kruznice, da je tocka H ortocentar i
tocka N, noZiSte visine iz vrha A trokuta ABC.

Iz Sestog i sedmog koraka konstrukcije vidimo da vrhovi trokuta ABC leze na kruZnici k
Cije je srediSte tocka 0. Ovime smo dokazali prvu tvrdnju.

Dokazimo sad trecu tvrdnju. 1z sedmog koraka konstrukcije slijedi da je p = BC. 1z drugog
koraka konstrukcije vidimo da je Ny € BCidaje HN, L BC. 1z petog koraka konstrukcije
slijedi da je A € HN4. Ovime smo dokazali treu tvrdnju.

Pogledajmo sad drugu tvrdnju. Iz treCeg koraka konstrukcije vidimo da je g || HNg4, a iz
drugog i sedmog koraka konstrukcije vidimo da je HN, L BC. Iz sedmog koraka kons-
trukcije jasno je da je duzina BC tetiva kruZnice k. Iz Getvrtog i sedmog koraka konstrukcije
slijedi da je tocka T4 sjeciSte pravaca BC 1 g. 1z treCeg koraka konstrukcije slijedi da je
O € g. Prema teoremu slijedi da pravac ¢ sije¢e duzinu BC u njenom polovistu,
odnosno, to¢ka T4 je poloviste duzine BC. Slijedi da je duZina AT, teZi$nica trokuta ABC.

Znamo da vrijedi OT, || AH. Pravci OH i AT, sijeku se u tocki T (prvi i peti korak
konstrukcije) pa slijedi da su trokuti OT,T 1 HAT slicni. Iz prvog koraka konstrukcije
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slijedi da je |[HT| : |TO| = 2, pajei|AT| : |TT4| = 2. Prema teoremu o teZiStu [1.8
tocka T je teZiSte trokuta ABC. Slijedi da je pravac OT Eulerov pravac. Tocka H je takva
da je TH = 20T (prvi korak konstrukcije), pa prema teoremu

ortocentar trokuta ABC ¢ime smo dokazali i drugu tvrdnju.

4)slijedi da je tocka H

Rasprava:

U cetvrtom koraku konstrukcije presjek pravaca p i g uvijek postoji jer su pravci p i g
okomiti.

U petom koraku konstrukcije pravci 774 1 HN4 nece se sjeci ako je HN4 || TT4. Kako
tocka T lezi izmedu pravaca g 1 HN, te vrijedi g || HNs 1 T4 € g, pravac TT4 uvijek Ce
sjeci pravac HNy.

U sedmom koraku konstrukcije kruZnica k nece sjeci pravac p u dvjema tockama ako je
|OA| < |OT 4|, pa takav trokut ne postoji. Inace, rjeSenje je jedinstveni trokut ABC.

O
Primjer 4.6. U ravnini su zadane tri nekolinearne tocke N, Np i Nc. Konstruirajte trokut
tako da su zadane tocke noZista visina povucenih iz vrhova traZenog trokuta.
Analiza:

Neka su Ny, Ng 1 N¢ noZista visina trokuta ABC redom iz vrhova A, B 1 C. Neka je H
ortocentar trokuta ABC.

Pogledajmo sliku .13

Slika 4.13
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Uocimo: u Cetverokutu ANcHNp vrijedi da je {HNgA = {ANcH = 90°, pa prema teoremu
[1.36] slijedi da je ¢etverokut ANcHNj tetivan. Analogno, BNs4HN¢ i CNgHN, su tetivni
cetverokuti. Bududi da su Cetverokuti BNs4HN: i CNgHN, tetivni, moZemo im opisati
kruznice. 1z ovoga slijedi:

KNcNAH = KNcBH,

KHNANB = KHCNB,

jer su navedeni kutovi obodni kutovi nad duzinama NcH 1 NgH.

Jednostavnim uvrStavanjem i racunanjem dobijemo:

A{NcBH = {ABNy = 90° — LCAB;

LHCNpg = «NcCA =90° — LCAB.

Iz ovoga slijedi:

(N¢BH = (HCN3,

a uvrStavanjem dobijemo da je
ANcNyH = {HN,Np.

Dokazali smo da je pravac na kojem leZi visina iz vrha A trokuta ABC simetrala unutar-
njeg kuta trokuta NyNgN¢ uz vrth Ny. Analogno se dokazuje da su pravci na kojima leze
preostale dvije visine trokuta ABC ujedno simetrale unutarnjih kutova trokuta NyNzN¢ uz
vrhove N i Nc.

Pogledajmo sad sliku Promotrimo vanjski kut trokuta Ns<NgN¢ uz vrh N4. Neka je p
simetrala spomenutog vanjskog kuta. Neka je @ mjera unutarnjeg kuta uz vrh N4. Prema
definiciji [I.15] slijedi da je mjera vanjskog kuta uz vrh N4 jednaka 180° — . Simetrala
s, dijeli unutarnji kut uz vrh N4 na dva kuta mjere ¢, a simetrala p dijeli vanjski kut na
dva kuta mjere 90° — 2. Slijedi da je mjera kuta £s5,N,p jednaka 90°, odnosno vrijedi da
je p L s,. Kako jei Ny € p, slijedi da se simetrala p podudara s pravcem BC. Neka
su ¢ i r simetrale vanjskih kutova trokuta NyNpN¢ redom uz vrhove Np i No. Analogno
zakljuCujemo da vrijedi: ¢ = AC ir = AB. Tocka A presjek je pravaca g i r, tocka B presjek
je pravaca p i r, a to¢ka C presjek je pravaca p i q.
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Slika 4.14

Konstrukcija:

1. konstrukcija simetrala s,, s, 1 s. unutarnjih kutova trokuta Ny NgN¢ redom uz vrhove
Na,NpiN¢

2. konstrukcija simetrala p, g 1 r vanjskih kutova trokuta NyNpN¢ redom uz vrhove Ny,
NpiNc

3. pravci g 1 r sijeku se u tocki A

4. pravci p ir sijeku se u tocki B

5. pravci p 1 g sijeku se u tocki C
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Slika 4.15

Dokaz:

Potrebno je dokazati da su tocke N4, Np 1 N¢ noZiSta visina trokuta ABC redom iz vrhova
A,BiC.

Dokazimo tvrdnju za toCku N,. Tocka N, lezi na pravcu s, Sto je vidljivo iz prvog koraka
konstrukcije. Iz drugog koraka konstrukcije vidimo da je Ny € p. U analizi zadatka
dokazali smo da je s, L p. Iz Cetvrtog i petog koraka konstrukcije slijedi da tocke B1 C
leZe na pravcu p. Zelimo dokazati da je simetrala s, pravac na kojem leZi visina iz vrha A
trokuta ABC. Kako bismo to dokazali potrebno je dokazati da je A € s,,.

Iz tre¢eg koraka konstrukcije slijedi da je A € g. 1z drugog koraka konstrukcije znamo da
je ¢ simetrala vanjskog kuta uz vrh Np pa po teoremu [[.14] slijedi da je tocka A jednako
udaljena od pravaca Ny4Np i NgNc. Analogno, bududi da je A € r, slijedi da je A jednako
udaljena od pravaca NaN¢ 1 NgN¢. Iz ovoga slijedi da je tocka A jednako udaljena od
pravaca NsNp 1 NsN¢, Sto povlaci da tocka A leZi na jednoj od simetrala kuta uz vrh N,.
Prema teoremu [I.16]slijedi da tocka A leZi na simetrali s,. Dokazali smo ovime da tocke
A 1 N, leze na pravcu s,. Buduéidaje s, L pip = BC, tvrdnja slijedi za tocku Njy.
Analogno provodimo dokaz za tocke N i Nc.

Rasprava:

Trokut je moguce konstruirati ukoliko postoji presjek u treem, Cetvrtom i petom koraku
konstrukcije. Pogledajmo treéi korak konstrukcije. Pravci g 1 r nece se sjeci ako je g || r.
Bududi da je ¢ L s, slijedi da je r L s,. Analogno, iz r L s, slijedi da je g L s.. 1z
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ovoga slijedi: s, || s., Sto nije moguce. Analogno zakljuCujemo za Cetvrti 1 peti korak
konstrukcije. RjeSenje, prema tome, uvijek postoji.

Pogledajmo sad sliku Neka je H ortocentar trokuta ABC.

Promotrimo trokut ABH. Uo¢imo da je noziste visine iz vrha A tocka N4, noziste visine iz
vrha B to¢ka Np, a noziste visine iz vrha H tocka N¢. Slijedi da trokut ABH zadovoljava
uvjete zadatka. Analogno vrijedi 1 za trokute BCH 1 CAH. Slijedi da ovaj konstruktivni
zadatak ima Cetiri rjeSenja.

Slika 4.16
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Sazetak

U ovom diplomskom radu proucavaju se 1 rjeSavaju konstruktivni problemi u kojim je ba-
rem jedan od zadanih elemenata duljina visine trokuta ili poloZaj ortocentra trokuta. Rad
je podijeljen na Cetiri poglavlja. U prvom poglavlju naveden je niz definicija i poucaka
koriStenih u drugom i treéem dijelu rada. U drugom poglavlju govori se viSe o konstruk-
cijama opcenito; Sto znaci konstruirati figuru, kojim alatima se sluzimo i koje su temeljne
operacije izvedive odabranim alatima. Navedene su tu 1 objasnjene temeljne konstruk-
cije figura izvedene nizom temeljnih operacija. Potom se proucava metodika rjeSavanja
konstruktivne zadace, etape rjeSavanja (analiza, konstrukcija, dokaz 1 rasprava) te metode
rjeSavanja koriStene u treCem dijelu rada (metoda presjeka i algebarska metoda). De-
taljno je opisano nekoliko konstrukcija odabranih algebarskih izraza i geometrijskih mjesta
toCaka koriStenih pri rjeSavanju metodom presjeka. Navedene su i opisane dvije pomocéne
konstrukcije koriStene kasnije u radu.

U tre¢em poglavlju rjeSavamo metricke konstruktivne zadatke. Zadatci su poredani prema
slozenosti. U svakom od njih etape rjeSavanja su detaljno opisane i1 potkrijepljene nizom
slika konstruiranih u GeoGebri. Cetvrto poglavlje obuhvaca poloZajne zadatke sa zadanim
poloZajem ortocentra trokuta i zadatke s poloZajem noZziSta visina trokuta. Kao i1 u prethod-
nom poglavlju etape zadataka iscrpno su pojasnjene i sadrZe konstruirane slike. Prilikom
rjeSavanja zadataka Cesto su koriStene definicije i svojstva trokuta iz prvog poglavlja, $to je
1 naznaceno u tekstu.






Summary

In this thesis we studied and solved constructive problems where at least one of the given
elements is the lenght of a triangle’s height or a position of the orthocenter. The thesis con-
sists of four chapters. The first chapter provides a list of definitions and theorems used in
the second or third part of the thesis. In the second chapter it is spoken about constructions
alltogether; what it means to construct a figure, which tools do we use and which of the
basic operations are doable with the use of these tools. We study the methodics of solving
a constructive problem, stages of solving one (analysis, construction, proof and discussion)
and solving methods used in the third part of the thesis (the method of sectioning and the
algebraic method). Several constructions of chosen algebraic expressions and geometrical
places of points have been explicated in detail. Two auxiliary constructions that have been
used later on in the thesis are also listed and explained.

The third chapter consists of solving metrical constructive problems. The problems are
arranged by complexity. Each of them gives carefully explained stages of solving which
are substantiated with a list of images constructed using GeoGebra. The fourth chapter
includes positional problems with the default position of the orthocenter and problems
given the position of the feet of the altitudes. This section also includes stages of solving
and constructed images. Definitions and characteristics of a triangle from chapter one have
been used to solve a large number of examples which is marked in the text.
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ski studij Matematika; smjer: nastavniC¢ki na Prirodoslovno - matematickom fakultetu u
Zagrebu. Preddiplomski studij zavrSavam 2013. godine te na istom fakultetu upisujem
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