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Uvod

Svrha ovog diplomskog rada je detaljnije proucavanje simetrale kutova trokuta i izvodlji-
vosti konstrukcija trokuta od kojih je barem jedan od zadanih elemenata simetrala kuta tro-
kuta. Simetrala kuta, kao pravac koji dijeli kut na dva jednaka dijela, ima veliko znacenje u
geometriji trokuta. Cilj ovog rada je iskazati vaznija svojstva simetrala kutova trokuta kako
unutarnjih tako i1 vanjskih te iste dokazati. Teorem o simetrali unutarnjeg kuta trokuta, kao
najpoznatiji teorem vezan uz simetralu kuta trokuta, potrebno je dokazati na viSe nacina,
kao Sto bi se trebao dokazati i obrat tog teorema. Kao Sto je poznato, uz pojam simetrala
kutova trokuta veze se i pojam upisane kruzZnice trokuta, pa ¢e biti govora i 0 svojstvima
upisane kruZnice trokuta i njegovom srediStu. Izraelski matemati¢ar V. Oxman je istraZivao
nuzne i dovoljne uvjete za postojanje i jedinstvenost trokuta kojem je jedan od zadanih
elemenata duljina simetrale unutarnjeg kuta trokuta, pa ¢e jedan dio rada biti posvecen re-
zultatima tih istrazivanja. Takoder, zadatak ovog rada je istraziti izvodljivost konstrukcija
trokuta od kojih je barem jedan od zadanih elemenata simetrala unutarnjeg kuta trokuta.
Prvo ¢e se prouciti rije¢ konstruirati, zatim ¢e se neke od rjeSivih konstrukcija opisati, tj.
provest e se analiza sa skicom i plan konstrukcije, a bit ¢e dokazana i nerjeSivost nekih
konstrukcija. Na temu ovog rada postoji mnogo literature, a postoji i mogucnost nadograd-
nje posebno na podrucju konstruktivnih problema i dokazivanju izvodljivosti konstrukcija.



Poglavlje 1

Simetrale kutova trokuta

1.1 Simetrala kuta

Definicija 1.1.1. Simetrala kuta je pravac koji taj kut dijeli na dva jednaka dijela.

Slika 1.1

Na slici [I.1] je prikazana simetrala kuta kojem je vrh u tocki O, a krakovi kuta su
polupravci pigq.
Konstrukcija simetrale kuta

Kako za dani kut <pOgq konstruirati njegovu simetralu? Neka je toCka O vrh danog kuta.
Oko tocke O opiSimo bilo koju kruZnicu te neka ona sije¢e krakove danog kuta u tockama
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Slika 1.2

A1 B. Oko toc¢aka A i B opiSimo kruznice istog polumjera, veéeg od %IABI ineka je S jedno
od sjeciSta. Prema Teoremu o sukladnosti trokuta S — S — § vrijedi AOAS = AOBS, pa je
<AOS = <BOS. Dakle, OS je traZena simetrala kuta <pOgq (slika|l.2)).

Definicija 1.1.2. Udaljenost tocke T od pravca p je broj |TN|, gdje je N noZiste okomice
spustene iz T na p, tj. tocka N je presjek pravca p i pravca okomitog na p koji prolazi
tockom T.

Slika 1.3

Na slici [I.3] su prikazani to¢ka 7', pravac p i noZiSte N okomice iz T na p. U nastavku
¢emo udaljenost tocke T od pravca p oznacavati s d(T, p), odnosno d(T,AB), akosu A, B €
p.
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Teorem 1.1.3. (Teorem o simetrali kuta) Neka je T tocka unutar kuta. Tocka T leZi na
simetrali kuta ako i samo ako je jednako udaljena od njegovih krakova.

Dokaz. Neka T lezi na simetrali kuta s vchom O. 1z T spustimo okomice na krakove kuta,
neka su N; 1 N, noZiSta okomica spustenih iz 7' na krakove kuta s vchom O. Trokuti TON; 1
T ON, su sukladni prema Teoremu o sukladnosti trokuta K —S — K jer im je OT zajedni¢ka
stranica, <TON; = <TON, 1 <T'N,0 = 90° = <T'N,O0. Slijjedi, [T N,| = |TN,|.

N
T
@) N1
Slika 1.4

DokazZzimo i drugi smjer. Neka je T tocka sa svojstvom |TN;| = |TN,|, gdje su Ny i N,
nozista okomica spustenih iz 7 na krakove kuta s vchom O. Trokuti TON; i TON,; su
sukladni prema Teoremu o sukladnosti trokuta S — S — K jer im je OT zajednicka stranica,
|TNy| = |TN,|1<TN;O =90° = <TN,0. Stoga je <TON; = <TON,, pa T lezi na simetrali
kuta <N;ON,. m|

1.2 Simetrale unutarnjih kutova trokuta

Teorem 1.2.1. (Teorem o simetralama unutarnjih kutova trokuta) Simetrale unutarnjih
kutova trokuta sijeku se u jednoj tocki.

Dokaz. Neka je O sjeciste simetrala <CAB i <ABC. Kako tocka O leZi na simetrali <CAB,
Teorem [I.1.3| povlaci da je d(O,AB) = d(O,AC), a kako O lezi na simetrali kuta <ABC,
Teorem 1.1.3|povlaci da je d(O,AC) = d(O, BC).

Dakle, d(O,AB) = d(O,AC) pa prema Teoremu tocka O lezi na simetrali <ACB.
Prema tome, simetrale unutarnjih kutova trokuta ABC sijeku se u tocki O. O
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Slika 1.5

Iz prethodnog dokaza slijedi da je tocka O, u kojoj se sijeku simetrale kutova trokuta
ABC, jednako udaljena od stranica tog trokuta, pa noZiSta okomica iz O na stranice trokuta
ABC leze na istoj kruznici 1 ta kruZnica dira sve tri stranice tog trokuta.

Definicija 1.2.2. KruZnica koja dira sve tri stranice trokuta zove se kruZnica upisana tro-
kutu ABC.

Slika 1.6

Prema Teoremu 1.2.1, kruZnica upisana trokutu ABC ima srediSte u tocki O koja je
srediSte simetrala kutova tog trokuta, a polumjer joj je jednak r = d(O,AB) = D(O, BC) =
D(0O,ACQ).
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Povrsina trokuta ABC dana je s:

P = P(BOC) + P(AOC) + P(AOB)
1 1 1

= —ar+ =br+ =cr

2 2 2
1
:§(a+b+c)r

= s7,

gdje je s poluopseg, pa slijedi da je polumjer trokutu upisane kruznice jednak:

_P_ \/(s—a)(s—b)(s—c)
r—s— 5 .

Teorem 1.2.3. Simetrala unutarnjeg kuta iz jednog vrha trokuta i simetrala stranice nasu-
prot tom vrhu sijeku se na kruznici opisanoj tom trokutu.

Dokaz. Neka je trokutu ABC opisana kruZnica k. Simetrala stranice BC, s, sije¢e kruZnicu
k u tocki E. Buduci da ta simetrala raspolavlja stranicu BC (BD = CD)i s, L BC, ona
raspolavlja i pripadni luk BC, tj. |BE| = |CE]|.
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Buduci da su obodni kutovi nad jednakim lukovima jednaki, slijedi da je
<EAB = <CAE = %

To znaci da simetrala kuta CAB prolazi tockom E. Time je dokazana tvrdnja teorema. O

1.3 Teorem o simetrali unutarnjeg kuta trokuta

Teorem 1.3.1. (Teorem o simetrali unutarnjeg kuta trokuta) Simetrala unutarnjeg kuta
trokuta dijeli tom kutu nasuprotnu stranicu u omjeru preostalih stranica.

Dokaz. Prvi nacin. Neka je CD simetrala kuta y. Kroz tocku B povucimo paralelu s CD.
Neka je E sjeciste te paralele s produzetkom AC preko C.

E

G
N

g

A D B

Slika 1.8

Vrijedi <DCA = <DCB = 1. Tada je <BEC = <DCA = i <EBC = <DCB = %, jer su
to kutovi uz transverzalu paralelnih pravaca. Zakljucujemo <BEC = <EBC, pa je trokut
BEC jednakokracan s osnovicom BE. Slijedi |BC| = |CE|. Primijenimo Talesov teorem o
proporcionalnosti na <EAB i paralelne pravce CD i BE:

|AD| _ |AC]|

\DB|  |CE|’
pa je

|AD| _ |AC]|

|BD|  |BC|
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Dokaz. Drugi nacin. Neka je D sjeciste simetrale kuta u vrhu C sa stranicom AB. Oznagimo
m = |DA|,n = |DB|. Treba dokazatidajem :n=>b: a, gdje je a = |BC|i b = |CA|.
Ozna¢imo li noZista okomica povuéenih iz to¢ke D na stranice CA i BC s E odnosno F,
tada po Teoremu vrijedi |DE| = |DF|. Ozna¢imo sa z duljinu duZina DE i DF.

C

Slika 1.9

Ako je v duljina visine trokuta ABC povucene iz vrha C, vrijedi:

1 1
P(ADC) = Emv = Ebz,

1 1
P(DBC) = —nv = <agz,

2 2
a odatle
bz az
m=—, n=—,
% %
odnosnom :n=>: a. O

Dokaz. Treéi nacin. Neka je D sjeciste simetrala kuta u vrhu C sa stranicom AB, kao na
Slici te neka je m = |DA|, n = |DB|. Primijenimo li na trokute ADC i BDC teorem o
sinusima, dobijemo

b:m:sin<ADC:sin%, a:n:sin<BDC:sing.

Kako je sin<BDC = sin(180° — <ADC) = sin<ADC, to je b : m = a : n, odnosno
m:n=>b:a. o
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Dokaz. Cetvrti nacin: koordinatnom metodom. Neka je ABC trokut. Uvedimo pravokutni
koordinatni sustav xOy tako da je sjeciSte simetrale kuta <ACB i stranice AB ishodiste
koordinatnog sustava, a stranica AB leZi na x—osi.

Stavimo A(-m, 0), B(n,0), C(p, q), gdje je m > 0,n > 0,g # 0. Tada je

a =|BC|= +(p—n)+¢q?,
b=1AC| = \(p + m)*> + ¢*.

JednadZzba pravca AC je
gx — (m+ p)y +mq =0,
a pravca BC:
qx—(p—-n)y—nqg=0.
A
C
¢ >
A o B
Slika 1.10
Jednadzbe simetrala kutova izmedu pravaca AC i BC su
q m+p mq
X - v+
VP +m+p? @+ m+pP NG+ (m+ p)?
N q B p—n np _0

+ — y-— =
NE+(p—n2  E+(p-n? @+ (p-n?
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odnosno
= 0.

—X— =X

(o202 222,
b b b/ \a a a

Nas zanima ona simetrala koja prolazi ishodiStem. Za x = y = 0 gornja jednadZba postaje

i
b ~a
odnosno (zbog g # 0)
m_.n
b a

Kako su a, b, m,n > 0, uzimamo pozitivan predznak i zakljuCujemo

m:n=b:a,
Sto je i trebalo dokazati. O
Teorem 1.3.2. (Obrat teorema o simetrali unutarnjeg kuta trokuta) Tocka koja stranicu

trokuta dijeli u omjeru preostalih dviju stranica leZi na simetrali kuta nasuprot te stranice.

— AD| |AC
Dokaz. Nekaje D € AB tocka sa svojstvom ﬁ = % Kroz tocku B povucimo paralelu

s CD. Neka je E sjeciste te paralele s produZetkom AC preko C (Slika .

E

<

Cc

G/
N

A D B

Slika 1.11

Primijenimo 1i Talesov teorem o proporcionalnosti na <EAB i paralelne pravce CD i BE,

imamo
|AD)| 3 |AC|

IDB|  |CE|’
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Dakle, |BC| = |CE], pa je trokut BEC jednakokra¢an s osnovicom BE. Stoga je <BEC =
<CBE. Taj kut ozna¢imo s 9.

Obzirom da je <DCB = <CBE = § i1 <ACD = <BEC = ¢, jer su to kutovi uz transver-
zalu paralelnih pravaca, slijedi <ACD = <DCB, pa je CD simetrala kuta <ACB. O

1.4 Simetrale vanjskih kutova trokuta

Zanimljivo je da simetrala vanjskog kuta i simetrala unutarnjeg kuta trokuta dijele nasu-
protnu stranicu u jednakom omjeru i to jedna u vanjskom, a druga u unutarnjem omjeru.
Zato se poucak o simetrali vanjskog kuta trokuta moZe iskazati ovako:

Teorem 1.4.1. (Teorem o simetrali vanjskog kuta trokuta) Simetrala vanjskog kuta trokuta
dijeli nasuprotnu stranicu u omjeru preostalih stranica, tj.

|AD| _ |AC|

|BD|  |BC|’

Dokaz. Dokaz je analogan kao prvi naCin dokaza Teorema o simetrali unutarnjeg kuta
trokuta. Neka je CD simetrala kuta y’. Kroz tocku B povucimo paralelu s CD.

Slika 1.12

Neka je E sjeciste te paralele s AC. Vrijedi <DCB = % Tada je <EBC = 77 Isto, zbog
Teorema o transverzali paralelnih pravaca, vrijedi <CDA = <EBA, pa su AABE ~ AADC.
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Zato vrijedi razmjer

ACI _JADI _ __JACl _ _ _ 1AD
|JAE| ~ |AB| ~ |AC|-|CE| |AD|-|BD|
Dakle,
|AC| - |AD| - |AC| - |BD| = |AD] - |AC| — |CE] - |AD|, (1.1)
AD A
AD| _ |ACT (1.2)
|BD| |CE|

Promotrimo trokut EBC. Buduci da je zbroj veliCina svih kutova u trokutu jednak 180°,
vrijedi

<CEB =180° —y —

360° — 2y — (180° —y)
2
130° -y ¥

2 2
= <EBC,

1’_ 360° -2y —v'
2 2

tj. trokut CEB je jednakokradan s krakovima CE i CB. Kad to uvrstimo u || , dobijemo
traZeni razmjer. O

Teorem 1.4.2. Simetrale bilo koja dva vanjska kuta trokuta i simetrala preostalog treceg

unutrasnjeg kuta trokuta sijeku se u jednoj tocki.

Dokaz. Na slici [1.13| nacrtane su simetrale vanjskih kutova pri vrhovima B 1 C trokuta
ABC. Te se simetrale sigurno sijeku i njihovo sjeciSte oznacimo sa S ,.
Buduci da ta tocka pripada simetrali kuta 3y, slijedi da je

|SaD| = |SaF|
Isto tako, tocka S, pripada simetrali kuta y,, zbog Cega je
|SQF| = |SL¥E|

Sada je |S,D| = |SoE|, Sto znaci da to¢ka S, pripada simetrali kuta EAD, odnosno kuta
CAB. To znaci da se simetrale vanjskih kutova trokuta pri vrhovima B i C 1 simetrala
unutarnjeg kuta pri vrhu A sijeku u tocki S ,. O
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Slika 1.13

Oznacimo li |S,D| = S, E| = |S o F| = r,, zakljuCujemo da su pravci AB, AC 1 BC tan-
gente kruZznice k,(S 4, ). Ta se kruznica zove pripisana kruznica trokutu ABC uz stranicu
BC. Svaki trokut ima tri pripisane kruZnice, a svaka od njih dira jednu stranicu trokuta i
produZenja ostalih dviju.

Teorem |1.4.1{je analogon Teoremu o simetrali unutarnjeg kuta trokuta po provodenju
dokaza (prvi nacin). MoZemo imati 1 analogon Teorema o simetrali unutarnjeg kuta trokuta
u prostoru (drugi nacin dokaza). Taj teorem moZemo izreéi ovako:

Teorem 1.4.3. Simetralna ravnina diedarskog kuta kojeg tvore poluravnine ABD i ACD
tetraedra ABCD dijeli nasuprotnu stranu BCD u dva trokuta Cije se povrsine odnose kao
povrsine odgovarajucih strana tetraedra.

Dokaz. Neka je ABCD tetraedar kojeg promatramo. Neka je ravnina ADE simetralna
ravnina diedarskog kuta kojeg Cine ravnine ADB i ADC. Bududi da je ravnina ADE sime-
tralna ravnina, ona ima svojstvo da su sve tocke te ravnine jednako udaljene do ploha koje
odreduju tu ravninu.
Dakle,

d(E,ABD) = d(E,ADC) = v.
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Promotrimo tetraedre ABED 1 AECD te napiSimo njihove volumene na dva nacina:

P(BED)-v, _ P(ABD)-v

vasep) = PEED v PAD
VECD) = £ (DE3C) VA _ P(Ac31)) y

Slika 1.14

Iz toga slijedi traZeni omjer povrsina

P(BED) _ P(ABD)
P(DEC) P(ACD)

1.5 Svojstva simetrale unutarnjeg kuta trokuta

Teorem 1.5.1. Ako je D tocka u kojoj simetrala unutarnjeg kuta pri vhu C trokuta ABC
sijece stranicu AB, tada vrijedi

bc ac
AD|=——, |BD|= ,
IADI a+b IBDI a+b

gdje je a = |BC|,b = |AC|,c = |ABI.
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Dokaz. Neka je m = |AD| i n = |BD|, kao na Slici Prema Teoremu o simetrali
unutarnjeg kuta trokuta vrijedi
m:n=b:a,

m:(c—m)=b:a.

1z toga slijedi
ma = bc — bm,

paje
m(a + b) = bc.
Dobijemo
bc ac
m= , n=c—-m=
a+b a+b
O
C
b a
A m D n B
Slika 1.15

Teorem 1.5.2. Ako su a, b, c duljine stranica trokuta, a s, S, s, duljine simetrala unutar-
njih kutova, tada vrijedi

1
sa:m\/bc(a+b+c)(b+c—a),
1
= b -b
g a+c\/ac(a+ +c)a+c—Db),
1
sy = Vab(a+b+c)a+b - o).

a+b
Pod duljinom simetrale unutarnjeg kuta trokuta podrazumijevamo duljinu odsjecka te si-
metrale od vrha trokuta do sjecista s nasuprotnom stranicom.
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Dokaz. Prvi naCin. Dovoljno je dokazati prvu jednakost jer ostalo dokazujemo analogno.
Simetrala s, pri vrhu A dijeli nasuprotnu stranicu na dijelove m i n, pa prema Teoremu

[1.5.1] vrijedi
bc . ac

i .
a+b a+b
Primjenom Stewartovog teorema dobivamo

sg2a = b*m + ¢*n — amn,

odakle slijedi
J2 b*c . bc*  a’bc
“ “"b+c b+c (b+c)?
bc
= m(b(b +c)+cb+c)—a’)
bc
= m((b +¢)’ —a*)
c
= (b+c)2(b+c—a)(b+c+a)
te konac¢no 1
So = 7 Vbe(a+b+c)b +c—a).
c

O

Dokaz. Drugi na¢in. Neka je to¢ka D sjeciste simetrale kuta pri vrhu A sa stranicom BC.

A

D

Slika 1.16
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Kako je P(ABC) = P(ABD) + P(ADC), to je

. . a .
becsina = s,csin — + s,b sin —,
a 2 (07

2
a odatle o o o
2bc sin 5 cos 5 = 5,(b + c¢)sin 5
odnosno
2bc a
Sa = 3 COS 5. (1.3)

Primjenom trigonometrijskih formula i teorema o kosinusu dobivamo

2 bZ + 2 2
2cos% =cosa+1= %+1
3 b>+c?—ad* +2bc B b+c)Y-a
- 2bc B 2bc
_(bt+c+ra)b+c—a)
B 2bc ’
odnosno
b+c+a)b+c-
2cos = = \/( ctabte a). (1.4)
2 bc
Uvrstavanje (I.4) u (1.3 konacno daje
1
So = m\/bc(a+b+c)(b+c—a).
O

Teorem 1.5.3. (Steinerov teorem) Ako su duljine simetrala dvaju unutarnjih kutova u tro-
kutu jednake, trokut je jednakokracan.

Dokaz. Neka je D sjeciSte simetrale kuta « 1 stranice BC, a E sjeciste simetrale kuta 3 i
stranice CA te neka je |[AD| = |BE|. Pretpostavimo da kutovi i 8 nisu jednaki.

— 1
Neka je @ < 8. Tada na duzini CE postoji tocka F takva da je <FBE = ki Kako je a < 3,

1 1 —
toje a < Eﬂ + Ea, pa je |BF| < |AF|. Stoga na duzini AF postoji tocka G takva da je
|AG| = |BF|. Trokuti AGD i BFE imaju jednake sljedece elemente:

|AD| = |BE|, |AG|=|BF| 1 <GAD = <FBE,
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Slika 1.17

Sto znaci da su oni sukladni, odakle slijedi <AGD = <BFE.
Medutim, to ne mozZe biti zbog Cinjenice da je <AGB vanjski kut trokuta BFG, pa imamo
da je

<AGD > <AGB > <BFE.
Znaci da pretpostavka @ < S nije tocna. Analogno bismo zakljucili da ne moze biti niti
a > . Dakle, @ = 3, §to znaci da je trokut ABC jednakokraCan. i

Teorem 1.5.4. Udaljenost vrha trokuta od diralista upisane kruZnice sa stranicama tro-
kuta, kojima je taj vrh zajednicki, jednaka je razlici poluopsega i duljine tom vrhu nasu-
protne stranice.

Dokaz. Koristimo oznake kao na Slici Treba dokazati:
|AE| = |AF|=s—-a, |BF|=|BD|=s-b, |CD|=|CE|l=s-c.
Ocito je |AE| = |AF|. Oznac¢imo |AE| = |AF| = x, |BF| = |BD| = y, |CD| = |CE| = z.
Vrijedi:
xX+y=c¢, y+z=a, zZ+x=b.

Oduzmemo li prve dvije jednadzbe dobit ¢emo x — z = ¢ — a. Pribrojimo 1i ovo trecoj
jednadzbi, imamo
2x=b+c—-a=b+c+a-2a.

Oznacimo opseg trokuta a + b + ¢ = 2s pa dobijemo

2x = 2s - 2a,



POGLAVLIJE 1. SIMETRALE KUTOVA 19

Slika 1.18

odnosno
xX=s5—a.

Sada se analogno izraCunay = s — b,z = s — c. O
Teorem 1.5.5. (Teorem o sredistu trokutu upisane kruznice) Srediste trokutu upisane
kruznice dijeli odsjecak simetrale unutarnjeg kuta povucene iz jednog vrha, a koji se nalazi

unutar trokuta, u omjeru zbroja duljina stranica kojima je taj vrh zajednicki i duljine trece
stranice.

Dokaz. Neka su AD, BE i CF odsjecci simetrala unutarnjih kutova trokuta ABC, a koji se
nalaze unutar tog trokuta, kao na Slici[[.19]
Tvrdnja teorema se moZe iskazati jednakostima:

|AO| : |OD| = (b +c¢):a,

|BO| : |OE| = (c+a) : b,

|CO| : |OF| = (a+Db) : c.

Primijenimo li na trokut ABD Teorem o simetrali unutarnjeg kuta trokuta, dobivamo

|AO| : |OD| = |AB| : |BD| = ¢ : m.
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ac
Kako je m =
ako je m oo

odnosno

Slika 1.19

prema Teoremu|1.5.1}, prethodnu jednakost moZemo pisati u obliku

a
b+c

9

ac
AO|:|OD|=c: ——=1:
|AO| : |OD]| ¢

|AO| : |OD| = (b+c¢): a.

Ostale jednakosti dobivamo analogno.



Poglavlje 2

Postojanje 1 jedinstvenost trokuta

Ovo je poglavlje posveceno pitanjima postojanja i jedinstvenosti trokuta kojem su zadana
tri elementa od kojih je barem jedan simetrala kuta.

2.1 O postojanju trokuta sa zadanim duljinama jedne
stranice i dvije susjedne simetrale kuta

U ovom poglavlju dajemo dovoljne i nuzne uvjete za jedinstvenost trokuta sa zadanim
duljinama jedne stranice i dvije susjedne simetrale kuta. Podsjetimo se (Teorem [1.5.2)) da

u trokutu ABC sa duljinama stranica a, b i ¢, simetrala kuta s vchom A (s nasuprotnom
stranicom duljine a) ima duljinu

2bc a a?
= — = 4[|bc|ll = —. 2.1
Sa = 5 COS 5 \/c( (b+c)2) (2.1)

Zelimo dokazati sljede¢i teorem.

Teorem 2.1.1. Za zadane a, l; i I, > 0 postoji jedinstven trokut ABC s |BC| = a i duljinama
simetrala kutova <ABC i <BCA koje su redom jednake [ i l, ako i samo ako je

1”% + l% <2a< ll + lz + ﬂl% - l]lz + l%

21
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Jedinstvenost

Prvo dokazujemo da ako takav trokut postoji, da je jedinstven. Oznac¢imo duljine stranica
trokuta s a, x,y. Ako simetrale kutova nasuprot stranica duljina x i y imaju redom duljine

[y 11, onda iz (2.1) imamo
t
y=(a+x),/1-=, (2.2)
X

x=@+y)f1-2, 2.3)
y
2 2

gdiejet; = 1,6, = 2,(t; <y, < x).
a a
Neka je t > 0. Promotrimo funkciju y : (¢, o) — (0, co) definiranu s

W) = @+ 041 - L.
X

Ocito je y neprekidna funkcija na intervalu (¢, o). Ona je rastu¢a i ima kosu asimptotu
y = x+a~ 5. Lako se provjeri da je y” < 0 na (t, o), pa je y konkavna funkcija i njen graf
se nalazi ispod njene kose asimptote.

Slika 2.1

Sada promotrimo sustav jednadzbi

y=(a+0)q/1- <, 2.4)
X

x:(a+y),/1—£. (2.5)
Yy
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Ocito je da ako uredeni par (x,y) zadovoljava jednadzbu (2.4), onda uredeni par (y, x) za-

dovoljava jednadzbu (2.5)), i obratno. Stoga, ove jednadzbe definiraju inverzne funkcije, a
t

(2.5)) definira konveksnu funkciju (0, co) — (¢, 00) s kosom asimptotom y = x —a + —. Pri-

mjenjujuéi na funkcije y = y,(x) i x = x;(y) redom definirane s (2.2) i (2.3), zakljuCujemo

da sustav jednadzbi (2.2), (2.3) ne moZe imati vie od jednog rjeSenja.

Postojanje

Sad razmatramo pitanje postojanja trokuta sa zadanim a, /; 1 /. Prije svega napomenimo
. D - 53
(2.2), (2.3) imao rjeSenje, potrebno da vrijedi x + a — > >
4 e 1. - . . .
x—a+ 51 Geometrijski, to znaci da je asimptota od l) iznad one od l) Prema tome,
h+t, B+8

2 = j
a> 5 5, cPale

da je, kako bi sustav jednadzbi

2a > P+ L. (2.6)

Buduci da tri duljine a, x i y moraju zadovoljavati nejednakost trokuta, napomenimo da iz
22)i 23) imamoy < a+ xix <a+y. Akoje x > ailiy > a, onda je oCito x +y > a.
Stoga ¢emo se ograniitina x <aiy < a.

Neka je BC dana duZina duljine a. Uzmimo to¢ku Y u ravnini tako da simetrala kuta s
vrhom u B trokuta YBC ima zadanu duljinu /;. Lako se vidi iz da je duljina od BY
dana s

Clll

y= - -1, akoje <CBY =6. (2.7)
2acos 5

[
Neka je @ = 2 arccos 2—1 Pravilo pridruzivanja li definira rastucu funkciju y = y(6) :

a
[
0,a) > (2 an = oo). Lako se provjeri da je za 6 € (0, @),
a— b
> al > ycosf
V2 2a -1 T

Graf funkcije y je neprekidna krivulja £, koja po¢inje (ali nije uklju¢ena) u tocki M na BC
tako da je |BM| = 7 _1 I

Buduc¢i da nas zanima samo slucaj y < a, mozemo pretpostaviti da je a > /. Kut a prelazi
2n

3

Ona ima kosu asimptotu koja s pravcem BC zatvara kut a.
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&2
&1
B M c B M’ (o]

Slika 2.2

Promotrimo sada lokus toc¢ke Z tako da simetrala kuta s vthom u C trokuta ZBC ima
duljinu /, < a. Analogno zaklju€ivanje pokazuje da je to krivulja &, koja pocinje (ali

— l
nije ukljucena) u tocki M’ na BC tako da je |[M'C| = 5 an
a—1b

l 2
s pravcem CB zatvara kut 2 arccos 2—2 (vidi Sliku . Opet, ovaj kut « prelazi ?ﬂ
a

Dvije se krivulje € 1 &; sijeku ako i samo ako je |[BM| > |BM’|, tj. |BM|+ [M'C| > a. 1z
toga slijedi

. Ona ima kosu asimptotu koja

I, I,
_I_
2a—1, 2a-10

Pojednostavljeno, imamo 4a® — da(ly + L) + 30,1, < 0, ili

ll+lz— ‘,l%—lllz+l%<2a<ll+lg+ ﬂl%—lllz+l%.

Kako je a > [}, I, prva nejednakost vrijedi uvijek. Promatraju¢i drugu nejednakost i nejed-
nakost (2.6) dobijemo upravo ono $to smo htjeli dokazati.

1.

Specijalno, za postojanje jednakokracnog trokuta s osnovicom duljine a i simetralama

2 3
sukladnih kutova duljine /, nuZan 1 dovoljan uvjet je g < %l < 7
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Geometrijski dokaz

Lema 2.1.2. Pretpostavimo da trokuti ABC i A’B'C’ imaju sukladne stranice AB i A’B’ i
sukladne simetrale kuta «, tj. |AL| = |A’L’| . Neka je <CAB < <C'A’B’. Tada je |AC| <
|A’C’|.

Dokaz. Neka je K tocka na AL takva da je |LB| = |[KB| ineka je K’ tocka na A’L’ takva da

AC AL

je |IL'B’| = |K'B’|. Tada je <AKB = <ALC i AACL ~ AABK, pa je ﬁ = ﬁ Sli¢no
|A’C’| AL AL

|A/B/| - |A/K/| - |A/K/|

. Neka je BN L AK, B'N' L A’K’. <CAB < <C’'A’B’, pa je

Slika 2.3

<LAB < <L'A'B'. 1z toga slijedi da je |AN| > |A’N’|. |AK| = 2|AN| — |AL| > |A’K’| =

AC| |A'CY
2|A’N’| — |AL|. Tada je lAcl < | | 1lAC| < |A’C). O

|AB| |A’B|

Teorem 2.1.3. Ako se trokuti ABC i A’B’'C’ podudaraju u jednoj stranici i objema sime-
tralama prileZecih kutova, tada su ti trokuti sukladni.

Dokaz. Oznacimo dvije simetrale kuta trokuta ABC s AD i BE i neka je |[AD| = |A'D’|,
|BE| = |B'E’| i |AB| = |A’B’|. Ako je <ABC = <A’B’C’, onda je <ABE = <A’B’E’. Tada je
AABE = AA’B'E’ pa je <BAC = <«B’A’C’, odakle slijedi AABC = AA’B'C’. Ako <ABC i
<A’B’C’ nisu sukladni, tada promatramo dva slucaja:

Slucaj 1. <ABC > <A’B'C’ 1 <BAC > <B’A’C’. Pretpostavimo da C’ pripada unutraSnjosti
trokuta ACF (CF je visina trokuta ACB) ili da C’ pripada duZini CF, C’ se ne podudara s
tockom C. Oznalit¢emo K =ADNCFiM =C'BNCF.

|AC| _ |CD| . |AC"| _ |C"D| o [MD'|
|AB| |DB|~ |AB| |D’B'|~  |C’'B|’

JAC'| < |AC| =

patocke P = DD’ N CF i M pripadaju duZini CP. ADAD’ je jednakokracan pa je prema
tome <KD'P > 90°, ali 90° > <AKF > <KD'’P §to je kontradikcija s <KD’'P > 90°. Dakle,
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Slika 2.4

C’ ne moZe pripadati unutragnjosti trokuta ACF ili duZini CF. Sli¢no, dobijemo da C’ ne
moze pripadati unutrasnjosti trokuta BCF. Dakle, prvi slucaj je nemogud.
Slucaj 2. <ABC < <A’B'C’ 1 <BAC > <B’A’C’. Po Teoremu [2.1.2] imamo da je [AC| >

C C'

Slika 2.5

|AC’| i |[BC’| > |BC|. Iz toga slijedi da je <CC’'A > <ACC’ i <C'CB > <CC’'B. Ali,
<ACC" > <C'CB 1 <CC'B > <CC’A. Opet smo dobili kontradikciju te je ovaj slucaj
takoder nemoguc. O
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2.2 O postojanju trokuta sa zadanim duljinama jedne
stranice, jedne susjedne i jedne nasuprotne simetrale
kuta

Razmatramo isti problem kao onaj u prethodnom poglavlju, samo $to u ovom poglavlju da-
jemo dovoljne i nuZne uvjete za jedinstvenost trokuta sa zadanim duljinama jedne stranice,
jedne susjedne i jedne nasuprotne simetrale kuta, tj. dokazujemo sljedeci teorem.

Teorem 2.2.1. Za zadane a, 1, i [, > 0 postoji jedinstven trokut ABC s |BC| = a i duljinama
simetrala kutova a s vrhom u A i 8 s vchom u B koje su redom jednake 1, i I, ako i samo
ako je l, < aili

4611[,(1[, - Ll)
(261 - lb)(Slb - 261) .

a<l,<2a ili I,>

2
Dokaz. Neka je u trokutu ABC y = |CA|iz = |AB|. Imamo [, = jz cos’g 1
a+z
al
7= —’; (2.8)
2acos 5 — 1,
[
1z toga slijedi da je cosé > 2 I, <2a,1
2 2a
Iy
B < 2arccos —. (2.9)
2a
Takoder,
y* = a® + z2(z — 2a cos ), (2.10)
2 a’
r=yz|1l - ——|. 2.11
o=t ( O+ z)Z) 1D

Slucaj 1: I, < a. OCito, (2.8)) definira z kao rastucu funkciju od 8 na otvorenom intervalu

(0,2 arccos é—”a>. Kako se vrijednosti od 8 povecavaju od 0 do 2 arccos Z—b, vrijednosti funk-
a

alb
a—lip
al,  2a(a—1Ip)
2a—1,  2a-1,
biti bilo koji pozitivan broj. Po teoremu srednje vrijednosti, postoji jedinstveni 8 za koji je
(2.11)) zadovoljena. To dokazuje postojanost i jedinstvenost danog trokuta.

cije z se povecavaju od

do co. Istodobno, iz (2.10)), vrijednosti od y se povecavaju

od a — do oco. Na odgovarajuéi nacin, desna strana od (2.11) moze
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Slucaj 2: a < I, < 2a. U ovom slucaju, (2.8) definira jednaku rastucu funkciju z kao i ra-

l 2a(l, —
T 4= 2adly — a) do co. Na odgovarajuéi
a — lb 2a — lb
nacin, vrijednosti desne strane od (2.T1) se povecavaju od

nije, ali se vrijednosti od y poveéavaju od >

al,  2a(l, —a) a? 16a*L(1, — a)*
' b= ( )2 = (2a - 1,)X3l, — 2a)?

2a -1, 2a-1, aly, |, 2a(y-a)
2a-1p 2a—1
4aly(l, -
do oco. Iz toga slijedi 1, > aly(ly — a) . Stoga, postoji jedinstveni 8 za koji je (2.11
(2a - 1,)(3l, — 2a)
zadovoljena. To dokazuje postojanost i jedinstvenost danog trokuta. O

Specijalno, za postojanje jednakokracnog trokuta s jednakim stranicama duljine a 1

nasuprotnom simetralom kuta duljine /,, nuzan i dovoljan uvjet je [, < ga.

Geometrijski dokaz

Lema 2.2.2. Pretpostavimo da trokuti ABC i A’B'C’ imaju sukladne stranice AB i A’B’ i
sukladne simetrale kuta a, tj. |AL| = |A’L’'| . Neka je <BAC < <B'A’C’. Tada je |BC| <
|B"C’|.

Dokaz. Po Lemi[2.1.2)imamo da je |AC| < |A’C’|. Neka je BH L AC, BH' L A’C’. Tada
jelAH| > |A’H’|1|BH| < |B'H’|.

Cl
Hl

A B'
Slika 2.6

Nadalje,
|ICH| = ||AH| - |AC|| < |C'H’| = ||A’H'| = |A'C"]|

pa imamo dva pravokutna trokuta CHB i C'H’'B’ za koje vrijedi da je |CH| < |C'H’| i
|BH| < |B’H’|.



POGLAVLIJE 2. POSTOJANJE I JEDINSTVENOST TROKUTA 29

Neka je |[H'F| = |HC| i |H'K| = |HB|. Dakle, |[FK| = |CB|. Ako je FK || C’'B’, onda je
|FK| < |C'B|.
Pretpostavimo da je <FKH’ > <C’'B’'H’. Neka je C'P || FK. Tada je |C’P| > |FK|. <C'PB’

je tupi kut pa imamo |C’B’| > |C'P| > |FK| = |CB|. O
Cl
F
H' K P B’
Slika 2.7

Teorem 2.2.3. Ako se trokuti podudaraju u jednoj stranici, simetrali jednog prileZeceg kuta
te u simetrali kuta nasuprot te stranice, tada su ti trokuti sukladni.

Dokaz. Ozna¢imo dvije simetrale kuta trokuta ABC i A’B'C’ s AD, A’D’ i CE, C'E’ odgo-
varaju¢im redom i neka je |[AD| = |A’D’|, |CE| = |C'E’| 1 |AB| = |A’B’|. Sli¢no kao u dokazu
Teorema [2.1.3|zakljucujemo da ako vrijedi <BAC = <B’A’C’, onda su trokuti sukladni.

Al

B
.,

Slika 2.8
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Neka je «<BAC < <«B’A’C’. Po Teoremu [2.1.2| 1 Teoremu [2.2.2] vrijedi |A’C’| > |AC]| i
|C’B’| > |CB|. Zelimo dokazati daje |C'E’| > |CE|. Nekaje <B”"A’D’ = <C"A’D’ = <BAD,
|A’B"”| = |AB|, |A’C"”| = |AC]|. Tada vrijedi AB”A’C’" = ABAC (A’D’ je zajedniCka simetrala
kuta trokuta B’A’C” i B”A’C""). Moramo uzeti u obzir 3 slucaja.

Slugaj 1. Tocka C” pripada unutrasnjosti trokuta C’A’D’ (ukljuéujuéi i duzinu D'C’). U
Teoremu [2.4.3] je dokazano da u tom slu€aju vrijedi |C”E”| = |CE| < |C'E’|.

Slucaj 2. Tocka C” pripada vanjstini trokuta C’'A’D’ 1 <A’C”B” = <ACB > <A’C’B’. Neka
je |C1A’| = |CA|, <A’CB; = <ACB, <C1A’B, = <CA’B. Tada je AC1A’B; = ACAB. Po

Slika 2.9

Lemi , simetrala <A’C| B, je manja od simetrale <A’C’B,. Neka je C’'L simetrala tro-
kuta A’'C'B,. <B1A’C" < <B’A’C’, pa je |C'B;| < |C’'B’| (elementarni geometrijski dokaz
ove tvrdnje je dan u Euklidovi elementi, Knjiga 1, Propozicija 24). Tada je

1BiLl _IC"Bi| _IC"B'| _ |B'E’]
LAl ICA (CA IERAYT

|A’By| = |A’B’| pa je <B{LE’ tupi kuti <C'LE’" > <B;LE’ > 90°. Dakle, |C'E’| > |C'L| >
|CE)|.

Slucaj 3. Tocka C” pripada vanjstini trokuta C’A’D" i <A’C”"B” = <ACB < <A’C'B'.
Neka je C'B; || C;B; i neka je C’L, simetrala kuta trokuta A’C’B,. Tada je |C'L,| > |CE|.
|C’'B;| < |C'B’| 1 opet imamo

1BoLil _ IC°Bo| _IC'B'|_ |BE]
LAY |CA] ICA EATT

<C'L\E' je tupi kut 1 |C'E’| > |C'L,| > |CE]. O
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Al

Slika 2.10

2.3 O postojanju trokuta sa zadanom opisanom i
upisanom kruznicom i duljinom simetrale kuta

U ovom poglavlju dajemo nuzne i dovoljne uvjete za postojanje trokuta kojem su zadani
opisane 1 upisane kruznice te duljina simetrale kuta. Takoder, razmatramo pitanje kons-
trukcije takvih trokuta.

Poznato je da je udaljenost izmedu srediSta opisane 1 upisane kruZnice trokuta dana
formulom

d*> = R* - 2Rr, (2.12)

gdje su R 1 r redom radijusi opisane i upisane kruznice trokuta. Stoga, ako u ravnini imamo
zadane dvije kruZnice, s radijusima R i r, nuZan uvjet za postojanje trokuta kojem ce te
kruZnice biti opisana i upisana kruZznica je taj da udaljenost izmedu njihovih srediSta zado-
voljava (2.12)). Iz Ponceletovog teorema zatvaranja slijedi da je taj uvjet takoder i dovoljan.
Osim toga, svaka toc¢ka opisane kruZznice moze biti jedan od vrhova trokuta, tj. opcenito
ima beskona¢no mnogo takvih trokuta. Zanima nas postojanje i jedinstvenost takvog tro-
kuta ako dodamo joS$ jedan element. U nasem slucaju, dodat éemo duljinu simetrale kuta.
Zelimo dokazati sljedeéi teorem.

Teorem 2.3.1. Ako je | > 0 duljina simetrale kuta, onda postoji jedinstveni trokut ako i
samo ako je

R+r—-d<I<R+r+d. (2.13)
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Dokaz. Duljina simetrale kuta o (gdje je @ kut u vrhu A zadanog trokuta ABC) dana je
formulom

2bc cos 5
" b+c
) abc abc .
Kako je R = ————— = —, imamo
4P(ABC) 4rs
8Rrs a s
- o ‘COSEZ 7 . 2Rrs1n5
2s—a sin 5 r+2Rsin2%
Deriviranjem s obzirom na «, imamo
I'(@) cos%  Rcos Z(r—2Rsin’ £)
= - +
s 2« . 2
r 2sin” 5 (r + 2R sin? %)

2

_ cosg (r2 +2Rrsin® ¢ + 8R? sin* L—’)
C s e(re2Rsint )
< 0.
Stoga, /(@) monotono pada na [@in, ¥max] 0d Loy = R+r+ddol,;, = R+r—d. O
Napomena 2.3.2.
Opcenito, konstrukcija trokuta ravnalom 1 Sestarom, sa zadanim R, r 1 [/ nije moguca.
Doista, ako je ¢ = sin %, onda je
2RI —4Rrt* + rlt — 1* = 0.
ZaR =3,r=11il=>5 (takav trokut postoji po Teoremu [2.3.1), imamo

3062 — 12 +5t—1 = 0.
1 1 1 1

,yE—, =

[OSIE

1

. : o : y . 27
Direktnom provjerom vidimo da ova jednadzba nema racionalnih rje
konstrukcija trokuta ravnalom i Sestarom nije moguca.

Racionalni brojevi koji mogu biti rjeSenja ove jednadZzbe su +1, +

7214

enja. To pokazuje da

t—,t—, t—, *
57610715’

1

30°
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2.4 O postojanju trokuta sa zadanim duljinama
simetrala unutarnjih kutova

U ovom poglavlju dajemo elementarni geometrijski dokaz sukladnosti trokuta koji se podu-
daraju u svim trima simetralama kutova bez koriStenja trigonometrije, matematicke analize
1 formula za duljinu simetrale kuta trokuta.

Lema 2.4.1. Pretpostavimo da trokuti ABC i AB’'C’ imaju zajednicki kut u vrhu A () i da
upisana kruznica od AB'C’ nije veca od upisane kruznice od ABC. Ako je y' > v, onda je
simetrala od y' manja od simetrale od .

Dokaz. Neka su CF i C'F’ simetrale kutova y i y’ trokuta ABC i AB'C’. Zelimo dokazati
da ako je v’ > y, onda je |C'F’| < |CF].

Slika 2.11

Slucaj 1. Trokuti imaju jednake upisane kruznice. Bez smanjenja opCenitosti, pretposta-
vimo da je 8 > 8’ 1 da je tocka C’ izmedu A 1 C. Neka je O srediSte zajedniCke upisane
kruznica promatranih trokuta. Poznato je da je |OF| < |OC| i |OF’| < |OC’|. Dakle, za
povrsine vrijedi

P(OFF’) = P(OCC’). (2.14)

Neka su d,d’ redom udaljenosti od A do simetrala CF,C’F’. Buduéi da je <AOF’ =
<OAC + <AC'0 = LY < 90°, imamo <AOF < <AOF’ < 90° i d < d'. Sada, iz[2.14

imamo

P(OFF’) + P(OC'AF) < P(OCC’) + P(OC'AF).



POGLAVLIJE 2. POSTOJANJE I JEDINSTVENOST TROKUTA 34

1 1
To nam daje P(AF'C’) < P(AFC), ili Ed’ -|C'F'| < Ed- |CF|. Buduéi da je d < d’, imamo
|C"F’| < |CF)|.
Slucaj 2. Upisana kruZnica trokuta AB’C’ je manja od upisane kruznice trokuta ABC.

Slika 2.12

Buduci da je upisana kruznica trokuta AB’C” unutar trokuta ABC, moZemo konstruirati
tangentu B”C” paralelnu s BC koja je bliza tocki A nego BC. Neka je C”F” simetrala
trokuta AB”C"”. Imamo C"F"” || CF i

|IC"F"| < |CF]. (2.15)
Buduéi da je <AC"”B” = <ACB < <AC’PB', iz Sluc¢aja 1. imamo
IC'F'| <|C"F"|. (2.16)

Iz[2.15]i[2.16]imamo |C'F’| < |CF]. i

Lema 2.4.2. Pretpostavimo da trokuti ABC i AB'C’ imaju zajednicki kut u vrhu A (a)
i zajednicku simetralu kuta AD, a zajednicki kut nije veci od preostalih kutova trokuta
AB'C’'. Ako je vy’ > v, onda je simetrala od v’ manja od simetrale od .

Dokaz. Ako upisana kruznica trokuta AB’C’ nije veca od upisane kruznice trokuta ABC,
onda zakljucak slijedi iz Leme [2.4.1]

Pretpostavimo da je upisana kruZnica trokuta AB’C’ ve¢a od upisane kruznice trokuta ABC.
Pravac BC sijece upisanu kruznicu od A’B’C’. Stoga, tangenta iz vrha C na tu kruZnicu

sijeCe AB’ u tocki B” izmedu B i B’. Neka su CF i C'F’ simetrale kutova redom y iy’ u
trokutima ABC 1 AB’C’. Zelimo dokazati da je |C'F’| < |CF.
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Slika 2.13

Promotrimo takoder simetralu CF” u trokutu AB”C. Buduéi da se tocka B nalazi izmedu
AiB”,tocka F se nalazi izmedu A i F”. Iz Leme[1.2.1]imamo

IC'F’| < |CF"|. (2.17)
Iz <CB"A > <C'B'A < <B'AC’, imamo <CF”A > 90° i iz trokuta CFF”
ICF”| < |CF). (2.18)

1z [2.17]i[2.18] zakljucujemo da je |C'F’| < |CF]|. O

Teorem 2.4.3. Ako se trokuti ABC i A’B'C’ podudaraju u tri simetrale kutova, tada su ti
trokuti sukladni.

Dokaz. Oznafimo simetrale kutova trokuta ABC s AD, BE, CF inekaje |AD| = |A’D’|,|BE| =
|B'E’|,|CF| =|C"F’|.

Ako za kutove danih trokuta imamo @ = o', 8 = ',y = ¥/, onda iz sli¢nosti trokuta ABC i
A’B'C’" 1 trokuta ABD 1 A’B’D’ zakljuCujemo da su trokuti ABC 1 A’B’C’ sukladni.

Neka je o’ kut koji nije veci od bilo kojeg drugog kuta trokuta A’B’C’ 1 ABC. Konstruiramo
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trokut AB,C; sukladan trokutu A’B’C’ koji ima simetralu AD kuta <B,AC;.

Akojea = o’ iy’ > vy, onda trokuti ABC i AB,C; zadovoljavaju uvjete Leme[2.4.2] Slijedi
daje |C'F’| < |CF], $to je kontradikcija.

Ako je @’ < a1 AB;,AC sijeku BC redom u tockama B, i C,, bez smanjenja opcéenitosti
pretpostavljamo da se C; nalazi izmedu A 1 C, (moguce 1 da se podudara s C,). Pretposta-
vimo da simetrala kuta <AC, B, sijeCe AB,uF,iABuF 3.

Slika 2.14

Budu¢i da trokuti AB;C; i AB,C, zadovoljavaju uvjete Leme [2.4.2] imamo
IC'F'| < |CoF| < |CyF3). (2.19)
Upisana kruZnica trokuta ABC, je manja od upisane kruznice trokuta ABC. Kako je

<AC,B > <ACB, po Lemi [2.4.2]slijedi |C, F5| < |CF| i iz[2.19|zaklju¢ujemo |C'F’| < |CF].
Opet smo dobili kontradikciju. Dakle, trokuti ABC 1 A’B’C’ su sukladni. i
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Konstruktivni problemi trokuta

Kada trazimo da se konstruira trokut kojem su zadani neki elementi, onda mislimo na to da
se konstruira bilo koji takav trokut u ravnini. Takoder, kada se u geometriji govori o tome
da je trokut jednoznacno odreden, onda se obi¢no misli da je on odreden do na izometriju
ravnine.

Sto znati rije¢ konstruirati? Pri geometrijskim konstrukcijama sluzimo se samo s dva
pomagala, a to su jednobridno ravnalo kojim moZemo nacrtati pravac koji prolazi kroz
dvije zadane tocCke i1 Sestarom kojim moZemo oko svake toc¢ke opisati kruZnicu proizvoljno
velikog radijusa. Pri tome smatramo da znamo konstruirati presjek dvaju pravaca, presjek
pravca i kruZnice 1 presjek dviju kruznica. Tocku ¢emo smatrati konstruiranom ako je ona
dobivena jednom od navedenih konstrukcija. Trokut smatramo konstruiranim ako znamo
konstruirati njegove vrhove. Cetiri osnovne konstrukcije trokuta slijede iz ovih tvrdnj:
trokut je jednoznacno odreden sa svoje tri stranice, s dvije stranice i kutom izmedu njih,
s jednom stranicom i dva kuta uz nju, s dvije stranice i kutom nasuprot veée od njih. U
svezi s trokutom i njegovim konstrukcijama uvode se jo§ neki osnovni pojmovi kao: visina,
teziSnica, simetrala stranice, simetrala kuta itd.

U ovom poglavlju opisat cemo konstrukcije trokuta pri ¢emu je bar jedan od zadanih
elemenata simetrala kuta. Cjeloviti popis konstrukcija trokuta nalazi se u knjizi [12] na
stranicama 356 - 357. Izdvojit éemo one konstrukcije trokuta ako su zadane tri od veli¢ina
a,b,c,a,B,V,Va, Vb, Ves as I, ey Sas S, Sy, Pri Cemu je barem jedna od zadanih veliCina du-
ljina simetrale kuta.

37
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Redni broj | Zadani elementi | RjeSivost ~ Redni broj | Zadani elementi | RjeSivost
1. a,b,s, ne 24. O, Vp, Sy da
2. a,b,s, da 25. a, Vp, Sg da
3. a,a, S, da 26. a, Vp, Sy ne
4. a,a, sg ne 27. a,ty, Sy da
5. a,p, sq ne 28. a,t,, Sp ne
6. a,pB, sg da 29. a,ty, Sy ne
7. a,pB, s, da 30. a,ty, Sg ne
8. a, Vv, Sy da 31. a,tp, Sy ne
9. a,Va, Sg ne 32. a, Sq, Sp ne
10. a,Vp, Sy ne 33. a, Sg, Sy ne
11. a, vy, g da 34. Vs Vbs Sor ne
12. a,Vp, Sy da 35. Vas Vbs Sy da
13. a,t,, S, da 36. Vas Las Sa da
14. a,ty, g ne 37. Vas Las Sg ne
15. a,ty, Sy ne 38. Vg, by S da
16. a,ty, Sg ne 39. Va, th, Sg ne
17. a,ty, sy ne 40. Vas tp, Sy ne
18. a, Sq, Sg ne 41. Vas Sa» S8 ne
19. a, Sg, Sy ne 42. tys tps Sq ne

20. a, B, Sq da 43. fas s Sy ne
21. a,p, sy da 44. tas Sas SB ne
22. a,V,, Sy da 45. Las S, Sy ne
23. @, Vg, Sg ne 46. Sas Sgs Sy ne

Konstruktivni problem ima Cetiri etape: analizu sa skicom, konstrukciju s planom kons-
trukcije, dokaz te diskusiju. Ukoliko je iz analize ocito da dobiveni trokut zadovoljava dane
uvjete, dokaz ¢emo preskociti.
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3.1

Konstrukcije trokuta sa zadana tri elementa od kojih
je jedan simetrala kuta

Primjer 1. Konstruirajmo trokut ako je zadano a, S, sg.

Rjesenje. Analiza.

Iz danih podataka moguce je konstruirati trokut BT C. Potom se do to¢ke A dolazi nanoSenjem

kuta 'g na BC.

Slika 3.1

Plan konstrukcije:

1.

Duzina BC.

. Kut veli¢ine g s vthom u B i krakom BC. Drugi krak kuta ozna¢imo s q.

. k = k(B, sp).

. kng={T}.

Kut veli¢ine g s vthom u B i krakom BT. Drugi krak kuta ozna¢imo s p.

. CTnp={A}.
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S

Slika 3.2

Konstrukcija.
Zadani elementi su:
Diskusija.

Postoji jedinstveni takav trokut.

U sljede¢im ¢emo primjerima opisati samo analizu, eventualno plan konstrukcije.

40
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Primjer 2. Konstruirajmo trokut ako je zadano a, S, s,.
Rjesenje. Analiza.

Iz danih podataka moguce je konstruirati trokut BCT. Potom se do to¢ke A dolazi nanoSenjem
kuta % na BC.

B a C

Slika 3.3

Plan konstrukcije:

1. Duzina BC.
2. Kut veli¢ine 8 s vrhom u B i krakom BC. Drugi krak kuta oznacimo s g.
3. k=k(C,s,).
4. kng =({T}.
5. Kut veli¢ine % s vthom u C i krakom BT. Drugi krak kuta oznac¢imo s p.

6. gNp={A}

Primjer 3. Konstruirajmo trokut ako je zadano a, vy, sg.
Rjesenje. Analiza.

Iz danih podataka moguce je konstruirati trokut BCN. Potom se do to¢ke A dolazi osnom
simetrijom pravca BC s obzirom na os simetrije BT .

Plan konstrukcije:
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Slika 3.4

Razlikujemo dva slucaja: a) v, < a, b) v, = a.

a)

b)

. Trokut BCN, gdje je N noZiste visine duljine v, na stranicu AC.
.k =k(B, sp).
. kNCN ={T}.

Pravac p osnosimetri¢an s BC s obzirom na os simetrije BT .

. pNCN = {A}.

. Duzina BC.
. Okomica iz C na pravac BC, oznalimo ju s q.
. k = k(B, sp).

. kng={T}.

Pravac p osnosimetri¢an s BC s obzirom na os simetrije BT.

. pNg=1{A}.
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Primjer 4. Konstruirajmo trokut ako je zadano a, vy, s,.
Rjesenje. Analiza.

Iz danih podataka moguce je konstruirati trokut BCN. Potom konstruiramo simetralu p
kuta y. NanoSenjem duljine s, na pravac p dobijemo toku 7. ToCku A dobijemo kao
presjek pravaca BT 1 CN.

Slika 3.5

Plan konstrukcije:

Razlikujemo dva slu¢aja: a) v, < a, b) v, = a.

a)
1. Trokut BCN, gdje je N noziste visine na stranicu AC.
2. Simetrala kuta vy.
3. ki = k(C, s,).
4. kins, ={T}.
5. BT NCN = {A}.
b)
1. Duzina BC.

2. Okomica iz C na pravac BC, oznaimo ju s q.
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3. Simetrala pravog kuta odredenog krakovima CB 1 p.
4. ky = k(C, sy).
5. k,ns, ={T}.

6. BT NCN = {A}.

Primjer S. Konstruirajmo trokut ako je zadano a, b, s,.
Rjesenje. Analiza.

Ovaj konstruktivni problem se rjeSava algebarskom metodom. 1z danih podataka moguce je
konstruirati trokut ABC tako da izrazimo c preko tri zadane veliCine. Tada imamo osnovnu
konstrukciju trokuta (tri zadane stranice). Po Teoremu znamo da vrijedi

s*(a+b)* =ab ((a +b)? - cz) .
Iz toga izrazimo c te dobijemo

s*(a + b)?

= (a+b) -
c (a ) pr

odnosno
¢ =(a+by -y,

o s%(a + b)? s(a+b) s(a+Db)
gdiejey = \|————= - :
ab a b

Oznacimo
s(a+b) s(a+Db)
X1 = . Xy = .

a b
Sad te veli¢ine znamo konstruirati algebarskom metodom, kao i y = +/x; - x, (primjenom
Euklidovog poucka). Buduéi da je ¢® = (a + b)* — y?, sad znamo konstruirati ¢ primjenom
Pitagorinog poucka pa mozemo konstruirati AABC kojem su dane duljine stranica a, b 1 c.

Primjer 6. Konstruirajmo trokut ako je zadano a, S, s,.
Rjesenje. Analiza.
Iz danih podataka moguce je konstruirati trokut ABT . Potom se do tocke C dolazi nanoSenjem

kuta % naAT.

Plan konstrukcije:

1. DuZina AT.
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al2|a/2

Slika 3.6

2. Kut veli¢ine % s vithom u A i krakom AT. Drugi krak kuta oznac¢imo s q.

3. Kut veli¢ine 180° — 8 — % s vthom u 7T i krakom T A. Drugi krak kuta oznac¢imo s p.
4. pNnqg={B}.

ey- a
5. Kut TAC velicine 5

6. pNAC = {C).

Primjer 7. Konstruirajmo trokut ako je zadano a, S, s,.

Rjesenje. Analiza.

Znamo da je y = 180° — (a + ). Sad ovaj primjer svodimo na prethodni za zadane «, y, s, .
Primjer 8. Konstruirajmo trokut ako je zadano a, v, S,.

Rjesenje. Analiza.

Razlikujemo dva slu€aja: a) v, < s,, b) v, = $,.

a) Iz danih podataka moguce je konstruirati trokut ANT. Potom se do toCaka B i C dolazi
nanoSenjem kuta veliine % na AT s obje strane.

b) DuZine AN i AT se podudaraju. Prvo konstruiramo duZinu AN duljine v, te okomicu na
. . e @ —— .
pravac AN kroz tocku N, a zatim nanosimo kut veli¢ine - ha AN s obje strane.
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Slika 3.7

Primjer 9. Konstruirajmo trokut ako je zadano a, v;, s,.

Rjesenje. Analiza.

Slika 3.8

Iz podataka « i v, moZemo konstruirati pravokutni trokut ABN C¢iji vth N je noZiSte visine
v, na stranicu AC trazenog trokuta. Kad znamo polozaj tocke A, tada moZemo odrediti i
polozaj tocke T jer je |AT| = s,. Tocku C sada dobijemo kao presjek pravaca AN 1 BT.



POGLAVLIJE 3. KONSTRUKCIJE 47

Konstrukcija.

Konstruiramo kut XAY veli¢ine « (to¢ka B pripada polupravcu AX, a to¢ka C pripada
polupravcu AY). Zatim konstruiramo pravac p paralelan s AY na udaljenosti v, od pravca
AY. Presjek pravca p i polupravca AX je tocka B. Sada konstruiramo simetralu AT kuta «
duljine s,. Presjek pravaca BT 1 AY je tocka C.

Primjer 10. Konstruirajmo trokut ako je zadano a, v, sg.
Rjesenje. Analiza.

Iz podataka « i v, moZemo konstruirati pravokutni trokut ABN C¢iji vth N je noZiSte visine
v, na stranicu AC traZenog trokuta. Kad znamo poloZaj tocke B, tada moZzemo odrediti i
polozaj toCke T jer je |BT| = sg. Time je odredena i1 polovina kuta 8. NanoSenjem kuta
<ABT na krak BT dobivamo cijeli kut g, tj. dolazimo do tocke C.

Konstrukcija.

Konstruiramo kut XAY veli¢ine « (to¢ka B pripada polupravcu AX, a to¢ka C pripada
polupravcu AY). Zatim konstruiramo pravac p paralelan s AY na udaljenosti v, od pravca
AY. Presjek pravca p 1 polupravca AX je tocka B. Sada konstruiramo kruzZnicu iz tocke
B polumjera sgz. Presjek te kruznice i polupravca AY je toCka T'. Presjek polupravca AY i
pravca osnosimetricnog pravcu AB s obzirom na os simetrije BT je toc¢ka C.

Slika 3.9
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Primjer 11. Konstruirajmo trokut ako je zadano s, v,, t,.
Rjesenje. Analiza.
Razlikujemo dva slucaja: a) v, < s,, b) v, = $,.

a) Visinu v, i teziSnicu 7, mozemo smatrati kao katetu i hipotenuzu pravokutnog trokuta
APN. Druga kateta tog trokuta odreduje pravac PN na kojem leZi stranica BC. Krajnjom
to¢kom teZi$nice P konstruiramo okomicu o na BC (simetralu stranice BC). Po Teoremu
ta okomica sijeCe simetralu kuta s, u toc¢ki na opisanoj kruznici trazenog trokuta
ABC. Oznacimo tu to¢ku s H. SjeciSte simetrale duzine AH i pravca o je srediSte opisane
kruznice trazenog trokuta. Tocke B i C su presjek opisane kruZnice (sa srediStem u tocki
0, radijusa |OA|) i pravca PN.

. B
\
\
\
\
0 o H
——————————— —‘———— -P—— — — — —
Sa
\
Va\\ []
A \
1C
v\
Slika 3.10

b) Ocito vrijedi da je v, = 1, = s, 1 rjeSenja su svi jednakokracni trokuti ¢ija je visina na
osnovica duljine v,.
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Primjer 12. Konstruirajmo trokut ako je zadano a, @, s,.
Rjesenje. Analiza.

Ova konstrukcija je sloZenija u svojoj analizi i ona se ne mozZe provesti bez koriStenja
algebre i trigonometrije. Koristit ¢emo teorem o sinusima na trokute ABT i ATC (vidi

Sliku [3.11):

ina in @
m sin 9 _ sing

- )
Sa¢  sin (7‘( - % - a)) sin (a) + %)
3 a T a
n sin g sin g

Sa sin(ﬂ— 0 —(ﬂ—w)) sin(w— g)

2

A
SG
Y
B m T n C
a
Slika 3.11
1z toga slijedi
N L« 1 N 1
a=m+n=s,sin—
2 sin(a) + %) sin(w - %)
‘ asin(w+%)+sin(w— ) . a 2sinwcos 3

= S, SIN — = So SIN —

a
2
2 sin(w + %) sin(w - %)

4sqsin § cos T sinw  4s, 8in 5 cos 7 sinw

2 %(cos @ — cos 2w)

cosa — 1 +2sinw 25in2w—25in2%
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Dobijamo kvadratnu jednadZbu varijable sin w:
. . @ a . .2
asin® w — 25(,sm§cos 5 sinw — asin®> = = 0.

2

Njeno rjesenje je:

9

2

sinw 1 10 5 , @ 5
—— = —[5,C08 = + s2cos? = +a
sin 5 a 2 2

. sin % O 0%
sinw = —= [s,cos = + (sé cos? 5+ az)
a

Drugo rjesSenje nema geometrijsko znacenje jer je 0 < w < 2.

Oznacimo z = x +y, gdje je x = s,cos§, ay = Vx> +a® Duljina x je duljina katete
pravokutnog trokuta s hipotenuzom s, i kutom 7, dok je y hipotenuza pravokutnog trokuta
s katetama x i a. Sada znamo konstruirati z. Budu¢i da je

sinw  z

. 4 - _’
sing a
znaci da moZzemo konstruirati trokut sa stranicama z i a i kutom £ nasuprot stranice a, gdje
¢e w biti kut nasuprot stranice z. Sad kad znamo w, moZemo dobiti kutove

B a B a/( )= o’
,8—7r2w, y-7r2 ﬂw—wz

. Budu¢i da imamo a, 8 1 y, sad je lako konstruirati trokut ABC.
Primjer 13. Nije moguce konstruirati trokut ako je zadano a, b, s,,.

Dokaz. Pokazimo prvo da postoji trokut ABC tako dajea = 1,b = 1,5, = 1. Podimo
od jednakokra¢nog trokuta s krakovima a = b = 1 s nekim kutom <ACB. Pustimo li da
<ACB raste od blizu 0° do blizu 180°, onda se pripadni s, mijenja od neke vrijednosti
manje od 1 do neke vrijednosti vece od 1, pa mora postojati <ACB takav da je s, = 1 (zbog
neprekidnosti). Trokut je moguce konstruirati ako znamo konstruirati jos stranicu c. O¢ito
je da vrijedi P(ADC) + P(ABD) = P(ABC), tj.

1 a1 a1 )

Esab sin 5 + Esac sin > = Ebc sin «,
odnosno o

(b+c)s, =2bccos 5

Iz adicijske formule za kosinus polovi¢nog kuta i kosinusovog poucka slijedi

s2(b + ¢)* = be[(b + ¢)* — a?].
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Uvrstimo li ovamo a = b = s, = 1, dobivamo nakon sredivanja
S+t -2c-1=0.

Ova jednadZba nema racionalnih rjeSenja, pa se ¢ ne moze konstruirati ravnalom 1 Sestarom,
te stoga ni traZeni trokut. O

Primjer 14. Nije moguce konstruirati trokut ako je zadano sy, sg, $,.

Dokaz. Da dokazemo nerjeSivost ovog zadatka dovoljno je dokazati nerjeSivost za jednu

posebnu trojku duzina ATy, BT,, CT3, za koju postoji trokut ABC takav da su mu to sime-
trale unutarnjih kutova duljina s,, g, s,. Lako je provjeriti da za

sa:%, Sp=8,=2
postoji jednakokracan trokut ABC s takvim simetralama unutarnjih kutova. MoZemo zadati
za simetralu kuta & duZinu AT, za koju je duljina s, i promatrati sve jednakokra¢ne trokute
s s, kao simetralom kuta pri vthu A. Lako se vidi da postoje trokuti s ostalim dvjema
simetralama od duljine nula do bilo koje velike duljine. 1z razloga neprekinutosti mora,
dakle, postojati trokut sa simetralama sg = s, = 2.
Promotrimo jedan takav jednakokracan trokut ABC i posebno trokut ABT;. Na temelju
sinusovog poucka za trokut ABT, imajuéi na umu da je

3
a=180°-28 1 <AT,B= 5,8
slijedi
3
c-sin2f = sg - sin 5,8.
Kako je ¢ - sinf8 = s,, S, = % i 55 = 2, imamo dalje
1 . 28 = 25 3 .
> sin 283 = 2 sin 2,8 sin 3,
odatle je
3
cosf = 2sin Eﬁ’
i napokon

1—25in2§ :6sin§—85in3§.
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Uvrstimo li ovdje x = 4 sin g, imamo
X —xr—12x+8=0.

1
Kad bi x = 4 siné bio broj koji je konstruktibilan uz zadane simetrale — 1 2, tada bi ova

jednadzba morala imati jedno rjeSenje koje je konstruktibilno. No, tada bi po Teoremu
18.3. [12] ta jednadzba imala najmanje jedno racionalno rjeSenje, koje bi dalje prema
Teoremu 18.4. [[12] moralo biti djelitelj broja 8. No, nijedan od brojeva +1, +2, +4, +8 nije
rjeSenje te jednadzbe, Sto nas dovodi do kontradikcije. Ova konstrukcija se, dakle, ne dade
rijeSiti pomocu ravnala i Sestara.

]
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Sazetak

U prvom poglavlju se progovara o simetrali kuta te simetralama kutova trokuta. Defini-
rana je simetrala kuta, opisana je njezina konstrukcija za dani kut te je iskazan i dokazan
Teorem o simetrali kuta. Nadalje, iskazani su 1 dokazani teoremi koji govore o svojstvima
simetrala unutarnjih kutova trokuta. Najvazniji od njih, Teorem o simetrali unutarnjeg kuta
trokuta, dokazan je na Cetiri nacina, a takoder je iskazan i dokazan 1 njegov obrat. Prouceni
su i analogoni tog teorema. Jedan od analogona govori o simetrali vanjskog kuta trokuta, a
drugi o simetralnoj ravnini tetraedra (analogija simetrale kuta u prostoru). Zatim su izve-
dene formule za duljine simetrala unutarnjih kutova trokuta i duljine odsjecaka koji nastaju
presjekom simetrale unutarnjeg kuta i nasuprotne stranice trokuta. Na kraju poglavlja su
iskazani jo§ neki teoremi o simetralama kutova trokuta i srediStu trokutu upisane kruZnice.

Preostali dio rada je posvecen konstruktivnim problemima, tj. izvodljivosti konstrukcije
trokuta ako je barem jedan od zadanih elemenata trokuta simetrala unutarnjeg kuta tog
trokuta. U drugom su poglavlju dani dovoljni i nuzni uvjeti o postojanju i jedinstvenosti
trokuta kojem su zadane duljine jedne stranice i dvije simetrale kuta, opisana i upisana
kruZnica i duljina simetrale kuta, duljine simetrala unutarnjih kutova trokuta. Trece po-
glavlje je posveceno konkretnim primjerima opisa konstrukcija trokuta. Na pocetku se
poglavlja govori o tome Sto znaci rijeC konstruirati te su u tablici izdvojene sve one kons-
trukcije trokuta u kojima su zadane tri veli€ine, od kojih je barem jedna od zadanih veli¢ina
duljina simetrale unutarnjeg kuta. Neke od rjeSivih konstrukcija su opisane, a za dvije
konstrukcije koje nisu rjeSive je dokazana nerjeSivost.



Summary

The first chapter summarizes facts about the angle bisector and the triangle angle bisec-
tors. The angle bisector is defined, the construction of the given angle is described and the
Angle bisector Theorem is expressed and proven. Furthermore, the theorems which define
the performances of the interior angle bisectors of a triangle are expressed and proven. The
most important theorem, the Angle bisector Theorem of triangles, is proven in four ways,
as is its opposite. The analogues of this theorem are also studied. One of these analogues
describes property of the exterior angle bisector of a triangle, while the other deals with the
bisecting plane of a tetrahedron. As well, the formulae for the lengths of an interior angle
bisector of a triangle and formulae of sections which are the result of an intersection of an
interior angle bisector on the opposite side of the triangle are derived. At the end of the
chapter other theorems related to an angle bisector of a triangle and an incircle of a triangle
are presented.

The remainder of the thesis concerns constructive problems i.e feasibility of the triangle
construction if at least one given element is an angle bisector of that triangle. In the se-
cond chapter the necessary and sufficient conditions of the existence and uniqueness of a
triangle for which is given the following; the length of one side and two angle bisectors,
the circumcircle, incircle and the length of the angle bisector, and the length of the interior
angle bisectors of the triangle. The third chapter is related to concrete examples of the
descriptions of the triangle’s construction. Firstly, the word “construction” is described.
Secondly, in the table, the triangle constructions which have three given elements where
at least one of these elements is the length of the angle bisector is extracted. Some of the
solvable constructions are described while for two constructions that are unsolvable, the
unsolvability is proven.
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