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Uvod

Biot-Savartov i Amgreov zakon temeljni su zakoni magnetostatike i analiza magnetskih
polja temelji se na njima. Razumijevanje magnetskih polja je neophodno jer se fenomeni
koji ih prate javljaju u naoj svakodnevici i igraju vanu ulogu u elektrotehokoj praksi.
Potrebno je spomenuti kako se na svojstvima magnetskih polja temelji rad generatora elek-
tricne energije, motora, transformatora, kompasa, mikrofona, sustava za fokusiranje u te-
levizoru, telefonskog zvona, vlakova na bazi magnetske levitacije, memorigekja itd.
Medutim, istraivanja su pokazala kakocanici imaju potskota u razumijevanju svoj-
stava polja, bilo magnetskih bilo eleldnih. Stoga je vano detaljnije i jasnije prib#iti
ucenicima ovo podrgje tijekom powavanja.

U ovom raducemo de nirati Biot-Savartov operator (BS) i opisat nekoliko njegovih
svojstava. Biot-Savartov zakon u podju elektrodinamike, magnetostatici omagwa
nam raunanje magnetskog polf koje se javlja kao posljedica toka elekinie struje,
preciznije za raunanje magnetskog polja koristémo gustou elektrcne strujel. Kako
bi de nirali Biot-Savartov operator, promatratemo gustou strujeJ koja postoji u kom-
paktnom podraju R®. Pojam magnetskog polja se pije na Biot-Savartov ope-
rator koji djeluje na sva vektorska polja u, stoga takva generalizacija Biot-Savartovog
zakona up@uje na povezanost elektrodinamike s matematikom, posebice s topologijom i
linearnom algebrom. Kako bi dokazali ta ista svojstva, potreban nam je Hodgeov zakon
dekompozicije kojegcemo opisati u drugom poglavlju te dati primjere vektorskih polja
koji se javljaju u tom teoremu. Iznde ostalog pokazdtemo da je Biot-Savartov operator
hermitski, ograréeni operator t€emo opisati njegovu sliku i proGajezgru ovog opera-
tora.

Biot-Savartov operator imsiroku primjenu u raznim granama znanosti. ®le koje
cemo opisati, a koje su usko povezane s Biot-Savartovim operatordmogprijevoja
krivulje koja se pokazala bithom u molekularnoj biologiji pri poawanju superzavijanja
DNA i enzima koji utjeeu na nju tehelicitetvektorskog polja koji igra vanu ulogu u zici
plazme i dinamici uida.

1Sve vektorske vetine ubudée éemo ozneavati kosim slovima.






Poglavije 1

Povijesna pozadina

Elektricni naboji koji se usmjereno gibagtine elektrenu struju. Elektieni naboj je izvor
elektricnog polja, a struja elektrmnih naboja je jedan od izvora magnetskog polja. Arhe-
oloski nalazi pokazuju da su magneti poznati ljudimaelod 3000 godina. U antici, Grci

su ih nalazili u prirodi kao posebnu vrstu rude koja provizeljezo. Aristotel navodi Talesa
Milecanina kao autora prve znanstvene rasprave o megnetizmu. U ovom rad@ &anati

se strujama kao izvorima magnetskog polja, dok u spomenutim prirodnim magnetima izvor
magnetskog polja ima kompliciranije kvantno porijeklo.

Prava narav magnetizma istema je u 19. stolfgu kada je cijelim nizom izvanrednih
otkrica utvidena médusobna povezanost elektnih i magnetskih pojava. Tu vezu je potvr-
dio 1819. godine danski ziarOersted taksto je eksperimentalno dokazao postojanije sile
izmedu vodca kojim tece struja i magnetske igle koja nije posljedica staig elektrcnog
naboja u vodiu. To otkrte je potaklo Ande-Marie Amgerea da serijom eksperimenata
utvrdi kako elektrcne struje djeluju jedna na drugu silama koje je kvantitativho odredio.
U meduvremenu, Jean-Baptiste Biot i Felix Savart ponavijafDerstedove eksperimente
odredili su iznos magnetske sile koja upravlja tom pojavofeestedovo otkie kvanti -
cirali u obliku Biot-Savartovog zakona

Oko 1830. Michael Faraday, Joseph Henry i Heinrich Lenz otkrili su elektromagnetsku
indukciju i njezine zakonitosti, a James Clerk Maxwell je 1873. sjedbeostedove i Fara-
dayeve spoznaje u zaokmnu cjelinu elektdnih i magnetskih pojava. Korigteu to doba
poznate zakone (Angveov zakon, Faradayev zakon indukcije i Gaussov zakon) te posta-
vivsi hipotezu o struji pomaka, Maxwell ih je sve skupa ujedinio u skladu sa jetoad
kontinuiteta.
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1.1 Maxwellove jednacbe

Maxwellove se jednagbe mogu prikazati u diferencijalnom i integralnom obliku. Ekviva-
lencija izmetu ovih oblika zasniva se na Stokesovom i Gaussovom teoremu. Univerzalni
oblik Maxwellovih jednaabi opisuje elektromagnetske fenomene u vakuumu, a u diferen-
cijalnoj formi Maxwellove jednardbe glase:

r = — (1.1)
0
r B=0 (1.2)
_ @
rE= 5 (1.3)
r B= oJ+ ¢ 0% (14)

gdje je
gustaa naboja (koliina naboja po jedinici vremena),
J gustda struje (tok naboja po jedinici paine u jedinici vremena),
o dielektricna konstanta vakuuma (permitivnost),
o permeabilnost vakuuma.

U Maxwellovim jednadbama implicitno se pretpostavlja da vrijedi jednbd kon-
tinuiteta (zakon ouvanja naboja),

%+r J=0 (1.5)

a mazemo ju dobiti primijenimo li divergenciju na 1.4. Jedzéd 1.5 govori da ako se
u nekoj taki prostora mijenja gustm naboja u vremenu onda je taka izvor ili ponor
gustae elektrcne struje. Integralni oblik jednable (1.6) kae da za svaku zatvorenu plohu
u prostoru vrijedi da je tok struje koja prolazi kroz tu zatvorenu plohu jednak negativnoj
promjeni kolcine naboja u vremenu unutar volumena derwog tom plohom.

Z Z !
@
r J)yd = — d 1.6
V( ) , @ (1.6)

Za potpuni opis elektromagnetskih fenomena pored Maxwellovih jexinamezna je i
jednadaba za Lorentzovu silu, kako bi se iz danih polja mogla odrediti dinamiku nabijenih
cestica

F=q(E+v B): (1.7)
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Maxwellove jednadbe u integralnom obliku glase

E da= Qenc (1.8)
0
I
B da=0 (1.9)
I Z
@
E dil= = B da 1.10
@ (1.10)
I Z
_ @

Prva jednadba (1.1) naziva se Gaussovim zakonom i govori da je etektniaboj izvor
(ili ponor) elektrcnog polja. Ukupni elektani tok kroz zatvorenu plohu proporcionalan je
kolicini elektricnog naboja koji se nalazi unutar volumena te plohe. Ako unutar te zatvo-
rene plohe nema elektnog naboja (ili je kokina pozitivnog jednaka kalini negativnog
elektricnog naboja), ukupni elektmi tok kroz tu zatvorenu plohu je nula. No to ne gha
da u tom volumenu udpe nema elektenog polja, vé samo da ukupni tolstezava. Dakle,
ako nema elektanog naboja u tom promatranom volumenu, koliko linija elektog polja
ulazi kroz plohu koja opisuje volumen, toliko silnica negdje i izlazi iz te iste zatvorene
plohe.

Druga Maxwellova (1.2) jednatha slcna je prvoj (u situaciji u kojoj ne postoji elek-
tricni naboj), ali opisuje magnetsko polje. Ova jedriaal izrce da ne postoji izvor mag-
netskog polja (ne postoji magnetski monopol) iz kojega bi proizlazio magnetski tokitazli
od nule za bilo koju zatvorenu plohu. U svakogkoprostora, koltina silnica magnetskog
polja koja ulazi u tu toku jednaka je kotiini silnica koje izlaze iz te tcke; linije magnet-
skog polja nemaju izvora (ili ponora). Prema tome, ukupni magnetski tok kroz zatvorenu
plohu uvijek scezava. Budti da ono vrijedi i za izvore magnetskog polja, svaki je izvor
magnetskog polja barem dipol.

TreCa jednadba (1.3) je Faradayev zakon indukcije; ako se magnetsko polje mijenja u
vremenu ona&e biti pra&eno promijenom elekithog polja u prostoru i obrnuto.

Cetvrta jednadba (1.4) je prvo bila poznata kao Aeqgov zakon. Mautim, Maxwell
ju je prasirio jer je uvidio kako Amereov zakon ne vrijedi izvan magnetostatike. dteni
Ampereov zakon kze da se oko voda kojim tece struja inducira magnetsko polje, alii da
ce svako elektano polje koje se mijenja u vremenu inducirati magnetsko polje.
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1.2 Biot-Savartov zakon

Analiza magnetskih polja temelji se na dva zakona: Biot-Savartovom igkavom za-
konu. Poput Coulombova zakona u elektrostatici, Biot-Savartov zakortjeakon mag-
netostatike koji daje izraz za gananje jakosti magnetskog polja uzrokovanog stalnom

strujom koja tee linijskim vodicem. Integralni oblik Biot-Savartovog zakona glasi
Z Z

I~ d -~
B() =, —5di=_"] S (1.12)
Ovaj izraz mae se generalizirati na volumni integral po gw@ststruje
zZ -
i(r)
B(r) = 4—0 —d ° (1.13)

Primijenimo li divergenciju na 1.13, dobijemmo B = 0. Primjenom operatora rota-
cije dobijemo Amreov zakonr B = (J. Primjenjujlti Stokesov teorem dobijemo
integralni oblik ovog zakona.

z I z
(r B) da= B dl= o J da

R
gdje je J daje ukupna struja koja prolazi kroz p@inu i nazivamo juenc (Struja zatvo-
rena ampreovom powinom). Stoga
[

B dl = olenc (1.14)

Jednadba[1.14 je integralni oblik Amgreovog zakona i pondo njega maemo odrediti
jakost magnetskog polja na udaljenastid dugog, ravnog voda kojim tece struja jakosti
| (str. 336 u Gri ts [1]). Pom@&u Biot-Savartovog zakona odhgiemo smjer magnet-
skog polja ravnog voda, a iznos magnetskog polge konstantna oko Anmgreove petlje
polumjeras sa sreditem na vodiu. Prema tome, Angreov zakon daje

I |

ili
ol
=_2 1.15
> < (1.15)

PrimjenjujLEi Biot-Savartov zakon na dugi, ravni vadkojim tece stalna struja jakosti
| dobije se formula za izraun jakosti magnetskog polja na udaljenasid vodca (Primjer
5.5izD. J. Gri ts[1]).
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Slika 1.1

Na slici[I.1 preuzetoj iz D. J. Grits [1],dI® " ima smjer iz papira i iznosi
dl’sin = dl°cos

1°= stg , stoga

di°= ——d
cog
S= CO0s , paimamo
1 cog
2T
Prema tome
Z
| = 2 cog S
B= -2 = > cos d
4 | &£ cog
Z
- Tos g =0 (sin » sin ) (1.16)
4 s T4 2 ! '

1

Pomdau jednadbe[1.16 maemo izraunati jakost magnetskog polja bilo kojeg ravnog
segmenta voda u oznakama etnog i konanog kuta 1 i , (Slika[1.2 preuzeta iz D.
J. Gri ts [1]). Naravno, koneni segment sam po sebi ne bi mogao stvarati stalnu struju
(gdje bi naboiji sli kad bi desli do kraja vodca?), ali mogao bi biti dio zatvorene petlje i
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jednaaba [1.16) bi predstavljala njegov doprinos ukupnom magnetskom polju.cddjslu
beskonanog vodca, 1 = =2i ,= =2, padobivamo

B= 0 (1.17)

Segment vodica

Slika 1.2

Uocavamo kako su jednatle[1.18 { 1.1]7 u potpunosti jednake, ali smo na céeli
nacine dasli do njih, odnosno upotrebom Biot-Savartovog i Aengovog zakona.

Odredimo magnetsko polje strujne kne petlje polumjerd& na udaljenoste iznad
njezina sredita (Slikd 1.B preuzeta iz D. J. Gris [1]) .

4
_
Z

Slika 1.3: Magnetsko polje kane petlje
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Integrirajlei dI° po kruznici, dB opisuje konusnu posinu. Horizontalne komponente
se pokrate, a vertikalne komponente daju
Z
|~ d°
B(2) = 4l — cos (1.18)

R
Buduwi da su cosi ?konstante, a dI°= 2 R, slijedi
!

_ ol cos . _ ol R?
Prema tome, u srestu krizne petlje £ = 0) magnetsko polje jednako je
B= o (1.20)

- 2R
Sadazelimo odrediti magnetsko polje unutar valjkaste zavojnibezavoja kojom tee
stalna strujd pretpostavljajai da je B = 0 izvan zavojnice (u skaju beskoneno duge

zavojniceB = 0 egzaktno). Promotrimo Angpeovu powvsinu kojoj se jedan dio nalazi
unutar, a jedan dio izvan zavojnice (Sl[kal1.4).

i Ampéreova povriing

3 "

Slika 1.4: Magnetsko polje zavojnice

IntegrirajLEi po toj povisini, Ampereov zakon daje
I
B dl=BL= glenc= onlL; (2.22)
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gdje je B polje unutar zavojnice. S time da gornja strana pme ne doprinosi prilikom
integriranja jer jeB = 0 izvan zavojnice. Dakle, magnetsko polje unutar zavojnice jednako
je

B= onl (1.22)

1.3 Biot-Savartov zakon u nastavi zike

Sa magnetskim pojavamaenici se prvi puta suste u 8. razredu te se upoznaju s djelova-
njem i gibanjem magneta, zakonitostima elekidg i magnetskog polja te vezom izdwe
elektricne struje i magneta Qerstedov pokus). U atbeniku V. Paara [6] na taj pokus
nailazimo pod temomMagneti i magnetno djelovanje elekdnie struje” tj., pod podnaslo-
vom,, Elektricna struja stvara magnetsko polje.” Uzbbéniku objanjenje pokusa i ran na
koji je to predaeno glasi: "Ako je u blizinzice magnetna igla, nzemo ueiti zanimljivu
pojavu: kada krozicu potee elektrcna struja, magnetna igla se zakrene.”A zlehiku

[7] pod naslovom temegSto o struji otkriva njezino magnetno djelovanje?” nailazimo na
trazeni pokus. Mdutim, osim pokusa sa ravnim va@im, prikazan je i pokus sa zavojni-
com.

Prema obrazovnim ishodima koji su navedeni u Nacionalnom okvirnom kurikulumu
ucenici bi nakon osmog razreda trebali znati opisati djelovanje stalnoga magneta na pred-
mete od razbitoga materijala te ngusobno djelovanje dvaju magneta.[8] Dakleemnici
predaavaju magnetska polja magneta, ravnog vadpetlje i zavojnice Iinijar@ ali ne
racunaju jakosti njihovih magnetskih polja.

ARL N

a) b) c) d)

Slika 1.5: a) linije magnetskog polja magneta; b) linijje magnetskog poljacaddjim
tece struja; c) linije magnetskog polja petlje; d) linije magnetskog polja zavojnice

INaziv "linije magnetskog polja” koristimo jer one ne pokazuju smjer sile sjer magnetskog polja,
dok pod pojmom "silnica” podrazumijevamo pokazivanje i smjera sile prouzrokovano magnetskim poljem.
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U srednjskolskom obrazovanju u @épm i prirodoslovnim gimnazijama magnetostatika
se powava u 2. razredu. ¢&nici se upoznaju s pojmom magnetske indukcije i magnetskog
toka, djelovanjem magnetske sile na elektu struju (Amgreova sila), djelovanjem mag-
netske sile na nabijentesticu (Lorentzova sila) te navaju kako magnetsko polje djeluje
na elektrcnu struju. Postavlja se pitanje: Djeluje li elektra struja na magnet, odnosno,
stvara li elektréna struja magnetsko polje? Na to pitanje potvrdno odgdDerated, pa se
ucenicima ponovno prezentifderstedov pokus koji pokazuje da se magnetska igla otkla-
nja u blizini vodica kojim tece struja. Smjer magnetskog polja iskazuje se panpravila
desne ruke: "Obuhvatimo licu desnom rukom tako da iseni palac pokazuje smjer
struje, tada prsti savijeni okzice pokazuju smjer magnetskih silnica aoe.” [4]

-

Slika 1.6: Pravilo desne ruke

Dakle, pravilom desne ruke memo odrediti smjer magnetskog polja, no to vrijedi za
ravni vodic i pravilo izlazi iz Biot-Savartovog zakona. To pravilo primjenjujemo u svim
slucajevima kada koristimo vodljivu bakreraicu, npr. za strujnu petlju ili zavojnicu.
Sto nam pokazuje da, iako se integralni oblik Biot-Savartovog zakona u srettojope
pouwcava, naravno, zbog nepoznavanja integralnegma, rezultati ovog zakona (formule
[M1.17,[1.20 [ 1.22 ) pojavljuju u wbenicima i wenici ih koriste prilikom rjsavanja zada-
taka.

Sto se tte dzavne mature iz zike, oekivani obrazovni ishodi vezani uz odireanje
smjera i iznosa magnetskog polja, izthweostalog, su slje@e[5]:
” Opisati i primijeniti osnovne pojmove vezane uz magnetske i elektromagnetske pojave:
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- skicirati linije magnetskog polja oko ravnog vedi kojim tece struja te za strujnu
petlju i zavojnicu
- primijeniti izraz za magnetsko polje u srstli zavojnice

Prema tome, razlika izngiel srednjgkolskog i osnovngkolskog obrazovanja je u tome
sto se u osnovninskolama rade temelji za daljngkolovanje tj. razvijaju apstraktna
misljenja kod djece o magnetskim pojavama, da bi se u sredsijotama ti zakoni i prin-
cipi mogli matematki izraziti i primjeniti u razlcitim zikalnim problemima.

Istrazivanja o razumijevanju polja su pokazala dzenici imaju potekota s primje-
nom principa superpozicije polja, bilo elekinog bilo magnetskog. 3gedan problem
jest shvéanje dosega polja. Naime, mnogiamici smatraju da polje ima kooan doseg,
a ne da trne tek u beskarreosti. Jednako tako, problem im stvara i ativanje smjera
magnetskog polja, odnosno crtanje vektora magnetskog polja, koji su u smjeru tangente
na linije magnetskog polja. Nadaljecenici imaju problema s crtanjem i interpretacijom
silnica. Smatraju kako linije magnetskog polja ujedno prikazuju i smjer sile ¢kage
to slucaj kod silnica elektanog polja) i vrlocesto silnicdinije polja interpretiraju kao
putanje nabijeniltestica. Takder, wenici imaju puno problema s konceptom magnet-
skog toka i s odrdivanjem smjera magnetskog polja pravilom desne ruke. S obzirom da
su navedeni koncepti zai za razumijevanje daljnjeg dijela elektromagnetizma potrebno je
ucenicimasto bolje priblziti koncept magnetskog polja, kao i magnetskih silnica i vektora.

Biot-Savartov zakon je od velike zaosti jer nam ono omo@ava konstrukciju Biot-
Savartovog operatoreja je primjena u prirodnim znanostingroka. Mefutim, dokazi-
vanje svojstava ovog operatora zahtjeva razumijevanje Hodgeovog teorema dekompozicije
koji iznimnu vanost postie jer povezuje topologiju domene, tradicionalnu algebru vek-
torskih polja na toj domeni i struktur? prostora kvadratno integrabilnih funkcija.
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Hodgeov teorem dekompozicije

Pretpostavimo da nam je dano vektorsko polje de nirano na ogeaoj domeni u 3-
prostoru. Kako mepemo znati je li to vektorsko polje gradijent neke funkcije? lli je rotacija
nekog drugog vektorskog polja? Memo li pronéi vektorsko polje (razéito od nula) u
nasoj domenkija su rotacija i divergencija nula i koje je tangenta na rub domene? lli koje
je okomito na rub domene? Kako bi odgovorili na ova pitanja, trebamo razumijeti vezu
izmedu vektorskih polja i topologije njihovih domesto je najbolje opisano u [3]. Upravo

u tome nam ponee Hodgeov teorem dekompozicije prostora vektorskih polja na domeni u
obliku pet meusobno ortogonalnih potprostora. Ovakva dekompozicija nije samo korisna
u matematici, nego i u dinamici uida, elektrodinamicii zici plazme.

2.1 Hodgeov teorem dekompozicije

U ovom poglavlju predstavitemo Hodgeov teorem dekompozicije za vektorska polja s
ograncenom domenom u RE. Ovo je vrlo vaan teorem jecemo ga kasnije koristiti
kroz dokaze svojstava Biot-Savartovog operatora. Bez olkirge ovaj teorem zapisan
za prostor glatkih vektorskih polja VF{ sa de niranimL? prostorom kvadratno integra-
bilnih funkcija, ono vrijedi i zaL? potprostore od VF(), ali i za razltite nize opisane
potprostore.

Teorem 2.1.1.(Hodgeov teorem dekompozicije)
Nekaje kompaktna domena sa glatkim rub@n u 3-prostoru, i neka jeVF( ) prostor
glatkih vektorskih polja na s de niranim L? prostorom kvadratno integrabilnih funkcija

R
h,wi= V Wd

Tada je moguca dekompozicij&( ) u obliku direktne sume pet mhesobno ortogonalnih
potprostora,

13
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VF( )= FK HK CG HG GG

sa

kercurl = HK CG HG GG;
imgrad= CG HG GG;
imcurl= FK HK CG;

kerdiv= FK HK CG HG;

gdje su potprostori de nirani na sljedeci nacin

FK = bestocnicvorovi=fr V =0;V n= 0; svi unutarnji tokovi su g
HK = harmonijskicvorovi= fr V=0;r V=0,V n=0g
CG = rotacijski gradijenti=fV =r ", r V = 0; svi rubni tokovi su 8
HG = harmonijski gradijent= fV =r"; r V =0;" je lokalno konstantna n@ g
GG = uzemljeni gradijentr fV =r";" jg = 0g
i nadalje,
FK- Hi( (R H ;@;R) R™™E;

HG HZ( . R) Hl( . @ . R) R(broj komponenti og@ ) (broj komponenti od):

Sadatemo opisati potprostore koji se pojavljuju u ovom teoremu i objasniti uvjete koji
ih de niraju.

Jedincno vektorsko polje okomito n@ oznaeno je 9, stoga uvjeV n = 0 kaze da
je vektorsko poljev/ tangenta na rub od.

Neka je oznaka za bilo koju glatku posinu u , takvadajeg@ @ . Orijentirajmo
izabirci jedan od njegova dva jeditna vektoran. Tada za bilo koje vektggsko poljé
na mozemo de nirati tok odV kroz povsinu kao vrijednostintegrala=  V nd .
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Pretpostavimo da je divergencija dnula i da jeV tangenta n&@ . Tada vrijednost
toka ovisi o klasi homologije od u relativnoj homolgkoj grupiH,( ; @ ; Z). Naprimjer,
ako je torus sn otvora, tada postoje odvojeni orijentirani popme presjeci (diskovi)

1,5 n, postavljeni tako da rezanjem duz tih diskova nastaju jednostavna povezana
podricja (Slika[2.1). Tokovi 4;:::; , odV kroz te diskove odmuju tok odV kroz bilo
koju drugu povsinu nastalu popmim presjekom.

Slika 2.1

Ako tok odV kroz svaku glatku powinu u sa@ @ iscezava, kaemo da su
"svi unutarnji tokow 0” i time je opisan potprostor

FK=fr V =0;V n=0;sviunutarnji tokovi su g
Potprostor
HK=fr V=0r V=0,V n=0g
je izomorfan apsolutnoj homad&oj grupiH;( ;R) i, prema Poincareovoj dualnosti re-
lativnoj homolskoj grupiH,( ; @ ; R), pa je ovaj potprostor kowaodimenzionalan, sa
dimenzijom jednakom genusu @@ .
Ortogonalna direktna suma ovih dvaju potprostora
K( )= FK HK

je potprostor od VF() koji sadzi sva vektorska polja de nirana na cija je divergencija
nula i tangente su na njegov rub te ih nazivamidnim cvorovima Takva su i vektorska
polja koja predstavljaju gusbto struje u zakonima magnetostatike.

Ako je V vektorsko polje de nirano na , tadacemo re&i da su svi grartini tokovi
odV jednaki nula ako je tok o kroz svaku komponentu a@ nula. Tada

CG=fV=r", r V=0;svirubnitokovisu@
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nazivamo potprostorom rotacijskih gradijenata zato jerzaprdine gradijente koji e u
slici rotacije.

Sada de nirajmo potprostor harmonijskih gradijenata
HG=fV=r"r V=0;' jelokalno konstantna n@ g

sto zna&i da je' konstantna na svakoj komponenti @ . Ovaj potprostor je izomor-
fan apsolutnoj homokkoj grupiH,( ; R) i, prema Poincareovoj dualnosti, relativhoj ho-
moloskoj grupiH;( ; @ ; R), pa je ovaj potprostor koiaodimenzionalan, sa dimenzijom
jednakom razlici broja komponenata @l i broja komponenata od.

De nicija potprostora uzemljenih gradijenata
GG=fV=r"" je =0g
je razumljiva sama po sebi.

Hodgeov teorem o dekompoziciji rmemo zapisati i u obliku jezgri rotacije i diver-
gencije te slika gradijenta i rotacije:

FK = (kercurl)?;

HK = (kercurl)\ (im grad)?;
CG= (imgrad)\ (imcurl);
HG = (kerdiv)\ (im curl)?;
GG = (kerdiv)?;

Ovakva karakterizacija pokazuje geometrijsku i anzliti vaznost sumanada.

2.2 Primjeri vektorskih polja

U ovom poglavlju razmatramo primjere i slike vektorskih polja iz pet @i potprostora
od VF( ) koji se pojavljuju u Hodgeovom teoremu o dekompaoziciji.

Neka je ¢ kugla polumjera 1, s centrom u ishstll 3-prostora. Jer je rod (genus)
od @ o nula, ne postoje harmonijskivorovi, tj. HK= 0. Kako su i @ o obje povezane,
ne postoje harmonijski gradijenti, tj. HG0. Prema tome

VF( o)= FK CG GG
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Najprije €emo prikazati primjere vektorskih polja iz tri napisana potprostora, deemo
koristiti kuglu o kao zajedriku domenu.

Promotrimo vektorsko polje
V= yi+x|

Ovo polje maemo zamisliti kao rotaciju 3-prostora oko z-osi s konstantnom kutnom brzi-
nom. Njegova je divegencija nula i tangenta je na rub kugl¢Slika[2.2).

Slika 2.2: Vektorsko polje u potprostoru FK

Sada promotrimo gradijent harmonijske funkdjkoje je konstantno vektorsko polje
V =k

Ovo vektorsko polje ima divergenciju i tok kroz jednu jedinu komponent@oginula,
pa ono pripada potprostoru CG (Slika]2.3).
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Slika 2.3: Vektorsko polje u potprostoru CG

Promotrimo funkciju? 1= x2+y?+ 27 1nakugli (. Ova funkcijaima vrijednost
nula na rubu od 4. Stoga vektorsko polje

V=r@? 1)=2x+2x]+ 2z

pripada potprostoru GG (Slika 2.4).

Slika 2.4: Vektorsko polje u potprostoru GG

Kako bi prikazali primjere vektorskih polja u potprostorima harmonijskviorova i
harmonijskih gradijenata moramo napustiti kuglu i postaviti dajjéoruscija je os rotacije
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z-0s. Jer je rod (genus) a@ ; jedan, postoje harmonijskivorovi: HK R!. Ne postoje
harmonijski gradijenti, tj. HG O jer su ;i @ ; obje povezane. Stoga

VF( )= FK HK CG GG
Promotrimo vektorsko polje zapisano u cilincliim koordinatamar('; 2)

"

V =

=l

Ono je ujedno i magnetsko polje koje se javlja kao posljedica toka stalne strupeail
Njegova je divegencija nula i tangenta je na rub torugastoga pripada potprostoru HK.

Slika 2.5: Vektorsko polje u potprostoru HK

Promjeniticemo domenu ponovno kako bi dobili primjer harmonijskog gradijenta.
Neka je , prostor izmeu dvije koncentine sfere polumjera jedan i dva, s centrom u
ishodstu. Ova domena ima harmonijske gradijente,@p ima dvije komponente, dok

» ima samo jednu, i zato HGR!. Rod (genus) svake gramie komponente je nula, pa
» hema harmonijskilevorova. Stoga

VF( ;)= FK CG HG GG
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Promotrimo harmonijsku funkcijul=r zapisanu u sfernim koordinatama (' ) i nje-
zin gradijent

1.
V=r —f

S
—

Kako je harmonijska funkcija 1= konstantna na svakoj komponenti @ ,, vektorsko
polje V pripada potprostoru HG (Slika 2.6).

Slika 2.6: Vektorsko polje u potprostoru HG



Poglavije 3

Biot-Savartov operator

Nekaje kompaktna domena sa glatkim rub@@ u 3-prostoru, i neka je VF() prostor
glatkih vektorskih polja g s de niranim prostoroni? kvadratno integrabilnih funkcija
za koje vrijedi: WV;Wi = V W d . Pod "glatkim” podrazumijevamo da su vektorska
polja klaseC!. Ako pod pojmom vektorskog polja V promatramo gustcstruje, tada
Biot-Savartova formula 2

BSV)()= = V() L—xd( )
4 Iy X
daje magnetsko polje B8} u 3-prostoru. Magnetsko polje B®) je dobro de nirano
sirom 3-prostora tj. neoddeni integrali konvergiraju za svaki2 R®. Nadalje, BSY) je
kontinuirano na cijelonR®, premda njegove derivacije anio imaju prekide n&@ . Ako
to magnetsko polje ogratimo na domenu , tada dobijemo Biot-Savartov operator

BS:VF( )! VF()
cija su svojstva i primjenu u prirodnim znanostima opisali Cantarella, DeTurck i Gluck [2].

Slika 3.1: Prikaz podintegralne funkcije u Biot-Savartovoj formuli. Slika preuzeta iz [3].

21
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3.1 Svojstva Biot-Savartovog operatora

Dano je glatko vektorsko polj¢ na , a vektorski potencijal A{) za BS¥) de niran je
formulom

Z
AVG =45

Ovdje ce biti izlozena osnovna svojstva Biot-Savartovog operatora i njegovog vektor-
skog potencijala. Udmo da neka od sljedé svojstava vrijede za bilo koje vektorsko
polieV 2 VF ( ), te da nam za druga svojstva trebaju ogcane pretpostavke poput: di-
vergencija od/ je nula i da jeV tangenta n& . Drugim rijecima, daV lezi u potprostoru
uidnih cvorova K( ).

d( ) (3.1)

Osnovna svojstva:Neka je  kompaktna domena u 3-prostoru s glatkim rub@n
Neka je V glatko vektorsko polje de nirano na Tada:

(1) BS(V) i A(V) su dobro de nirani u prostoru, tj. neoddeni integrali u de nicijama
konvergiraju;

(2)BS(V)iA(V)suklase@ na ina °,t. R . BS(V)je neprekidan na R
ali njegove derivacije obicno imaju prekide na podrucju rut@. A(V) je klase C, ali
njegova druga derivacija obicno ima prekide @ ;

3) A(V)= Vu i AV)=0u ¢

4)r A(V)=BS(V)naPR,

(5) Ako je V2 K (), onda je divergencija od\(V) nula u R;

(6)r BS(V)=0u iu ¢

(7) Akoje V2K ( ),ondarg BS(V)=Vu ir BS(V)=0u ¢

(8) Ako je V2 K( ), onda .BS(V) ds= 0za sve zatvorene krivulje C r@ koje
zatvaraju R

(9) Opcenito,A(V) iscezava Ul zbog clanal=r, a BS(V) ul zbog clanal=r?. Ako
V 2 K( ), ondaA(V) iscezava ul zbog clanal=r?, a BS(V) iscezava ul zbog clana
1=r3,

Dokazi veEine ovih osnovnih svojstava mogu se proina literaturi [1]. Svojstvo (7)

sadei prvu polovicu Teorema 3.1.2. i f'emo odmah dokazati.

Dokaz svojstva (7)
Pretpostavimo da j¥ 2 K (). Moramo dokazati
ry BS(V)(y) = V(y); kaday2
=0; kaday2 °
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Od sada pa nadalje koristitemo kr&i zapisfV(y) u / 0u % ili fV(y)/ Og Da bi
dokazali gornje svojstvo nee nam pomai sljedeca propozicija.

Propozicija 3.1.1.

ry BS(V)(y)=fv(y)u =0u %

Z
L1 TV

i Ty Y

ir z V(X) n(x)OI
47 o Iy %

()

Ako je divergencija od/ jednaka nuli, onda drugian s desne strane jednakostezava.
Slicno, ako jeV tangenta na@ , onda tréi clan s desne strane jednakostiezava. Ako
oboije vrijedi, odnosno ako j¢ 2 K ( ), onda dobijemo svojstvo (7).

Mozemo promotriti Propoziciju 3.1.1. u obliku Maxwellove jedahd

r B=J+% (3.2)

NekaV predstavlja gusftm strujeJ u domeni . U vremenu = 0 neka su volumna gusta
naboja sirom ipovrsinska gustoa naboja duz @ obje nula. Tada postavimo:

= (r V)t na ; (3.3)
=(V nt na@ (3.4)

Jednadbu 3.3 za volumnu gusta naboja dobili smo iz jednadbe kontinuiteta

Slicno, jednadbu 3.4 za powsinsku gustéu naboja smo dobili iz oblika jednazbe
kontinuiteta koja je prikladna za rub s& domene. Struj\f opisujemo nabojima koji se
gibaju unutar , te onih koji se gibaju na rubu od. Prema tome, posginska raspodjela
naboja (3.4) ima promjenu naboja u vremenu jednaku gusdéa strujeV po rubu@ .
Sada volumni nabogirom daju promjenjivo elektano polje

Z
1 ry« V(X
E )= 1y — ()

y X

#
d( ») t
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a povsinski nabojda @ daje promjenivo elektcno polje

V(X) n(x)

#
E (yyt)= — : —d t:

Oba polja se rasprostiirom 3-prostora tako da ukupno elektro polje

E(y;) =E () +E (y;1)
ima vremensku promjenu

@:g
@ @

Sa tim zapisom, Propozicija 3.1.1. poprima oblik

@ 0, 0
+——=E+E":

@

ry BS(V)=fv=0g+E°+ E°; (3.5)

sto je jednako Maxwellovoj jednadi (3.2). Dokaz Propozicije 3.1.1. poduje ovu inter-
pretaciju.

Dokaz. Moramo odrediti
Z
17V 6 9y

ry BS(V)(y)=ry 2 v X x)
R Ve TV P
a7y e

Potrebno nam je sljede pravilo produkta

r (A B)=(Br)A (Ar)B+A(r B) B(r A

PrimjenjujLei tu formulu dobijemo:
| |

VOO v 0 (v % v %

e v A N
! !

ever, 220 Y v

y &y %
Prvi i zadnjiclan s desne strane jednakosti su nula, jer sederivacijav(x) poy, aV(x)
ovisi samo ox. Prema tome
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|
y x

!
WV Dovmr, Y v, 2

iy x° iy X iy X

ry

Clan

nas podsjéa na

Smijer vektorske funkcije=2 u svakoj teki je radijalan tj. "prema van”. Korists sferne
koordinate sa sresliem ux divergencija ove funkcije se nze izraunati
| | |
P 1@ ,1 1@
—_ = - = — == =(1=0
r2 r2 @ r r2 r2 @( )

R
Proizlazi da je volumniintegral r vd nula. Pretpostavimo sada delimo ovu vektorsku
funkciju integrirati po sferi radijus& s centrom u ishogtu. Tada je powinski integral

[ Z
1 .
v da= @f (RPsin d d )
Z z,
= sin d d =4
0 0

Uocimo kako se dobiveni rezultati ne glas Gaussovim teoremom o divergenciji. Izvor
problema je tokar = 0 i zbog svoje speccnosti pojavila se potreba za de niranjem
Dirac-Delta funkcije

( O,akor:O)

3 —
(r) = 1,akor, O
Vise o svojstvima Dirac-Delta funkcije memo pronai u [1]. Prema tome

!
p
r2

r =4 3

=
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Ekvivalentno
v %
y X _ 3
——— =4 °(y X
Ty
Stoga
Z ! Z
1 y X _1 3
7 YOy e 0= V094 Py 0 d(y)
=V(y)u =0u °
Do sada smo pokazali
z !
1 y X
ry BSM)=VY0g -~ V) ry - 7 d( »)
Sada se fokusiramo na drugan i moramo pokazati da je
z !
1 y X _
o VR s A=
7 7 (3.6)
—ir rXV(x)d() ir V(x)nd( )
47 y x5 T 4 gy ¥

Zapainjemo pisanjem svakog od ova titana u obliku
Z
1
4—r y  (d(

KreCuti s lijeve strane tvrdimo da se podintegralna funkcijazmpapisati na slje@enacin

y y X
. = =TIy V(X)) - :
y @ 7 iy X

Kako bi to mogli tvrditi, potrebno nam je pravilo produkta

V(X) ry

r¢v W=v ¢ W+W (r VI+V r)W+W r)V (3.7)
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Tu formulu iskoristimo uvstavajgi dajer =r,,V=V(X)iW=(y x=jy X°.

Tri od cetiri clana s desne jednalde 3.7 bitiCe nula. Prviclan je nula jerje, W = 0.
Drugiclan je nula jer y V(x) = 0. Cetvrticlan je nula jer jeW r ) V(x) = 0.

Prema tome; , (V W) = (V r)W, ato je upravo onsto smo tvrdili. Prviclan s desne
strane jednazbe 3.6 je vé u trazenom obliku. Drugclan se mae zapisati kao

V9

y X

V(X) n
@ Iy X

Z
d( x) = I x d( x)

zahvaljujci Gaussovom teoremu o divergenciji.
Sada kada su seianovi u jednadbi 3.6 zapisani zeljenom obliku, tvrdimo da su podin-
tegralne funkcije na obje strane jednake, tj.

! I
(y % _ rx V(3 : V(X)
v X y X y X

V(X)

To je upravo posljedica pravila produkta
r (fA)=(f) A+f(r A
te je prema tome dokaz Propozicije 3.1.1. gotov.
Primjeri
Sada slijede tri primjera kako bto bolje ilustrirali Propoziciju 3.1.1.

Primjer 3.1.1. Promotrimo vektorsko polje
V=@ 2
na kugli polumjeraa sa sreditem u ishoditu. Uaimo da jeV 2 CG( ).

Promjenom u sferne koordinate (' ), jednostavnim reunom dobijemo

BS(V) = W" zar a

= (1=/)rsin " zar a

Uocimo kako se unutar kugle B8} podudara sa poljem brzine tijela koje rotira konstant-
nom kutnom brzinom oka-osi.



28 POGLAVLJE 3. BIOT-SAVARTOV OPERATOR

Sada raunama BS(V),

r BS(V)= a®=3f2cos=r® f+ sin=r® ‘gzar a

=(2=R8)f cos f sin g=(2B)Vzar a
Unutar domene vrijedi:
r BS(V)=V+E°
Uvrsavanjent  BS(V) = (2=3) V u jednadbu (3.5) dobijemd® = ( 1=3) V.

Primjer 3.1.2. U ovom primjeru zapoinjemo s funkcijomf = 1= na domeni izmedu
sfera polumjera 1 i 2 sa srestiem u ishoditu koordinatnog sustava. Promotrimo vektorsko
polje

V=rf= p=?

na toj domeni. Uoimo da je funkcijaf harmonijska i konstanta na svakoj komponenti
od @ . Prema tomeV lezi u potprostoru harmonijskih gradijenata HG(unutar VF( ).
Prema teoremu 3.1.5. cavamo da/ lezi u jezgri Biot-Savartovog operatora.
Sada je samo potrebno potvrditi Maxwellovu jednawl (3.5) uvstavajii da je
E = f=r? unutar
= Oizvan

Primjer 3.1.3. U ovom primjeru zapoinjemo s funkcijomf (x; y; 2) = x2+y*+2> 1=r2? 1
na jedincnoj kugli  sa sredtem u ishoditu i promatramo vektorsko polje

V=rf=2rf
na toj kugli. Uacimo daV lezi u potprostoru GG() unutar VF( ) i prema teoremu 3.1.5.
nalazi se u jezgri Biot-Savartovog operatora.
Sada preostaje samo potvrditi Maxwellovu jedriad (3.5) raunajLCi da je
E°= 2rf unutar
= 2f=r?izvan
idaje
E® = Ounutar

= 2f=?izvan :
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Teorem 3.1.2.r BS(V) =V vrijediu ako i samo ako je divergencija od V nula i ako
je V tangenta na&@ .

Uvjet da je divergencija od/ nula i da jeV tangenta na@ moze se zapisati kao
V2K( )=FK HK.

Dokaz. Pola Teorema 3.1.2. @ese pojavilo u svojstvu (7) kojeg smo dokazali; aka
K( )= FK HKondar BS(V)=Vu .Prematome, akoj¥ 2 HG GG, tada
je nemogge dajer BS(V)=Vu ,osimakoV = 0 jer je prema Hodgeovom teoremu
dekompozicije slika rotacije upravo FK HK  CG. Preostaje pokazati dajeu CG,
ondar BS(V) nikako ne mae biti jednakv u  osim akoV = 0.
Dokaz zapoinjemo Maxwellovom jednazbom
ry BS(V)()=fV)u Du % 4ir R LT
e Y X

Prisjetimo se dokaza svojstva (7) i zaipno drugiclan s desne strane jednakosti kao

Z
1 V(X) n(x)
E0 = —II —d X
M= 7 U VI ( %
Premda jeE° promjena elektrostatskog polfa o u vremenu, ono je i samo elektros-
tatsko polje koje se javlja zbog gusmnaboja (x) = V(X) n(x) duz @ pa ga maemo
zapisati

E°M=ry )
gdje

V(X) n(x) q
x2@ Jy Xj

Dok je potencijalna funkcija neprekidna, elektrostatsko pol® te ogeenito imati
prekide na@ . Ipak, imamar E°=0u ir E°=0u ©

1
(Y)—4_ (x)

Tvrdimo da ako j&/, 0 vektorsko polje u CG, tad&” ne mae biti nulau . Podsje-
timo se de nicije potprostora CG. Glatko vektorsko poljede nirano na je u CG ako
i samo ako jev/ = r ', gdje je' harmonijska funkcija na i gdje je tok odV kroz svaku
komponentu od@ nula. To znai, za svaku komponeni@ ; od @ imamo

Z Z

V(¥ n(x)d( ) = (xd( »=0
@i @
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Pretpostavimo sada da [ = O u . Moramo pokazati da j% = 0. Prvotemo
pokazatidajeE® = 0u ©t. R® . Pretpostavka d&° = O unutar nam ke da
mora biti konstantna na svakoj kompone@ti; od @ °= @ .

Sada promatramo poljeE® u i koristimo standardni trik u elektrodinamiciganajtci
njegovu divergenciju

r (E9)=( ) E°+ (r E%= E° E0= g0°?

Dakle,
Z Z Z
E°°d = r ( E9d = ( E°) nd
@0

gdje jen® jedinicni vektor normale od ° takav da jen® = n. Koristenje teorema o
divergenciji u ° zahtijeva komentar jer je jedna od njegovih komponenti neogesai.
Ta neogrardena komponenta treba biti aproksimirana s ogmom domenom (pretpos-
tavljajuci da °ima vise domena) s jednom rubnom komponentom koja ide prema be-
skonanosti. Tok od E° kroz tu rubnu komponentu trne dok se ono paxea premal
jer povisina raste zbory, dok poljeE° trne zbogclana 2, a potencijal trne zbogclana
1=.

Mozemo nastaviti

Z z x Z
E°%d = ( E9 n°d = . E° nd
0 @° i @i

jer je  konstantna i ima vrijednost; na svakoj komponent®@ ;. Sada pomecu Ga-
ussovog zakona

Z
E° n°d = ukupannabojunutar @
@O
X Z
= () d( ) =0;
nekij @i

jer je ukupan naboj na svakoj zasebnoj kompon@tiod @ nulasto se vidi iz Slike
B.2.
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Slika 3.2: Komponente domenei njegovog komplementa®
R 2 .
Prematome, ,E° " d =0izatoE® Ou °

Sada imamd&E® Ou iu ° Primjenjujiti Gaussov zakon n@ zakljucujemo da
je povisinska raspodijela nabojanula. Budwi da je (x) = V(X) n(x), zakljucujemo da
je V tangenta na rub od. StogaV 2 K( ). V = 0 zatosto je K( )\ CG = 0itime je
zavisen dokaz Teorema 3.1.2.

Teorem 3.1.3.Dodatak Teoremu 3.1.2r BS(V) = 0 vrijedi u °ako i samo ako
V2 K( )= FK HK HG GG

Ovaj uvjet je ekvivalentan tome daYeokomit na potprostor CG u VF().

Dokaz. Znamo iz svojstva (7) da aké leziu K( ) = FK HK,ondar BS(V)=0u
% Vidjet cemo u dokazu Teorenfia 31.5 da k@ HG GG, onda BS{) = 0 sirom
3-prostora, pa je onda sigurnoi BS(V) = 0u ° Time je dokazano pola ovog teorema.

Ostaje nam pokazati da akojeu CG, onda  BS(V) ne mae biti nula u °, osim
akoV = 0u . Dokaz ovoga se bazira na Maxwellovoj jedmbickao i u dokazu Teorema
[B:1:2. Sve se na isti o dokazuje, osinsto je u ovom sloaju rijeco % aneo pa
cemo taj dokaz izostaviti.

Korolar 3.1.4. Vektorski potencijal A(V) ima divergenciju jednaku nula ako i samo ako je
divergencija od V nula i V tangenta na rub od

Dokaz. 1z svojstva (5) znamo da ako je divergencija\ddula i ako jeV tangenta n&@ ,
tada vektorski potencija(V) ima divergenciju nula. Podsjetimo se s te liste svojstava

3 AV)= Vu i AV)=0u ©°;
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@r  A(V)=BS(V)za8V 2 VF( )

Sada primjenimo pravilo produkta
r r W=r(r W) W
za bilo koje vektorsko polj&V, i zapisimo tu formulu s AY) umjestowW
ro(r AMV)=r(r AV) A(V)

Koristeti svojstva (3) i (4), supstituiramo §8) zar A (V) = BS(V) s lijeve strane, V
za A(V) te dobijemo

r BS(\V)=r(r AV)+V
Ako je divergencija od AY) nula, tada dobijemo
r  BS(V) =V unutar

sto po Teoremp 3.1.2 powdada je V2 K( ). Zakljucujemo da je divergencija od X{
nula ako i samo ako j¥ 2 K( ), sto je i tvrdnja korolara.

Teorem 3.1.5.Jezgra Biot-Savartovog operatora je prostor gradijenata vektorskih polja
koji su okomiti na rub od .

Dokaz. (Laksi dokaz Pretpostavimo da j& jednak gradijentu vektorskog polja koji je
okomit na@ , odnosnovV 2 HG GG. Potrebno je pokazati da BS(= 0 sirom 3-
prostora, a ne samo u. Zapainjemo s lemom koja je iskazana bez dokaza na str. 56 u

[1].

Lema 3.1.6.Neka je V glatko vektorsko polje na domenii neka je n jedinicno normalno
vektorsko polje n&@ . Tada

Z Z
r vd = V nd
@
Dokaz. Krenimo od Gaussovog teorema o divergenciji
z z
r vd = V nd
@

ZamjenimoV saV C, pri cemu jeC bilo koji konstantni vektor
Z Z

r (v ©d= (v C nd
@
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Zapisujei da jer (V C) = (r V) Cipomicuti C izvan integrala, lijeva strana
jednakosti postane
Z

C r Vvd

Zapisujicidaje C) n= (V n) Ciponovno pomiuci C izvan integrala, desna
strana jednakosti postane

Z
C V nd
@
Jer su lijeva i desna strana jednakosti jednake za svadlijedi
Z Z
rvd = V nd
@

I time je dokazana lema.

Pretpostavimo sada daye=r ' , odnosno da j& jednak gradijentu vektorskog polja
na koje je okomito na@ , sto znai da je' konstantno na svakoj kompone@; od @ .
Moramo pokazati da je BS( = 0. Zap@nimo s formulom Biot-Savartovog operatora
Z

BV =~ V) 2

iy X

d( )

Fiksirajmoy, i zapsimo dajew = (y x)gy x. Tada

Z
B$W=% r') wd

Sada promotrimo vektorsko polj@V na i primijenimo rotaciju
r (wW=(@") W+'(r Wy=(") W
Prema tome

L Z
BS(V)= 2~ r (Wd

Zeljeli bismo iskoristiti pralu lemu da zamjenimo desnu stranu jednakosti sa ovim izrazom

Z
1

7 @('VV) nd
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Medutim, vektorsko poljé W ne odgovara sasvim hipotezi leme jer ima izoliranu sin-
gularnost u toki y (za koju maemo pretpostaviti da se nalazi u ungtipsti od ). Ako
tu singularnost okrzjgno malom sferom, vektorsko poljewW Ce biti okomito na sferu i
zbog togate integral (' W) nd po toj maloj sferi biti nula. Zakljaujemo da se lema
ovdje mae primjeniti, bez obzira na singularnost. Tamimo, pa nastavljamo
Z

BS(V) = r') wd
@

Z

" W nd
i @i

X

gdje je' i konstantna vrijednost ddna ;. Sada tvrdimo da je za svaki
Z

W nd =0
@i

Kako bi to mogli uaiti, neka je ; kompaktna domena u 3-prostoru ogaamna @ ;. Tada
koristeti lemu jos jedanput
Z z
W nd = r wWd
@i i
sa znakom ovisno o tome je lin u smjeru prema van ili prema unutra od. U

svakom sleaju,r W = 0, stoga integral ezava. Zakljaujemo, BSY) = 0 sirom
3-prostora.

Dokaz. (Tezi dokaz

Propozicija 3.1.7. Neka je kompaktna domena s glatkim rubom u 3-prostoru i neka je
V glatko vektorsko polje de nirano na cija je divergencija jednaka nuli. Neka je°E
elektrostatsko polje koje se javlja zbog raspodijele nabdpg = V(X) n(x) duz@ . Tada
z z
E° %4 Vizd
3 prostor
(Energija elektrostatskog polja %Esirom 3-prostora je ogranicena odozgo s energijom
pocetnog poljaV u .)

Dokaz. S obzirom na dano vektorsko polecija je divergencija nula, meemo oduzeti od
V njegovu ortogonalnu projekciju u prostor K{ = FK  HK. To €e ostaviti elektrostatsko
polje E° nepromjenjenim, a najgorsto se mae dogoditi jest smanjivanje energije vd
Prema tome, prilikom dokazivanja ove propozicije nema gubitaka pretpostavigigye
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V vet okomit na taj potprostor, te da je jednak gradijentu vektorskog polja i da mu je
divergencija nula. Dakle, ne@mo pisati

V=r" sa'=0

Na isti nacin
E°y)=r y (V)
gdje
1 V(X) n(x)
= — —d
0=7 Ty 90
Lema 3.1.8. . .
02, _ @'
E""d = —
3 prostor @ @

Dokaz. Jer je povsinska raspodjela nabojaduz @ dana sa

1 @I
() =V(X) n(x)=r"(x) n(x)= @ ()
mozemo zapisati jednathu kao
Z Z
E°%d = d
3 prostor @

Ovakav zapis jasnije prikazuje povezanost podintegralne funkcije s desne strgne (
sa poljemE®. Funkcija je povisinska raspodjela nabojazl@ , a funkcija je elektros-
tatski potencijal z&°, tj. EC = r

Dokaz je malo lai za prikazati ako zamjenimo pamsku raspodjelu naboja s vo-
lumnom raspodjelom nabojau maloj okoliniN(@ ) od@ idajeE®= r rezultirajite
elektrostatsko polje, jer tada memo zapisati E =

Sada moramo pokazati da je
Z Z

3 prostor N@)

Zapisimo desnu stranu jednakosti kao
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Slijedi
r (E)=(¢ ) E°+ (r E9= E°’+ (r EO
Prema tome
ya ya
d = r E%d
N(@) N(@)
ya ya
= r ( E9)d + E°%d
N@) N(@ )

Ako u integralu s lijeve strane jednakosti zamjeniM@@ ) sa bilo kojom véom do-
menom, nazovimo ju , vrijednost integrala se e promjeniti jer = 0 izvanN(@ ).
Prema tome, jednatda iznad i dalje vrijedi akdN(@ ) zamjenimo s u svakom od tri
integrala

Z Z z
d= r (E9d + E°*d

Primjenimo Gaussov teorem o divergenciji na prvi integral s desne strane jednakosti, pa
imamo
Z Z Z
d= (E%nd+ E°*d
@
Zamislimo domenu i njezin rub kako se powvaju u beskora@nost. Tada trne zbog
clana Fr, dok E° trne zbogclana &2, a povsina od@ raste zbog?. Prema tome,
vrijednost prvog integrala s desne strane jednakosti se smanjuje jetama, stoga tei
u nulu. Zapsimo
Z z
d = E°%d
N(@) 3 prostor

i to je trazeni rezultat za volumnu raspodjelu naboja.

Ako szmemoN(@ ) prema povsini @ , gornji rezultat za volumnu raspodijelu naboja
Ce teiti rezultatu kojeg smo dobili za posinsku raspodijelu naboja
Z Z
d = E°%d
@ 3 prostor

i s time smo dokazali lemu.
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Zavrsetak dokaza Propozicije 3.1.7.

Sada se prisjetimo Greenovog prvog identiteta. Nelklafe r . Tada

rr-A=r (r)=r r + =r r
jerje  =0. Stoga
Z Z Z Z
E° Vd= r r d= r Ad= A nd
@
Z Z Z
= r nd = @ d = =
@ @ @ 3 prostor
Nadalje
Z V4
E°°d = E° vd
3 prostor
Z lh=o Z M=
E°% Vi d
Z heo Z M=
E°% d V{2 d
3 prostor
Dakle
Z Z
E°%d Vi d
3 prostor

kako smo i tvrdili, te je s time zagen dokaz Propozicije 3.1.7.

Zavrsetak dokaza Teorema 3.1.5.

Pokazali smo da HG GG, tj. prostor gradijenata vektorskih polja okomitih na rub
od |, lezi unutar jezgre Biot-Savartovog operatora BS : V[ VF( ).

Sada moramo pokazati da sstaidrugo ne nalazi u jezgri. T@mo initi pretpostav-
ljajuci da jeV okomit na GG (ekvivalentno, da mu divergencijeggava) i da je B&) = 0
te Cemo pokazati d& mora lezati u HG. Prvo uoavamo, zbog tih pretpostavki, ¥amora
biti jednak gradijentu vektorskog polja. Kako bi to vidjeli, uzmimo u obzir Maxwellovu
jednagbuu

V) ()

1
r BS(V =V —r . -
y V) (y) ) 2y oo X Vi

() (3.8)
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zapisanu u obliku prikladnom za bilo koje vektorsko pdaljeija je divergencija nula.

Ako V ima komponentu raaitu od nule u potprostoru FK HK, onda bi ta kom-
ponenta "preiviela” kada bi raunalir  BS(V), jer Maxwellova jednazba kae da se
r  BS(V) razlikuje odV za gradijent vektorskog polja. kzega slijedi da ne postoji takav
V koji bi mogao biti u jezgri od BS.

Dakle, ma@emo pretpostaviti da j& jednak gradijentu vektorskog polja i zapisati
V =r ' . Budwida jeV okomit na GG, funkcija mora biti harmonijska. Kako bi pokazali
daV lezi u HG, moramo pokazati da je funkcijakonstantna na svakoj komponenti @d.

Uocimo najprije da je drugtlan s desne strane jednakosti Maxwellove jedbad3.7)
upravo elektrostatsko polig’ (y). Stoga

r BS=V+E° (3.9

Sada, ako je BY) = 0, ondajeE® = V u . Proizlazi daE° mora biti nula izvan ,
jer po Propoziciji 3.1.7. jednostavno nemaevienergije. To zauzvrat podrazumijeva kako
elektrostatska potencijalna funkcijaza poljeE® mora biti konstantna na svakoj kompo-
nenti od@ .

Tri jednadzbe
E°=r (svud3
V=r (unutar )
E® = V (unutar )
kazu nam
r =r (unutar )
Prema tome
= + neka konstanta

na svakoj komponenti od, gdje konstanta nme ovisiti 0 komponenti.

Prema tome, nasljetuje od svojstvo konstantnosti na svakoj komponenti @d
izatoV =r mora leati u HG,sto je i tr&eni zakljicak. S time zawava dokaz Teorema
3.1.5. Malutim, dokazali smo i n&o vise.
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Teorem 3.1.9.Jezgraod BSje isto prostor gradijenata vektorskih polja koji su okomiti
narubod .

Ovo slijedi iz prethodnog dokaza, jer jedinicia na koji smo mogli iskoristiti hipotezu
da je BSY) = 0 je da postavimo BS(V) = 0 na lijevoj strani Maxwellove jednathe
(3.8).

Teorem 3.1.10.Slika Biot-Savartovog operatora je pravi potprostor slike rotacije, cija je
ortogonalna projekcija u potprostdfK ( uidnih cvorova) injektivna.

Dokaz. Prisjetimo se Hodgeovog teorema dekompozicije

VF( )=FK HK CG HG GG

Iz Teorema 3.1.5. znamo da je jezgra BS-operatora potprostor BG od VF( ).
Znamo iz teorema 3.1.11. da je taj operator hermitski. Slijedi da slika od BS lerto-
gonalnom komplementu jezgre, tj. unutar potprostora AHK CG, sto je upravo slika
rotacije.

S druge strane, formula A (V) = BS(V), koja se pojavljuje kao svojstvo (4), nam
kaze da slika od BS I8 u slici rotacije. Sada proizlazi iz Teorema 3.1.5.13.1.9. da je

im (BS)\ ker (curl) =0 (3.10)

i prema Hodgeovom teoremu dekompozicije jezgra rotacije je HEG HG GG.
Ortogonalna projekcija slike od BS u FK mora biti injektivna. 1z toga proizlazi da je slika
od BS pravi potprostor slike rotacije i s time zasavamo dokaz Teorema 3.1.10.

Nemoglta magnetska polja

Trazimo glatka vektorska poljd na kompaktnoj, glatko ogracenoj domeni u 3-prostoru
za koje je nemogte pron&i glatko vektorsko polj¢/ na koje zadovoljava jednatbu
U = BS(V). Takvo poljeU nazvattemo nemogtim magnetskim poljem.

Naravno, jednarba[3.1D kae da je bilo koje vektorsko poljg , O u HK CG
HG GG upravo nemogte magnetsko polje.

Promotrimo sljedé primjer vektorskog polja brzin&) "metka koji se ubrzano giba”
kao na Slic| 3.B. Vizualizirajmo jediohu kuglu u 3-prostoru kao olovni metak koji biva
iIspucan iz vatrenog omja. Zbog zljebljivanja cijevi, metak prolaskom kroz cijev rotira.
U cilindricnim koordinatama; '; z, vektorsko polje brzin&J je dano sa

U=r"+2
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Uocimo da prvi pribrojnikr” lezi u FK, dok drugi pribrojnikZ’lezi u CG. Sada pogle-
dajmo Primjer 3.1.1. Tamo smo zagi sa vektorskim poljenv = z na jedincnoj kugli i
izracunali njegovo magnetsko polje unutar kugle

BS(V) = (1=3)rsin "~ (sferne koordinate)
BS(V) = (1=3)r © (cilindricne koordinate).

Slika 3.3: Nemogte magnetsko polje na jedamioj kugli

PisLEi u cilindricnim koordinatama slijedi
BS(3V)=r".

Uocimo kakoU i BS(3V) imaju istu ortogonalnu projekciju u potprostor FK, pa prema
teoremu 3.1.10. vektorsko poli¢ ne mae biti Biot-Savartova tranformacija bilo kojeg
vektorskog polja na .

SljedeEi teorem podijelitemo u tri dijela.

Teorem 3.1.11.(1) Biot-Savartov operatoBS: VF( ) ! VF( ) je ogranicen, i stoga se
prosiruje na ogranicen operator u prostoru’L

BS:VF( )! VF( )
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(2) OperatorBS :VF( ) ! VF( ) je kompaktan.
(3) OperatorBS : VF( ) ! VF( ) je hermitski s de niranim B skupom kvadratno inte-
grabilnih funkcija, tj.hV;; BS(V,)i = lBBS(V,); Vi za sva vektorska polja;\f Vo u VF( ).

Dokaz da je BS-operator ograein zahtjeva sljed® lemu.

Lema 3.1.12.Neka je skalarna funkcija sa svojstvom da

N ()=max j(y xjd()

je konacna, a racunamo ju uzimajuci maksimalnu vrijednosf YR®. Tada je operator
T :VF( )! VF( )de niran kao
Z

y X

TMWMY= VvV ¥ X V%

d( x)
ogranicen i vrijedi
T(V) N()}V]
Dokaz. Fiksirajmoy 2 . Tada koristéi Cauchy-Schwartzovu nejednakost
T (M) V)i (v X)jd( )

z
= V(v 0d* f (v xd? d( o

Z lho Z =

VOOFT (v ¥id( ) J vy xjid(y

1=2 Z l=

N () VO] (v i d( %)
Kvadriramozobje strane, integriramo i iskoristimo Fubinijev teorem da bi dobili

T (V) d(y) N() VOFT (v xidC ) d(y)
Z 4 !
=N () VP i xid(y) d(y
z
N () VO d( 0
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Korijenujemo i dobijemo
T (V) N ()}V]
Zakljucujemo da jeT ograncen operator, kasto smo i tvrdili.

Dokaz dijela (1) iz Teorema 3.1.11.

Dokaz. De nirajmo opticku mjeru od , u zapisu OS() i neka je to broj
z 1
OS()=may - > d( %)
iy X
Integral iznad zapisan rze se shvatiti kao mjera napora potrebnog dactpskeni-
ramo domenu iz tockey. Opticka mjera od je maksimalan napor potreban da skeni-
ramo iz bilo koje tocke, tj. lokacije. Tada, koristése lemom 3.1.12.

z

BSV ()=~ V) Ld( )
y X
= T,()0)
gdje
|
11
O(y X)_ 4 jy ij

Lema nam odmah daje x42 VF( )
BSV)j  2-0S()iV]
Zakljucujemo da je BS: VF() ! VF( ) ogranceni operator.
Sada, nek&F( ) oznacaval? skup prostora VF(). Odnositicemo se prema elemen-

tima iz VF( ) kaoL? vektorskim poljima. Tada meemo prairiti Biot-Savartov operator
na ogranteni operator

BS:VF( )! VF( )

sa istim rubom kao i iznad. S tim zasavamo dokaz dijela (1).
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Dokaz dijela (2) iz Teorema 3.1.11.

Dokaz. Kako bi dokazali da je BS-operator kompaktan, koristimo dvije standardne tvrdnje
iz funkcijske analize. Prva je tvrdnja da za svaku kompaktnu domenako je (X)
neprekidna n&®, tada integralni operator

Z

(T H)y) = (y xf(x)d( »)
de nira kompaktni operatof : L?( )! L2( )(Teorem 3.1.5, str. 53 u [15]).

Druga je tvrdnja da je graana norma kompaktnih operatora kompaktna (Lema 3.1.3,
str. 52 u [15]). Sada neka je

N2
4
1

4 jx?’

, akojX] %
N (X) =

* 000K/ /\XXKNK/ OO
= 0000/ 1YXX0K/ O

1
akojxj N
Uocimo da je \ neprekidna funkcijaida je
Z
N(o wn=max joly X n(y Xjd(y

z L
1
— N d(y)
PN X
|
z L
P

=N X

1
4

1 1
= d( )=

Po prvoj tvrdniji iz funkcionalne analiZ€ ,, je kompaktan operator MF( ) u VF( ).
Po lemi vidimo kakoT , T, ! 0,kadaN!1 . Po drugojtvrdnji zakljaujemo kako

je T , kompaktan. V& smo napisali da je B&) = T (V) pa korist&i drugu tvrdnju
funkcionalne analize zakljwjemo da je BSVF( )! VF( ) kompaktan operator.



44 POGLAVLJE 3. BIOT-SAVARTOV OPERATOR

Dokaz dijela (3) iz Teorema 3.1.11.

Dokaz. Lako je pokazati zsto je BS-operator hermitski. Pretpostavimo d&suV, glatka
vektorska polja u . Tada

Z
WVi;BS(V2)i = Vi(y) BS(V2)(y) d(voly)

z L Z « :

= Vi(y) T V5 (X) _y Xj3 d( ») d(y)
1 z X |

= 4— Vi(y) Va(X) y Xj3 d( » d( y)
1 z y X |

== Vo(y)  Va(X) Y F d( x) d(y)

= H\/2, BS(\/l)l

Prema tome, BS : VF() ! VF( ) je hermitski operator i ostaje hermitski kada se
prosiri naL? skupVF( ) od VF( )itime je Teorem 3.1.11. dokazan.



Poglavlje 4

Primjena Biot-Savartovog operatora

U ovom poglavlju prikazattemo kratki povijesni pregled interesantan za ovu tematiku
te dati detaljniji pregled jednog podrja. Povijesni pregled @t Eemo teorijom poten-
cijala, nastaviti preko funkcionalne analize, dinamike uida, elektrodinamike i topologije
pa sve do Hodgeovog teorema dekompozicije. Ki&ge mog@e primijetiti po ovim gra-
nama, matematke zakonitosti usko su povezane s @bjavanjem zikalnih pa i biolskih
pojava. Zapoinjemo s postojanjem i jedinstvenosti s@gnja Dirichletovog problema za
Laplaceovu jednazbu koji se pojavljuje i u dokazu Hodgeovog teorema dekompozicije
prilikom karakterizacije potprostora harmonijskih gradijenata.

Godine 1777. Joseph Louis Lagrange uvodi funkci{y; y; 2) pridruzenu masama za
koju je Pierre Simon Laplace 1782. godine pokazao da zadovoljava jgoimad

@ ., e @
@ @ @
u svim tackama u kojima nema mase. Sion Denis Poisson je, ha osnovu Coulombo-

vog zakona, uveo slnu funkciju (X;y; z) kojoj doprinose svi naboji jednog elektriog
sustava obrnuto proporcionalno s udaljgho Zatim je, kacsto je to winio Lagrange u
slucaju gravitacijskih privianih sila, dokazao da parcijalne derivacij&; %; €, daju
komponente elekithe sile u toki (x;y;2). Petnaest godina kasnije George Green daje
funkciji  univerzalno ime potencijal. Sljedeznacajan doprinos Poissona, zabign
1813. godine, prairenje je Laplaceove jednalde 4.1 tako da uklgi tocke zauzete mate-
rijalom

=0 (4.1)

@2+@2+@ =4 (4.2)

@ @ @
gdje je volumna gustba mase. Jednalda 4.2 nazvana je Poissonovom, a njena valjanost
je opta pa je stoga primjenljiva i u elektrostatiocemu je Poisson pisao u svojim knjigama.

45
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Primjene matematke analize na elektricitet i magnetizam, koje je 1828. godine Green
opisao u svojem radu, bile su zanemarene sve dok njihoznog nije uaio William
Thomson. U svojim spisima, Green je opisao danas poZaetenovu funkcijeija je pos-
tojanost ekvivalentna rgvosti Dirichletovog problema za Laplaceovu jedrladl Premda
Green nije dao kompletni dokaz, on je prvi ustanovio karakterizaciju Dirichletovog pro-
blema: "Pretpostavimo da Laplaceova jedrizal vrijedi u odrdenom prostoru, a rgenje
jednadbe je de nirano na rubu tog prostora. Tako postavljen problem naziva se Dirichle-
tov problem ili rubni problem prve vrste.” Nadalje, dokazivanjem Dirichletovog problema
bavili su se Karl Weierstrass i njegovcenici, a u konanici je David Hilbert ustanovio
valjanost Dirichletovog problema za Laplaceovu jedriad Paralelno se razvija funkci-
onalna analiza i Hilbert opisuje prostor kvadratno integrabilnih funkcija.

U podrwcju dinamike uida, Herman von Helmholtz proavao je gibanje idealnih
uida (nestlecivi i nemaju unutarnjeg (viskoznog) trenja) te se @ocs problemom pro-
nalazenja vektorskog polj& ako poznajemo njegovu rotaciju. Rezultat je bila poznata
Helmholtzova dekompozicija prema kojoj bilo koje vektorsko pafjenoze biti jedins-
tveno raclanjeno na solenoidalni dio i bezvrioi dio koji je prikazan preko gradijenta
skalarnog polja. Helmholtz je psoio Riemannovu ideju o posinama te prvi opisao
znacenje jednostruko povezanog podiai  u R%. To je podreje koje ima svojstvo da
se svaka zatvorena krivulja u moze bez prekidanja stegnuti nacku ne izlazeéi iz
Nadalje, opisao je i pojam sestrukog povezanog podja u oznakama maksimalnog
broja poprenih presjeka (; @) ( ; @ ) koji se mogu bez njihovog presijecanja izdvo-
jitiiz . Ove topolske ideje razvio je Thomson u okviru homologija topEMih prostora
i razmotrio J. C. Maxwell u podigju dinamike uida i elektrodinamike.

Helmholtzove matematke pretpostavke o vrtlozima, njihovim vibracijama i o njihovoj
stabilnosticinile su poticaj Thomsonovog razstjenja kako zatvoreni vrtlozi mogu pred-
stavljati stabilne dinancke kon guracije u medijima. Thomson je u svojem rada vortex
motionpostavio ideju atoma kao vrtloga koji se nalaze u eteru. Primjena Biot-Savartovog
zakona u aerodinamici taldler zadire u podmje teorije vrtloga. U aerodinamici induci-
rane struje zraka stvaraju prstene oko \atie osi koja je analogna gusistruje, a struje
zraka u aerodinamici analogne su magnetskom @ljumagnetizmu.

Kaosto je r&eeno, dokazivanje svojstava Biot-Savartovog operatoracigkorstenje
Hodgeovog teorema dekompozicije. \d#tie koje su usko povezane sa Biot-Savartovim
operatorom jesibroj prijevoja krivulje koja se pokazala bithom u molekularnoj biologiji
pri proucavanju fenomena superzavijanja DNA i enzima koji cij@a nju tehelicitetvek-
torskog polja koja igra vanu ulogu u zici plazme i dinamici uida.
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4.1 Helicitet i broj prijevoja
Helicitet H(V) glatkog vektorskog polj& na domeni u 3-prostoru de niran formulom

Z
H(V) = 4i V(x) V() (x y)=ix yiPd( ) d(y)

je standardna mjera uvijanja linija polja oko linija drugog polja. Predstavio ju je Wol-
tjer 1958. godine, a dao naziv Matt 1969. godine.

Broj prijevoja Wr(K) glatke krivuljeK u 3-prostoru parametrizirane duljinom luka de-
niran formulom

y4

Wr(K):4i K(dx:ds dx=dt) (x y)=jx yiPdsdt

K

je standardna mijera uvijanja krivulje same oko sebe, a predstavio jaljggeanu
1959.-1961. i dao naziv Fuller 1971. godine. Primjena helicitetageje u zici plazme,
teoriji cvorova, magnetohidrodinamici i u problemima minimizacije energija vektorskih
polja.

Mozemo ueiti kako je helicitet za vektorska polja analogan broju uvojavarove.
Obje formule iznad su varijante formule za vezni broj dvaju razdvojenih, zatvorenih, pros-
tornih krivulja [Gauss, 1833].

Helicitet odV je usko povezan sa Biot-Savartovim operatorom,

Z
HV)= 5 V) V) (x y)six Wd()d(y)

4 1 V4 #

= VY & V0O (o yeix W) d(y)
4

= V) BSMO)d(y)
Z

= V BS\V)d;

pa je helicitet odv jednakL? prostoru kvadratno integrabilnih funkcijai BS(V),
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H(V) = v, BS(V)i
Upravo zbog te formule Biot-Savartov operator,
BS:VF()! VF()
ima vanu ulogu u prooavanju prijevojavorova i heliciteta vektorskih polja.

1833. godine C. F. Gauss je predstaviarua fundamentalnu vedinu, vezni broj (lin-
king number) dvaju zatvorenih Krivuljé,, K, u R®

dx dy (x y)

— dsdt
K1 Ka dS dt jX yj3

1
L(Ky; Kp) = T

Manipulacijom integrala utavamo kako se Biot-Savartov operator manifestira u ovoj
Gaussovoj formuli (Biot-Savartova podintegralna funkcija integrira se po krikyl)ji

Z " #
1 dx (x ) dy
L(Ky; Ky) = — — ds —dt
(K1 Kz) kK, 4 «k,ds jx yj3 dt
Z
_ B dx dy
L(Kq; Kp) = . BS 5o gt

Calugareanu je dokazao relaciju koja povezuje vezni broj i broj prijevoja

vezni broj (linking numberF broj uvoja (twist)+ broj prijevoja (writhe), (4.3)

a kombiniranim naporima Fullera i Vinograda ova relacija prevela se u oblikudkibio
pojmova i prepoznala njezina fundamentalnan@st za procavanje DNA.

1984. godine Berger i Field [9] dokazali su formulu koja povezuje helicitet vektor-
skog polja i broj prijevoja krivulje. Neka je  cjevasta okolina glatke krivulj& i neka je
Vi glatko vektorsko polje na  koje je paralelno krivuljiK i ovisi samo o udaljenosti od
K. Takvo vektorsko polje meno ima divergenciju jednaku nuli. Tada

H(V) = Flux (V)2 Wr(K)

pri cemuFlux (V) predstavlja tok od/x kroz bilo koji popreni presjek od .
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4.2 Gornje granice za helicitet i broj prijevoja

Cantarella, DeTurck i Gluck ustanovili su gornje granice za helicitet.[10] Nekagkatko
vektorsko polje na 2 R®ineka jeR polumijer kugle koja ima isti volumen kao. Tada

H(V)j RV Vi

gdje hV; Vi nazivamo energijom oW i oznacavamo s&(V). Ova gornja granica nije
ostra, ali je dobrog reda veline. Naprimjer, model za magnetsko polje u Crab Nebuli
je vektorsko poljev u kugli  sa helicitetom véim od gornje zapisane granice za jednu
petinu. Odreivanjem tre granice upotrebom spektralne metode bavili su se Cantarella,
DeTurck i Gluck u [11].

Za jedincno vektorsko polje pokazali su da je

HU) Svol( )*°

Takaoder su dokazali granicu za broj prijevoja ksignjem rezultata Bergera i Fielda.
Neka jeK glatka krivulja uR® duzineL. Neka je k cjevasta okolina krivuljg& polumijera
R. Tada

Prowcavanje pojma heliciteta dovelo je do tri razia problema minimizacije energije

koji se pojavljuju u magnetohidrodinamici. U svakom od tih problema, minimizacija se
izvodi po vektorskim poljima sa oddenom vrijednosti heliciteta. Rigge o Woltjerovom,
Taylorovom problemu (usko vezani za ziku plazme) i problemu optimalne domene koji
su Cantarella, DeTurck, and Gluck dokazali u [10Puz svih kompaktnih poddomena

2 R® s danim volumenom i duz svih solenoidalnih vektorskih polja koje su tangente na
@ iimaju odredeni helicitet, potrebno je pronaci vektorsko polje s minimalnom energijom
I domenu koja ga zadrziPronalazak rigenja svakog od ova tri problema zahtjevalo je
uporabu Biot-Savartovog operatora.
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4.3 Primjena u molekularnoj biologiji

DNA, deoksiribonukleinska kiselina, osnovna je molekula ndslgnja i odgovorna je za
prensenje nasljednog materijala i osobina, naprimjer od boje kose do sklonosti prema ne-
kim bolestima.

Godine 1953. Francis Crick i James Watson konstruirali su i opisali model dvostruke
uzvojnice lanca DNA, a njihova konstrukcija potekla je od rendgenskih difrakcijskih uzo-
raka koje su snimili Rosalind Franklin i Raymond Gosling u svibnju 1952. godine. DNA
se sastoji od dva lanca molekula koji sudnsobno uvijeni jedan oko drugog u obliku
dvostruke zavojnice (Slika 4.1). Kemijski se lanac DNA sastoji od niza nukleotida, a svaki
se nukleotid sastoji od deoksiriboze, fosfata sidnih baza. Prema tome, DNA je polimer
jer se sastoji od oddeznih podjedinica tj. nukleotida.

Desetlj€e nakorsto je otkrivena spiralna struktura DNA, Vinograd je otkris jednu
strukturnu osobinu DNA. Os DNA se tafter ma@e namatati u prostoristo dovodi do
pojma superzavijene DNA. Kao u slaju ljudske genomne DNA, os DNA gesto line-
arna, ali nekad je os i cirkularna (kmia) i takva se napste promatra u biokemijskim
laboratorijima.

Slika 4.1: a) Dio molekule DNA,; b) Prijelaz relaksirane cirkularne DNA u superzavijenu
cirkularnu DNA
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Kao sto smo vé rekli, dupla zavojnica DNA mze se uvijati u prostoru i na taj o
se stvara nova zavojnicaség reda za koju k&@mo da je superzavijena. Kako bi super-
zavijanje DNA mogli matematki prouciti, najprikladnije je konstruirati model u kojem
je struktura DNA opisana uskom, uvrnutom vrpcom in nitezimalne debljine. Ovaj model
vrpce slijedi os duple zavojnice DNA i uvija se kato se i dva lanca molekula uvijaju
oko te osi. Kada su krajevi vrpce spojeni, svaki rub opisuje zatvorenu krivulju u 3-prostoru
(Slika 4.2.a). Nadalje, kada model vrpce predstavlja zatvorenu, cirkularnu molekulu DNA,
dvije krivulje koje opisuju rubove vrpce su matencitipovezane, tj. nemog@e ih je odvo-
jiti, a da ne, presjeemo” jednu od njih bez obzira koliko ih deformirali. Stoga je korisno
dodijeliti im brojcanu vrijednost koja opisuje o na koji je petlja koja formira jedan rub
vrpce povezana petljom koju formira drugi rub vrpce. Dakle, de nirarseni brojtakav
daiznosi 0 za par odvojenih zatvorenih krivulja, 1 za krivdia petlja prolazi kroz petlju
druge krivulje, 2 za krivuljicija petlja prolazi dvaput kroz petlju druge krivulje itd. (Slika
4.2.d,e,f)

Slika 4.2: Zatvorena cirkularna DNA. Slika preuzeta iz [13].
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Ako rubovima, odnosno krivuljama dodijelimo orijentaciju (Slika 4.2b), mimje
osmisliti korisniju de niciju veznog brojecijem se broju dodjeljuje pozitivan ili negati-
van predznak ovisno o orijentaciji krivulja. Jedancimodreadivanja veznog broja jest
proucavanjem projekcije, odnosno dvodimenzionalne reprezentacije dvaju krivulja. Sva-
koj tocki gdje jedna krivulja presijeca drugu (ne promatramo kada krivulja presijeca samu
sebe) dodjeljujemo pozitivan ili negativan predznak, ovisno kakva je rotacija (u smjeru ka-
zaljke na satu ili obrnuto od kazaljke na satu) potrebna da gornji dio kriyphelne” na
doniji dio krivulje (Slika 4.2.e). Dodafti taj predznak i dijeljenjem sa dva (broj vezanih
krivulja) daje vezni broj. Vezni broj de niramo kao cijeli broj koji opisuje svojstvo dvaju
zatvorenih krivulja u prostoru.

Kako bi razdvojili par krivulja, a da ih ih ne pregjemo, vezni broj mora biti nula (iako
obrnuta tvrdnjaesto ne vrijedi). Ako su krivulje rubovi zatvorene vrpdd skreta oko osi,
tada je njihov vezni broj jednakN ili —N ovisno o smjeru okretanjéStovise, dokle god
su krajevi vrpce spojeni, vezni brég ostati nepromijenjen deformacijom vrpce. Prema
tome, za molekulu relaksirane zatvorene cirkularne DNA koja ima 5000 parova baza, sa 10
parova baza za svaki okret zavojnice, vezni labiti +500. Broj je pozitivan jer je dupla
zavojnica DNA desno-orijentirana. (Zatvorena cirkularna molekula DN/efaksirana
ako njezina os u potpunostidieu ravnini.)

Sada smo analizirali model vrpce DNA promati@joecin zakretanja vrpce. Miutim,
analizirati model vrpce DNA mzemo i na drugi nein - promatrajéi necin zakretanja
vrpce. Za vrpclcija os prati ravnu liniju, ideja bropne vrijednosti koja opisuje uvijanje
vrpce je intuitivno jasna. Dogovorom je odieno da desno orijentiranom uvijanju vrpce
od 360 stupnjeva dodjeljujemo vrijednost, a lijevo orijentiranom vrijednost -1. De -
nicija broja uvojaje manje ualjiva za vrpcucija os nije ravna. Vjerojatno najbolji oan
za razumijevanje ovog koncepta jest zaljainje malih strjelica smgenih okomito na os
vrpce koje imaju smjer prema jednom od dva ruba vrpce (§liKa 4.3). Kako se strjelica giba
PO uvijenoj vrpci ona rotira oko osi i broj uvoja vrpce de niramo kao integral kutne brzine
rotacije strjelice uzimaijti u obzir duljinu luka osi krivulje.

U posebnom sicaju kada os vrpce #u ravnini vrijednost broja uvoja nze se izraun-

ati kao broj rotacija koje strjelica izsr oko osi dok se giba uzdwrpce. Primjerice, kada
vrpca predstavlja model za relaksirani zatvoreni cirkularni kom&hA sa 5000 parova
baza, strjelica jednom zarotira za svaki okret duple zavojnice, tako da je ukupan broj uvoja
jednak+500, a predznak je pozitivan jer je sporazumno ustanovljeno da je dupla zavoj-
nica desno-orijentirana. Dakle, cevamo da su vezni broj i broj uvoja jednaki i iznose
+500 za relaksirani zatvoreni cirkularni komaddNA. Medutim, bitno je naglasiti kako

su ove dvije veltine razlcite. Vezni broj je topolseko svojstvo vrpce, dok je broj uvoja
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geometrijsko. Ako vrpcu deformiramo, re@mo joj promijeniti broj uvoja, ali ne i vezni
broj. Stovise, da bi izraunali vezni broj (koji je uvijek cijeli broj) vrpca mora biti cijela. S
druge strane, broj uvoja rze se promatrati lokalno i vrijednosti broja uvoja individualnih
dijelova mogu se zbrojiti i dati ukupan broj uvoja vrpce. zvia je naglasiti kako model
vrpce ne objanjava detaljna mehaska svojstva DNA, ponajege jer se zanemaruju brojne
lokalne deformacije. Model vrpce ossljen je kako bi se istaknuo vezni broj DNA na koji
ne utjecu takve male deformacije.

Slika 4.3: Broj uvoja vrpce. Slika preuzeta iz [13].

U vremenu kada su biokepari prowcavali cirkularnu DNA, matematari su proma-
trali vezanje i uvijanje vrpci. 1968. matemedr White dokazao je da se vezni broj vrpce
I njezin ukupni broj uvoja razlikuju za velinu koja ovisi iskljicivo o krivulji koja opisuje
os vrpce. Drugim rijeima, pretpostavimo da osi dvaju zatvorenih vrpci prate istu krivulju
u 3-prostoru, tada, iako se vrpce uvijaju na potpuno céelinaine, njihove vrijednosti
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veznog broja i ukupnog broja uvoja razlikov@ se za tono istu vrijednost kojoj je Ful-
ler dao slikovito ime;broj prijevoja. Prema tome, za zatvorenu vrpcu u 3-prostoru broj
prijevojaWr jednak je razlici izmdu veznog brojd.k i ukupnog broja uvoja w

vezni broj (linking numbers broj uvoja (twist)+ broj prijevoja (writhe) (4.4)

Slika 4.4: Slika preuzeta iz [13].

Dakle, ma@emo uaeiti kako se je relacija 4.3 prost svoju primjenu u molekularnoj
biologiji. Broj prijevoja je velcinacija se vrijednost openito mijenja, ako se os vrpce
deformira u prostoru. Prema tome, kao i broj uvoja, broj prijevoja nije tgk@®@vojstvo
vrpce, nego geometrijsko. Broj prijevoja se reazracunati iz Gaussovog integrala, ali ga
je optenito puno jednostavnije izzanati oduzimanjem broja uvoja zavojnice od veznog
broja. Jedino u posebnim slajevima je prikladnije reunati broj prijevoja direktno. Na
primjer, ako os vrpce u potpunostries ravnini ili na povsini sfere, tada se nze pokazati
da je broj prijevoja nula (Slikga 4,.4). Ustavaj&i tu vrijednost u jednazbu dajeLk = Tw,
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sto objanjava zato su u slaaju relaksirane zatvorene cirkularne molekule DNA vezni broj

I broj uvoja jednaki i iznose-500. Sada promotrimsto se dogodi kada se os molekule
DNA uvija tako da broj prijevoja \ge nije nula. (Ne postoji intuitivni reana odrefivanja
broja prijevoja krivulje. Vrpca koja se uvija rae u konanici imati broj prijevoja nula.)
Kada se broj prijevoja molekule mijenja, mijenja se broj uvoja, a vezni broj ostaje isti jer
se on jedino mpe mijenjati ako se slomi jedna od osovina duple zavojnice &oje baze.
Molekule DNA koje se me@usobno razlikuju u veznom broju nazivaju se topoizomerima,
a enzimi koji utjeu na promjenu veznog broja, topoizomerazama.

lako jednadba 4.4 prikazuje kako su vezni broj i broj uvoja matewkitirazlicite
velicine, zikalnu razliku maemo uaiti ako promotrimosto se dogda kad se vrpca uvija
oko valjka tako da je njezina pasina uvijek priljubljena uz valjak (Slika 4.5). Kut nagiba
zavojnice koja je opisana ovom vrpcoremo ozneiti sa . Drugim rijecima, je kut
izmedu zavojnice i horizontale. Dakle, kada je kutnali, zavojnica je plitka, a kada je
velik, zavojnica je razveena.

Slika 4.5: Rotacija vrha valjka obrnuto od kazaljke na satu oko sngglbsi za dva puna
okreta stvara desno-orijentiranu helikoidalnu vrpcu. Slika preuzeta iz [13].
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Sada pretpostavimo da je vrpca omotana oko valkauta prije nosto su njezini
krajevi spojeni. Tada wavamo kako je vezni broj vrpce jedn&k dok je ukupan broj
uvoja jednakN sin . Prema tome, kada zavojnicu iz&no tako da joj se kut nagiba
povecava, broj okreta i prema tome vezni broj ostaju isti, ali broj uvoja se g@oxzei tako
se uaava razlika izmdu veznog broja i broja uvojaStovise, jer je broj zavoja vrpce
de niran kao razlika izmdu veznog broja i broja uvoja, vrijednost broja prijevoja za ovu
vrpcu iznosiN  Nsin , ili N(1 sin ). Dakle, kada je kut mali i broj uvoja je mali,
tada je broj prijevoja velik i obrnuto. Relacija se lakozeaiaiti promatramo li namotanu
telefonskuzicu: kada je takvaica opwstena, tada ima veliki broj prijevoja, a minimalan
broj uvoja. Medutim, ako ju razvaemo povéa se broj uvoja, a smanji broj prijevoja. Na
slici[4.6 uaavamo na koji nein se mogu promijeniti broj uvoja i broj prijevoja te kako u
koneacnici utjecu na vezni broj.

Slika 4.6: Vezni broj, broj uvoja i broj prijevoja. Slika 4.6 preuzeta iz [14].

Promotrimo kako se ti rezultati primjenjuju na realnu DNA. DNA polyoma virusaeno
se rastaviti sedimentacijom na tri komponente: |i Il koje su cirkularne, i lll koja je linearna.
Eksperimentalno je mo@e odrediti kako srednji vezni broj za populaciju relaksiranih cir-
kularnin molekula ove DNA iznosi okeé500. S druge strane, za populaciju zatvorenih
cirkularnih molekula (superzavijene molekule koje stvaraju komponentu 1) srednji vezni
broj iznosi oko+475. Kaosto je Vinograd i predvidio, zatvorene cirkularne molekule
DNA polyoma virusa imaju de cit veznog broja za oko 25. Ovi pronalasci pradizin
de niranja superzavijanja. Mjera superzavijanja molekule DNA je jednakls, odnosno
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razlici izmedu veznog broja molekule u prirodnom zatvorenomzkmm stanju i veznog
broja iste molekule u relaksiranom zatvorenomzkrom stanju (kada je energija deforma-
cije minimalna i broj prijevoja jednak nuli).

Slika 4.7: Osnovne kon guracije duple zavojnice DNA. Slika preuzeta iz [13].

Osnovne kon guracije duple zavojnice DNA ukguju linearni oblik, cirkularni oblik
koji nije u potpunosti povezan i zato relaksiran te cirkularni oblik koji je povezan i zato
superzavijen. Ako prespemo jednu nit relaksirane cirkularne DNA, promijenimo broj
okreta dodavanjem ili uklanjanjem okreta, DNAsgin&e biti relaksirana (broj prijevoja
vise nije nula). On&e biti pod torzijskim naprezanjem i apsorbita& naprezanje tako da
se dupla zavojnica namota oko same sebe. Drugiroimija, os DNA presijeca samu sebe
I vise ne lei u ravnini. Za DNA molekulu koja ima manje okreta nego u relaksiranom
stanju kaemo da je negativno superzavijend .k < 0). Analogno, DNA molekulu koja
ima vise okreta nego u relaksiranom stanju nazivamo pozitivho superzavijeridae(0).
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Topoloske karakteristike DNA, a posebice superzavijanje DNAautj@a sve bitne
DNA transakcije wivim stanicama. Cijela klasa virusa tumora, ukljijuci polyoma virus
i humani papiloma virus, sage superzavijenu DNA, pa i mitohondrijska DNA kod ljudi
i nekih zivotinjskih stanica su superzavijene. Posebice jecapg/o da i vecina pozna-
tih malih genoma (setova gena) spadaju u tu kategoriju, ckjjgi genetcke faktore za
plodnost i otpornost na lijekovétovise, fenomen integracije, kada se mali konddaiNA
unosi u véu molekulu DNA, takder zahtjeva supezavijenost integriranog koroadNA.
Stoga, maemo zakljeiti kako je fenomen superzavijene DNgwroko rasprostranjen, a
njegovo razumijevanje zahtijevalo je kombinaciju doprinosa matearatii biologa.
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Sazetak

U ovom radu de niran je Biot-Savartov operator (BS) i opisano nekoliko njegovih svoj-
stava. De nicija Biot-Savartovog operatora uvjetuje poznavanje temeljnog zakona magne-
tostatike, Biot-Savartovog zakoneija se primjena izcava kroz nastavu zike. Nadalje,

kako bi se dokazala svojstva Biot-Savartovog operatora, neizostavan je Hodgeov teorem
dekompozicije koji je takder opisan te dani primjeri vektorskih polja koji se javljaju u tom
teoremu. I1zmdu ostalog, dokazano je da je Biot-Savartov operator hermitski, cxgnaini
operator te je opisana njegova slika i prdaaa jezgra ovog operatora.

U zadnjem poglavlju dan je kratki povijesni pregled i opisait@ka primjena Biot-
Savartovog operatora u zici plazme, magnetohidrodinamici, molekularnoj biologiji i u
drugim granama prirodnih znanosti. De nirane su g&le poput heliciteta i broja prije-
voja, povezane s Biot-Savartovim operatorom te opisane njihove gornje granice. Na kraju
rada, promatran je fenomen superzavijanja DNA, a radi njegovog razumijevanja zorno su
opisane tri vekine: vezni broj, broj prijevoja i broj uvoja te njihova ish@ésobna poveza-
nost.






Summary

This thesis de nes the Biot-Savart operator (BS) and describes several of its properties.
The de nition of the Biot-Savart operator requires basic understanding of the laws of mag-
netostatics, as well as the Biot-Savart law, whose application is in electrodynamics course.
Furthermore, the Hodge decomposition theorem is an integral part of understanding the
Biot-Savart operator, therefore it has been de ned, along with the examples of vector elds
which are discussed in that theorem. Amongst other things, in this thesis we show that the
Biot-Savart operator is an adjoint, bounded operator, and we describe its image and how
one can nd the kernel of this operator.

The last chapter presents a short historical overview, as well as a description of a wide-
range application of the Biot-Savart operator in plasma physics, magnetohydrodynamics,
molecular biology and other branches of natural sciences. We also de ne several variables,
such as helicity and writhing number, along with their connection with the Biot-Savart
operator and a description of their upper bounds. Finally, at the end of the thesis, we pre-
sent in detail the DNA supercoiling phenomenon, with a description of its three qualities:
linking number, writhing number and twist, in addition to the description of their mutual
relationships.
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