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Uvod

Biot-Savartov i Amp�ereov zakon temeljni su zakoni magnetostatike i analiza magnetskih
polja temelji se na njima. Razumijevanje magnetskih polja je neophodno jer se fenomeni
koji ih prate javljaju u na�soj svakodnevici i igraju va�znu ulogu u elektrotehni�ckoj praksi.
Potrebno je spomenuti kako se na svojstvima magnetskih polja temelji rad generatora elek-
tri �cne energije, motora, transformatora, kompasa, mikrofona, sustava za fokusiranje u te-
levizoru, telefonskog zvona, vlakova na bazi magnetske levitacije, memorijskihćelija itd.
Medutim, istra�zivanja su pokazala kako u�cenici imaju pote�skóca u razumijevanju svoj-
stava polja, bilo magnetskih bilo elektri�cnih. Stoga je va�zno detaljnije i jasnije pribli�ziti
u�cenicima ovo podru�cje tijekom pou�cavanja.

U ovom radućemo de�nirati Biot-Savartov operator (BS) i opisat nekoliko njegovih
svojstava. Biot-Savartov zakon u podru�cju elektrodinamike, magnetostatici omogućava
nam ra�cunanje magnetskog poljaB1 koje se javlja kao posljedica toka elektri�cne struje,
preciznije za ra�cunanje magnetskog polja koristitćemo gustócu elektri�cne strujeJ. Kako
bi de�nirali Biot-Savartov operator, promatratićemo gustócu strujeJ koja postoji u kom-
paktnom podru�cju 
 � R3. Pojam magnetskog polja se pro�siruje na Biot-Savartov ope-
rator koji djeluje na sva vektorska polja u
 , stoga takva generalizacija Biot-Savartovog
zakona upúcuje na povezanost elektrodinamike s matematikom, posebice s topologijom i
linearnom algebrom. Kako bi dokazali ta ista svojstva, potreban nam je Hodgeov zakon
dekompozicije kojeǵcemo opisati u drugom poglavlju te dati primjere vektorskih polja
koji se javljaju u tom teoremu. Izmedu ostalog pokazat́cemo da je Biot-Savartov operator
hermitski, ograni�ceni operator técemo opisati njegovu sliku i pronaći jezgru ovog opera-
tora.

Biot-Savartov operator ima�siroku primjenu u raznim granama znanosti. Veli�cine koje
ćemo opisati, a koje su usko povezane s Biot-Savartovim operatorom subroj prijevoja
krivulje koja se pokazala bitnom u molekularnoj biologiji pri prou�cavanju superzavijanja
DNA i enzima koji utje�cu na nju tehelicitetvektorskog polja koji igra va�znu ulogu u �zici
plazme i dinamici �uida.

1Sve vektorske veli�cine ubudúcećemo ozna�cavati kosim slovima.
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Poglavlje 1

Povijesna pozadina

Elektri�cni naboji koji se usmjereno gibaju�cine elektri�cnu struju. Elektri�cni naboj je izvor
elektri�cnog polja, a struja elektri�cnih naboja je jedan od izvora magnetskog polja. Arhe-
olo�ski nalazi pokazuju da su magneti poznati ljudima du�ze od 3000 godina. U antici, Grci
su ih nalazili u prirodi kao posebnu vrstu rude koja privla�ci �zeljezo. Aristotel navodi Talesa
Milećanina kao autora prve znanstvene rasprave o megnetizmu. U ovom radu bavitićemo
se strujama kao izvorima magnetskog polja, dok u spomenutim prirodnim magnetima izvor
magnetskog polja ima kompliciranije kvantno porijeklo.

Prava narav magnetizma istra�zena je u 19. stoljécu kada je cijelim nizom izvanrednih
otkrića utvrdena medusobna povezanost elektri�cnih i magnetskih pojava. Tu vezu je potvr-
dio 1819. godine danski �zi�carÖersted tako�sto je eksperimentalno dokazao postojanje sile
izmedu vodi�ca kojim te�ce struja i magnetske igle koja nije posljedica stati�ckog elektri�cnog
naboja u vodi�cu. To otkríce je potaklo Andŕe-Marie Amṕerea da serijom eksperimenata
utvrdi kako elektri�cne struje djeluju jedna na drugu silama koje je kvantitativno odredio.
U meduvremenu, Jean-Baptiste Biot i Felix Savart ponavljajući Öerstedove eksperimente
odredili su iznos magnetske sile koja upravlja tom pojavom teÖerstedovo otkríce kvanti�-
cirali u oblikuBiot-Savartovog zakona.

Oko 1830. Michael Faraday, Joseph Henry i Heinrich Lenz otkrili su elektromagnetsku
indukciju i njezine zakonitosti, a James Clerk Maxwell je 1873. sjedinioÖerstedove i Fara-
dayeve spoznaje u zaokru�zenu cjelinu elektri�cnih i magnetskih pojava. Koristeći u to doba
poznate zakone (Amp�ereov zakon, Faradayev zakon indukcije i Gaussov zakon) te posta-
viv�si hipotezu o struji pomaka, Maxwell ih je sve skupa ujedinio u skladu sa jednad�zbom
kontinuiteta.

3



4 POGLAVLJE 1. POVIJESNA POZADINA

1.1 Maxwellove jednad�zbe

Maxwellove se jednad�zbe mogu prikazati u diferencijalnom i integralnom obliku. Ekviva-
lencija izmedu ovih oblika zasniva se na Stokesovom i Gaussovom teoremu. Univerzalni
oblik Maxwellovih jednad�zbi opisuje elektromagnetske fenomene u vakuumu, a u diferen-
cijalnoj formi Maxwellove jednad�zbe glase:

r � E =
�
� 0

(1.1)

r � B = 0 (1.2)

r � E = �
@B
@t

(1.3)

r � B = � 0J + � 0� 0
@E
@t

(1.4)

gdje je
� gustóca naboja (koli�cina naboja po jedinici vremena),
J gustóca struje (tok naboja po jedinici povr�sine u jedinici vremena),
� 0 dielektri�cna konstanta vakuuma (permitivnost),
� 0 permeabilnost vakuuma.

U Maxwellovim jednad�zbama implicitno se pretpostavlja da vrijedi jednad�zba kon-
tinuiteta (zakon o�cuvanja naboja),

@�
@t

+ r � J = 0 (1.5)

a mo�zemo ju dobiti primijenimo li divergenciju na 1.4. Jednad�zba 1.5 govori da ako se
u nekoj to�cki prostora mijenja gustóca naboja u vremenu onda je ta to�cka izvor ili ponor
gustóce elektri�cne struje. Integralni oblik jednad�zbe (1.6) ka�ze da za svaku zatvorenu plohu
u prostoru vrijedi da je tok struje koja prolazi kroz tu zatvorenu plohu jednak negativnoj
promjeni koli�cine naboja u vremenu unutar volumena omedenog tom plohom.

Z

V
(r � J) d� = �

Z

V

 
@�
@t

!
d� (1.6)

Za potpuni opis elektromagnetskih fenomena pored Maxwellovih jednad�zbi nu�zna je i
jednad�zba za Lorentzovu silu, kako bi se iz danih polja mogla odrediti dinamiku nabijenih
�cestica

F = q (E + v � B): (1.7)
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Maxwellove jednad�zbe u integralnom obliku glase

I
E � da =

Qenc

� 0
(1.8)

I
B � da = 0 (1.9)

I
E � dl = �

@
@t

Z
B � da (1.10)

I
B � dl = � 0Ienc+ � 0� 0

@
@t

Z
E � da (1.11)

Prva jednad�zba (1.1) naziva se Gaussovim zakonom i govori da je elektri�cni naboj izvor
(ili ponor) elektri�cnog polja. Ukupni elektri�cni tok kroz zatvorenu plohu proporcionalan je
koli �cini elektri�cnog naboja koji se nalazi unutar volumena te plohe. Ako unutar te zatvo-
rene plohe nema elektri�cnog naboja (ili je koli�cina pozitivnog jednaka koli�cini negativnog
elektri�cnog naboja), ukupni elektri�cni tok kroz tu zatvorenu plohu je nula. No to ne zna�ci
da u tom volumenu uoṕce nema elektri�cnog polja, véc samo da ukupni tok i�s�cezava. Dakle,
ako nema elektri�cnog naboja u tom promatranom volumenu, koliko linija elektri�cnog polja
ulazi kroz plohu koja opisuje volumen, toliko silnica negdje i izlazi iz te iste zatvorene
plohe.

Druga Maxwellova (1.2) jednad�zba sli�cna je prvoj (u situaciji u kojoj ne postoji elek-
tri �cni naboj), ali opisuje magnetsko polje. Ova jednad�zba izri�ce da ne postoji izvor mag-
netskog polja (ne postoji magnetski monopol) iz kojega bi proizlazio magnetski tok razli�cit
od nule za bilo koju zatvorenu plohu. U svakoj to�cki prostora, koli�cina silnica magnetskog
polja koja ulazi u tu to�cku jednaka je koli�cini silnica koje izlaze iz te to�cke; linije magnet-
skog polja nemaju izvora (ili ponora). Prema tome, ukupni magnetski tok kroz zatvorenu
plohu uvijek i�s�cezava. Budúci da ono vrijedi i za izvore magnetskog polja, svaki je izvor
magnetskog polja barem dipol.

Treća jednad�zba (1.3) je Faradayev zakon indukcije; ako se magnetsko polje mijenja u
vremenu onóce biti práceno promijenom elektri�cnog polja u prostoru i obrnuto.

�Cetvrta jednad�zba (1.4) je prvo bila poznata kao Amp�ereov zakon. Medutim, Maxwell
ju je pro�sirio jer je uvidio kako Amp�ereov zakon ne vrijedi izvan magnetostatike. Pro�sireni
Amp�ereov zakon ka�ze da se oko vodi�ca kojim te�ce struja inducira magnetsko polje, ali i da
će svako elektri�cno polje koje se mijenja u vremenu inducirati magnetsko polje.
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1.2 Biot-Savartov zakon

Analiza magnetskih polja temelji se na dva zakona: Biot-Savartovom i Amp�erovom za-
konu. Poput Coulombova zakona u elektrostatici, Biot-Savartov zakon je opći zakon mag-
netostatike koji daje izraz za ra�cunanje jakosti magnetskog polja uzrokovanog stalnom
strujom koja te�ce linijskim vodi�cem. Integralni oblik Biot-Savartovog zakona glasi

B(r) =
� 0

4�

Z
I � �̂
� 2

dl =
� 0

4�
I
Z

dl � �̂
� 2

(1.12)

Ovaj izraz mo�ze se generalizirati na volumni integral po gustoći struje

B(r) =
� 0

4�

Z
j(r) � �̂

� 2
d� 0 (1.13)

Primijenimo li divergenciju na 1.13, dobijemor � B = 0. Primjenom operatora rota-
cije dobijemo Amp�ereov zakon:r � B = � 0J. Primjenjujúci Stokesov teorem dobijemo
integralni oblik ovog zakona.

Z
(r � B) � da =

I
B � dl = � 0

Z
J � da

gdje je
R

J � da je ukupna struja koja prolazi kroz povr�sinu i nazivamo juIenc (struja zatvo-
rena amp�ereovom povr�sinom). Stoga

I
B � dl = � 0Ienc (1.14)

Jednad�zba 1.14 je integralni oblik Amp�ereovog zakona i pomoću njega mo�zemo odrediti
jakost magnetskog polja na udaljenostisod dugog, ravnog vodi�ca kojim te�ce struja jakosti
I (str. 336 u Gri� ts [1]). Pomócu Biot-Savartovog zakona odredujemo smjer magnet-
skog polja ravnog vodi�ca, a iznos magnetskog poljaB je konstantna oko Amp�ereove petlje
polumjerassa sredi�stem na vodi�cu. Prema tome, Amp�ereov zakon daje

I
B � dl = B

I
dl = B2� s = � 0Ienc = � 0I

ili

B =
� 0I
2� s

(1.15)

Primjenjujúci Biot-Savartov zakon na dugi, ravni vodi�c kojim te�ce stalna struja jakosti
I dobije se formula za izra�cun jakosti magnetskog polja na udaljenostisod vodi�ca (Primjer
5.5 iz D. J. Gri� ts [1]).



1.2. BIOT-SAVARTOV ZAKON 7

Slika 1.1

Na slici 1.1 preuzetoj iz D. J. Gri� ts [1], dl0 � �̂ ima smjer iz papira i iznosi

dl0sin� = dl0cos�

l0 = stg � , stoga

dl0 =
s

cos2�
d�

s = � cos� , pa imamo

1
� 2

=
cos2�

s2

Prema tome

B =
� 0I
4�

Z � 2

� 1

� cos2�
s2

� � s
cos2�

�
cos� d�

=
� 0I
4� s

Z � 2

� 1

cos� d� =
� 0I
4� s

(sin� 2 � sin� 1) (1.16)

Pomócu jednad�zbe 1.16 mo�zemo izra�cunati jakost magnetskog polja bilo kojeg ravnog
segmenta vodi�ca u oznakama po�cetnog i kona�cnog kuta� 1 i � 2 (Slika 1.2 preuzeta iz D.
J. Gri� ts [1]). Naravno, kona�cni segment sam po sebi ne bi mogao stvarati stalnu struju
(gdje bi naboji i�sli kad bi do�sli do kraja vodi�ca?), ali mogao bi biti dio zatvorene petlje i
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jednad�zba (1.16) bi predstavljala njegov doprinos ukupnom magnetskom polju. U slu�caju
beskona�cnog vodi�ca,� 1 = � �=2 i � 2 = �=2, pa dobivamo

B =
� 0I
2� s

(1.17)

Slika 1.2

Uo�cavamo kako su jednad�zbe 1.18 i 1.17 u potpunosti jednake, ali smo na razli�cite
na�cine do�sli do njih, odnosno upotrebom Biot-Savartovog i Amp�ereovog zakona.

Odredimo magnetsko polje strujne kru�zne petlje polumjeraR na udaljenostiz iznad
njezina sredi�sta (Slika 1.3 preuzeta iz D. J. Gri� ts [1]) .

Slika 1.3: Magnetsko polje kru�zne petlje
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Integrirajúci dl0 po kru�znici, dB opisuje konusnu povr�sinu. Horizontalne komponente
se pokrate, a vertikalne komponente daju

B(z) =
� 0I
4�

Z
dl0

� 2
cos� (1.18)

Budúci da su cos� i � 2 konstante, a
R

dl0 = 2� R, slijedi

B(z) =
� 0I
4�

 
cos�
� 2

!
2� R =

� 0I
2

R2

(R2 + z2)3=2
(1.19)

Prema tome, u sredi�stu kru�zne petlje (z = 0) magnetsko polje jednako je

B =
� 0I
2R

(1.20)

Sada�zelimo odrediti magnetsko polje unutar valjkaste zavojnice sN zavoja kojom te�ce
stalna strujaI pretpostavljajúci da jeB = 0 izvan zavojnice (u slu�caju beskona�cno duge
zavojniceB = 0 egzaktno). Promotrimo Amp�ereovu povr�sinu kojoj se jedan dio nalazi
unutar, a jedan dio izvan zavojnice (Slika 1.4).

Slika 1.4: Magnetsko polje zavojnice

Integrirajúci po toj povr�sini, Amp�ereov zakon daje
I

B � dl = BL = � 0Ienc = � 0nIL; (1.21)
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gdje jeB polje unutar zavojnice. S time da gornja strana povr�sine ne doprinosi prilikom
integriranja jer jeB = 0 izvan zavojnice. Dakle, magnetsko polje unutar zavojnice jednako
je

B = � 0nI (1.22)

1.3 Biot-Savartov zakon u nastavi �zike

Sa magnetskim pojavama u�cenici se prvi puta susreću u 8. razredu te se upoznaju s djelova-
njem i gibanjem magneta, zakonitostima elektri�cnog i magnetskog polja te vezom izmedu
elektri�cne struje i magneta (̈Oerstedov pokus). U ud�zbeniku V. Paara [6] na taj pokus
nailazimo pod temom”Magneti i magnetno djelovanje elektri�cne struje“ tj., pod podnaslo-
vom”Elektri�cna struja stvara magnetsko polje.“ U ud�zbeniku obja�snjenje pokusa i na�cin na
koji je to predo�ceno glasi: ”Ako je u blizini�zice magnetna igla, mo�zemo uo�citi zanimljivu
pojavu: kada kroz�zicu pote�ce elektri�cna struja, magnetna igla se zakrene.”A u ud�zbeniku
[7] pod naslovom teme”

�Sto o struji otkriva njezino magnetno djelovanje?“ nailazimo na
tra�zeni pokus. Medutim, osim pokusa sa ravnim vodi�cem, prikazan je i pokus sa zavojni-
com.

Prema obrazovnim ishodima koji su navedeni u Nacionalnom okvirnom kurikulumu
u�cenici bi nakon osmog razreda trebali znati opisati djelovanje stalnoga magneta na pred-
mete od razli�citoga materijala te medusobno djelovanje dvaju magneta.[8] Dakle, u�cenici
predo�cavaju magnetska polja magneta, ravnog vodi�ca, petlje i zavojnice linijama1, ali ne
ra�cunaju jakosti njihovih magnetskih polja.

Slika 1.5: a) linije magnetskog polja magneta; b) linije magnetskog polja vodi�ca kojim
te�ce struja; c) linije magnetskog polja petlje; d) linije magnetskog polja zavojnice

1Naziv ”linije magnetskog polja” koristimo jer one ne pokazuju smjer sile već smjer magnetskog polja,
dok pod pojmom ”silnica” podrazumijevamo pokazivanje i smjera sile prouzrokovano magnetskim poljem.
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U srednjo�skolskom obrazovanju u općim i prirodoslovnim gimnazijama magnetostatika
se pou�cava u 2. razredu. U�cenici se upoznaju s pojmom magnetske indukcije i magnetskog
toka, djelovanjem magnetske sile na elektri�cnu struju (Amp�ereova sila), djelovanjem mag-
netske sile na nabijenu�cesticu (Lorentzova sila) te uo�cavaju kako magnetsko polje djeluje
na elektri�cnu struju. Postavlja se pitanje: Djeluje li elektri�cna struja na magnet, odnosno,
stvara li elektri�cna struja magnetsko polje? Na to pitanje potvrdno odgovaraÖersted, pa se
u�cenicima ponovno prezentiräOerstedov pokus koji pokazuje da se magnetska igla otkla-
nja u blizini vodi�ca kojim te�ce struja. Smjer magnetskog polja iskazuje se pomoću pravila
desne ruke: ”Obuhvatimo li�zicu desnom rukom tako da ispru�zeni palac pokazuje smjer
struje, tada prsti savijeni oko�zice pokazuju smjer magnetskih silnica oko�zice.” [4]

Slika 1.6: Pravilo desne ruke

Dakle, pravilom desne ruke mo�zemo odrediti smjer magnetskog polja, no to vrijedi za
ravni vodi�c i pravilo izlazi iz Biot-Savartovog zakona. To pravilo primjenjujemo u svim
slu�cajevima kada koristimo vodljivu bakrenu�zicu, npr. za strujnu petlju ili zavojnicu.
�Sto nam pokazuje da, iako se integralni oblik Biot-Savartovog zakona u srednjoj�skoli ne
pou�cava, naravno, zbog nepoznavanja integralnog ra�cuna, rezultati ovog zakona (formule
1.17, 1.20 i 1.22 ) pojavljuju u ud�zbenicima i u�cenici ih koriste prilikom rje�savanja zada-
taka.

�Sto se ti�ce dr�zavne mature iz �zike, o�cekivani obrazovni ishodi vezani uz odredivanje
smjera i iznosa magnetskog polja, izmedu ostalog, su sljedeći [5]:
” Opisati i primijeniti osnovne pojmove vezane uz magnetske i elektromagnetske pojave:
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- skicirati linije magnetskog polja oko ravnog vodi�ca kojim te�ce struja te za strujnu
petlju i zavojnicu

- primijeniti izraz za magnetsko polje u sredi�stu zavojnice
-...”

Prema tome, razlika izmedu srednjo�skolskog i osnovno�skolskog obrazovanja je u tome
�sto se u osnovnim�skolama rade temelji za daljnje�skolovanje tj. razvijaju apstraktna
mi�sljenja kod djece o magnetskim pojavama, da bi se u srednjim�skolama ti zakoni i prin-
cipi mogli matemati�cki izraziti i primjeniti u razli�citim �zikalnim problemima.

Istra�zivanja o razumijevanju polja su pokazala da u�cenici imaju pote�skóca s primje-
nom principa superpozicije polja, bilo elektri�cnog bilo magnetskog. Jo�s jedan problem
jest shvácanje dosega polja. Naime, mnogi u�cenici smatraju da polje ima kona�can doseg,
a ne da trne tek u beskona�cnosti. Jednako tako, problem im stvara i odredivanje smjera
magnetskog polja, odnosno crtanje vektora magnetskog polja, koji su u smjeru tangente
na linije magnetskog polja. Nadalje, u�cenici imaju problema s crtanjem i interpretacijom
silnica. Smatraju kako linije magnetskog polja ujedno prikazuju i smjer sile (kao�sto je
to slu�caj kod silnica elektri�cnog polja) i vrlo �cesto silnice/linije polja interpretiraju kao
putanje nabijenih�cestica. Takoder, u�cenici imaju puno problema s konceptom magnet-
skog toka i s odredivanjem smjera magnetskog polja pravilom desne ruke. S obzirom da
su navedeni koncepti va�zni za razumijevanje daljnjeg dijela elektromagnetizma potrebno je
u�cenicima�sto bolje pribli�ziti koncept magnetskog polja, kao i magnetskih silnica i vektora.

Biot-Savartov zakon je od velike va�znosti jer nam ono omogućava konstrukciju Biot-
Savartovog operatora�cija je primjena u prirodnim znanostima�siroka. Medutim, dokazi-
vanje svojstava ovog operatora zahtjeva razumijevanje Hodgeovog teorema dekompozicije
koji iznimnu va�znost posti�ze jer povezuje topologiju domene, tradicionalnu algebru vek-
torskih polja na toj domeni i strukturuL2 prostora kvadratno integrabilnih funkcija.



Poglavlje 2

Hodgeov teorem dekompozicije

Pretpostavimo da nam je dano vektorsko polje de�nirano na ograni�cenoj domeni u 3-
prostoru. Kako mo�zemo znati je li to vektorsko polje gradijent neke funkcije? Ili je rotacija
nekog drugog vektorskog polja? Mo�zemo li pronáci vektorsko polje (razli�cito od nula) u
na�soj domeni�cija su rotacija i divergencija nula i koje je tangenta na rub domene? Ili koje
je okomito na rub domene? Kako bi odgovorili na ova pitanja, trebamo razumijeti vezu
izmedu vektorskih polja i topologije njihovih domena�sto je najbolje opisano u [3]. Upravo
u tome nam poma�ze Hodgeov teorem dekompozicije prostora vektorskih polja na domeni u
obliku pet medusobno ortogonalnih potprostora. Ovakva dekompozicija nije samo korisna
u matematici, nego i u dinamici �uida, elektrodinamici i �zici plazme.

2.1 Hodgeov teorem dekompozicije

U ovom poglavlju predstavit́cemo Hodgeov teorem dekompozicije za vektorska polja s
ograni�cenom domenom
 u R3. Ovo je vrlo va�zan teorem jeŕcemo ga kasnije koristiti
kroz dokaze svojstava Biot-Savartovog operatora. Bez obzira�sto je ovaj teorem zapisan
za prostor glatkih vektorskih polja VF(
 ) sa de�niranimL2 prostorom kvadratno integra-
bilnih funkcija, ono vrijedi i zaL2 potprostore od VF(
 ), ali i za razli�cite ni�ze opisane
potprostore.

Teorem 2.1.1.(Hodgeov teorem dekompozicije)
Neka je
 kompaktna domena sa glatkim rubom@
 u 3-prostoru, i neka jeVF(
 ) prostor
glatkih vektorskih polja na
 s de�niranim L2 prostorom kvadratno integrabilnih funkcija

hV;Wi =
R



V � W d�

Tada je moguća dekompozicijaVF(
 ) u obliku direktne sume pet medusobno ortogonalnih
potprostora,

13
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VF (
 ) = FK � HK � CG� HG � GG;

sa

kercurl = HK � CG� HG � GG;

im grad = CG� HG � GG;

im curl = FK � HK � CG;

kerdiv = FK � HK � CG� HG;

gdje su potprostori de�nirani na sljedeći na�cin

FK = besto�cni �cvorovi= fr � V = 0;V � n = 0; svi unutarnji tokovi su 0g;

HK = harmonijski �cvorovi= fr � V = 0; r � V = 0;V � n = 0g;

CG = rotacijski gradijenti= fV = r '; r � V = 0; svi rubni tokovi su 0g;

HG = harmonijski gradijenti= fV = r '; r � V = 0; ' je lokalno konstantna na@
 g;

GG = uzemljeni gradijenti= fV = r '; ' j@
 = 0g;

i nadalje,

FK � H1(
 ; R) � H2(
 ; @
 ; R) � Rrod od@
 ;

HG � H2(
 ; R) � H1(
 ; @
 ; R) � R(broj komponenti od@
 )� (broj komponenti od
 ):

Sadácemo opisati potprostore koji se pojavljuju u ovom teoremu i objasniti uvjete koji
ih de�niraju.

Jedini�cno vektorsko polje okomito na@
 ozna�ceno je sn, stoga uvjetV � n = 0 ka�ze da
je vektorsko poljeV tangenta na rub od
 .

Neka je� oznaka za bilo koju glatku povr�sinu u
 , takva da je@� � @
 . Orijentirajmo
� izabirúci jedan od njegova dva jedini�cna vektoran. Tada za bilo koje vektorsko poljeV
na
 mo�zemo de�nirati tok odV kroz povr�sinu� kao vrijednost integrala� =

R
�

V � n d� .
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Pretpostavimo da je divergencija odV nula i da jeV tangenta na@
 . Tada vrijednost
toka ovisi o klasi homologije od� u relativnoj homolo�skoj grupiH2(
 ; @
 ; Z). Naprimjer,
ako je 
 torus sn otvora, tada postoje odvojeni orijentirani popre�cni presjeci (diskovi)
� 1; :::;� n, postavljeni tako da rezanjem
 du�z tih diskova nastaju jednostavna povezana
podru�cja (Slika 2.1). Tokovi� 1; :::;� n od V kroz te diskove odreduju tok odV kroz bilo
koju drugu povr�sinu nastalu popre�cnim presjekom.

Slika 2.1

Ako tok odV kroz svaku glatku povr�sinu � u 
 sa@� � @
 is�cezava, ka�zemo da su
”svi unutarnji tokovi= 0” i time je opisan potprostor

FK = fr � V = 0;V � n = 0; svi unutarnji tokovi su 0g

Potprostor

HK = fr � V = 0; r � V = 0;V � n = 0g

je izomorfan apsolutnoj homolo�skoj grupi H1(
 ; R) i, prema Poincareovoj dualnosti re-
lativnoj homolo�skoj grupiH2(
 ; @
 ; R), pa je ovaj potprostor kona�cnodimenzionalan, sa
dimenzijom jednakom genusu od@
 .

Ortogonalna direktna suma ovih dvaju potprostora

K (
 ) = FK � HK

je potprostor od VF(
 ) koji sadr�zi sva vektorska polja de�nirana na
 �cija je divergencija
nula i tangente su na njegov rub te ih nazivamo�uidnim �cvorovima. Takva su i vektorska
polja koja predstavljaju gustoću struje u zakonima magnetostatike.

Ako je V vektorsko polje de�nirano na
 , tadaćemo réci da su svi grani�cni tokovi
odV jednaki nula ako je tok odV kroz svaku komponentu od@
 nula. Tada

CG = fV = r '; r � V = 0; svi rubni tokovi su 0g
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nazivamo potprostorom rotacijskih gradijenata zato jer sadr�ze jedine gradijente koji le�ze u
slici rotacije.

Sada de�nirajmo potprostor harmonijskih gradijenata

HG = fV = r '; r � V = 0; ' je lokalno konstantna na@
 g;

�sto zna�ci da je ' konstantna na svakoj komponenti od@
 . Ovaj potprostor je izomor-
fan apsolutnoj homolo�skoj grupiH2(
 ; R) i, prema Poincareovoj dualnosti, relativnoj ho-
molo�skoj grupiH1(
 ; @
 ; R), pa je ovaj potprostor kona�cnodimenzionalan, sa dimenzijom
jednakom razlici broja komponenata od@
 i broja komponenata od
 .

De�nicija potprostora uzemljenih gradijenata

GG = fV = r '; ' j@
 = 0g

je razumljiva sama po sebi.

Hodgeov teorem o dekompoziciji mo�zemo zapisati i u obliku jezgri rotacije i diver-
gencije te slika gradijenta i rotacije:

FK = (kercurl)? ;

HK = (kercurl) \ (im grad)? ;

CG = (im grad) \ (im curl);

HG = (kerdiv) \ (im curl)? ;

GG = (kerdiv)? ;

Ovakva karakterizacija pokazuje geometrijsku i analiti�cku va�znost sumanada.

2.2 Primjeri vektorskih polja

U ovom poglavlju razmatramo primjere i slike vektorskih polja iz pet razli�citih potprostora
od VF(
 ) koji se pojavljuju u Hodgeovom teoremu o dekompoziciji.

Neka je
 0 kugla polumjera 1, s centrom u ishodi�stu 3-prostora. Jer je rod (genus)
od@
 0 nula, ne postoje harmonijski�cvorovi, tj. HK= 0. Kako su
 0 i @
 0 obje povezane,
ne postoje harmonijski gradijenti, tj. HG= 0. Prema tome

VF (
 0) = FK � CG� GG:
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Najprije ćemo prikazati primjere vektorskih polja iz tri napisana potprostora, da mo�zemo
koristiti kuglu 
 0 kao zajedni�cku domenu.

Promotrimo vektorsko polje

V = � ŷi + x ĵ

Ovo polje mo�zemo zamisliti kao rotaciju 3-prostora oko z-osi s konstantnom kutnom brzi-
nom. Njegova je divegencija nula i tangenta je na rub kugle
 0 (Slika 2.2).

Slika 2.2: Vektorsko polje u potprostoru FK

Sada promotrimo gradijent harmonijske funkcijezkoje je konstantno vektorsko polje

V = k̂

Ovo vektorsko polje ima divergenciju i tok kroz jednu jedinu komponentu od@
 0 nula,
pa ono pripada potprostoru CG (Slika 2.3).
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Slika 2.3: Vektorsko polje u potprostoru CG

Promotrimo funkcijur2 � 1 = x2 + y2 + z2 � 1 na kugli
 0. Ova funkcija ima vrijednost
nula na rubu od
 0. Stoga vektorsko polje

V = r (r2 � 1) = 2x̂i + 2x ĵ + 2zk̂

pripada potprostoru GG (Slika 2.4).

Slika 2.4: Vektorsko polje u potprostoru GG

Kako bi prikazali primjere vektorskih polja u potprostorima harmonijskih�cvorova i
harmonijskih gradijenata moramo napustiti kuglu i postaviti da je
 1 torus�cija je os rotacije
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z-os. Jer je rod (genus) od@
 1 jedan, postoje harmonijski�cvorovi: HK� R1. Ne postoje
harmonijski gradijenti, tj. HG= 0 jer su
 1 i @
 1 obje povezane. Stoga

VF (
 1) = FK � HK � CG� GG:

Promotrimo vektorsko polje zapisano u cilindri�cnim koordinatama (r; '; z)

V =
1
r

'̂

Ono je ujedno i magnetsko polje koje se javlja kao posljedica toka stalne struje du�z z-osi.
Njegova je divegencija nula i tangenta je na rub torusa
 1, stoga pripada potprostoru HK.

Slika 2.5: Vektorsko polje u potprostoru HK

Promjeniti ćemo domenu ponovno kako bi dobili primjer harmonijskog gradijenta.
Neka je
 2 prostor izmedu dvije koncentri�cne sfere polumjera jedan i dva, s centrom u
ishodi�stu. Ova domena ima harmonijske gradijente, jer@
 2 ima dvije komponente, dok

 2 ima samo jednu, i zato HG� R1. Rod (genus) svake grani�cne komponente je nula, pa

 2 nema harmonijskih�cvorova. Stoga

VF (
 2) = FK � CG� HG � GG
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Promotrimo harmonijsku funkciju� 1=r zapisanu u sfernim koordinatama (r; �; ' ) i nje-
zin gradijent

V = r
�

�
1
r

�
=

1
r2

r̂

Kako je harmonijska funkcija� 1=r konstantna na svakoj komponenti od@
 2, vektorsko
poljeV pripada potprostoru HG (Slika 2.6).

Slika 2.6: Vektorsko polje u potprostoru HG



Poglavlje 3

Biot-Savartov operator

Neka je
 kompaktna domena sa glatkim rubom@
 u 3-prostoru, i neka je VF(
 ) prostor
glatkih vektorskih polja na
 s de�niranim prostoromL2 kvadratno integrabilnih funkcija
za koje vrijedi: hV;Wi =

R



V � W d� . Pod ”glatkim” podrazumijevamo da su vektorska
polja klaseC1 . Ako pod pojmom vektorskog polja V promatramo gustoću struje, tada
Biot-Savartova formula

BS(V) (y) =
1
4�

Z



V(x) �

y � x

jy � xj3
d (� x)

daje magnetsko polje BS(V) u 3-prostoru. Magnetsko polje BS(V) je dobro de�nirano
�sirom 3-prostora tj. neodredeni integrali konvergiraju za svakiy 2 R3. Nadalje, BS(V) je
kontinuirano na cijelomR3, premda njegove derivacije obi�cno imaju prekide na@
 . Ako
to magnetsko polje ograni�cimo na domenu
 , tada dobijemo Biot-Savartov operator

BS : VF(
 ) �! VF(
 )

�cija su svojstva i primjenu u prirodnim znanostima opisali Cantarella, DeTurck i Gluck [2].

Slika 3.1: Prikaz podintegralne funkcije u Biot-Savartovoj formuli. Slika preuzeta iz [3].

21
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3.1 Svojstva Biot-Savartovog operatora

Dano je glatko vektorsko poljeV na
 , a vektorski potencijal A(V) za BS(V) de�niran je
formulom

A (V) (y) =
1
4�

Z




V (x)
jy � xj

d (� x) (3.1)

Ovdje će biti izlo�zena osnovna svojstva Biot-Savartovog operatora i njegovog vektor-
skog potencijala. Uo�cimo da neka od sljedećih svojstava vrijede za bilo koje vektorsko
polje V 2 VF (
 ), te da nam za druga svojstva trebaju ograni�cene pretpostavke poput: di-
vergencija odV je nula i da jeV tangenta na@
 . Drugim rije�cima, daV le�zi u potprostoru
�uidnih �cvorova K(
 ).

Osnovna svojstva:Neka je
 kompaktna domena u 3-prostoru s glatkim rubom@
 .
Neka je V glatko vektorsko polje de�nirano na
 . Tada:

(1) BS(V) i A(V) su dobro de�nirani u prostoru, tj. neodredeni integrali u de�nicijama
konvergiraju;

(2) BS(V) i A(V) su klase C1 na 
 i na 
 0 , tj. R3 � 
 . BS(V) je neprekidan na R3,
ali njegove derivacije obi�cno imaju prekide na podru�cju ruba@
 . A(V) je klase C1, ali
njegova druga derivacija obi�cno ima prekide na@
 ;

(3) � A (V) = � V u 
 i � A (V) = 0 u 
 0;
(4) r � A (V) = BS(V) na R3;
(5) Ako je V2 K (
 ), onda je divergencija odA(V) nula u R3;
(6) r � BS(V) = 0 u 
 i u 
 0;
(7) Ako je V2 K (
 ), ondar � BS(V) = V u 
 i r � BS(V) = 0 u 
 0;
(8) Ako je V2 K (
 ), onda

R
C

BS(V) � ds = 0 za sve zatvorene krivulje C na@
 koje
zatvaraju R3 � 
 ;

(9) Općenito,A(V) is�cezava u1 zbog �clana1=r, a BS(V) u 1 zbog �clana1=r2. Ako
V 2 K (
 ), ondaA(V) is�cezava u1 zbog �clana1=r2, a BS(V) is�cezava u1 zbog �clana
1=r3.

Dokazi vécine ovih osnovnih svojstava mogu se pronaći u literaturi [1]. Svojstvo (7)
sadr�zi prvu polovicu Teorema 3.1.2. i tócemo odmah dokazati.

Dokaz svojstva (7)

Pretpostavimo da jeV 2 K (
 ). Moramo dokazati

r y � BS(V) (y) = V(y); kada y2 


= 0; kada y2 
 0
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Od sada pa nadalje koristitćemo kráci zapisfV(y) u 
/ 0 u 
 0g, ili fV(y)/ 0g. Da bi
dokazali gornje svojstvo mo�ze nam pomóci sljedéca propozicija.

Propozicija 3.1.1.

r y � BS(V) (y) = fV(y) u 
 =0 u 
 0g

+
1
4�

r y

Z




r x � V(x)
jy � xj

d(� x)

�
1
4�

r y

Z

@


V(x) � n(x)
jy � xj

d(� x)

Ako je divergencija odV jednaka nuli, onda drugi�clan s desne strane jednakosti i�s�cezava.
Sli�cno, ako jeV tangenta na@
 , onda tréci �clan s desne strane jednakosti i�s�cezava. Ako
oboje vrijedi, odnosno ako jeV 2 K (
 ), onda dobijemo svojstvo (7).

Mo�zemo promotriti Propoziciju 3.1.1. u obliku Maxwellove jednad�zbe

r � B = J +
@E
@t

(3.2)

NekaV predstavlja gustócu strujeJ u domeni
 . U vremenut = 0 neka su volumna gustoća
naboja� �sirom
 i povr�sinska gustóca naboja� du�z @
 obje nula. Tada postavimo:

� = � (r � V) t na
 ; (3.3)

� = (V � n) t na@
 (3.4)

Jednad�zbu 3.3 za volumnu gustoću naboja� dobili smo iz jednad�zbe kontinuiteta

r � V = �
@�
@t

Sli�cno, jednad�zbu 3.4 za povr�sinsku gustócu naboja� smo dobili iz oblika jednad�zbe
kontinuiteta koja je prikladna za rub na�se domene. StrujuV opisujemo nabojima koji se
gibaju unutar
 , te onih koji se gibaju na rubu od
 . Prema tome, povr�sinska raspodjela
naboja (3.4) ima promjenu naboja u vremenu jednaku gustoći toka strujeV po rubu@
 .
Sada volumni naboji�sirom
 daju promjenjivo elektri�cno polje

E� (y; t) =
"

1
4�

r y

Z




r x � V(x)
jy � xj

d(� x)
#
t;
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a povr�sinski naboj du�z @
 daje promjenivo elektri�cno polje

E� (y; t) =
"
�

1
4�

r y

Z

@


V(x) � n(x)
jy � xj

d(� x)
#
t:

Oba polja se rasprostiru�sirom 3-prostora tako da ukupno elektri�cno polje

E (y; t) = E� (y; t) + E� (y; t)

ima vremensku promjenu

@E
@t

=
@E�

@t
+

@E�

@t
= E0

� + E0
� :

Sa tim zapisom, Propozicija 3.1.1. poprima oblik

r y � BS(V) = fV=0g+ E0
� + E0

� ; (3.5)

�sto je jednako Maxwellovoj jednad�zbi (3.2). Dokaz Propozicije 3.1.1. potvrduje ovu inter-
pretaciju.

Dokaz. Moramo odrediti

r y � BS(V) (y) = r y �
1
4�

Z




V(x) � (y � x)

jy � xj3
d(� x)

=
1
4�

Z



r y �

V(x) � (y � x)

jy � xj3
d(� x)

Potrebno nam je sljedeće pravilo produkta

r � (A � B) = (B � r ) A � (A � r ) B + A(r � B) � B(r � A)

Primjenjujúci tu formulu dobijemo:

r y �
V(x) � (y � x)

jy � xj3
=

 
(y � x)

jy � xj3
� r y

!
V(x) �

�
V(x) � r y

�  
(y � x)

jy � xj3

!

+ V(x) r y �
 
(y � x)

jy � xj3

!
�

 
(y � x)

jy � xj3

! �
r y � V(x)

�

Prvi i zadnji �clan s desne strane jednakosti su nula, jer se vr�si derivacijaV(x) po y, aV(x)
ovisi samo ox. Prema tome
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r y �
V(x) � (y � x)

jy � xj3
= V(x) r y �

 
(y � x)

jy � xj3

!
�

�
V(x) � r y

�  
(y � x)

jy � xj3

!

�Clan

r y �
 
(y � x)

jy � xj3

!

nas podsjéca na

r �
 

r̂
r2

!

Smjer vektorske funkcije ˆr=r2 u svakoj to�cki je radijalan tj. ”prema van”. Koristéci sferne
koordinate sa sredi�stem ux divergencija ove funkcije se mo�ze izra�cunati

r �
 

r̂
r2

!
=

 
1
r2

!
@
@r

 
r2 1

r2

!
=

1
r2

@
@r

(1) = 0

Proizlazi da je volumni integral
R

r� vd� nula. Pretpostavimo sada da�zelimo ovu vektorsku
funkciju integrirati po sferi radijusaRs centrom u ishodi�stu. Tada je povr�sinski integral

I
v � da =

Z � 1
R2

r̂
�

� (R2 sin� d� d� r̂)

=
 Z �

0
sin� d�

�  Z 2�

0
d�

�
= 4�

Uo�cimo kako se dobiveni rezultati ne sla�zu s Gaussovim teoremom o divergenciji. Izvor
problema je to�cka r = 0 i zbog svoje speci��cnosti pojavila se potreba za de�niranjem
Dirac-Delta funkcije

� 3 (r) =
(

0, akor = 0
1 , akor , 0

)

Vi �se o svojstvima Dirac-Delta funkcije mo�zemo pronáci u [1]. Prema tome

r �
 

r̂
r2

!
= 4�� 3 (r)
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Ekvivalentno

r y �
 
(y � x)

jy � xj3

!
= 4�� 3 (y � x)

Stoga

1
4�

Z



V(x) r y �

 
y � x

jy � xj3

!
d(� x) =

1
4�

Z



V(x) 4�� 3 (y � x) d(� x)

= V(y) u 
 =0 u 
 0

Do sada smo pokazali

r y � BS(V) (y) = fV(y)=0g �
1
4�

Z




�
V(x) � r y

�
 

y � x

jy � xj3

!
d(� x)

Sada se fokusiramo na drugi�clan i moramo pokazati da je

�
1
4�

Z




�
V(x) � r y

�
 

y � x

jy � xj3

!
d(� x) =

=
1
4�

r y

Z




r x � V(x)
jy � xj

d(� x) �
1
4�

r y

Z

@


V(x) � n
jy � xj

d(� x)

(3.6)

Zapo�cinjemo pisanjem svakog od ova tri�clana u obliku

�
1
4�

r y

Z



(:::) d(� x)

Krećući s lijeve strane tvrdimo da se podintegralna funkcija mo�ze zapisati na sljedeći na�cin

�
V(x) � r y

�
 

y � x

jy � xj3

!
= r y

 
V(x) �

 
y � x

jy � xj3

!!

Kako bi to mogli tvrditi, potrebno nam je pravilo produkta

r (V � W) = V � (r � W) + W � (r � V) + (V � r ) W + (W � r ) V (3.7)
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Tu formulu iskoristimo uvr�stavajúci da jer = r y, V = V(x) i W = (y � x)=jy � xj3.
Tri od �cetiri �clana s desne jednad�zbe 3.7 bitiće nula. Prvi�clan je nula jer jer y � W = 0.
Drugi �clan je nula jerr y � V(x) = 0. �Cetvrti �clan je nula jer je (W � r y) V(x) = 0.
Prema tome,r y (V � W) = (V � r y) W, a to je upravo ono�sto smo tvrdili. Prvi�clan s desne
strane jednad�zbe 3.6 je véc u tra�zenom obliku. Drugi�clan se mo�ze zapisati kao

Z

@


V(x) � n
jy � xj

d(� x) =
Z



r x �

 
V(x)

jy � xj

!
d(� x)

zahvaljujúci Gaussovom teoremu o divergenciji.
Sada kada su svi�clanovi u jednad�zbi 3.6 zapisani u�zeljenom obliku, tvrdimo da su podin-
tegralne funkcije na obje strane jednake, tj.

� V(x) �
(y � x)

jy � xj3
=

 
r x � V(x)

jy � xj

!
� r x �

 
V(x)

jy � xj

!

To je upravo posljedica pravila produkta

r � ( f A) = (r f ) � A + f (r � A)

te je prema tome dokaz Propozicije 3.1.1. gotov. �

Primjeri

Sada slijede tri primjera kako bi�sto bolje ilustrirali Propoziciju 3.1.1.

Primjer 3.1.1. Promotrimo vektorsko polje

V = @=@z = ẑ

na kugli
 polumjeraa sa sredi�stem u ishodi�stu. Uo�cimo da jeV 2 CG(
 ).

Promjenom u sferne koordinate (r; �; ' ), jednostavnim ra�cunom dobijemo

BS(V) =
(a3=3) (sin� )

r2
'̂ za r � a

= (1=3) r sin� '̂ za r � a:

Uo�cimo kako se unutar kugle BS(V) podudara sa poljem brzine tijela koje rotira konstant-
nom kutnom brzinom okoz-osi.
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Sada ra�cunamor � BS(V),

r � BS(V) =
�
a3=3

�
f
�
2 cos�=r3� r̂ +

�
sin�=r3� �̂ gza r � a

= (2=3)f
�
cos�

�
r̂ �

�
sin�

�
�̂ g= (2=3) V za r � a

Unutar domene
 vrijedi:

r � BS(V) = V + E0
�

Uvr�savanjemr � BS(V) = (2=3) V u jednad�zbu (3.5) dobijemoE0
� = (� 1=3) V.

Primjer 3.1.2. U ovom primjeru zapo�cinjemo s funkcijomf = 1=r na domeni
 izmedu
sfera polumjera 1 i 2 sa sredi�stem u ishodi�stu koordinatnog sustava. Promotrimo vektorsko
polje

V = r f = � r̂=r2

na toj domeni. Uo�cimo da je funkcijaf harmonijska i konstanta na svakoj komponenti
od @
 . Prema tome,V le�zi u potprostoru harmonijskih gradijenata HG(
 ) unutar VF(
 ).
Prema teoremu 3.1.5. uo�cavamo daV le�zi u jezgri Biot-Savartovog operatora.

Sada je samo potrebno potvrditi Maxwellovu jednad�zbu (3.5) uvr�stavajúci da je

E0
� = r̂=r2 unutar


= 0 izvan
 :

Primjer 3.1.3. U ovom primjeru zapo�cinjemo s funkcijomf (x; y; z) = x2+y2+z2� 1 = r2� 1
na jedini�cnoj kugli 
 sa sredi�stem u ishodi�stu i promatramo vektorsko polje

V = r f = 2rr̂

na toj kugli. Uo�cimo daV le�zi u potprostoru GG(
 ) unutar VF(
 ) i prema teoremu 3.1.5.
nalazi se u jezgri Biot-Savartovog operatora.

Sada preostaje samo potvrditi Maxwellovu jednad�zbu (3.5) ra�cunajúci da je

E0
� = � 2rr̂ unutar 


= � 2r̂=r2 izvan


i da je

E0
� = 0 unutar


= 2r̂=r2 izvan
 :
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Teorem 3.1.2.r � BS(V) = V vrijedi u 
 ako i samo ako je divergencija od V nula i ako
je V tangenta na@
 .

Uvjet da je divergencija odV nula i da jeV tangenta na@
 mo�ze se zapisati kao
V 2 K(
 ) = FK � HK.

Dokaz. Pola Teorema 3.1.2. već se pojavilo u svojstvu (7) kojeg smo dokazali; akoV 2
K(
 ) = FK � HK ondar � BS(V) = V u 
 . Prema tome, ako jeV 2 HG � GG, tada
je nemogúce da jer � BS(V) = V u 
 , osim akoV = 0 jer je prema Hodgeovom teoremu
dekompozicije slika rotacije upravo FK� HK � CG. Preostaje pokazati da jeV u CG,
ondar � BS(V) nikako ne mo�ze biti jednakV u 
 osim akoV = 0.

Dokaz zapo�cinjemo Maxwellovom jednad�zbom

r y � BS(V) (y) = fV(y) u 
 =0 u 
 0g �
1
4�

r y

Z

x2@


V(x) � n(x)
jy � xj

d(� x)

Prisjetimo se dokaza svojstva (7) i zapi�simo drugi�clan s desne strane jednakosti kao

E0
� (y) = �

1
4�

r y

Z

x2@


V(x) � n(x)
jy � xj

d(� x)

Premda jeE0
� promjena elektrostatskog poljaE� 0 u vremenu, ono je i samo elektros-

tatsko polje koje se javlja zbog gustoće naboja� (x) = V(x) � n(x) du�z @
 pa ga mo�zemo
zapisati

E0
� (y) = �r y  (y)

gdje

 (y) =
1
4�

Z

x2@


V(x) � n(x)
jy � xj

d(� x)

Dok je potencijalna funkcija neprekidna, elektrostatsko poljeE0
� će oṕcenito imati

prekide na@
 . Ipak, imamor � E0
� = 0 u 
 i r � E0

� = 0 u 
 0.

Tvrdimo da ako jeV , 0 vektorsko polje u CG, tadaE0
� ne mo�ze biti nula u
 . Podsje-

timo se de�nicije potprostora CG. Glatko vektorsko poljeV de�nirano na
 je u CG ako
i samo ako jeV = r ' , gdje je' harmonijska funkcija na
 i gdje je tok odV kroz svaku
komponentu od@
 nula. To zna�ci, za svaku komponentu@
 i od@
 imamo

Z

@
 i

V(x) � n(x) d(� x) =
Z

@
 i

� (x) d(� x) = 0
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Pretpostavimo sada da jeE0
� = 0 u 
 . Moramo pokazati da jeV = 0. Prvoćemo

pokazati da jeE0
� = 0 u 
 0, tj. R3 � 
 . Pretpostavka daE0

� = 0 unutar
 nam ka�ze da 
mora biti konstantna na svakoj komponenti@
 i od@
 0 = @
 .

Sada promatramo polje E0
� u 
 0 i koristimo standardni trik u elektrodinamici ra�cunajúci

njegovu divergenciju

r � ( E0
� ) = (r  ) � E0

� +  (r � E0
� ) = � E0

� � E0
� = �

���E0
�

���2

Dakle,

Z


 0

���E0
�

���2 d� = �
Z


 0
r � ( E0

� ) d� = �
Z

@
 0
( E0

� ) � n0 d�

gdje jen0 jedini�cni vektor normale od
 0, takav da jen0 = � n. Kori�stenje teorema o
divergenciji u
 0 zahtijeva komentar jer je jedna od njegovih komponenti neograni�cena.
Ta neograni�cena komponenta treba biti aproksimirana s ograni�cenom domenom (pretpos-
tavljajući da 
 0 ima vi�se domena) s jednom rubnom komponentom koja ide prema be-
skona�cnosti. Tok od E0

� kroz tu rubnu komponentu trne dok se ono povećava prema1
jer povr�sina raste zbogr2, dok poljeE0

� trne zbog�clana 1=r2, a potencijal trne zbog�clana
1=r.

Mo�zemo nastaviti

Z


 0

���E0
�

���2 d� = �
Z

@
 0
( E0

� ) � n0 d� = �
X

i

 i

Z

@
 i

E0
� � n0 d�

jer je  konstantna i ima vrijednost i na svakoj komponenti@
 i. Sada pomócu Ga-
ussovog zakona

Z

@
 0
E0

� � n0 d� = � ukupan nabo j”unutar” @
 i

= �
X

neki j

Z

@
 j

� (x) d(� x) = 0;

jer je ukupan naboj na svakoj zasebnoj komponenti@
 j od@
 nula�sto se vidi iz Slike
3.2.
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Slika 3.2: Komponente domene
 i njegovog komplementa
 0

Prema tome,
R


 0

���E0
�

���2 d� = 0 i zatoE0
� � 0 u 
 0.

Sada imamoE0
� � 0 u 
 i u 
 0. Primjenjujúci Gaussov zakon na@
 zaklju�cujemo da

je povr�sinska raspodjela naboja� nula. Budúci da je� (x) = V(x) � n(x), zaklju�cujemo da
je V tangenta na rub od
 . StogaV 2 K(
 ). V = 0 zato�sto je K(
 ) \ CG = 0 i time je
zavr�sen dokaz Teorema 3.1.2. �

Teorem 3.1.3.Dodatak Teoremu 3.1.2.r � BS(V) = 0 vrijedi u 
 0 ako i samo ako
V 2 K(
 ) = FK � HK � HG � GG.

Ovaj uvjet je ekvivalentan tome da jeV okomit na potprostor CG u VF(
 ).

Dokaz. Znamo iz svojstva (7) da akoV le�zi u K(
 ) = FK � HK, ondar � BS(V) = 0 u

 0. Vidjet ćemo u dokazu Teorema 3.1.5 da akoV 2 HG � GG, onda BS(V) = 0 �sirom
3-prostora, pa je onda sigurno ir � BS(V) = 0 u
 0. Time je dokazano pola ovog teorema.

Ostaje nam pokazati da ako jeV u CG, ondar � BS(V) ne mo�ze biti nula u
 0, osim
akoV = 0 u 
 . Dokaz ovoga se bazira na Maxwellovoj jednad�zbi kao i u dokazu Teorema
3.1.2. Sve se na isti na�cin dokazuje, osim�sto je u ovom slu�caju rije�c o 
 0, a ne o
 pa
ćemo taj dokaz izostaviti. �

Korolar 3.1.4. Vektorski potencijal A(V) ima divergenciju jednaku nula ako i samo ako je
divergencija od V nula i V tangenta na rub od
 .

Dokaz. Iz svojstva (5) znamo da ako je divergencija odV nula i ako jeV tangenta na@
 ,
tada vektorski potencijalA(V) ima divergenciju nula. Podsjetimo se s te liste svojstava

(3) � A (V) = � V u 
 i � A (V) = 0 u 
 0 ;
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(4) r � A (V) = BS(V) za8V 2 VF(
 )

Sada primjenimo pravilo produkta

r � (r � W) = r (r � W) � � W

za bilo koje vektorsko poljeW, i zapi�simo tu formulu s A(V) umjestoW

r � (r � A(V)) = r (r � A(V)) � � A(V)

Koristéci svojstva (3) i (4), supstituiramo BS(V) zar � A (V) = BS(V) s lijeve strane, iV
za� � A(V) te dobijemo

r � BS(V) = r (r � A(V)) + V

Ako je divergencija od A(V) nula, tada dobijemo

r � BS(V) = V unutar


�sto po Teoremu 3.1.2 povla�ci da je V2 K(
 ). Zaklju�cujemo da je divergencija od A(V)
nula ako i samo ako jeV 2 K(
 ), �sto je i tvrdnja korolara. �

Teorem 3.1.5.Jezgra Biot-Savartovog operatora je prostor gradijenata vektorskih polja
koji su okomiti na rub od
 .

Dokaz. (Lak�si dokaz) Pretpostavimo da jeV jednak gradijentu vektorskog polja koji je
okomit na@
 , odnosnoV 2 HG � GG. Potrebno je pokazati da BS(V) = 0 �sirom 3-
prostora, a ne samo u
 . Zapo�cinjemo s lemom koja je iskazana bez dokaza na str. 56 u
[1].

Lema 3.1.6.Neka je V glatko vektorsko polje na domeni
 , i neka je n jedini�cno normalno
vektorsko polje na@
 . Tada

Z



r � V d� = �

Z

@

V � n d�

Dokaz. Krenimo od Gaussovog teorema o divergenciji
Z



r � V d� =

Z

@

V � n d�

ZamjenimoV saV � C, pri �cemu jeC bilo koji konstantni vektor
Z



r � (V � C) d� =

Z

@

(V � C) � n d�
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Zapisujúci da je r � (V � C) = (r � V) � C i pomi�cući C izvan integrala, lijeva strana
jednakosti postane

C
Z



r � V d�

Zapisujúci da je (V � C) � n = � (V � n) � C i ponovno pomi�cući C izvan integrala, desna
strana jednakosti postane

� C
Z

@

V � n d�

Jer su lijeva i desna strana jednakosti jednake za svakiC, slijedi
Z



r � V d� = �

Z

@

V � n d�

i time je dokazana lema. �

Pretpostavimo sada da jeV = r ' , odnosno da jeV jednak gradijentu vektorskog polja
na
 koje je okomito na@
 , �sto zna�ci da je' konstantno na svakoj komponenti@
 i od@
 .
Moramo pokazati da je BS(V) = 0. Zapo�cnimo s formulom Biot-Savartovog operatora

BS(V) (y) =
1
4�

Z



V(x) �

y � x

jy � xj3
d (� x)

Fiksirajmoy, i zapi�simo da jeW = (y � x)=jy � xj3. Tada

BS(V) =
1
4�

Z



(r ' ) � W d�

Sada promotrimo vektorsko polje' W na
 i primijenimo rotaciju

r � (' W) = (r ' ) � W + ' (r � W) = (r ' ) � W

Prema tome

BS(V) =
1
4�

Z



r � (' W) d�

�Zeljeli bismo iskoristiti pro�slu lemu da zamjenimo desnu stranu jednakosti sa ovim izrazom

�
1
4�

Z

@

(' W) � n d�
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Medutim, vektorsko polje' W ne odgovara sasvim hipotezi leme jer ima izoliranu sin-
gularnost u to�cki y (za koju mo�zemo pretpostaviti da se nalazi u unutra�snjosti od
 ). Ako
tu singularnost okru�zimo malom sferom, vektorsko polje' W će biti okomito na sferu i
zbog togáce integral

R
(' W) � n d� po toj maloj sferi biti nula. Zaklju�cujemo da se lema

ovdje mo�ze primjeniti, bez obzira na singularnost. To i�cinimo, pa nastavljamo

BS(V) = �
1
4�

Z

@

(r ' ) � W d�

= �
1
4�

X

i

' i

Z

@
 i

W � n d�

gdje je' i konstantna vrijednost od' na
 i. Sada tvrdimo da je za svakii
Z

@
 i

W � n d� = 0

Kako bi to mogli uo�citi, neka je
 i kompaktna domena u 3-prostoru ograni�cena s@
 i. Tada
koristéci lemu jo�s jedanput

Z

@
 i

W � n d� = �
Z


 i

r � W d�

sa znakom� ovisno o tome je lin u smjeru prema van ili prema unutra od
 i. U
svakom slu�caju, r � W = 0, stoga integral is�cezava. Zaklju�cujemo, BS(V) = 0 �sirom
3-prostora. �

Dokaz. (Te�zi dokaz)

Propozicija 3.1.7. Neka je
 kompaktna domena s glatkim rubom u 3-prostoru i neka je
V glatko vektorsko polje de�nirano na
 �cija je divergencija jednaka nuli. Neka je E0

�
elektrostatsko polje koje se javlja zbog raspodjele naboja� (x) = V(x) � n(x) du�z@
 . Tada

Z

3� prostor

���E0
�

���2 d� �
Z



jVj2 d�

(Energija elektrostatskog polja E0� �sirom 3-prostora je ograni�cena odozgo s energijom
po�cetnog polja V u
 .)

Dokaz. S obzirom na dano vektorsko poljeV �cija je divergencija nula, mo�zemo oduzeti od
V njegovu ortogonalnu projekciju u prostor K(
 ) = FK � HK. To će ostaviti elektrostatsko
polje E0

� nepromjenjenim, a najgore�sto se mo�ze dogoditi jest smanjivanje energije odV.
Prema tome, prilikom dokazivanja ove propozicije nema gubitaka pretpostavljajući da je
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V već okomit na taj potprostor, te da je jednak gradijentu vektorskog polja i da mu je
divergencija nula. Dakle, mo�zemo pisati

V = r '; sa� ' = 0

Na isti na�cin

E0
� (y) = �r y  (y)

gdje

 (y) =
1
4�

Z

@


V(x) � n(x)
jx � yj

d (� x)

Lema 3.1.8.
Z

3� prostor

���E0
�

���2 d� =
Z

@

 

@'
@n

d�

Dokaz. Jer je povr�sinska raspodjela naboja� du�z @
 dana sa

� (x) = V(x) � n(x) =
�
r ' (x)

�
� n(x) =

� @'
@n

�
(x)

mo�zemo zapisati jednad�zbu kao
Z

3� prostor

���E0
�

���2 d� =
Z

@

 � d�

Ovakav zapis jasnije prikazuje povezanost podintegralne funkcije s desne strane ( � )
sa poljemE0

� . Funkcija� je povr�sinska raspodjela naboja du�z @
 , a funkcija je elektros-
tatski potencijal zaE0

� , tj. E0
� = �r  .

Dokaz je malo la�si za prikazati ako zamjenimo povr�sinsku raspodjelu naboja� s vo-
lumnom raspodjelom naboja� u maloj okoliniN(@
 ) od@
 i da jeE0

� = �r  rezultirajúce
elektrostatsko polje, jer tada mo�zemo zapisatir � E� = � .

Sada moramo pokazati da je
Z

3� prostor

���E0
�

���2 d� =
Z

N(@
 )
 � d�

Zapi�simo desnu stranu jednakosti kao
Z

N(@
 )
 (r � E0

� ) d�
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Slijedi

r � ( E0
� ) = (r  ) � E0

� +  (r � E0
� ) = �

���E0
�

���2 +  (r � E0
� )

Prema tome
Z

N(@
 )
 � d� =

Z

N(@
 )
 (r � E0

� ) d�

=
Z

N(@
 )
r � ( E0

� ) d� +
Z

N(@
 )

���E0
�

���2 d�

Ako u integralu s lijeve strane jednakosti zamjenimoN(@
 ) sa bilo kojom vécom do-
menom, nazovimo ju
 � , vrijednost integrala se neće promjeniti jer� = 0 izvanN(@
 ).
Prema tome, jednad�zba iznad i dalje vrijedi akoN(@
 ) zamjenimo s
 � u svakom od tri
integrala

Z


 �
 � d� =

Z


 �
r � ( E0

� ) d� +
Z


 �

���E0
�

���2 d�

Primjenimo Gaussov teorem o divergenciji na prvi integral s desne strane jednakosti, pa
imamo

Z


 �
 � d� =

Z

@
 �
( E0

� ) � n d� +
Z


 �

���E0
�

���2 d�

Zamislimo domenu
 � i njezin rub kako se povécavaju u beskona�cnost. Tada trne zbog
�clana 1=r, dok E0

� trne zbog�clana 1=r2, a povr�sina od@
 � raste zbogr2. Prema tome,
vrijednost prvog integrala s desne strane jednakosti se smanjuje jer ima�clan 1=r, stoga te�zi
u nulu. Zapi�simo

Z

N(@
 )
 � d� =

Z

3� prostor

���E0
�

���2 d�

i to je tra�zeni rezultat za volumnu raspodjelu naboja.

Ako sa�zmemoN(@
 ) prema povr�sini @
 , gornji rezultat za volumnu raspodjelu naboja
će te�ziti rezultatu kojeg smo dobili za povr�sinsku raspodjelu naboja

Z

@

 � d� =

Z

3� prostor

���E0
�

���2 d�

i s time smo dokazali lemu. �
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Zavr �setak dokaza Propozicije 3.1.7.

Sada se prisjetimo Greenovog prvog identiteta. Neka jeA =  r � . Tada

r � A = r � ( r � ) = r  � r � +  � � = r  � r �

jer je � � = 0. Stoga
Z



� E0

� � V d� =
Z



r  � r � d� =

Z



r � A d� =

Z

@

A � n d�

=
Z

@

 r � � n d� =

Z

@

 

@�
@n

d� =
Z

3� prostor

���E0
�

���2 d�

Nadalje
Z

3� prostor

���E0
�

���2 d� =
Z



� E0

� � V d�

�
 Z




���E0
�

���2 d�
!1=2

�
 Z



jVj2 d�

!1=2

�
 Z

3� prostor

���E0
�

���2 d�
!1=2

�
 Z



jVj2 d�

!1=2

Dakle
Z

3� prostor

���E0
�

���2 d� �
Z



jVj2 d�

kako smo i tvrdili, te je s time zavr�sen dokaz Propozicije 3.1.7. �

Zavr �setak dokaza Teorema 3.1.5.

Pokazali smo da HG� GG, tj. prostor gradijenata vektorskih polja okomitih na rub
od 
 , le�zi unutar jezgre Biot-Savartovog operatora BS : VF(
 ) ! VF(
 ).

Sada moramo pokazati da se ni�sta drugo ne nalazi u jezgri. Tócemo u�ciniti pretpostav-
ljajući da jeV okomit na GG (ekvivalentno, da mu divergencija is�cezava) i da je BS(V) = 0
te ćemo pokazati daV mora le�zati u HG. Prvo uo�cavamo, zbog tih pretpostavki, daV mora
biti jednak gradijentu vektorskog polja. Kako bi to vidjeli, uzmimo u obzir Maxwellovu
jednad�zbu u
 ,

r y � BS(V) (y) = V(y) �
1
4�

r y

Z

x2@


V(x) � n(x)
jx � yj

d(� x) (3.8)
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zapisanu u obliku prikladnom za bilo koje vektorsko poljeV �cija je divergencija nula.

Ako V ima komponentu razli�citu od nule u potprostoru FK� HK, onda bi ta kom-
ponenta ”pre�zivjela” kada bi ra�cunali r � BS(V), jer Maxwellova jednad�zba ka�ze da se
r � BS(V) razlikuje odV za gradijent vektorskog polja. Iz�cega slijedi da ne postoji takav
V koji bi mogao biti u jezgri od BS.

Dakle, mo�zemo pretpostaviti da jeV jednak gradijentu vektorskog polja i zapisati
V = r ' . Budúci da jeV okomit na GG, funkcija' mora biti harmonijska. Kako bi pokazali
daV le�zi u HG, moramo pokazati da je funkcija' konstantna na svakoj komponenti od@
 .

Uo�cimo najprije da je drugi�clan s desne strane jednakosti Maxwellove jednad�zbe (3.7)
upravo elektrostatsko poljeE0

� (y). Stoga

r � BS = V + E0
� (3.9)

Sada, ako je BS(V) = 0, onda jeE0
� = � V u 
 . Proizlazi daE0

� mora biti nula izvan
 ,
jer po Propoziciji 3.1.7. jednostavno nema vi�se energije. To zauzvrat podrazumijeva kako
elektrostatska potencijalna funkcija za poljeE0

� mora biti konstantna na svakoj kompo-
nenti od@
 .

Tri jednad�zbe

E0
� = �r  (svuda)

V = r � (unutar
 )

E0
� = V (unutar
 )

ka�zu nam

r � = r  (unutar
 )

Prema tome

� =  + neka konstanta

na svakoj komponenti od
 , gdje konstanta mo�ze ovisiti o komponenti.

Prema tome,� nasljeduje od svojstvo konstantnosti na svakoj komponenti od@

i zatoV = r � mora le�zati u HG,�sto je i tra�zeni zaklju�cak. S time zavr�sava dokaz Teorema
3.1.5. Medutim, dokazali smo i ne�sto vi�se. �
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Teorem 3.1.9.Jezgra odr� BSje isto prostor gradijenata vektorskih polja koji su okomiti
na rub od
 .

Ovo slijedi iz prethodnog dokaza, jer jedini na�cin na koji smo mogli iskoristiti hipotezu
da je BS(V) = 0 je da postavimor � BS(V) = 0 na lijevoj strani Maxwellove jednad�zbe
(3.8).

Teorem 3.1.10.Slika Biot-Savartovog operatora je pravi potprostor slike rotacije, �cija je
ortogonalna projekcija u potprostorFK (�uidnih �cvorova) injektivna.

Dokaz. Prisjetimo se Hodgeovog teorema dekompozicije

VF (
 ) = FK � HK � CG� HG � GG

Iz Teorema 3.1.5. znamo da je jezgra BS-operatora potprostor HG� GG od VF(
 ).
Znamo iz teorema 3.1.11. da je taj operator hermitski. Slijedi da slika od BS le�zi u orto-
gonalnom komplementu jezgre, tj. unutar potprostora FK� HK � CG, �sto je upravo slika
rotacije.

S druge strane, formular � A (V) = BS(V), koja se pojavljuje kao svojstvo (4), nam
ka�ze da slika od BS le�zi u slici rotacije. Sada proizlazi iz Teorema 3.1.5. i 3.1.9. da je

im (BS)\ ker (curl) = 0 (3.10)

i prema Hodgeovom teoremu dekompozicije jezgra rotacije je HK� CG� HG � GG.
Ortogonalna projekcija slike od BS u FK mora biti injektivna. Iz toga proizlazi da je slika
od BS pravi potprostor slike rotacije i s time zavr�savamo dokaz Teorema 3.1.10. �

Nemogúca magnetska polja

Tra�zimo glatka vektorska poljaU na kompaktnoj, glatko ograni�cenoj domeni
 u 3-prostoru
za koje je nemogúce pronáci glatko vektorsko poljeV na 
 koje zadovoljava jednad�zbu
U = BS(V). Takvo poljeU nazvatćemo nemogúcim magnetskim poljem.

Naravno, jednad�zba 3.10 ka�ze da je bilo koje vektorsko poljeU , 0 u HK � CG �
HG � GG upravo nemogúce magnetsko polje.

Promotrimo sljedéci primjer vektorskog polja brzineU ”metka koji se ubrzano giba”
kao na Slici 3.3. Vizualizirajmo jedini�cnu kuglu
 u 3-prostoru kao olovni metak koji biva
ispucan iz vatrenog oru�zja. Zbog u�zljebljivanja cijevi, metak prolaskom kroz cijev rotira.
U cilindri �cnim koordinatamar; '; z; vektorsko polje brzineU je dano sa

U = r'̂ + ẑ
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Uo�cimo da prvi pribrojnikr '̂ le�zi u FK, dok drugi pribrojnikẑ le�zi u CG. Sada pogle-
dajmo Primjer 3.1.1. Tamo smo zapo�celi sa vektorskim poljemV = ẑ na jedini�cnoj kugli i
izra�cunali njegovo magnetsko polje unutar kugle

BS(V) = (1=3) r sin� '̂ (sferne koordinate)
BS(V) = (1=3) r '̂ (cilindri�cne koordinate).

Slika 3.3: Nemogúce magnetsko polje na jedini�cnoj kugli 


Pi�súci u cilindri�cnim koordinatama slijedi

BS(3V) = r '̂ .

Uo�cimo kakoU i BS(3V) imaju istu ortogonalnu projekciju u potprostor FK, pa prema
teoremu 3.1.10. vektorsko poljeU ne mo�ze biti Biot-Savartova tranformacija bilo kojeg
vektorskog polja na
 .

Sljedéci teorem podijelit́cemo u tri dijela.

Teorem 3.1.11.(1) Biot-Savartov operatorBS: VF(
 ) ! VF(
 ) je ograni�cen, i stoga se
pro�siruje na ograni�cen operator u prostoru L2

BS : VF(
 ) ! VF(
 )
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(2) OperatorBS : VF(
 ) ! VF(
 ) je kompaktan.
(3) OperatorBS : VF(
 ) ! VF(
 ) je hermitski s de�niranim L2 skupom kvadratno inte-
grabilnih funkcija, tj.hV1;BS(V2)i = hBS(V1);V2i za sva vektorska polja V1 i V2 u VF(
 ).

Dokaz da je BS-operator ograni�cen zahtjeva sljedeću lemu.

Lema 3.1.12.Neka je� skalarna funkcija sa svojstvom da

N
 (� ) = maxy

Z



j� (y � x)j d(� x)

je kona�cna, a ra�cunamo ju uzimajući maksimalnu vrijednosti y2 R3. Tada je operator
T� : VF(
 ) ! VF(
 ) de�niran kao

T� (V)(y) =
Z



V(x) � � (y � x)

y � x
jy � xj

d(� x)

ograni�cen i vrijedi
���T� (V)

��� � N
 (� ) jVj

Dokaz. Fiksirajmoy 2 
 . Tada koristéci Cauchy-Schwartzovu nejednakost
���T� (V)(y)

��� �
Z



jV (x)j j� (y � x)j d(� x)

=
Z




���V (x) f� (y � x)g1=2
���
���f� (y � x)g1=2

��� d(� x)

�
 Z



jV (x)j2 j� (y � x)j d(� x)

!1=2 Z



j� (y � x)j d(� x)

!1=2

�
�
N
 (� )

� 1=2
 Z



jV (x)j2 j� (y � x)j d(� x)

!1=2

Kvadriramo obje strane, integriramo i iskoristimo Fubinijev teorem da bi dobili
Z




���T� (V)(y)
��� d(� y) � N
 (� )

Z




Z



jV (x)j2 j� (y � x)j d(� x) d(� y)

= N
 (� )
Z



jV (x)j2

 Z



j� (y � x)j d(� y)

!
d(� x)

� N
 (� )2
Z



jV (x)j2 d(� x)
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Korijenujemo i dobijemo
���T� (V)

��� � N
 (� ) jVj

Zaklju�cujemo da jeT� ograni�cen operator, kao�sto smo i tvrdili. �

Dokaz dijela (1) iz Teorema 3.1.11.

Dokaz. De�nirajmo opti�cku mjeru od
 , u zapisu OS(
 ) i neka je to broj

OS(
 ) = maxy

Z




1

j(y � x)j2
d(� x)

Integral iznad zapisan mo�ze se shvatiti kao mjera napora potrebnog da opti�cki skeni-
ramo domenu
 iz to�ckey. Opti�cka mjera od
 je maksimalan napor potreban da skeni-
ramo
 iz bilo koje to�cke, tj. lokacije. Tada, koristeći se lemom 3.1.12.

BS(V) (y) =
1
4�

Z



V(x) �

y � x

jy � xj3
d (� x)

=
���T� 0(V)(y)

���

gdje

� 0 (y � x) =
1
4�

 
1

jy � xj2

!

Lema nam odmah daje zaV 2 VF(
 )

jBS(V)j �
1
4�

OS(
 ) jVj

Zaklju�cujemo da je BS: VF(
 ) ! VF(
 ) ograni�ceni operator.

Sada, nekaVF(
 ) ozna�cavaL2 skup prostora VF(
 ). Odnositićemo se prema elemen-
tima iz VF(
 ) kao L2 vektorskim poljima. Tada mo�zemo pro�siriti Biot-Savartov operator
na ograni�ceni operator

BS : VF(
 ) ! VF(
 )

sa istim rubom kao i iznad. S tim zavr�savamo dokaz dijela (1). �
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Dokaz dijela (2) iz Teorema 3.1.11.

Dokaz. Kako bi dokazali da je BS-operator kompaktan, koristimo dvije standardne tvrdnje
iz funkcijske analize. Prva je tvrdnja da za svaku kompaktnu domenu
 , ako je � (x)
neprekidna naR3, tada integralni operator

(T� f )(y) =
Z



� (y � x) f (x) d(� x)

de�nira kompaktni operatorT� : L2(
 ) ! L2(
 ) (Teorem 3.1.5, str. 53 u [15]).

Druga je tvrdnja da je grani�cna norma kompaktnih operatora kompaktna (Lema 3.1.3,
str. 52 u [15]). Sada neka je

� N (x) =

8
>>>>>><
>>>>>>:

N2

4�
, akojxj �

1
N

1

4� jxj2
, akojxj �

1
N

9
>>>>>>=
>>>>>>;

Uo�cimo da je� N neprekidna funkcija i da je

N
 (� 0 � � N) = maxy

Z



j� 0 (y � x) � � N (y � x)j d(� x)

�
1
4�

Z

jxj� 1=N

  
1

jxj2

!
� N2

!
d(� x)

�
1
4�

Z

jxj� 1=N

 
1

jxj2

!
d(� x) =

1
N

Po prvoj tvrdnji iz funkcionalne analizeT� N je kompaktan operator izVF(
 ) u VF(
 ).
Po lemi vidimo kako

���T� N � T� 0

��� ! 0, kadaN ! 1 . Po drugoj tvrdnji zaklju�cujemo kako
je T� 0 kompaktan. Véc smo napisali da je BS(V) =

���T� 0(V)
��� pa koristéci drugu tvrdnju

funkcionalne analize zaklju�cujemo da je BS :VF(
 ) ! VF(
 ) kompaktan operator. �
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Dokaz dijela (3) iz Teorema 3.1.11.

Dokaz. Lako je pokazati za�sto je BS-operator hermitski. Pretpostavimo da suV1 i V2 glatka
vektorska polja u
 . Tada

hV1;BS(V2)i =
Z



V1(y) � BS(V2)(y) d(voly)

=
Z



V1(y) �

 
1
4�

Z



V2(x) �

y � x

jy � xj3
d (� x)

!
d(� y)

=
1
4�

Z


 � 

V1(y) � V2(x) �

 
y � x

jy � xj3

!
d (� x) d(� y)

=
1
4�

Z


 � 

V2(y) � V1(x) �

 
y � x

jy � xj3

!
d (� x) d(� y)

= hV2;BS(V1)i

Prema tome, BS : VF(
 ) ! VF(
 ) je hermitski operator i ostaje hermitski kada se
pro�siri naL2 skupVF(
 ) od VF(
 ) i time je Teorem 3.1.11. dokazan. �



Poglavlje 4

Primjena Biot-Savartovog operatora

U ovom poglavlju prikazatícemo kratki povijesni pregled interesantan za ovu tematiku
te dati detaljniji pregled jednog podru�cja. Povijesni pregled po�cet ćemo teorijom poten-
cijala, nastaviti preko funkcionalne analize, dinamike �uida, elektrodinamike i topologije
pa sve do Hodgeovog teorema dekompozicije. Kao�sto je mogúce primijetiti po ovim gra-
nama, matemati�cke zakonitosti usko su povezane s obja�snjavanjem �zikalnih pa i biolo�skih
pojava. Zapo�cinjemo s postojanjem i jedinstvenosti rje�senja Dirichletovog problema za
Laplaceovu jednad�zbu koji se pojavljuje i u dokazu Hodgeovog teorema dekompozicije
prilikom karakterizacije potprostora harmonijskih gradijenata.

Godine 1777. Joseph Louis Lagrange uvodi funkciju (x; y; z) pridru�zenu masama za
koju je Pierre Simon Laplace 1782. godine pokazao da zadovoljava jednad�zbu

@2 
@x2

+
@2 
@y2

+
@2 
@z2

= 0 (4.1)

u svim to�ckama u kojima nema mase. Siméon Denis Poisson je, na osnovu Coulombo-
vog zakona, uveo sli�cnu funkciju� (x; y; z) kojoj doprinose svi naboji jednog elektri�cnog
sustava obrnuto proporcionalno s udaljeno�sću. Zatim je, kao�sto je to u�cinio Lagrange u
slu�caju gravitacijskih privla�cnih sila, dokazao da parcijalne derivacije� @�

@x ; � @�
@y ; � @�

@z , daju
komponente elektri�cne sile u to�cki (x; y; z). Petnaest godina kasnije George Green daje
funkciji � univerzalno ime potencijal. Sljedeći zna�cajan doprinos Poissona, zabilje�zen
1813. godine, pro�sirenje je Laplaceove jednad�zbe 4.1 tako da uklju�ci to�cke zauzete mate-
rijalom

@2 
@x2

+
@2 
@y2

+
@2 
@z2

= 4�� (4.2)

gdje je� volumna gustóca mase. Jednad�zba 4.2 nazvana je Poissonovom, a njena valjanost
je oṕca pa je stoga primjenljiva i u elektrostatici o�cemu je Poisson pisao u svojim knjigama.

45



46 POGLAVLJE 4. PRIMJENA BIOT-SAVARTOVOG OPERATORA

Primjene matemati�cke analize na elektricitet i magnetizam, koje je 1828. godine Green
opisao u svojem radu, bile su zanemarene sve dok njihovu va�znost nije uo�cio William
Thomson. U svojim spisima, Green je opisao danas poznatuGreenovu funkciju�cija je pos-
tojanost ekvivalentna rje�sivosti Dirichletovog problema za Laplaceovu jednad�zbu. Premda
Green nije dao kompletni dokaz, on je prvi ustanovio karakterizaciju Dirichletovog pro-
blema: ”Pretpostavimo da Laplaceova jednad�zba vrijedi u odredenom prostoru, a rje�senje
jednad�zbe je de�nirano na rubu tog prostora. Tako postavljen problem naziva se Dirichle-
tov problem ili rubni problem prve vrste.” Nadalje, dokazivanjem Dirichletovog problema
bavili su se Karl Weierstrass i njegovi u�cenici, a u kona�cnici je David Hilbert ustanovio
valjanost Dirichletovog problema za Laplaceovu jednad�zbu. Paralelno se razvija funkci-
onalna analiza i Hilbert opisuje prostor kvadratno integrabilnih funkcija.

U podru�cju dinamike �uida, Herman von Helmholtz prou�cavao je gibanje idealnih
�uida (nestla�civi i nemaju unutarnjeg (viskoznog) trenja) te se suo�cio s problemom pro-
nala�zenja vektorskog poljaV ako poznajemo njegovu rotaciju. Rezultat je bila poznata
Helmholtzova dekompozicija prema kojoj bilo koje vektorsko poljeV mo�ze biti jedins-
tveno ra�s�clanjeno na solenoidalni dio i bezvrtlo�zni dio koji je prikazan preko gradijenta
skalarnog polja. Helmholtz je pro�sirio Riemannovu ideju o povr�sinama te prvi opisao
zna�cenje jednostruko povezanog podru�cja 
 u R2. To je podru�cje koje ima svojstvo da
se svaka zatvorena krivulja u
 mo�ze bez prekidanja stegnuti na to�cku ne izlazéci iz 
 :
Nadalje, opisao je i pojam vi�sestrukog povezanog podru�cja 
 u oznakama maksimalnog
broja popre�cnih presjeka (� ; @� ) � (
 ; @
 ) koji se mogu bez njihovog presijecanja izdvo-
jiti iz 
 . Ove topolo�ske ideje razvio je Thomson u okviru homologija topolo�skih prostora
i razmotrio J. C. Maxwell u podru�cju dinamike �uida i elektrodinamike.

Helmholtzove matemati�cke pretpostavke o vrtlozima, njihovim vibracijama i o njihovoj
stabilnosti�cinile su poticaj Thomsonovog razmi�sljanja kako zatvoreni vrtlozi mogu pred-
stavljati stabilne dinami�cke kon�guracije u medijima. Thomson je u svojem raduOn vortex
motionpostavio ideju atoma kao vrtloga koji se nalaze u eteru. Primjena Biot-Savartovog
zakona u aerodinamici takoder zadire u podru�cje teorije vrtloga. U aerodinamici induci-
rane struje zraka stvaraju prstene oko vrtlo�zne osi koja je analogna gustoći struje, a struje
zraka u aerodinamici analogne su magnetskom poljuB u magnetizmu.

Kao�sto je re�ceno, dokazivanje svojstava Biot-Savartovog operatora uklju�cuje kori�stenje
Hodgeovog teorema dekompozicije. Veli�cine koje su usko povezane sa Biot-Savartovim
operatorom jesubroj prijevoja krivulje koja se pokazala bitnom u molekularnoj biologiji
pri prou�cavanju fenomena superzavijanja DNA i enzima koji utje�cu na nju tehelicitetvek-
torskog polja koja igra va�znu ulogu u �zici plazme i dinamici �uida.
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4.1 Helicitet i broj prijevoja

Helicitet H(V) glatkog vektorskog poljaV na domeni
 u 3-prostoru de�niran formulom

H(V) =
1
4�

Z


 � 

V(x) � V(y) � (x � y)=jx � yj3 d(� x) d(� y)

je standardna mjera uvijanja linija polja oko linija drugog polja. Predstavio ju je Wol-
tjer 1958. godine, a dao naziv Mo� att 1969. godine.

Broj prijevoja Wr(K) glatke krivuljeK u 3-prostoru parametrizirane duljinom luka de-
�niran formulom

Wr(K) =
1
4�

Z

K� K
(dx=ds� dx=dt) � (x � y)=jx � yj3 ds dt

je standardna mjera uvijanja krivulje same oko sebe, a predstavio ju je C�alug�areanu
1959.-1961. i dao naziv Fuller 1971. godine. Primjena heliciteta se o�cituje u �zici plazme,
teoriji �cvorova, magnetohidrodinamici i u problemima minimizacije energija vektorskih
polja.

Mo�zemo uo�citi kako je helicitet za vektorska polja analogan broju uvoja za�cvorove.
Obje formule iznad su varijante formule za vezni broj dvaju razdvojenih, zatvorenih, pros-
tornih krivulja [Gauss, 1833].

Helicitet odV je usko povezan sa Biot-Savartovim operatorom,

H(V) =
1
4�

Z


 � 

V(x) � V(y) � (x � y)=jx � yj3 d(� x) d(� y)

=
Z



V(y) �

"
1
4�

Z



V(x) � (x � y)=jx � yj3 d(� x)

#
d(� y)

=
Z



V(y) � BS(V)(y) d(� y)

=
Z



V � BS(V) d�;

pa je helicitet odV jednakL2 prostoru kvadratno integrabilnih funkcijaV i BS(V),
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H(V) = hV;BS(V)i

Upravo zbog te formule Biot-Savartov operator,

BS : VF(
 ) �! VF(
 )

ima va�znu ulogu u prou�cavanju prijevoja�cvorova i heliciteta vektorskih polja.

1833. godine C. F. Gauss je predstavio va�znu fundamentalnu veli�cinu, vezni broj (lin-
king number) dvaju zatvorenih krivuljaK1, K2 u R3

L(K1; K2) =
1
4�

Z

K1� K2

dx
ds

�
dy
dt

�
(x � y)

jx � yj3
ds dt

Manipulacijom integrala uo�cavamo kako se Biot-Savartov operator manifestira u ovoj
Gaussovoj formuli (Biot-Savartova podintegralna funkcija integrira se po krivuljiK1)

L(K1; K2) =
Z

K1

"
1
4�

Z

K2

dx
ds

�
(x � y)

jx � yj3
ds

#
�

dy
dt

dt

L(K1; K2) =
Z

K1

BS
� dx
ds

�
�

dy
dt

dt

C�alug�areanu je dokazao relaciju koja povezuje vezni broj i broj prijevoja

vezni broj (linking number)= broj uvoja (twist)+ broj prijevoja (writhe), (4.3)

a kombiniranim naporima Fullera i Vinograda ova relacija prevela se u obliku biolo�skih
pojmova i prepoznala njezina fundamentalna va�znost za prou�cavanje DNA.

1984. godine Berger i Field [9] dokazali su formulu koja povezuje helicitet vektor-
skog polja i broj prijevoja krivulje. Neka je
 K cjevasta okolina glatke krivuljeK i neka je
VK glatko vektorsko polje na
 K koje je paralelno krivuljiK i ovisi samo o udaljenosti od
K. Takvo vektorsko polje nu�zno ima divergenciju jednaku nuli. Tada

H(V) = Flux (V)2 Wr(K)

pri �cemuFlux (V) predstavlja tok odVK kroz bilo koji popre�cni presjek od
 K.
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4.2 Gornje granice za helicitet i broj prijevoja

Cantarella, DeTurck i Gluck ustanovili su gornje granice za helicitet.[10] Neka jeV glatko
vektorsko polje na
 2 R3 i neka jeRpolumjer kugle koja ima isti volumen kao
 . Tada

jH(V)j � RhV;Vi

gdjehV;Vi nazivamo energijom odV i ozna�cavamo saE(V). Ova gornja granica nije
o�stra, ali je dobrog reda veli�cine. Naprimjer, model za magnetsko polje u Crab Nebuli
je vektorsko poljeV u kugli 
 sa helicitetom vécim od gornje zapisane granice za jednu
petinu. Odredivanjem o�stre granice upotrebom spektralne metode bavili su se Cantarella,
DeTurck i Gluck u [11].

Za jedini�cno vektorsko polje pokazali su da je

jH(U)j �
1
2

vol (
 )4=3

Takoder su dokazali granicu za broj prijevoja kori�stenjem rezultata Bergera i Fielda.
Neka jeK glatka krivulja uR3 du�zineL. Neka je
 K cjevasta okolina krivuljeK polumjera
R. Tada

jWr(K)j �
1
4

 
L
R

!4=3

Prou�cavanje pojma heliciteta dovelo je do tri razli�cita problema minimizacije energije
koji se pojavljuju u magnetohidrodinamici. U svakom od tih problema, minimizacija se
izvodi po vektorskim poljima sa odredenom vrijednosti heliciteta. Rije�c je o Woltjerovom,
Taylorovom problemu (usko vezani za �ziku plazme) i problemu optimalne domene koji
su Cantarella, DeTurck, and Gluck dokazali u [10]:Du�z svih kompaktnih poddomena

 2 R3 s danim volumenom i du�z svih solenoidalnih vektorskih polja koje su tangente na
@
 i imaju odredeni helicitet, potrebno je pronaći vektorsko polje s minimalnom energijom
i domenu koja ga zadr�zi.Pronalazak rje�senja svakog od ova tri problema zahtjevalo je
uporabu Biot-Savartovog operatora.
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4.3 Primjena u molekularnoj biologiji

DNA, deoksiribonukleinska kiselina, osnovna je molekula nasljedivanja i odgovorna je za
preno�senje nasljednog materijala i osobina, naprimjer od boje kose do sklonosti prema ne-
kim bolestima.

Godine 1953. Francis Crick i James Watson konstruirali su i opisali model dvostruke
uzvojnice lanca DNA, a njihova konstrukcija potekla je od rendgenskih difrakcijskih uzo-
raka koje su snimili Rosalind Franklin i Raymond Gosling u svibnju 1952. godine. DNA
se sastoji od dva lanca molekula koji su medusobno uvijeni jedan oko drugog u obliku
dvostruke zavojnice (Slika 4.1). Kemijski se lanac DNA sastoji od niza nukleotida, a svaki
se nukleotid sastoji od deoksiriboze, fosfata i du�si�cnih baza. Prema tome, DNA je polimer
jer se sastoji od odredenih podjedinica tj. nukleotida.

Desetljéce nakon�sto je otkrivena spiralna struktura DNA, Vinograd je otkrio jo�s jednu
strukturnu osobinu DNA. Os DNA se takoder mo�ze namatati u prostoru,�sto dovodi do
pojma superzavijene DNA. Kao u slu�caju ljudske genomne DNA, os DNA je�cesto line-
arna, ali nekad je os i cirkularna (kru�zna) i takva se naj�ce�sće promatra u biokemijskim
laboratorijima.

Slika 4.1: a) Dio molekule DNA; b) Prijelaz relaksirane cirkularne DNA u superzavijenu
cirkularnu DNA
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Kao �sto smo véc rekli, dupla zavojnica DNA mo�ze se uvijati u prostoru i na taj na�cin
se stvara nova zavojnica vi�seg reda za koju ka�zemo da je superzavijena. Kako bi super-
zavijanje DNA mogli matemati�cki prou�citi, najprikladnije je konstruirati model u kojem
je struktura DNA opisana uskom, uvrnutom vrpcom in�nitezimalne debljine. Ovaj model
vrpce slijedi os duple zavojnice DNA i uvija se kao�sto se i dva lanca molekula uvijaju
oko te osi. Kada su krajevi vrpce spojeni, svaki rub opisuje zatvorenu krivulju u 3-prostoru
(Slika 4.2.a). Nadalje, kada model vrpce predstavlja zatvorenu, cirkularnu molekulu DNA,
dvije krivulje koje opisuju rubove vrpce su matemati�cki povezane, tj. nemoguće ih je odvo-
jiti, a da ne”presje�cemo“ jednu od njih bez obzira koliko ih deformirali. Stoga je korisno
dodijeliti im broj�canu vrijednost koja opisuje na�cin na koji je petlja koja formira jedan rub
vrpce povezana petljom koju formira drugi rub vrpce. Dakle, de�nira sevezni brojtakav
da iznosi 0 za par odvojenih zatvorenih krivulja, 1 za krivulju�cija petlja prolazi kroz petlju
druge krivulje, 2 za krivulju�cija petlja prolazi dvaput kroz petlju druge krivulje itd. (Slika
4.2.d,e,f)

Slika 4.2: Zatvorena cirkularna DNA. Slika preuzeta iz [13].
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Ako rubovima, odnosno krivuljama dodijelimo orijentaciju (Slika 4.2b), moguće je
osmisliti korisniju de�niciju veznog broja�cijem se broju dodjeljuje pozitivan ili negati-
van predznak ovisno o orijentaciji krivulja. Jedan na�cin odredivanja veznog broja jest
prou�cavanjem projekcije, odnosno dvodimenzionalne reprezentacije dvaju krivulja. Sva-
koj to�cki gdje jedna krivulja presijeca drugu (ne promatramo kada krivulja presijeca samu
sebe) dodjeljujemo pozitivan ili negativan predznak, ovisno kakva je rotacija (u smjeru ka-
zaljke na satu ili obrnuto od kazaljke na satu) potrebna da gornji dio krivulje”padne“ na
donji dio krivulje (Slika 4.2.e). Dodajúci taj predznak i dijeljenjem sa dva (broj vezanih
krivulja) daje vezni broj. Vezni broj de�niramo kao cijeli broj koji opisuje svojstvo dvaju
zatvorenih krivulja u prostoru.

Kako bi razdvojili par krivulja, a da ih ih ne presje�cemo, vezni broj mora biti nula (iako
obrnuta tvrdnja�cesto ne vrijedi). Ako su krivulje rubovi zatvorene vrpce sN okreta oko osi,
tada je njihov vezni broj jednak+N ili –N ovisno o smjeru okretanja.�Stovi�se, dokle god
su krajevi vrpce spojeni, vezni brojće ostati nepromijenjen deformacijom vrpce. Prema
tome, za molekulu relaksirane zatvorene cirkularne DNA koja ima 5000 parova baza, sa 10
parova baza za svaki okret zavojnice, vezni brojće biti +500. Broj je pozitivan jer je dupla
zavojnica DNA desno-orijentirana. (Zatvorena cirkularna molekula DNA jerelaksirana
ako njezina os u potpunosti le�zi u ravnini.)

Sada smo analizirali model vrpce DNA promatrajući na�cin zakretanja vrpce. Medutim,
analizirati model vrpce DNA mo�zemo i na drugi na�cin - promatrajúci na�cin zakretanja
vrpce. Za vrpcu�cija os prati ravnu liniju, ideja broj�cane vrijednosti koja opisuje uvijanje
vrpce je intuitivno jasna. Dogovorom je odredeno da desno orijentiranom uvijanju vrpce
od 360 stupnjeva dodjeljujemo vrijednost+1, a lijevo orijentiranom vrijednost -1. De�-
nicija broja uvojaje manje uo�cljiva za vrpcu�cija os nije ravna. Vjerojatno najbolji na�cin
za razumijevanje ovog koncepta jest zami�sljanje malih strjelica smje�stenih okomito na os
vrpce koje imaju smjer prema jednom od dva ruba vrpce (Slika 4.3). Kako se strjelica giba
po uvijenoj vrpci ona rotira oko osi i broj uvoja vrpce de�niramo kao integral kutne brzine
rotacije strjelice uzimajúci u obzir duljinu luka osi krivulje.

U posebnom slu�caju kada os vrpce le�zi u ravnini vrijednost broja uvoja mo�ze se izra�cun-
ati kao broj rotacija koje strjelica izvr�si oko osi dok se giba uzdu�z vrpce. Primjerice, kada
vrpca predstavlja model za relaksirani zatvoreni cirkularni komadić DNA sa 5000 parova
baza, strjelica jednom zarotira za svaki okret duple zavojnice, tako da je ukupan broj uvoja
jednak+500, a predznak je pozitivan jer je sporazumno ustanovljeno da je dupla zavoj-
nica desno-orijentirana. Dakle, uo�cavamo da su vezni broj i broj uvoja jednaki i iznose
+500 za relaksirani zatvoreni cirkularni komadić DNA. Medutim, bitno je naglasiti kako
su ove dvije veli�cine razli�cite. Vezni broj je topolo�sko svojstvo vrpce, dok je broj uvoja
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geometrijsko. Ako vrpcu deformiramo, mo�zemo joj promijeniti broj uvoja, ali ne i vezni
broj. �Stovi�se, da bi izra�cunali vezni broj (koji je uvijek cijeli broj) vrpca mora biti cijela. S
druge strane, broj uvoja mo�ze se promatrati lokalno i vrijednosti broja uvoja individualnih
dijelova mogu se zbrojiti i dati ukupan broj uvoja vrpce. Va�zno je naglasiti kako model
vrpce ne obja�snjava detaljna mehani�cka svojstva DNA, ponajvi�se jer se zanemaruju brojne
lokalne deformacije. Model vrpce osmi�sljen je kako bi se istaknuo vezni broj DNA na koji
ne utje�cu takve male deformacije.

Slika 4.3: Broj uvoja vrpce. Slika preuzeta iz [13].

U vremenu kada su biokemi�cari prou�cavali cirkularnu DNA, matemati�cari su proma-
trali vezanje i uvijanje vrpci. 1968. matemati�car White dokazao je da se vezni broj vrpce
i njezin ukupni broj uvoja razlikuju za veli�cinu koja ovisi isklju�civo o krivulji koja opisuje
os vrpce. Drugim rije�cima, pretpostavimo da osi dvaju zatvorenih vrpci prate istu krivulju
u 3-prostoru, tada, iako se vrpce uvijaju na potpuno razli�cite na�cine, njihove vrijednosti
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veznog broja i ukupnog broja uvoja razlikovatće se za to�cno istu vrijednost kojoj je Ful-
ler dao slikovito ime;broj prijevoja. Prema tome, za zatvorenu vrpcu u 3-prostoru broj
prijevojaWr jednak je razlici izmedu veznog brojaLk i ukupnog broja uvojaTw

vezni broj (linking number)= broj uvoja (twist)+ broj prijevoja (writhe) (4.4)

Slika 4.4: Slika preuzeta iz [13].

Dakle, mo�zemo uo�citi kako se je relacija 4.3 prona�sla svoju primjenu u molekularnoj
biologiji. Broj prijevoja je veli�cina �cija se vrijednost oṕcenito mijenja, ako se os vrpce
deformira u prostoru. Prema tome, kao i broj uvoja, broj prijevoja nije topolo�sko svojstvo
vrpce, nego geometrijsko. Broj prijevoja se mo�ze izra�cunati iz Gaussovog integrala, ali ga
je oṕcenito puno jednostavnije izra�cunati oduzimanjem broja uvoja zavojnice od veznog
broja. Jedino u posebnim slu�cajevima je prikladnije ra�cunati broj prijevoja direktno. Na
primjer, ako os vrpce u potpunosti le�zi u ravnini ili na povr�sini sfere, tada se mo�ze pokazati
da je broj prijevoja nula (Slika 4.4). Uvr�stavajúci tu vrijednost u jednad�zbu dajeLk = Tw,
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�sto obja�snjava za�sto su u slu�caju relaksirane zatvorene cirkularne molekule DNA vezni broj
i broj uvoja jednaki i iznose+500. Sada promotrimo�sto se dogodi kada se os molekule
DNA uvija tako da broj prijevoja vi�se nije nula. (Ne postoji intuitivni na�cina odredivanja
broja prijevoja krivulje. Vrpca koja se uvija mo�ze u kona�cnici imati broj prijevoja nula.)
Kada se broj prijevoja molekule mijenja, mijenja se broj uvoja, a vezni broj ostaje isti jer
se on jedino mo�ze mijenjati ako se slomi jedna od osovina duple zavojnice koje�cine baze.
Molekule DNA koje se medusobno razlikuju u veznom broju nazivaju se topoizomerima,
a enzimi koji utje�cu na promjenu veznog broja, topoizomerazama.

Iako jednad�zba 4.4 prikazuje kako su vezni broj i broj uvoja matemati�cki razli�cite
veli�cine, �zikalnu razliku mo�zemo uo�citi ako promotrimo�sto se dogada kad se vrpca uvija
oko valjka tako da je njezina povr�sina uvijek priljubljena uz valjak (Slika 4.5). Kut nagiba
zavojnice koja je opisana ovom vrpcoḿcemo ozna�citi sa � . Drugim rije�cima, � je kut
izmedu zavojnice i horizontale. Dakle, kada je kut� mali, zavojnica je plitka, a kada je�
velik, zavojnica je razvu�cena.

Slika 4.5: Rotacija vrha valjka obrnuto od kazaljke na satu oko sredi�snje osi za dva puna
okreta stvara desno-orijentiranu helikoidalnu vrpcu. Slika preuzeta iz [13].
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Sada pretpostavimo da je vrpca omotana oko valjkaN puta prije no�sto su njezini
krajevi spojeni. Tada uo�cavamo kako je vezni broj vrpce jednakN, dok je ukupan broj
uvoja jednakN sin� . Prema tome, kada zavojnicu iste�zemo tako da joj se kut nagiba�
povécava, broj okreta i prema tome vezni broj ostaju isti, ali broj uvoja se povećava i tako
se uo�cava razlika izmedu veznog broja i broja uvoja.�Stovi�se, jer je broj zavoja vrpce
de�niran kao razlika izmedu veznog broja i broja uvoja, vrijednost broja prijevoja za ovu
vrpcu iznosiN � N sin� , ili N(1 � sin� ). Dakle, kada je kut� mali i broj uvoja je mali,
tada je broj prijevoja velik i obrnuto. Relacija se lako mo�ze uo�citi promatramo li namotanu
telefonsku�zicu: kada je takva�zica opu�stena, tada ima veliki broj prijevoja, a minimalan
broj uvoja. Medutim, ako ju razvu�cemo povéca se broj uvoja, a smanji broj prijevoja. Na
slici 4.6 uo�cavamo na koji na�cin se mogu promijeniti broj uvoja i broj prijevoja te kako u
kona�cnici utje�cu na vezni broj.

Slika 4.6: Vezni broj, broj uvoja i broj prijevoja. Slika 4.6 preuzeta iz [14].

Promotrimo kako se ti rezultati primjenjuju na realnu DNA. DNA polyoma virusa mo�ze
se rastaviti sedimentacijom na tri komponente: I i II koje su cirkularne, i III koja je linearna.
Eksperimentalno je moguće odrediti kako srednji vezni broj za populaciju relaksiranih cir-
kularnih molekula ove DNA iznosi oko+500. S druge strane, za populaciju zatvorenih
cirkularnih molekula (superzavijene molekule koje stvaraju komponentu I) srednji vezni
broj iznosi oko+475. Kao�sto je Vinograd i predvidio, zatvorene cirkularne molekule
DNA polyoma virusa imaju de�cit veznog broja za oko 25. Ovi pronalasci predla�zu na�cin
de�niranja superzavijanja. Mjera superzavijanja molekule DNA je jednaka� Lk, odnosno
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razlici izmedu veznog broja molekule u prirodnom zatvorenom kru�znom stanju i veznog
broja iste molekule u relaksiranom zatvorenom kru�znom stanju (kada je energija deforma-
cije minimalna i broj prijevoja jednak nuli).

Slika 4.7: Osnovne kon�guracije duple zavojnice DNA. Slika preuzeta iz [13].

Osnovne kon�guracije duple zavojnice DNA uklju�cuju linearni oblik, cirkularni oblik
koji nije u potpunosti povezan i zato relaksiran te cirkularni oblik koji je povezan i zato
superzavijen. Ako presje�cemo jednu nit relaksirane cirkularne DNA, promijenimo broj
okreta dodavanjem ili uklanjanjem okreta, DNA vi�se néce biti relaksirana (broj prijevoja
vi�se nije nula). Onáce biti pod torzijskim naprezanjem i apsorbiratće naprezanje tako da
se dupla zavojnica namota oko same sebe. Drugim rije�cima, os DNA presijeca samu sebe
i vi �se ne le�zi u ravnini. Za DNA molekulu koja ima manje okreta nego u relaksiranom
stanju ka�zemo da je negativno superzavijena (� Lk < 0). Analogno, DNA molekulu koja
ima vi�se okreta nego u relaksiranom stanju nazivamo pozitivno superzavijenom (� Lk > 0).
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Topolo�ske karakteristike DNA, a posebice superzavijanje DNA utje�cu na sve bitne
DNA transakcije u�zivim stanicama. Cijela klasa virusa tumora, uklju�cujući polyoma virus
i humani papiloma virus, sadr�ze superzavijenu DNA, pa i mitohondrijska DNA kod ljudi
i nekih �zivotinjskih stanica su superzavijene. Posebice je upe�catljivo da i vécina pozna-
tih malih genoma (setova gena) spadaju u tu kategoriju, uklju�cujući geneti�cke faktore za
plodnost i otpornost na lijekove.�Stovi�se, fenomen integracije, kada se mali komadić DNA
unosi u vécu molekulu DNA, takoder zahtjeva supezavijenost integriranog komadića DNA.
Stoga, mo�zemo zaklju�citi kako je fenomen superzavijene DNA�siroko rasprostranjen, a
njegovo razumijevanje zahtijevalo je kombinaciju doprinosa matemati�cara i biologa.
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Sa�zetak

U ovom radu de�niran je Biot-Savartov operator (BS) i opisano nekoliko njegovih svoj-
stava. De�nicija Biot-Savartovog operatora uvjetuje poznavanje temeljnog zakona magne-
tostatike, Biot-Savartovog zakona,�cija se primjena izu�cava kroz nastavu �zike. Nadalje,
kako bi se dokazala svojstva Biot-Savartovog operatora, neizostavan je Hodgeov teorem
dekompozicije koji je takoder opisan te dani primjeri vektorskih polja koji se javljaju u tom
teoremu. Izmedu ostalog, dokazano je da je Biot-Savartov operator hermitski, ograni�ceni
operator te je opisana njegova slika i pronadena jezgra ovog operatora.

U zadnjem poglavlju dan je kratki povijesni pregled i opisana�siroka primjena Biot-
Savartovog operatora u �zici plazme, magnetohidrodinamici, molekularnoj biologiji i u
drugim granama prirodnih znanosti. De�nirane su veli�cine poput heliciteta i broja prije-
voja, povezane s Biot-Savartovim operatorom te opisane njihove gornje granice. Na kraju
rada, promatran je fenomen superzavijanja DNA, a radi njegovog razumijevanja zorno su
opisane tri veli�cine: vezni broj, broj prijevoja i broj uvoja te njihova medusobna poveza-
nost.





Summary

This thesis de�nes the Biot-Savart operator (BS) and describes several of its properties.
The de�nition of the Biot-Savart operator requires basic understanding of the laws of mag-
netostatics, as well as the Biot-Savart law, whose application is in electrodynamics course.
Furthermore, the Hodge decomposition theorem is an integral part of understanding the
Biot-Savart operator, therefore it has been de�ned, along with the examples of vector �elds
which are discussed in that theorem. Amongst other things, in this thesis we show that the
Biot-Savart operator is an adjoint, bounded operator, and we describe its image and how
one can �nd the kernel of this operator.

The last chapter presents a short historical overview, as well as a description of a wide-
range application of the Biot-Savart operator in plasma physics, magnetohydrodynamics,
molecular biology and other branches of natural sciences. We also de�ne several variables,
such as helicity and writhing number, along with their connection with the Biot-Savart
operator and a description of their upper bounds. Finally, at the end of the thesis, we pre-
sent in detail the DNA supercoiling phenomenon, with a description of its three qualities:
linking number, writhing number and twist, in addition to the description of their mutual
relationships.
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