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Uvod

Krivulja je linija koja ne treba biti ravna. Najjednostavnije krivulje su pravac i kruZnica.

Zanimanje za krivulje je pocelo puno prije nego Sto su postale predmetom matemati¢kih pro-
ucavanja. To se vidi u brojnim primjerima iz prapovijesti gdje su krivulje koriStene kao ukras na

zidovima spiljskih obitavaliSta! (slika 1) te su bile ukras na svakodnevnim predmetima? (slika 2).

Slika 1. Megalitska umjetnost, Irska. Ulazna ploca u grobnicu, 3500.-2500. g. pr. Kr.

Slika 2. Butmirska vaza, 2400.-2000. g. pr. Kr.

Svi narodi na odredenom stupnju kulture upotrebljavali su primitivne sprave za konstrukciju

pravca i kruZnice.

Grcki anticki geometricari su proucavali mnoge druge vrste krivulja kako bi rijeSili geometrij-
ske probleme koje nisu mogli rijesiti ravnalom i Sestarom — problem trisekcije kuta, problem

udvostrucenja kocke i problem kvadrature kruga. Neke od krivulja koje su proucavali:

I'Slika preuzeta s: https://en.wikipedia.org/wiki/Irish_art
2Slika preuzeta s: http://portal.skola.ba/start/Desktopdefault.aspx ?tabid=299&id=3915
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— Cunjosjecnice, otkrio ih je Menehmo pri rjeSavanju deloskog problema udvostruc¢enja kocke.

Proucavao ih je i Apolonije iz Perge

— Dioklova cisoida, Diokle ju je koristio za rjeSavanje deloskog problema o udvostruc¢enju
kocke

— Nikomedova konhoida, Nikomed ju je primijenio pri rjeSavanju problema o trisekciji kuta

te pri rjeSavanju problema udvostrucenja kocke

— Arhimedova spirala, Arhimed ju je koristio za rjeSavanje problema trisekcije kuta i kva-

drature kruga
— spiricke linije (Persejeve krivulje), proucavao ih je Perse;j.

U srednjem vijeku otkrica grékih geometriara su zaboravljena. Napredak u teoriji krivulja

javlja se u 17. stoljeu s pojavom analiticke geometrije.

Zahvaljujuc¢i René Descartesu (1596.-1650.) koji je otkrio analiticku geometriju, svaka ravnin-
ska krivulja se moZze zapisati jednadZbom f(x,y) = 0 koja povezuje dvije promjenjive veliCine.
S druge strane, jednadZba svake krivulje se mozZe sastaviti na temelju podataka koji odreduju

odredenu krivulju i izraZeni su pocetnim uvjetima.
U ovom radu opisat ¢emo neke nacine tvorbe krivulja u ravnini.

U prvom poglavlju definiramo krivulje koje nastaju presjekom dane plohe ravninom. Tako

nastaju konike 1 Persejeve krivulje koje opisujemo.

U drugom poglavlju definiramo krivulje koje nastaju kao geometrijsko mjesto tocaka koje za-
dovoljavaju dano svojstvo. Ovaj nacin tvorbe krivulja u ravnini su primjenjivali starogrc¢ki ma-

tematiCari; kao geometrijsko mjesto tocaka definirao je Diokles cisoidu koju opisujemo.

U tre¢em poglavlju opisujemo krivulje koje nastaju kao putanja tocke koja se giba po nekom
odredenom zakonu. Sve cikloidalne krivulje, a koje ¢emo 1 opisati, nastaju kao putanja tocke

¢vrsto povezane s krugom koji se kotrlja bez klizanja po kruzZnici drugog kruga.

U Cetvrtom poglavlju definiramo krivulje koje nastaju zadavanjem njenih diferencijalnih svoj-

stava 1 opisujemo traktrisu — krivulju koju karakterizira konstantna duljina tangente.

U zadnjem, petom poglavlju opisujemo krivulje koje se zadaju u analitickom obliku. Ovaj
nacin tvorbe krivulja je prirodniji u odnosu na druge jer se krivulja odmah zadaje jednadZbom:;
ne treba sastavljati jednadzbu na temelju svojstava krivulje Sto nije nimalo jednostavno kao $to
se vidi u prethodnim poglavljima. Od krivulja koje se koriste u znanosti i tehnici, a zadaju se

analiticki, opisujemo Descartesov list.

Osim gore nabrojanih nacina tvorbe krivulja postoje jos neki koje ne budemo detaljnije opisivali

u ovom radu. To su:

— krivulje koje su definirane kao rezultat nekog geometrijskog preslikavanja ve¢ poznate

krivulje. Osnovna geometrijska preslikavanja su afina, projektivna, kvadratna, korelativna,



tangencijalna preslikavanja te inverzija. Ovaj nacin tvorbe krivulja omogucuje odredivanje

svojstava krivulje koja se transformira.

izvodenje linija povezivanjem projektivno pridruZenih elemenata. Ovaj nacin tvorbe kri-
vulja se proucava u projektivnoj geometriji. Metodom projiciranja mogu se dobiti cikloide
i to kao paralelna projekcija cilindriéne zavojnice na ravninu usporednu s njenom osi, za-
tim Arhimedova spirala kao ortogonalna projekcija konusne zavojnice na ravninu koja je
okomita na njenu os, Descartesovi ovali kao projekcije prodornih krivulja dviju stozastih

ploha s paralelnim osima na ravninu okomitu na tu os, i druge.

X1






1. Krivulja definirana kao presjecna linija

dane plohe ravninom

Ovaj nacin definiranja krivulja se u povijesti prvi javlja.

1.1. Konike

Otkrice konika pripisuje se Menehmu! (oko 380.-320. pr. Kr.). To otkrice je vezano uz pokusaj
da rijeSi problem udvostrucenja kocke2. Menehmo je otkrio da se presjekom plasta stoSca i
ravnine koje je okomita na izvodnicu stoSca dobiju do tada nepoznate krivulje. Vrsta krivulje
je ovisila o vrsti stoSca. Za stoZac Siljastog vrha dobivamo elipsu, pravokutnog vrha parabolu i
tupog vrha dobivamo hiperbolu. Ove nazive nije dao Menehmo, imena pripadajué¢im krivuljama
je dao Apolonije iz Perge (262.—190. pr. Kr.).

Apolonije je prvi uvidio da se presjekom plasta rotacijskog stoSca i ravnine mogu dobiti sve

tri krivulje (Slika 1.1). Koju krivulju ¢emo dobiti ovisi o nagibu ravnine koja sijece rotacijski

vV V

v v
4 o

Hiperbola Parabola

stozac.

Slika 1.1.

"Menehmo je bio Eudoksov u¢enik i po nekim izvorima uéitelj Aleksandra Velikog.

ZProblem udvostrucenja kocke ili Delijski problem je problem koji su trebali rijesiti Atenjani u doba epidemije
kuge, oko 430. pr. Kr., a sastojao se u tome da trebaju izraditi oltar dvostruko veéi od tadasnjeg kockastog
oltara. Uz ostala dva problema (problem trisekcije kuta i problem kvadrature kruga) je imao velik utjecaj na razvoj
geometrije.



2 1. Krivulja definirana kao presjecna linija dane plohe ravninom

Kako bismo dokazali gornju tvrdnju za slucaj elipse, koristit cemo Dandelinov teorem3.

Propozicija 1.1. (Dandelinov teorem.)
Ako plast uspravnog kruZnog stoSca presijecemo ravninom koja sijece sve njegove izvodnice i
ne prolazi vrhom stoSca, onda je presjecna krivulja ili kruZnica (ako je ravnina okomita na os

stoSca) ili elipsa.

Dokaz. Na slici 1.2 dan je presjek stoSca ravninom 7z koja sijeCe sve izvodnice stoSca, nije
okomita na os stoSca i ne prolazi vrhom tog stoSca. UpiSimo u taj stoZac kugle s i 52, gdje s

dira ravninu 7 odozgo u tocki Fi, a s, odozdo u tocki F;.

(@)

Slika 1.2.

Trebamo pokazati da je presjecna krivulja ravnine 7 1 plasta stoSca elipsa ¢iji fokusi su tocke Fj
1F.
Uzmimo na presjecnoj krivulji proizvoljnu to¢ku P. Neka kugla s; dira stoZac uzduz kruznice

k1, a kugla s, uzduZ kruZznice k;. Izvodnica OP sijeCe kruznicu ky u tocki Q, a kruzZnicu k; u
tocki 7.

Duljine dijela tangenata na kuglinu plohu izmedu tocke izvan kugline plohe iz koje su povucene

tangente 1 diraliSta na kuglinoj plohi su jednake duljine pa je

|PF1| = |PQl,
|PF,| = |PT|.
Zbrojimo gornje jednakosti i dobivamo
|PFi| + |PF>| = |PQ| + |PT| = |QT. (1.1)

3G. P. Dandelin (1794.-1847.) — francuski matemati¢ar i inZenjer koji je Zivio u Belgiji. 1822. g. otkrio je vezu
izmedu presjeka stoSca i ravnine, fokusa konika, te kugla upisanih u stoZac koje diraju ravninu kojom je stoZac
presjecen



1.2. Persejeve krivulje 3

S obzirom da je QT izvodnica uspravnog krnjeg sto$ca kojemu je donja osnovica krug omeden
kruznicom kj, a gornja osnovica krug omeden kruznicom ki, vrijedi da je |QT| = 2a, gdje
je a > 0 realna konstanta. Pokazali smo s (1.1) da je |PFi| + |PF>| = |QT]|, pa je stoga
|PF|| + |PF;| = 2a za svaku toCku P presjecne krivulje. Zaklju€ujemo da je ta krivulja elipsa s
fokusima Fj 1 F. O

Napomena. U dokazu teorema koristili smo kugle s 1 55 koje diraju ravninu 7 i stoZac. Zovemo

ih Dandelinove kugle.

Napomena. Presjek plasta dvostrukog uspravnog kruznog stosca ravninom koja ne prolazi nje-
govim vrhom 1 paralelna je s osi stoSca je hiperbola (slika 1.3), a presjek plaSta dvostrukog
uspravnog kruznog stoSca ravninom koja je paralelna s jednom izvodnicom stoSca je parabola

(slika 1.4). U slucaju da je ravnina okomita na os stoSca, presjek je kruZnica.

Slika 1.3. Slika 1.4.

1.2. Persejeve krivulje

Persejeve krivulje su dobile ime po grckom geometriaru Perseju (2. st. pr. Kr.) o kojemu danas
gotovo niSta ne znamo. Ono malo §to znamo pripisuje se Proklosu# koji mu u svojim spisima
pripisuje otkriée krivulja koje nastaju kao presjek torusa® i ravnina koje su paralelne njegovoj
osi (slika 1.5).

4Proklos (410.—485.) — neoplatonist, studirao je u Aleksandriji. Njegovi komentari Euklidovih Elemenata su
najvazniji izvor saznanja o anti¢koj grékoj matematici.
>Torus je rotaciono tijelo koje nastaje rotacijom kruznice oko osi koja leZi u ravnini kruZnice.



4 1. Krivulja definirana kao presjecna linija dane plohe ravninom

Slika 1.5.

Pogledajmo torus koji nastaje rotacijom kruznice polumjera r > 0 oko pravca koji lezi u ravnini
te kruZnice na udaljenosti R od srediSta kruznice. Pravac oko kojega rotiramo kruZnicu zovemo

os torusa.

Postoje tri tipa torusa Ciji oblik ovisi 0 omjeru %, odnosno o poloZaju pravca oko kojeg kruznica

rotira:

e ako je R > r (pravac je izvan kruZnice), kaZzemo da je torus otvoren (slika 1.6),

Slika 1.6.

e ako je R = r (pravac je tangenta kruZnice), kaZzemo da je torus zatvoren (slika 1.7),

Slika 1.7.

e ako je R < r (pravac sijeCe kruZnicu), kazemo da je torus samopresjecni (slika 1.8).

Slika 1.8.
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Neka je dan torus koji leZi u koordinatnom sustavu Oxyz i koji nastaje rotacijom oko osi
kruZnice polumjera r > 0 koja se nalazi u yz ravnini. Neka je udaljenost osi z do srediSta
kruZnice R. Uzmimo da je R > r (slika 1.9):

Slika 1.9.

Sa slike 11 vidimo da je jednadzba kruZnice koja rotira oko osi z
(y - R)2 +722=r%

Tada je implicitna jednadzba torusa

2
(w/y2+x2—R) + 72 =r2 (1.2)

Stavimo da je
X =ucosv,

y=usinv.

Kvadriranjem i zbrajanjem gornjih jednakosti dobivamo

X+ y2 = uz(cos2 v + sin® V) = u’.

Uvrstimo dobivenu jednakost u (1.2):
(u — R)2 +72 = r2,

odakle je
<= r2 - (I/t - R)27

pa su parametarske jednadzbe torusa

X = Ucosv,
y=usinv,
e=\rP = (- R?,

gdjesuu e [R-r,R+r],v e[0,2r).



6 1. Krivulja definirana kao presjecna linija dane plohe ravninom
Stavimo sada da je (u — R)> = r*cos®«’ odakle dobivamo u = R + rcosu’, gdje je u’ novi

parametar, u’ € [0,27).

Uvrstimo 1li dobivene jednakosti u parametarske jednadzbe torusa, dobit éemo parametarske

jednadzbe torusa s novim parametrom u’:

x=(R+rcosu’)cosv,
y=(R+rcosu’)sinv,

z=rsinu'.

Za v = const dobivamo meridijane na torusu, dok za u’ = const dobivamo paralele na torusu
(slika 1.10). Meridijani i paralele se na torusu sijeku pod pravim kutom. Kada je R = r, svi

meridijani dodiruju os torusa.

Slika 1.10.

Pogledajmo sada ponovo implicitnu jednadzbu torusa

2
(\/yz +x2 - R) + 72 =r2

Kada se rijeSimo korijena, dobivamo jednadZbu torusa u obliku
(x2 + y2 +22+R* - rz)2 = 4R2(x2 + yz).

Iz gornje jednadZzbe torusa moZemo doc¢i do Persejevih krivulja koje dobijemo, kako smo veé
rekli, presjekom torusa s proizvoljnom ravninom koja je paralelna osi. Jedna moguca klasa tih
ravnina (ostale se dobivaju njihovom rotacijom oko osi torusa) ima jednadzbu oblika y = ¢, pri
¢emu uzimamo 0 < ¢ < R + r, jer Ce inaCe presjek torusa i ravnine biti prazan skup. Za ¢ = 0,

Persejeva krivulja je unija dvije kruZnice, a za ¢ = R + r Persejeva krivulja je tocka.

Komentar. Zbog simetrije torusa, problem ¢emo lakSe prouciti promatramo li klasu ravnina
oblika y = ¢ jer su jednadZbe tih ravnina jednostavne. Ostale ravnine se dobivaju njihovom

rotacijom oko osi torusa.
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Okomita projekcija presjeka torusa i ravnine y = ¢ na ravninu Ozx je krivulja ¢ija je implicitna
jednadzba
(x2 + 22+ R -7+ 02)2 = 4R2(x2 + cz).

Umjesto z pisat éemo y i dobivamo jednadZbu krivulje u ravnini Oxy
(x2 + y2 +R2 -7+ 62)2 = 4R2(x2 + cz).
Gornju jednadZbu zapiSimo u obliku
(x% + yz)2 =2ax? + 2By2 + 7,

gdje je
a=R>+r%- 6‘2,
B=r2—R- 2
y=R+r+c)r+c—R)(c+R—-r)(R+r —c).
Medu krivuljama oblika (x> + y%)? = 2ax? + 23y + y dobivamo Boothovu lemniskatu ako je

v = 0, Cassinijeve ovale te Bernoullijevu lemniskatu.

Boothova lemniskata

Kako smo rekli, jednadzbu Boothove lemniskate dobivamo stavimo li u jednadzbu Persejeve
krivulje (x? + y?)? = 2ax* + 2By* + ydajey = 0.
No,y =0za
I) kadjeR > r
ILI) c=R-r,a=2Rr,B=-2R(R—-r)
LI) ¢ = R+ r, no tada je presjek ravnine y = ¢ 1 torusa samo jedna tocka.
Napomena. U ostalim sluCajevima se jednadzba torusa izvodi analogno.
IT) kadjer > R
ILI) c=r—-R(R<r),a=2Rr, B=2R(r — R)
ILII) ¢ = R + r, no tada je presjek ravnine y = ¢ 1 torusa samo jedna tocka.
II) kadjeR=r

III.I) ¢ = 0, tada ravnina y = ¢ prolazi kroz os torusa pa su joj presjek s torusom dvije

kruzZnice.
IILII) ¢ = 2R, tada ravnina y = ¢ dira torus u jednoj tocki.
U prvom slucaju Boothova lemniskata je noZiSna krivulja hiperbole u odnosu na njeno srediste

pa ju zovemo hiperbolicka Boothova lemniskata (slika 1.11), a u drugom je nozisna krivulja

elipse u odnosu na njeno srediste pa ju zovemo elipticka Boothova lemniskata (slika 1.12).



8 1. Krivulja definirana kao presjecna linija dane plohe ravninom

. s
NP

Slika 1.11. Slika 1.12.

Komentar. NoZiSna krivulja neke krivulje C s obzirom na neku fiksnu tocku O je skup svih
toCaka P koje se dobiju kao presjek neke tangente krivulje C s okomicom na tu tangentu koja
prolazi danom to¢kom O (slika 1.13).

P

4_&\

N

Slika 1.13.

Pokazimo gornju tvrdnju za elipsu.

Jednadzba pravca t u Hesseovom normalnom obliku je
xcosa + ysina = p, (1.3)

gdje je p udaljenost pravca ¢ od ishodista, a kut @ kut koji okomica na tangentu zatvara s osi Xx,
p>0;0 < a < 2n (slika 1.14).

Slika 1.14.



1.2. Persejeve krivulje

Uzmimo da je jednadZbom (1.3) dana tangenta 7 na elipsu — +
a

\
/

slici 1.15.

2 2

2 = 1 utocki R(x1,y;) kaona

P(z,y)
R(z1,)
P,

a

Jednadzbu tangente ¢ na danu elips

Podijelimo i (1.3) sa p dobivamo

Iz (1.4) i (1.5)

i
b2

JednadZbu elipse iskoristimo kako

-

Slika 1.15.

u u tocki R(x,y;) moZemo napisati u obliku

X1X

yiy
Tty s 1. (1.4)
cosax+ sma/y: L (L.5)
p p
Ccos @ a?
= = X1 = —cosa
p p
sin @ b .
= = y; = —sina.
p p

bi eliminirali x; 1 y;:

b2

aZ

— COS

p2

612 CcO

b2
a+— sin
p

a + b? sin

2 2

a=1 /-p2

2

S 2

a=p’

Stavimo li da je @ = ¢ i p = r, dobit ¢emo polarnu jednadZbu noZzisne krivulje elipse

2

2

a cosch+bzsin24p:r



10 1. Krivulja definirana kao presjecna linija dane plohe ravninom

JednadZbu noZziSne krivulje elipse u pravokutnom koordinantnom sustavu dobit ¢emo pomocu
formula koje povezuju polarne koordinate s Descartesovima: x = rcos¢, y = rsing, r> =
x? +y%

a?x2 + b2yt = (2 + y2)2.
Stavimo li da je a® = 2a, b* = 28 dobivamo jednadZbu elipti¢ke Boothove lemniskate

(x% + yz)2 =2ax? + 2ﬂy2.

Pokazali smo da je noziSna krivulja elipse u odnosu na njeno srediSte Boothova lemniskata.

Analognim postupkom se moze dokazati da je noziSna krivulja hiperbole u odnosu na njeno

srediSte hiperbolicka Boothova lemniskata. Jedina je razlika u izvodu $to je jednadZba tangente
2
zadrzati u kona¢noj formuli (x? + y?)? = 2ax? — 28y°.

. .- . 2 . . .. [
na hiperbolu malo drugacijeg oblika, 5 = 1, odnosno ima minus s lijeve strane koji Ce se

Vs
Teorem 1.1. Povrsina omedena eliptickom Boothovom lemniskatom je P = 5((12 +b%).

Dokaz. Zbog simetrije krivulje prvo ¢emo izraCunati samo jednu Cetvrtinu traZene povrSine
(slika 1.16).

an
N

Slika 1.16.

PovrSinu omedenu krivuljom koja je zadana polarnim koordinatama jednadZzbom r = f(¢)

racunamo po formuli

1 B
P=> f ()P de.

Napomena. Ovom formulom raunamo povrSinu izmedu krivulje i zraka koje su povucene iz

ishodista pod kutom « 1 5.

Imamo:
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1 1 /2
-P = = f (a® cos® ¢ + b? sin® @) de
4 2 Jo

1 /2 /2
= = (a2 f cos’ dp + b* f sin? ¢ dgo)
2 0 0

1 11 11 /2
= 3 (a2 (Ego *+7 sin2<,o) + b (zgo -1 sin2cp)) i
= S(@ b,
odakle slijedi da je P = %(az + ). O

Teorem 1.2. Povrsina omedena hiperbolickom Boothovom lemniskatom je

Dokaz. PovrSinu omedenu krivuljom koja je zadana polarnim koordinatama racunamo po for-

muli

1 (8 5
Szif‘wwnd¢

Zbog simetrije krivulje prvo ¢emo izraCunati samo polovinu traZene povrsine (%S = P) uzima-

juci granice integriranja od @ = 0 do g = arctg 7 (slika 1.17).

a N\ / a

Slika 1.17.
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Imamo

Od tuda je povrsina hiperbolicke Boothove lemniskate S =

D= N =

Bl—m Bl—m Nl—= = ] —

1
arctg %(a2 - b))+ 3 2

1. Krivulja definirana kao presjecna linija dane plohe ravninom

arctg £
f (a® cos? @ - b? sin’ p)de
0

arctg & arctg &
a’ f cos® pdp — b f sin? ® dgo]
0 0

1 1 1 1 arctg £
a* (Ecp + 1 sin 2<p) ~- b (590 ~ 7 sin 2(,0))

0

1 a 1 a 1 a 1 a
2 —_— —_— —_— 1 —_— —_— 2 —_— —_—— — 1 —_—
a (2 arctg — + — sin (2 arctg )) b (2 arctg S (2 arctg )))

1 1
3 arctg %(a2 — bz) + 1 sin (2 arctg %) (a2 + bz))

a
a’ + b? (a® +0%)

a’ b arct a+ab 0
8T

U gornjem racunu smo koristili jednakosti koje proizlaze iz trigonometrije pravokutnog trokuta:

t 4 arct a
a=—, L =a,
b
cos (arctg—) =cosa = ———,
a’ + b?
sin (arctg a) sin 2
— | = o= ——,
b Va? + b?
Slika 1.18.
odakle slijedi
4 a a a b ab
) o) -+
s1n( arcgb s angb o’ angb Va? + b2 Va? + b? a’+ b

Duljina luka Boothove lemniskate je elipticki integral i ne moZe se rijeSiti u terminima elemen-

tarnih funkcija.



2. Krivulja je definirana kao geometrijsko
mjesto tocaka koje zadovoljavaju dano

SV0JStvo

Ovaj nadin definiranja krivulja se najceSée primjenjuje.

2.1. Cisoida

Krivulju cisoidu je pronaSao starogrcki matematicar Diokle (2. st.pr.Kr.) rjeSavajuéi problem
udvostrucenja kocke. Naziv krivulje “cisoida” se prvi puta spominje oko 100 godina kasnije
u djelu grckog matematicara 1 astronoma Geminusa. Fermat i Roberval su 1634. konstruirali

tangentu na cisoidu.

Definirajmo cisoidu. Neka je kruZnica k promjera |OA| = 2a i neka je ¢ tangenta kruZnice k
u tocki A. Na tangenti ¢t odredimo proizvoljnu tocku B. Tockom O polozimo zraku OB. Neka
je C sjecisSte kruznice k i zrake OB. Na zraki OB odredimo to¢ku M tako da je |OM| = |BC]|.

Tako konstruirana tocka M pripada cisoidi.
/

Slika 2.1.

13
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Odredimo li neku drugu tocku B tangente ¢ takvu da je B; # B i ponovimo li opisanu kons-

trukciju, dobit ¢emo drugu tocku cisoide, itd. Kruznicu k zovemo proizvodna kruZnica.

Odredimo polarnu jednadzbu cisoide. Neka je O pol cisoide. Ako je tocka M unutar kruZnice,

onda vrijedi

r=|0M|=|0B|-|MB|=|0B| - (IMC| +|CB|) = |0OB| - (|IMC| + |OM]) = |OB| - |0C|.
Ako je tocka M izvan kruZznice, onda sli¢no dobivamo

r=|0M|=|0B| - [BM| =|0B| - (|BC| - |[MC|) = |OB| - (IOM| - [MC]) = |OB| - |0C|,

te vrijedi

r=|0M|=1|0B| - |0C|. 2.1

Oznacimo sa ¢ kut ZAOC. Kako smo uzeli |OA| = 2a, to iz AABO slijedi cos ¢ = é_%w paje

0B = 2.
Iz Talesovog teorema slijedi da je AACO pravokutan pa je cos ¢ = %, a od tuda je |OC| =
2a cos ¢. Dobiveno uvrstimo u (2.1) pa imamo
r = |OM|=1|0B|-|0C|
2a 2a —2acos’ ¢ 2a(l — cos? )
= —2acosp = = ,
Cos ¢ Cos ¢ Cos ¢
te je
2a sin’
r = M, (2.2)
Cos ¢

Sto je polarna jednadzba cisoide.

JednadZbu cisoide u pravokutnom koordinatnom sustavu dobit ¢emo pomocu formula koje po-

vezuju polarne koordinate s Descartovima: x = r cos ¢, y = r sin ¢.

Postavimo pravokutni koordinatni sustav tako da je tocka O ishodiSte, pravac OA os x, te oko-

mica na os x kroz tocku O os y.

2asin® ¢

cosg COS ¥, odnosno

Uvrstimo (2.2) u jednadzbu x = r cos ¢, pa imamo x =
x = 2a sin’ 7 2.3)

odakle je sin® ¢ = 3o

Tocka M ima koordinate (x,y), pa je

r=|0OM| = +/x% + y2. (2.4)
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Kvadriramo li jednadzbu y = r sin ¢ te uvrstimo (2.3) i (2.4) dobivamo

y? =r?sin? g

X
Y=y
a

pa je

Y= xe(02a), (2.5)
2a — x

Sto je jednadZba cisoide u pravokutnom koordinatnom sustavu.

Parametarske jednadzbe cisoide dobit ¢emo uvrstimo li u (2.5) relaciju x = ty:

2 y3 2a —ty
Y ~ 2a—ty / y?
2a—ty:t3y
y(t+13) =2a

2a

YA+ )

Dobiveno uvrstimo u x = ¢y pa imamo

2a
=(—,
t(1 +12)
odakle slijede parametarske jednadZbe cisoide
2a

i

2a (2.6)
YT+

Komentar. 1z x = ty slijedi da je % koeficijent smjera pravca iz ishodiSta na kojem leZi tocka
krivulje s parametrom ¢. Iz definicije krivulje vidimo da na svakom takvom pravcu leZi samo
jedna tocka, dakle svaki t € R odgovara to¢no jednoj tocki krivulje.

2asin® @
cos ¢

Parametarske jednadZbe cisoide moZemo zapisati i u drugacijem obliku. Uvrstimo r =

u formule koje povezuju polarne koordinate s Descartovim pa imamo

2a sin®
X=rcose = —(’0~cosgo = 2asin® ¢,
Cos ¢
2a sin’ 2asin’
y=rsing = —go-singp: —QD.

CoS ¢ cos ¢
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Dobili smo parametarske jednadZbe cisoide u obliku
x = 2asin® ®,
_ 2a sin® ¢ 2.7)

Cos ¢

Cisoida je simetri¢na u odnosu na os apscisa i ima beskonacne grane. Pravac x = 2a je asimp-

tota cisoide, a ishodiSte koordinatnog sustava O je Siljak prve vrste.
Definicija 2.1. Siljak prve vrste je tocka u kojoj prva derivacija nije definirana.

Napomena. IshodiSte koordinatnog sustava O je Siljak prve vrste cisoide kao grafa funkcije
x = x(y).

3

Teorem 2.1. Duljina luka cisoide y* = >
je

o 8a — 3x
gdje je 7 = 4| .
2a — x

Dokaz. Duljinu luka cisoide u pravokutnom koordinatnom sustavu od njenog Siljka O(0,0) do

od njenog Siljka 0(0,0) do tocke s apscisom x
a-—x

(z—V3)(2+V3)
(z+V3)2-V3)

I =2a(z-2)+aV3in

tocke s apscisom x izraCunat ¢emo pomocu formule

X
l:f 1 +y?dx.
0

X3
2a—x"

3
2a—x

, 1 [2a-x 3x%-(a-x)-x*(-1)
Y= 3 x3 (2a — x)?
1 [2a-x 2x%(3a - x) _ [2a-x x(Ba-x)
-2V 8 2a-x2 N x Qa-x2
Dobiveno uvrstimo u formulu za duljinu luka:
X X 2 (3 ) 2
f,/1+y'2dx:f Y R I
0 0 X (2a — x)?
X _ 2 _ 2 X _ 2
f 1+2a x.x(3a X) dx:f 1_|_x(3al X)
0 x 2a — x)* 0 (2a - x)3
fx (2a — x)3 + x(3a — x)? fx a%(8a — 3x)
dx = —dx
0 (2a — x)3 0 (2a — x)3

f’x 1 8a — 3x
= a dx
0o 2a—x\ 2a—x

Jednadzba cisoide je y? = odakle dobivamo y = Deriviranjem imamo

~
Il




2.1. Cisoida 17

Dobiveni ¢emo integral rijesSiti supstitucijom

8a — 3x
2a — x

Z =
odakle nalazimo da su nove granice 2 i z. RjeSavanjem supstitucije po x imamo dalje

8a —2az? daz
X=—— dx

3-2 BEEEItha

te integral postaje

Z 1 4az b4 Z2
I = af saza % 3_22dz:2af 2_3dz
2 2(1—? ( Z) 2 <

V4 —
2af 14— ) dz = 24 z+£lnz V3
2 22—3 2

Z

z+ V3|
-V3)(2 3
= 2a(z—2)+a\/§ln (z = V3)( +\/_),
(z+V3)(2-V3)
gdjeje z = — x’ Sto je 1 trebalo dokazati. O

a-—x
Teorem 2.2. Povrsina omedena cisoidom i njenom asimptotom x = 2a, a > 0 je P = 3ma’.

2asin® ¢

cosg - Povrsinu omedenu

Dokaz. Parametarske jednadzbe cisoide su x = 2asin’¢, y =

krivuljom koja je zadana jednadzbama u parametarskom obliku racunamo po formuli
b
P= f y(@)x'(¢) de.
a

Zbog simetrije krivulje prvo ¢emo izraCunati povrSinu koju zatvara jedna grana cisoide s njenom

asimptotom:

1 /2 24 si 3
EP = f M4a singpcos g dy
0

CoS ¢
5 /2 A 5 3 1 1 /2
= 8 in*odop = 8a% (¢ — —sin2¢ + — sin4
aj; sin" ¢ dy a(ggo 7 Sin2¢ + = sin go)o
37 3na®
= 8a%. .= = ,
“T16T 2
odakle slijedi da je povr§ina omedena cisoidom i njenom asimptotom P = 3a’x. O

Uocavamo da je izraCunata povrSina jednaka trostrukoj povrsini proizvodnog kruga. Ovu rela-

ciju su dobili, nezavisno jedan od drugog, Huygens! i Fermat?.

Christiaan Huygens (1629.—1695.) — nizozemski astronom, matematicar i fizicar.
ZPierre de Fermat (1601.—1665.) — francuski matematicar i pravnik.
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Teorem 2.3. Volumen tijela nastalog rotacijom dijela ravnine kojeg omeduju cisoida i njena

asimptota oko ordinate je V = 10n°a>.

Dokaz. Volumen tijela nastalog rotacijom izmedu krivulja x;(y) 1 x(y) raCuna se formulom
d
V=n f (2(») = x1(»)?) dy.

Integrirat éemo pola tijela, dio od y = 0 do y = oo i pomnofZiti s 2. Kako je x>(y) = 2a, $to
je asimptota cisoide, a x1(y) je njena inverzna formula koja se ne moZe izvesti, prijeci ¢emo na

trigonometrijske parametarske jednadzbe. Volumen je
Vo= 2n [ 0P -ty = [0 - o) -
0 0

n/2 3 si 2 2 + si 4
- 27rf (20)* - Qasin? ¢)?) - 24— E2F TR g,
0 cos? ¢

3sin® ¢(1 — sin® @) + sin* ¢ o=
SD_

/2
= 167m3f (1 - sin )(1 + sin® @)
0 ~—

cosZ ¢

/2 5
= l6na’ f (3sin® ¢ + sin* ¢ — 2 sin® @) dp = 1674 - % = 107%d°,
0

cos? ¢

Sto se 1 trazilo. O

Napomena. U dokazu teorema su bez raspisivanja iskoriSteni sljedeéi integrali:

1 1
fsinztdt: Et_ Zsin2t+C,

3 1 1
fsin“tdt = §t_ Zsin2t+3—2sin4t+C,

5 15 3 1
1 6 e — — — 1 — 1 — — 1
fsm tdt = 16t G sin 2¢ + G sin 4¢ 192 sin6t + C.



3. Krivulje odredene kao putanja tocke

koja se giba po nekom odredenom zakonu

Ovaj kinematicki nacin tvorbe krivulja bio je poznat jo$ starogrékim ucenjacima; Arhimed je
svoju spiralu definirao kao trajektoriju tocke koja istovremeno sudjeluje u dva jednolika gibanja

od kojih se jedno vrsi po pravcu, a drugo po kruZnici.

3.1. Uvod

Cikloide su krivulje koje nastaju kotrljanjem bez klizanja neke kruZnice po nekom &vrstom

pravcu ili nekoj ¢vrstoj kruZnici.

Promatrajmo kotrljanje kruznice k po ¢vrstom pravcu p, tj. krivulju koju iscrtava tocka 7" koja
se nalazi na kruZnici, kao Sto je prikazano na slici 3.1. Tako dobivamo krivulju koja se zove
cikloida. Cesto se $aljivo opisuje kao krivulja koju tijekom voznje bicikla opisuje kauguma

zalijepljena za gumu njegova kotaca.

Slika 3.1. Cikloida.

Ukoliko bi stavili da se tocka T" nalazi unutar polumjera kruZnice k, kotrljanjem na isti nacin bi

dobili krivulju koja se zove skracena cikloida ili skracena trohoida.

19



20 3. Krivulje odredene kao putanja tocke koja se giba po nekom odredenom zakonu

Slika 3.2. Skraéena cikloida (plavo) i produljena cikloida (crveno).

Konacno, ako bi stavili da se tocka T nalazi u produZetku polumjera kruznice k, dobili bi kri-

vulju koja se zove produljena cikloida ili produljena trohoida.

Pogledajmo sada kako izgledaju kotrljanja bez klizanja kruznice k polumjera r po ¢vrstoj kruz-

nici £’ polumjera R.

Neka se toCka 7T nalazi na kruznici k. Kotrljanjem kruZnice k bez klizanja s vanjske strane
kruZnice k’ tocka T bi opisivala krivulju koja se zove epicikloida. Ako bi bilo R = nr,n € N,

epicikloida bi se sastojala od n sukladnih lukova koji se sastaju u §iljcima na kruznici k.

Slika 3.3. Epicikloida za n = 5.

Ako bi se, pak, tocka T nalazila negdje na polumjeru kruZnice k, opisivala bi krivulju koja se
zove skradena epicikloida. S druge strane, ako bi se nalazila s vanjske strane, na produZetku

polumjera, tocka T bi opisivala krivulju koja se zove produljena epicikloida.

Slika 3.4. Skraéena i produljena epicikloida.

Ostaje nam jo$ za vidjeti krivulje koje nastaju kotrljanjem kruZnice k iznutra po kruZnici k’.

Jasno je da tada mora biti r < R.
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Kotrljanjem bez klizanja kruZnice k unutar kruZnice k£’ to¢ka T kruznice k opisuje krivulju koja
se zove hipocikloida. Posebno zanimljivi slucajevi su ako je R = nr gdjejen € Nin > 3.

Tada je hipocikloida zatvorena zvjezdasta krivulja koja se sastoji od n lukova koji se sastaju u

Siljcima na kruZnici k.

Slika 3.5. Hipocikloida za n = 5.

Ukoliko bi se toc¢ka T nalazila negdje na polumjeru kruZnice k, tada bi opisivala krivulju koja se
zove skracena hipocikloida, a ako bi se nalazila na produzetku polumjera, opisivala bi krivulju

koja se zove produljena hipocikloida.

Slika 3.6. Skraéena i produljena hipocikloida.

U narednim ¢e tockama ovog poglavlja biti izvedene jednadZbe cikloide, epicikloide 1 hipocik-

loide te biti dana njihova osnovna geometrijska i metricka svojstva.

3.2. Cikloida

Definirajmo prvo cikloidu.

Definicija 3.1. Neka je T tocka na kruZnici polumjera a. Krivulja koju opisuje tocka T dok se

kruZnica kotrlja bez klizanja po ¢vrstom pravcu zove se cikloida.

Da bi izveli parametarske jednadzbe cikloide, pretpostavimo da se kruznica polumjera a doko-

trljala bez klizanja po osi x od ishodiSta O do toc¢ke A, kao na slici 3.7.
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Slika 3.7. Uz izvod parametarskih jednadzbi cikloide.

Oznacimo kut ZAST = ¢, s T’ ortogonalnu projekciju totke T na os x, s T” to¢ku na duZini 77"
takvu da je |ST”| = |AT'|te x = |OT"| iy = |T'T]|.
Kako je |OA| jednako duljini luka AT, to je |OA| = at. U pravokutnom trokutu AT” ST je kut
ZT"ST =t — 7, paje |T”S| = acos (t — %) = asint. Konacno, zbog |T’A| = |T” S| imamo

x = |0T'| =|0A| - |T'A|

= at—asint = a(t —sint).

S druge je strane

y = |T'T|=|T"T"| + |T"T|
= a+asin(t—%)

= a-—acost =a(l —cost)

pa su parametarske jednadzbe cikloide dane sa

a>0,telR. 3.1

x(t) = a(t —sint)
y(t) = a(l —cost)

Gornji izvod parametarskih jednadZzbi vrijedi za t < 7. Uz malu modifikaciju se za ¢t > 7 moze

pokazati da se dobivaju iste jednadzbe.

Jednadzba cikloide se jo§ moZe iskazati i implicitnom jednadzbom u Kartezijevim koordi-
natama, ali samo za prvi svod. Ako za prvu polovicu svoda izlu¢imo iz druge parametarske

jednadzbe t = arccos(1 — %), ¢ime je t € [0, 7], 1 uvrstimo u prvu jednadZzbu, dobivamo

X = aarccos (1 — %) — asin (arccos (1 - %))
= aarccos (1 - %) - a\/l — cos? (arccos (l - %))
= aarccos (1 - %) - am
= aarccos(l—%)—a\/l—l—kZ%—Z—z
= aarccos(l—%)—a 2%—2—2



3.2. Cikloida 23

odakle, izlugivanjem 35 iz korijena, dobivamo implicitnu jednadZbu prve polovice svoda:

a2
_ Y 2
x =aarccos [1 — =) — /2ay — y-.
a

Pravac x = r je os simetrije svoda cikloide, pa je s

27 — X = a arccos (1 - X) —+[2ay — y?
a

dana i1 druga polovica svoda.

Kao i u proslim poglavljima, odredit ¢emo neka metri¢ka svojstva promatrane krivulje.
Teorem 3.1. Duljina luka jednog svoda cikloide je | = 8a.

Dokaz. 1z matemati¢ke analize znamo da se duljina luka krivulje zadane parametarskim jed-

nadZbama moze izrac¢unati formulom

%)
I = f V&0 + (/)2 d.
13

Derivacije parametarskih jednadzbi cikloide su

x'(t) = a(l —cost)
y'(t) = asint,

a prvi svod ¢ini dio cikloide za ¢ € [0,27x], pa uvrStavanjem u formulu imamo

2r
| = V(a(l = cost))? + (asint)2dt =
0
2
= a V1 =2cost +cos?7 +sin2t df =
0
2 2
= a VZ—Zcostdt:a\/Ef V1 —costdt =
0 0
2r ¢ ¢ 2
= a2 V2sin = dt = 4a (—COS—) = &a,
0 2 2 0
Sto je i trebalo pokazati. O

Teorem 3.2. Povrsina ispod jednog svoda cikloide iznosi P = 3na®.

Dokaz. PovrSina omedena parametarski zadanom krivuljom moZe se izracunati formulom:

%)
P:f y(®)x'(t) dt.

I
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0 dma X

Slika 3.8. Povrsina ispod svoda cikloide.

Uvrstimo li podatke u gornju formulu, imamo

2 2
P = f a(1 —cost)a(l —cost) dt = a* (1 —cost)>dt =
0 0

2 2r
1+ 2t
= a° (1—2cost+coszt)dt:a2f (1—2003t+%) dt =
0 0

1 in2t\ [**

= & (t—2sint+—t+sm ) = 3nd?,
2 0

Sto je i trebalo pokazati. O

Teorem 3.3. Obujam tijela nastalog rotacijom svoda cikloide oko osi x iznosi V = 5a°n>.

Dokaz. Ako parametarski zadana krivulja rotira oko osi x, onda se obujam tako dobivenog tijela

moze izracunati formulom

V= ﬂfzyz(t)x’(t) dt.

UvrStavanjem podataka u gornju formulu imamo

2 2

V =« (a(1 = cost))?>a(l —cost)dt = a’n (1 —cost)>dr =
0 0

2

= a’n (1—3005t+3coszt—cos3t)dt:
0

3 : 3.3 . - 1.5\ 3 2
= a’n|t—3sint+ =t+ —8in2t —sint + —sin” ¢ =5a’n”.
2 4 3 0

U gornjem smo racunu iskoristili da je

1
fcos3tdt:fcosztcostdt:f(l—sinzt)d(sint):sint—gsin3t,

¢ime je dokaz kompletiran. O
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3.3. Epicikloida

Definicija 3.2. Neka se tocka T nalazi na kruznici k polumjera r. Krivulja koju opisuje tocka
T dok se kruZnica k izvana bez klizanja kotrlja po kruznici polumjera R zove se epicikloida i

oznacava s E(R,r).

Da bismo izveli parametarske jednadzbe epicikloide, postavimo kruZnicu polumjera R sa sredi-
Stem u ishodiStu O koordinatnog sustava, te kruZnicu k polumjera r tako da svojom istaknutom
tockom T dodiruje prvu kruznicu u to¢ki A(R,0). Neka se kruznica k zakotrlja bez klizanja po

prvoj kruznici do tocke B, kao na slici 3.9.

Slika 3.9. Uz izvod parametarskih jednadzbi epicikloide.

Oznacimo kut t = LZAOB. Srediste kruZnice k se tada nalazi u tocki s koordinatama

x=(R+r)cost,
y=(R+r)sint.

Oznacimo jos§ s B’ drugo sjecisSte polupravca OB s kruznicom k.

Postavimo pomo¢ni koordinatni sustav uv tako da mu je ishodiSte O’ u srediStu kruZznice k,

oznacimo kut ¢ = ZBO'T, te s N oznac¢imo sjeciste kruznice k s koordinatnom osi u.

Da bi odredili koordinate tocke 7 u pomoénom koordinatnom sustavu uv, treba nam mjera kuta
ZNO'T. Vrijedi

/NO'B" - /TO'B’

ZNO'B" — (n — ZBO'T)

t—(n—p)=t+¢—-m,

ZNO'T

pa su koordinate to¢ke 7" u uv sustavu

u=rcos(t+¢—m)=—-rcos(t+ ¢),
v=rsin(t+ ¢ — ) = —rsin(t + ¢),
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odnosno, u originalnom xy koordinatnom sustavu

X = (R+}")COSZ —}"COS(I"'(;D)»
y=(R+r)sint —rsin(t + ¢).

Jo§ se trebamo osloboditi kuta ¢. Kako za duljine lukova vrijedi |BNT| = |.71§|, toje Rt = ry
odakle slijedi da je ¢ = gt Sto uvrSteno u gornje jednadZzbe nakon sredivanja daje parametarske

jednadzbe epicikloide

x(t) = (R +r)cost — rcos (&L
, Rr>0,1eR. (3.2)

t
() = (R +r)sint — rsin (22 1)

Osobito zanimljivi primjeri epicikloida su kada je R = nr gdje je n € N. Tako se zan = 1 dobije
krivulja koja se joS zove kardioida, dok se za n = 2 dobije krivulja koja se joS zove nefroida.

Podsjetimo se da broj n kazuje od koliko svodova se sastoji epicikloida.

Slika 3.10. Epicikloida E(1,1) je kardioida, dok je E(2,1) nefroida.

Ukoliko je omjer R/r € QQ, epicikloida postaje samopresjecna zatvorena krivulja. Lijep primjer

jedne takve epicikloide je E(8,3).

Slika 3.11. Epicikloida E(8,3).
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U daljnjem tekstu ¢emo se baviti epicikloidama za koje vrijedi da je R = nr, n € N. Uvrstimo

li tu relaciju u parametarske jednadZbe epicikloide (3.2), dobivamo

{ x(t) = r[(n + 1) cost — cos(n + 1)t] _ (3.3)

y(t) =r[(n+1)sint — sin(n + 1)t]

Teorem 3.4. Duljina luka epicikloide E(nr,r), n € N je

[ =8r(n+1).
Dokaz. 1zracunat ¢emo duljinu luka jednog svoda epicikloide i pomnoziti s brojem svodova n.
Kako su derivacije parametarskih jednadzbi (3.3)

xX'(t)=r[-(n+1)sint + (n + 1)sin(n + 1)t],
y(@t)=r[(n+1)cost — (n+1)cos(n+ 1)t],

to je duljina epicikloide

2r/n
O N R
0

2r/n
n-r(n+1) f V(=sint + sin(n + 1)1)2 + (cost — cos(n + 1)t)2 dt
0

2t /n
= rnn+1) \/2 — 2(sintsin(n + 1)t + costcos(n + 1)t) dt
0
2 /n 2n/n nt

= \/irn(n+1) Vl—cosntdt:\/zrn(n+1) \/Esinidt:

0 0

2 t 2n/n
= 2rn(n+1)(——cos”—) = 8r(n+ 1),

n 2/ 1lo

Sto je i trebalo pokazati. O

Zahvaljujuci gornjem teoremu, lako nalazimo duljine kardioide i nefroide.

Korolar 3.1. Duljina kardioide E(r,r) je | = 16r. Duljina nefroide E(2r,r) je | = 24r.

Dokaz. Kardioidi je n = 1, pa je duljina kardioide
[ =8r(1+1) = 16r.
Nefroidi je n = 2, pa je duljina nefroide

[ =8r(2+1) = 24r.
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Teorem 3.5. Povrsina lika kojega omeduje epicikloida E(nr,r), n € N iznosi

P=r*(n+1)(n+2)r.

Dokaz. Za izraCunavanje povrSine omedene epicikloidom ¢emo iskoristiti krivuljni integral

druge vrste, tj. formulu

1
P:—ggxdy—ydx,
2 J%

odakle uvrStavanjem slijedi

P

2r
%f (r[(n +1)cost —cos(n+ 1)t] - r[(n+ 1) cosz — (n + 1) cos(n + )] dr—
0

—r[(n+1)sint —sin(n + 1)t] - r[—(n+ 1) sint + (n + 1) sin(n + 1)¢] dt) =
2
= %rz(n +1) f ((n +1)cos’t — (n+2)costcos(n+ 1)t +cos’(n + 1)r—
0

—(=(n+ 1)sin27 + (n+2) sinzsin(n + D — sin®(n + 1);)) di =

2
= %rz(n +1) f ((n +2) — (n+2)(costcos(n + 1)t + sintsin(n + l)t)) dt =
0

2r 2r

= %rz(n +1)(n+2)

1 in nt
(1 —cosnt)dt = 5rz(n ) +2) (t _sinn )
0

= r’(n+ (n+2)n,

Sto je 1 trebalo dokazati. O

Korolar 3.2. Povrsina omedena kardioidom E(r,r) iznosi P = 6r’n. PovrSina omedena nefro-
idom E(2r,r) iznosi P = 12r’n.

Dokaz. Kardioidi je n = 1, pa je povrSina omedena kardioidom
P=r*(1+1)(1+2)r = 6rx.
Nefroidi je n = 2, pa je povrSina omedena nefroidom

P=r*Q+1)Q2+2)r = 12rx.

3.4. Kardioida

Izvest cemo jednadZzbu kardioide u polarnom obliku, te je pretvoriti u Kartezijeve koordinate.

Postavimo kruZnice k(S,r) 1 k’(S’,r) tako da kruznica k” svojom istaknutom tockom 7" dodiruje

kruZnicu k u ishodiStu koordinatnog sustava O, te da su im srediSta na osi x.
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Slika 3.12. Uz izvod polarne jednadZbe kardioide.

Neka se kruznica k” zakotrlja bez klizanja po kruznici k za kut ¢, kao $to je pokazano na slici
3.12. Tada je ZOSS" = ZTS’S. Kako je [SS’| = 2r i |SO| = |S'T| = r, Cetverokut OSS'T je
jednakokracni trapez. Oznacimo s p udaljenost tocke 7" od ishodiSta O 1 izrazimo tu udaljenost

kao funkciju varijable ¢. Imamo:

|OT| = |SS’| — |SO|cos ¢ — |S'T| cos ¢

= 2r —rcos¢ —rcos g,

o

odakle je polarna jednadzba kardioide:
o =2r(1 —cosg). (3.4
Gornja se jednadZba moZze lagano pretvoriti u jednadzbu u Kartezijevim koordinatama. Pom-

nozimo li (3.4) s p, imamo

P> =2rp—2rpcos g,
odakle, koristeéi da je x = pcos ¢, y = psingi p?> = x> + y* imamo dalje

p2 =2rp—2rx

0>+ 2rx =2rp

1, konacno, kvadriranjem

(p2 + 2rx)2 = 41’2,02

(x2 + y2 + 2rx)2 = 4r2(x2 + yz). 3.5)
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3.5. Hipocikloida

Definicija 3.3. Neka se tocka T nalazi na kruznici k polumjera r. Krivulja koju opisuje tocka
T dok se kruznica k iznutra bez klizanja kotrlja po kruZnici polumjera R zove se hipocikloida i

oznacava s H(R,r).

Izvedimo parametarske jednadzbe hipocikloide. U tu svrhu postavimo kruZnicu polumjera R
tako da joj je srediSte u ishodiStu koordinatnog sustava, te kruZnicu k tako da svojom istaknutom

tockom 7" dodiruje veliku kruZnicu iznutra u tocki A.

y
v

Slika 3.13. Uz izvod parametarskih jednadzbi hipocikloide.

Neka se kruznica k bez klizanja otkotrlja do tocke B, kao na slici 3.13. Oznacimo kut ¢t =
Z/AOB. Koordinate srediSta kruznice k su tada
x=(R—-r)cost,

y = (R —r)sint.

Postavimo sada pomo¢ni koordinatni sustav uv tako da mu je ishodiste O" u srediStu kruZnice
k, te s N oznacimo sjeciSte kruznice k i osi u, te oznacimo kut ¢ = ZNO’T. Koordinate tocke

T u uv sustavu su
u =rcos(—¢) =rcosey,

v =rsin(—¢) = —rsing,

pa su koordinate to¢ke 7" u xy koordinatnom sustavu

x=(R—r)cost+rcose,
: : (3.6)
y=(R—-r)sint —rsin.
Jos se trebamo osloboditi kuta ¢. Kako su duljine lukova ABiBNT jednake, toiz Rt = r(t+ ¢)
slijedi
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Sto uvrsteno u (3.6) daje parametarske jednadZbe hipocikloide

x() = (R—-r)cost +rcos (;’ t) , 3.7)
() = (R=r)sint - rsin (&£ 1) | '

Osobito zanimljivi primjeri hipocikloida su ona kada je R = nr gdje je n € Nin > 3. Tako
se za n = 3 dobije krivulja koja se zove deltoida ili Steinerova krivulja, dok se za n = 4 dobije

krivulja koja se, zbog svog izgleda koji podsjeca na zvijezdu, zove astroida (slika 3.14).

><p

Slika 3.14. Hipocikloide H(3,1) i H(4,1).

Ukoliko je § € Q, hipocikloida je samopresjec¢na zatvorena krivulja donekle slicna zupcaniku
bicikla.

Slika 3.15. Hipocikloida H(17,5).

U daljnjem ¢emo se tekstu baviti hipocikloidama za koje vrijedi da je R = nr, gdje jen € N i

n > 3. Uvrstimo li to u (3.7), dobijemo

{ x(t) =r[(n - 1)cost + cos(n — 1)t] . (3.8)

y() =r[(n—1)sint — sin(n — 1)t]

Teorem 3.6. Duljina luka hipocikloide H(nr,r), gdje jen € Nin > 3, je

[ =8(n—-1Dr.
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Dokaz. Sli¢no kao u izvodu duljine epicikloide, izracunat ¢emo duljinu jednog svoda i pomno-

Ziti s brojem svodova n.

Kako su derivacije parametarskih jednadzbi hipocikloide

x'(t) =r[-(n—=1)sint — (n — 1) sin(n — 1)¢]
y'(t)=r[(n—1)cost — (n—1)cos(n — 1)t]

dobivamo

2n/n
= n f V02 + (02 dr =
0
2r/n
= nf Vr[=(n - Dsint — (n — 1) sin(n — 1)t])2+
0
+(r[(n—1)cost — (n—1)cos(n — 1)t])?dt =
2x/n
= n(n- l)rf \/sinzt +2sintsin(n — 1t + sin’(n — D+
0
+cos?t —2costcos(n — 1)t + cos?(n — 1)t dt =
2x/n
= n(n-1r \/2 —2(costcos(n — 1)t —sintsin(n — 1)t) dt =
0
2r/n 2n/n nt
= nn-1Dr V2 —2cosntdt =2n(n — 1)rf sinEdt:
0 0
2r/n
2 t
= 2n(n—yr (——cos ”—) = 8(n - D,
n 2/
Sto je 1 trebalo pokazati. O

Interesantno je i pitanje kolika je povrSina koju zatvara hipocikloida. Odgovor nam daje sljedeci

teorem.

Teorem 3.7. Povrsina koju zatvara hipocikloida H (nr,r), gdje jen € Nin > 3, je

P=r*(n-1)(n-2)n.

Dokaz. Sli¢no kao u analognom dokazu kod epicikloide iskoristit ¢emo krivuljni integral druge

vrste.
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1
P = —Eﬁxdy—ydxz
2 J%

2
= %f (r[(n —1)cost+cos(n—1)t]-r[(n—1)cost — (n—1)cos(n — 1)t] dt—
0
_r[(n = 1)sinf — sin(n — )] - F[=(n — 1) sint — (n — 1) sin(n = 1)1] dt) -
2
= %rz(n - 1) f ((n —1)cos?t — (n—2)costcos(n — 1)t — cos’(n — D+
0

+(n—1)sin’t + (n — 2) sint sin(n — D)t — sin®(n — 1)t) dr =

2r
- %rz(n - 1)f ((n —2) = (n = 2)(cos t cos(n — 1)t — sint sin(n — 1)t)) dt =
0

! o 1 1 1 2r
= P-Dn-2) | (I-cosntydi==r*(n=1)(n-2) [t - 2| =
2 0 5 )
= 2(n-D(n-2)m,
Sto se i trebalo dokazati. o

Korolar 3.3. Duljina astroide H(4r,r) je | = 24r, dok je povrsina omedena astroidom P =
6r2m.
Rjesenje. Ovdje je n = 4 pa je duljina jednaka
[=8r(n—1)=8r-(4—-1) =24r
dok je povrSina
P=r*n-D(n-n=r*-(4-1)-(4-2) -7 =6"n.
O

U dosadaS$njim razmatranjima smo uvijek stavili da je n > 3. Naime, za n = 2 se deSava

zanimljiva stvar, hipocikloida je - duZina.
Teorem 3.8. Hipocikloida H(2r,r) je duZina. Duljina te hipocikloide je 8r.

Dokaz. Uvrstavanjem n = 2 u (3.8) dobivamo

x(t) = 2rcost,
y(#) =0,
Sto je evidentno duZina s krajevima u apscisama +2r.

KakotockaT zat € [0,2nx] dva puta prijede put na x-osi izmedu 2r i —2r, duljina te hipocikloide

je 8r, §to je u suglasju s teoremom 3.6. O
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Komentar. Hipocikloida H(2r,r) je duZina s krajevima (—2r,0) i (2r,0), a duljina te duZine
je 4r. Teorem tvrdi da je duljina te hipocikloide 87 jer ne mjeri duljinu duZine ve¢ put koji je

prosla tocka koja iscrtava hipocikloidu za ¢ € [0,27].

Astroida

Najpoznatija, vjerojatno jer se redovito pojavljuje u zadacima, hipocikloida je astroida. Nju

dobijemo za n = 4, pa su njene parametarske jednadzbe

x(t) = r[3cost + cos 3t] = rcos’ ¢t

y(t) =r[3sint —sin3¢] =r sin’ ¢

Slika 3.16. Astroida.

Potenciramo li parametarske jednadZbe na %, zbrajanjem dobivamo njenu jednadzbu u Kartezi-

jevim koordinatama:

wIr
wIr
wIr

I
~



4. Krivulja se definira zadavanjem njenih

diferencijalnih svojstava

4.1. Uvod

Krivulje se mogu zadati 1 tako da se da odnos izmedu neizmjerno malih elemenata krivulje u
obliku diferencijalne jednadZbe. Integriranjem tako dobivene jednadZbe dolazimo do jednadzbe
traZene krivulje. Takav je naCin zadavanja karakteristican za mnogobrojne probleme geome-
trije, mehanike, fizike i tehnike u kojima se, na temelju geometrijskih i mehanickih spoznaja i

shvacanja, izvode diferencijalne jednadZbe.

Primjerice,

eksponencijalna se krivulja moZe zadati kao krivulja kojoj subtangenta u svakoj njenoj

toCki ima isti smisao;

traktrisa se moZe zadati kao krivulja kojoj je duljina tangente konstantna;

radioidalna spirala ili klotoida se moZe zadati kao krivulja kojoj je polumjer zakrivljenosti

obrnuto proporcionalan duljini njezina luka;
— parabola se moze zadati kao krivulja kod koje se svjetlosne zrake paralelne opti¢koj osi
reflektiraju u jednoj tocki; itd.

U narednim ¢e toCkama ovog poglavlja kao primjer krivulje zadane diferencijalnom jednadz-

bom biti obradena traktrisa pravca, koju ¢emo radi jednostavnosti zvati samo traktrisa.

4.2. Izvod traktrise

Problem traktrise je prvi postavio pariski lijecnik 1 arhitekt Claude Perrault (1613.—1688.) koji
je na stol stavio svoj dZepni sat tako da je lanac bio okomit na rub stola i poceo povlaciti kraj
lanca duz ruba stola (slika 4.1) te si postavio pitanje: Koja je krivulja po kojoj se pomice sat?

Perrault je tada uocio i da je duljina tangente! takve krivulje konstanta.

U diferencijalnoj geometriji se duljinom tangente zove udaljenost izmedu dirali$ta tangente s krivuljom i
sjeciSta tangente s osi apscisa.

35
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Slika 4.1.

Prvo rjeSenje problema je dao Huygens koji je krivulju nazvao taktrisa Sto dolazi od latinske
rijeCi trahere, $to znaci “vuci”. Huygens je kasnije generalizirao Perraultov problem stavljajuci
da se jedan kraj niti ne pomice po pravcu nego po volji odabranoj krivulji. Tako su uz obi¢nu
traktrisu ili traktrisu pravca nastale 1 traktrisa kruZnice, traktrisa parabole, itd. Huygens je te

krivulje nazvao traktorijama.

Za pocetak, definirajmo traktrisu te izvedimo njezinu jednadZbu.

Definicija 4.1. Traktrisa je krivulja za koju je duljina tangente a stalna velicina. Velicina a se

Zove parametar traktrise.

Oznacimo s T tocku koju povlac¢imo po osi x, sa M tocku na trazenoj krivulji. Uocimo da je
tocka T sjeciSte s osi x tangente povucene u tocki M krivulje. Oznacimo s M’ ortogonalnu
projekciju tocke M na x-os, te s a = |TM| duljinu tangente. Neka se u pocetnom trenutku
tocka M nalazi na koordinatama (0,a), a tocka T u ishodiStu. Pomaknemo li to¢ku T ulijevo,

dobijemo situaciju kao na slici 4.2.

MM

T M’ X

Slika 4.2. Uz izvod jednadZbe traktrise.

Ako s ¢ oznac¢imo kut $to ga tangenta MT zatvara s pozitivnim dijelom osi x, onda je

MMy
IM'T)| 2 — yz'

gy
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Nadalje, kako je tg ¢ = %, diferencijalna jednadZba traktrise glasi
y__ ¥y
dx  [g2 _ yz'

U pitanju je diferencijalna jednadzba sa separiranim varijablama, pa imamo
Va? — y? cos® t
f NGV dy = =a f — dt =
y sint

1 t
af (— —sint) dt =alntg - +acost + C.
sint 2

(4.1)

y =asint

~
[

dy = acostdt

Opce rjesenje u parametarskom obliku glasi

x(t) =alntg5 +acost +C,
y(t) = asint.

Partikularno ¢emo rjesenje dobiti iz Cinjenice da za x = 0 dobijemo y = a, Sto uvrsteno u gornje

jednadzbe daje C = 0, pa su parametarske jednadzbe traktrise

(4.2)

x(t) = alntg 5 + acost,
y(t) = asint.

Ostaje joS utvrditi vrijednosti parametra ¢ za koje dobijemo lijevu granu traktrise. 1z tg % >0

slijedi ¢ € (0, 7). No, kako jo§S mora biti1 x(¢) < 0, tojet € (O,%].

y

Slika 4.3. Traktrisa.

MozZe se postaviti pitanje korektnosti gornjeg izvoda u smislu bi li se dobilo jednako rjeSenje da

se toCka T pomaknula u desnu stranu. U tom bi slucaju bilo

t — = —t = —
g(m —¢) gy o
pa bi diferencijalna jednadzba glasila
@& _ Y
dx a2 —y2

b
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a njeno partikularno rjeSenje u parametarskom obliku bi glasilo

{ x(t) = —alntg § — acost, 43)

y(t) = asint.

Dobivene jednadZbe opisuju desnu granu traktrise za t € (0, 7]. Stavimo li u (4.3) zamjenu ¢ sa
nm —t, dobili bi

x(t) = —alntg &5t —acos(nr —1) = —alnctg 5 + acost = alntg § + acost,

y(t) = asin(wr —t) = asint,

Sto su iste jednadZzbe kao u prvom slucaju s tim da za parametar ¢ vrijedi ¢ € [5,7), odnosno, s
(4.2) su dane parametarske jednadZzbe traktrise za t € {0, 7), s tim da se za vrijednosti parametra

t € (0,75] dobije lijeva grana traktrise, a za ¢ € [7,7) desna grana.

Parametar ¢ koji se pojavljuje u parametarskim jednadZbama geometrijski ima smisao kuta $to
ga tangenta zatvara s pozitivnim dijelom osi x. Naime, u lijevoj grani je y = a sin ¢, odakle,
usporedivanjem s parametarskom jednadzbom, nalazimo da je t = ¢. U desnoj grani je y =

asin(mr — ¢) = asin g, paje opett = ¢.

Traktrisa je osno simetri¢na s obzirom na pravac x = 0, te je diferencijabilna svuda osim u tocki

x = 0 gdje je samo neprekidna.

4.3. Neka metricka svojstva

Zanimljiv je problem duljine luka traktrise, mjerenog od to¢ke A(0, a) koju dobijemo za vrijed-
nost parametra ¢t = 7, do bilo koje toCke prema desno, koje dobijemo za vrijednosti parametra
t e(Z,n).

Teorem 4.1. Duljina luka traktrise od tocke A(0,a) do bilo koje tocke za vrijednost parametra
7 € (%,7) iznosi

[(t) = —alnsinT. “4.4)

Dokaz. Duljina luka se izracuna integralom

f V&) + (570 di =

24 T 4
acos costt
f +(ac0st)2dt:af — +cos?tdt =
/2 sint /2 sin“ t
T [cos*t + cos?tsin® ¢t T [cos?t(cos? ¢ + sin? 1)
a — dt =a dt =
sin” t ) sin’ ¢

)

cos?t cost T cost
= =—a ——dt = —alnsinT,
sin’ t /2 sint xj2 SInt
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Sto je i trebalo pokazati. O

Teorem 4.2. Povrsina omedena traktrisom i njezinom asimptotom iznosi

a27r

P="=—
2

Dokaz. Integriranjem imamo

Ve
P = f Y(O)X' (1) dt =
0
/g 2 b/g /g
t 1+ 2t
= f asintac_os dt:azf cosztdt:azf ialt:
0 Sin ¢ 0 0 2
1 1 T a’n
2 .
= —t+—sin2t|| = —,
a (2 1 sin ) . >
Sto je i trebalo pokazati. O

Treba primijetiti da je gore izraCunata povrSina jednaka polovici povrsine kruga polumjera jed-

nakog parametru traktrise.

Teorem 4.3. Volumen tijela nastalog rotacijom traktrise oko njene asimptote iznosi
2
V=Zdn.
3

Dokaz. Laganim ratunom imamo

+00
vV = ﬂf y2(x) dx =

(o)

d acos>t d d
nf a’sin’ dr = a37rf sint cos’ ¢ dt = —a37rf cosztd(cos t) =
0 0 0

sint
3
AN 1 1 2
= —a37r (CO; ) 0 = —6137T (—5 — g) = §a371',
Sto je 1 trebalo pokazati. O

Zgodno je primijetiti da je taj volumen jednak polovici volumena kugle polumjera jednakog

parametru traktrise.

Ostaje joS izraCunati oploSje rotacijske plohe.

Teorem 4.4. Oplosje tijela nastalog rotacijom traktrise oko njezine asimptote iznosi

P = 4a°r.
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Dokaz. Oplosje ¢emo izraCunati koriste¢i formulu za oplosje rotacijske plohe, s tim da ¢emo

izraCunati pola oplosja, dio za ¢t € (5,7), te pomnoziti s dva. Imamo

P =2 27rf y(r)\/(x’(t))2 + (') dt =
/2
T Zt 2
= 2-27rf asint-\/(ac,os ) + (acost)?dt =
/2 sint
m t m
= 4d’n f sint - | 0| dr = 4a’n - (—sing)| = 4a’n,
/2 sint 72
Sto je i trebalo pokazati. O

MozZe se uociti da je ta povrSina jednaka povrSini kugle kojoj je polumjer jednak parametru

traktrise.

4.4. Polumjer zakrivljenosti traktrise

Zakrivljenost krivulje K u njenoj tocki 77 je mjera odstupanja te krivulje od pravocrtnosti u toj
tocki, a definira se kao
. Agp
K = lim —,
As—0 As

gdje je As = |T1T>| duljina luka krivulje izmedu bliskih tocaka 7' i 7>, a A kut izmedu normala

na krivulju u tim tockama ili kut zakreta izmedu tangenti u tockama 77 i 7.

Iz gornje je definicije jasno da je zakrivljenost pravca K = 0, dok se lako pokazuje da zakriv-

ljenost kruZnice polumjera r iznosi K = %

Polumjer zakrivljenosti krivulje u nekoj njenoj tocki se definira kao
1
K|

gdje se zakrivljenost uzima po apsolutnoj vrijednosti jer sama po sebi ne mora biti pozitivan

realan broj. Zakrivljenost u nekoj tocki krivulje zadane parametarskim jednadZbama racuna se

formulom
(@) + (Y (1))
X' (D)y" (1) =y (O)x" (1) |

Odredimo sada polumjer zakrivljenosti u svakoj tocki traktrise. Parametarske jednadzbe trak-

trise su:
{ x(t) = alntg 5 + acost,

y(t) = asint.

Njezine prve derivacije su:
cos t

x'(t) = a——,
sint

y'(t) = acost,



4.4. Polumjer zakrivljenosti traktrise 41

dok su druge derivacije:
cost(sin’t + 1)

x"(t) = —a

sin® ¢ ’
y’(t) = —asint.

Uvrstimo 1i sve potrebno u formulu za polumjer zakrivljenosti, imamo

(1) + (¥ (1))?)?

R =
x'(0)y" (1) = y'(0)x" (1)
3/2
cos’t 2 2 4 3/2
((" sint ) + (acost) (02% + a’ cos? t)
= - = —
cos®t o _ [ cost(sin®t+1) ) 2 cos? ¢(sin” t+1)
7 - (—asint) —acost ( a5 accos“t + at——7——
2 3/2 2.\3/2
(oot (1) _|(es)
- B in® 1+1 - ;120321 = alctgt].
aZCOSZl(—1+smT) am=—5—
sin* ¢ sin” ¢

Dobiveni nam izraz omogucuje jednostavnu konstrukciju srediSta zakrivljenosti u po volji oda-
branoj tocki traktrise. SrediSte zakrivljenosti C krivulje u nekoj njenoj tocki M je tocka koja se

nalazi na normali krivulje kroz tu tocku i od nje je udaljena za polumjer zakrivljenosti.

Povucimo tangentu u to¢ki M traktrise i sa T ozna¢imo njeno sjeciSte s osi x. Iz svojstava
traktrise znamo da je [MT| = a. Normala na krivulju u to¢ki M sijece pravac koji prolazi kroz

tocku T okomito na os x u tocki C.

Slika 4.4. Konstrukcija srediSta zakrivljenosti traktrise.

Tada je |[CM| = actgt = R1prema tome toCka C jest trazeno srediSte zakrivljenosti (slika 4.4).

Odavde slijedi da je srediSte zakrivljenosti za po volji odabranu toCku traktrise sjeciSte nor-
male traktrise u toj tocki s okomicom na apscisnu os, uzdignutom u sjecistu te osi s tangentom

traktrise u zadanoj tocki.
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4.5. Evoluta traktrise

Uz pojam sredista zakrivljenosti je usko vezan pojam evolute.
Geometrijsko mjesto svih srediSta zakrivljenosti neke krivulje naziva se evolutom te krivulje.

Odredimo sada evolutu traktrise. Evoluta krivulje zadane parametarskim jednadZbama nalazi

se iz formula:
(') + (' (1)*
X (1)y” (1) = y ()X (1)
(X)) + (Y (1))?
x'(Dy" (1) = y'(D)x" (1)

X)) =xt) -y @) -

Y(t) =y(@) +x'(1) -

Uvrstimo 1i poznate izraze, imamo:

, (xX' (1)) + (y'(1)?
X(t) = X(t)_y(t) Y V73 ’ 44
x'()y” (1) — y'()x"(t)
" (a%nztt)2 + (acost)?
= alntg§+acost—acost- 5 i
t . cosz(sin” 1+
St (-asint) —acost - (—aT)
t t
= alntgz +acost—acost-1= alntgi
, (xX'(1)) + (y'(1)?
Yt) = yO+x @) ———; —
x'()y” (1) — y'(1)x"(t)
2.\2
= asint + acoszt . (a%:”t) + (acosn)®
sin ¢ s2¢ . cost(sin® t+1)
St (-asint) —acost - (—aT)
) cos? t a
= asint+a = —

sint  sint’
Sto su parametarske jednadzbe evolute.

Da bi pronasli jednadZbu evolute u Kartezijevim koordinatama, iz izraza za X ¢emo izluciti

X/ag

parametar 7 i uvrstiti u drugu jednadzbu. Iz X = alntg{ slijedi r = 2arctge to uvrsteno u

izraz za Y daje

a a
Y = =
sin(2 arctg eX/@) 2 sin(arctg eX/?) cos(arctg eX/®)
2
_a 1 _al+ (eX1%) _ ﬁ(e_x/a + Xl
2 __eXla 1 2 eXla 2 ’

V1+(eX/a)2 ' V1+(eX/a)2

pa je jednadZba evolute traktrise u Kartezijevim koordinatama

X
Y =ach—,
a

Sto je lancanica (slika 4.5).
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0

Slika 4.5. Evoluta traktrise.
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5. Krivulje koje se zadaju u analiticCkom
obliku

Ovaj nacin tvorbe krivulja je u odnosu na prethodne nacine prirodniji jer jednadZbu krivulje

odmah zadajemo u analitickom obliku. Do sada smo jednadZzbe krivulja morali sastavljati.

Kao primjer ovog nacina tvorbe krivulje promatrat ¢emo krivulju Descartesov list.

5.1. Descartesov list (Cartesiusov list)

Definicija 5.1. Descartesov list je krivulja treceg reda zadana jednadZbom

x> +y3—3axy=0, a>0.

Krivulja Descartesov list je dobila ime po Renéu Descartesu (1596.—1650.) francuskom mate-
maticaru, fiziaru i filozofu, utemeljitelju analiticke geometrije. Descartes je to¢no opisao oblik
lista u prvom kvadrantu, no pretpostavio je simetriju etvrtog reda Sto je bilo krivo. Postoji
samo jedan list i radi se o otvorenoj krivulji (slika 5.1). ToCan oblik Descartesovog lista odredio

je Huygens 1692. godine.

/)

Slika 5.1. Descartesov list.
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Parametarske jednadzbe Descartesova lista dobit ¢emo ako u njegovu implicitnu jednadZbu uvr-

stimo izraz y = xt, pa imamo

¥ +y3—3axy=0
B+ x33 -3ax? =0 / : x?

x(1 +73) = 3at,

odakle slijedi

3at
X = L 5.1

we . ., 2 . 2
Pomnozimo li (5.1) sa ¢, dobit ¢emo xt = % pajey = f_‘:—;g

Dobili smo parametarske jednadzbe Descartesovog lista

3at

r e 1+23
s t € R\{-1}.
a

YEIEn

Polarnu jednadzbu Descartesovog lista dobit éemo ukoliko u implicitnu jednadZbu uvrstimo

1Zraze x = r cos ¢, y = r sin ¢, pa imamo

¥ +y3-3axy=0

r3(cos? ¢ +sin® ) = 3a - rcosg - rsing /:r2

pa je
3acos ¢sing
r=——.
cos3 ¢ + sin® ¢
Krivulja Descartesov list je simetri¢na u odnosu na pravac y = x (slika 5.2) kojeg sijece u dvije

tocke; tocki 0(0,0) i tocki N koja se nalazi u prvom kvadrantu.

,

i .
AN

,
.
.
.
’
.
.
.
T

Slika 5.2.
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Odredimo koordinate tocke N:

¥ +y-3axy=0

y=x
X+x3-3ax2=0 /:x2
2x = 3a

paiz x = %a slijedi y = %a te su koordinate tocke N (%a, %a).
Nadalje, sa slike 44 moze se naslutiti da krivulja Descartesov list ima kosu asimptotu.

Kosu asimptotu y = kx+1 krivulje zadane u parametarskom obliku moZemo odrediti na sljedeci

nacin. Ako je lim;,;, |x(¢)| = oo i lim,_,, |y(t)| = oo, tada raCunamo

oo y(@) L L
k‘}‘_)“,}%’ l—th_)rg[y(t) k-x()].

Ako postoje oba limesa, asimptota krivulje je y = kx + 1.

Iz parametarskih jednadzbi Descartesovog lista zakljuCujemo da |x(¢)] = co kadt — —1 1da

|y(t)| > cokad t — —1.

Nadalje vrijedi
3ar?
3
k= lim 22 = lim r = -1
t——1 3ar t—-1
1+¢
i
3at? 3at , 3at(t + 1)
[ = - (=1)- = lim =
t—-1|1+1¢3 1+83] 1@+ -t+1)
lim 3at 3a
= - = —— = —a.
—>-112 -t +1 3
Prema tome, Descartesov list ima kosu asimptotu y = —x — a (slika 5.3).
e '
YyF —T—a

Slika 5.3. Asimptota Descartesovog lista.

U tocki O(0,0) Descartesov list sijeCe sam sebe i u toj tocki krivulja ima dvije tangente. Te

tangente su pravci x =01y = 0.
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Teorem 5.1. Neka je S| povrsina petlje Descartesovog lista, a S povrsSina izmedu Descarteso-

vog lista i asimptote. Tada je S| = $> = iaz.

Dokaz. Izracunat ¢emo prvo povrsinu oznacenu s 7 koristeci krivuljni integral druge vrste, tj.

1
P:—gg dy — ydx.
[

formulu

\9)

Slika 5.4.

Parametarske jednadzbe Descartovog lista

3at 3at?
X =— = —
1+ YT 14
opisuju petlju za t € [0, +c0), te iz njih lagano nalazimo diferencijale
3a(l +1%) - 3ar - 31 3a - 6ar’
dx = t= —————
(1+23)2 (1+23)2
6ar(1 +1%) — 3ar* - 31> 6at — 3at*
dy = t = )
(1+13)2 (1+13)2

paje

1 1 (®( 3at 6at —3at* 3at* 3a-6at’
S = ~Dxdy—ydx=~ - - : dt
! 29§xy y ax zfo (1+t2 1+0)2 1+2 (1+t3)2)

1+ =7 = 32dt=dz

9 [ 12 drel im0 = - o1 _3a2f°°dz
2 Jo a+H?rT | T ¢ 2 2
=00 = Z7=0
o 360 (Pdz_ L 3d (1 b3
= lim — — =lim — |-=]| ==za".
booo 2 )1 722 booo 2 z)l, 2

Ostaje jos za izraCunati povrSinu Sp. Treba primijetiti da se S, sastoji od dva sukladna lika u 2.

i 4. kvadratnu, te trokuta u 3. kvadrantu. PovrSina trokuta iz treeg kvadranta je

a2

PA:?'
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Izracunat ¢emo sada povrSinu dijela lika S u drugom kvadrantu. Za to nam je najprikladniji
polarni koordinatni sustav, u kojem se povrsSina izmedu dviju krivulja racuna formulom

p=1 B((r( )? - (r1(9)?) d
=5 . 2(p 1y .

Jednadzbu asimptote y = —x — a u polarnom sustavu dobivamo uvrStavanjem x = r cos ¢,
y = rsin ¢ u njenu eksplicitnu jednadZbu:

y=—-x-—a

rsing = —rcos¢ —a

r(sing + cos¢) = —a

pa je
-a
r=——.
sin ¢ + cos ¢

Kako je polarna jednadZba Descartovog lista

3acos psin @

A )
cos3 ¢ + sin’ ¢

to je traZzena povrSina

1 (" —a 2 3a cos ¢ sin g 2
P o= = ———| =] |d¢
2 J3p/a | \sing +cos ¢ cos? ¢ + sin” ¢

lf” ( —-a 3acosgosing0) ( -a N 3acosgosingo)d
2 3n/4 sin ¢ + cos ¢ Cos3gp+sin390 sin ¢ + cos ¢ COS3¢+sin3¢ ¢

2

1 f” —a(cos? ¢ — cos @ sin @ + sin” @) — 3a cos @ sin ¢
3n/4  (cos @ + sin @) (cos? ¢ — cos @ sin ¢ + sin® )

—a(cos? ¢ — cos ¢ sin ¢ + sin” @) + 3a cos @ sin ¢

(cos @ + sin @) (cos2 ¢ — cos @ sin ¢ + sin” )

B a® f" 1 —sin g cos ¢ + 3 sin ¢ cos ¢

2 J3n/4 (cos @ + sin @) (cos? ¢ — cos @ sin ¢ + sin” )

—1 +singpcos + 3singcos ¢ J
. . . 14
(cos ¢ + sin @) (cos? ¢ — cos @ sin ¢ + sin’ @)

_ _a_2 d (1 +2singcos)(—1+4singcosp)

2 J3za (cos @ + sin ¢)2(cos? ¢ — cos ¢ sin ¢ + sin® ¢)?2

~a> (™ (1+2singcos g) (=1 +4sin pcos )
2 Jaga (14 2singcosg)(1 — cos ¢sinp)?
a’> ™ —1+4singpcosgp a’> ™ —1+2sin2¢p

: ® = ;
2 Jaz/a (1 = cos gsing)? 2 Janja (1 - 5 sin2¢)?
at (" do a’> (” sin2¢p

2 Jama (1= Lsin2¢)2 7 2 s (1 - Lsin2g)?
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Dobivene integrale rijesit cemo koristeci tablicu neodredenih integrala iz Bronstejna, 1 to:
dx 2 btg S +c

306) f - arctg ————,

b+csinax g\p2 — 2 Vb2 — 2

dx cCcosax b dx
309) - = - + ; )
(b+csinax)?  a(b?-c?)(b+csinax) b*>—-c? ) b+csinax

sin ax dx bcosax c dx
310) - = - + : )
(b+csinax)?  a(c?-b>)(b+csinax) c¢>-b*J b+csinax

pa dalje imamo:

2 —1 cos2 1 2 g2 _ LI
2 2(1—1)(1—§sm2(p) 1—22 1_}1 ,1_}‘ 3r/4
—1 2 _ 1| 2
2 2 g -3
2(1—1)(1—55111290) 2—12 1_% ,1_% 3n/4

Konac¢no, povrsina lika S, iznosi
SZ = PA + 2 . P2 =

Sto je i trebalo pokazati.
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Sazetak

U radu sam opisala neke od nacina tvorba krivulja:
— krivulje koje nastaju presjekom dane plohe ravninom
— krivulje koje nastaju kao geometrijsko mjesto toaka koje zadovoljavaju dano svojstvo
— krivulje koje nastaju kao putanja tocke koja se giba po nekom odredenom zakonu
— krivulje koje nastaju zadavanjem njenih diferencijalnih svojstava
— krivulje koje se zadaju u analiticCkom obliku.

Opisala sam i svojstva promatranih krivulja. Ta svojstva se oCituju u mehanizmima, detaljima
strojeva, gradevnim konstrukcijama, u optici, slikarstvu, arhitekturi, u crtanju, u geometrijskim
konstrukcijama,. . . Neke krivulje se realiziraju u prirodi. U radu sam krivulje i njihova svojstva
proucavala strogo matematicki, bez njihove primjene. Promatranim krivuljama sam napisala

nesto o njihovoj povijesti.

Pri pisanju ovog rada, svojstva krivulja su me Cesto fascinirala i jo§ jace pobudila zanimanje za

upoznavanjem krivulja.
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Summary

In this thesis, some of curve formations are described:

curves which occur by intersecting the given surface by the plane

curves which occur as a geometric locus of points satisfying the given feature

curves which occur as the path of a point that moves according to a certain definite principle

curves which occur by setting their differential features

curves which are set in an analytical form.

The observed curve features are described as well. These features manifest in mechanisms,
device details, building constructions, optics, painting, architecture, drawing, geometric cons-
tructions. Some curves accomplish in nature. Curves and their features are studied in this thesis
strictly mathematically without applications. 1 wrote about the history of the observed curves,

as well.

While doing this thesis, I was fascinated by curve features so my interest in learning about them

aroused greatly.
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